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Aufgabe 1. (a) Sei X ein topologischer Raum. Für x ∈ X sei Ux die Menge
aller Umgebungen von X. Zeigen Sie:

(i) Ux 6= ∅ und x ∈ U für alle U ∈ Ux;

(ii) Für U1, U2 ∈ Ux ist U1 ∩ U2 ∈ Ux;

(iii) Für U ∈ Ux und U ⊆ W ⊆ X ist W ∈ Ux;

(iv) Für jedes U ∈ Ux gibt es ein V ∈ Ux mit V ⊆ U und V ∈ Uy für alle
y ∈ V .

(b) Sei X eine Menge und für jedes x ∈ X sei eine Familie von Teilmengen Ux

von X gegeben mit den Eigenschaften (i)-(iv) aus (a). Zeigen Sie, dass durch
X : = {U ⊆ X| U ∈ Ux ∀x ∈ U} eine Topologie auf X definiert wird. Zeigen
Sie, dass Ux die Menge der Umgebungen von x ∈ X bzgl. dieser Topologie
ist.

Aufgabe 2. Sei X = (X,X ) ein topologischer Raum. Eine Abbildung f :
X → R heisst nach oben halbstetig in x ∈ X, wenn es zu zu jedem x ∈ X

und ǫ > 0 eine Umgebung U von x gibt mit f(y) < f(x) + ǫ für alle y ∈ U .
f heisst nach oben halbstetig, wenn es in jedem Punkt nach oben halbstetig
ist.

(a) Sei O< : = {(−∞, a)|a ∈ R} ∪ {∅, R} und O≤ : = {(−∞, a)|a ∈ R} ∪
{(−∞, a]|a ∈ R} ∪ {∅, R}. Zeigen Sie, dass O< und O≤ Topologien auf R

sind.

(b) Zeigen Sie, dass f : X → R genau dann nach oben halbstetig ist, wenn
f stetig bzgl. O< ist (d.h. f : (X,X ) → (R,O<) ist stetig).

Aufgabe 3. Sei Y = (R,O<) und Z = (R,O≤). Bestimmen Sie alle stetigen
Abbildungen Y → Y , Y → Z, Z → Y und Z → Z.



Aufgabe 4. Sei X ein topologischer Raum. Sei F die Familie aller abge-
schlossenen Teilmengen von X. Für A ⊆ X sei A =

⋂
B∈F ,B⊇A B (d.h. A

ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die A enthal-
ten; die Menge A heisst die abgeschlossene Hülle oder der Abschluss von A).
Zeigen Sie

(a) A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthält.

(b) A ∪ B = A ∪ B.

(c) Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen
und A ⊆ X. Dann gilt f(A) ⊆ f(A).


