LA2 - UBUNGSBLATT 1 - LOSUNG

MIMA STANOJKOVSKI

Sei B: V xW — K eine K-Bilinearform und B = (b;;) € Mat,, ,,, (K) die Struktur-
matrix von § bzgl. B = (vy,...,v,) einer Basis von V', und C = (wq, ..., w,,) einer
Basis von W. Seien 81 und Bs die natiirliche Abbildungen V' — W* und W — V*,

die durch § induziert sind und seien B* und C* die dualen Basen von B und C.

Aufgabe 1. Es gilt

(1) B = MCB* (Br);

(2) B = Mg.(5).
Beweis: Wir zeigen nur, dass (1) gilt. Sei C = ME.(B1), so beweisen wir, dass
C = B*. Fiir jedes 1 < i < n gilt

m
Bi(vi) = cjiw}
=1

und wenn w ein Element von W ist, gilt auch

Bi(vi)(w) = B(vi, w)

Es folgt, dass Z;nzl cjiw; = Z;ﬂ:l bijw; und wegen der lineare Abhangichkeit der

wj’s, dass fiir jedes Paar (i,7), ¢ji = bi; gilt. Wir haben bewiesen, dass C' = B*. [J

Aufgabe 2. Wir nehmen nun an, dass dim V = dim W gilt.
Behauptung: Die folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(1) B ist nicht ausgeartet in der ersten Variablen,
(2) B ist nicht ausgeartet in der zweiten Variablen und
(3) B ist invertierbar.
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Beweis: (1) = (3) Wir wissen, dass § nicht ausgeartet in der ersten Variablen
ist, so ist 1 injektiv. Weil gilt dimV = dim W, ist dann ; ein Isomorphismus
V — W*. So folgt aus Aufgabe 1.1, dass B® invertierbar ist und darum ist B auch
invertierbar. (3) = (2) Das folgt einfach aus Aufgabe 1.2. (2) = (1) Weil 3 nicht
ausgeartet in der zweiten Variablen ist, ist f2 injektiv und, weil dimV = dim W
ist, ist B2 ein Isomorphismus W — V*. Es folgt dann aus Aufgabe 1.2, dass B
invertierbar ist und darum ist B* auch invertierbar. Aus Aufgabe 1.1 folgt, dass 51

ein Isomorphismus ist und somit insbesondere injektiv. O

Aufgabe 3. Seien V = W = R?, B = (e1,e3) die Standardbasis und C =
(e1 +e2,e3). Sei B:R? x R? — R durch

(1) B(z,y) = —2x1y2 — ¥ + Sa2y1,

(2) B(z,y) = —z201 + 37192,
(3) B(z,y) = Txy — x9,

(4) B(x,y) = x172 + 4y1y2 oder
(5) Blx,y) = 3w1y1 + w221 + 1

definiert. Wir tiberpriifen welche 5’s R-Bilinearformen sind und geben gegebenfalls
die Strukturmatrizen B bzgl. B und C bzgl. C an.
Losung:

(1) Nein, weil 5((0,0),(1,0)) = =1 £ 0 gilt.

(2) Ja. Fiir jedes a,t,z € R? und A, u € R gilt in der Tat

1.
B(At + pz,a) = — (Mg + pza)ay + 3(Mty + pzr)as
= A(—taas + 3t1a2) + p(—22a1 + 3z102)
= AB(t,a) + puB(z,a)
und
2.

Bla, \t + pz) = —ag(My + pz1) + 3a1 (Mt + pza)
= M —asty + 3aits) + p(—agz1 + 3a129)
= M3(a,t) + up(a, z).
Die Strukturmatrizen sind

0

B =

3] und C =
0

2 3
-1 0|
(3) Nein, weil 5((0,1),(0,0)) = —1 # 0 gilt.

(4) Nein, weil 8((1,1), (0,0)) = 1 # 0 gilt.
(5) Nein, weil 3((0,0),(0,0)) =1 # 0 gilt.
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Aufgabe 4. Fiir jedes n € Z>; seien die Abbildungen
B : Mat, (K) x Mat, (K) — K
durch (A, B) + Sp(AB) definiert. Fiir jedes n € Zs; ist die Abbildung (™) eine

symmetrische K-Bilinearform:
symmetrisch: Seien A = (a;;) und B = (b;;) Elemente von Mat,,(K) und
seien AB = C = (¢;;) und BA =D = (d;;). So gilt

5(71) (A B = Sp ZC” = Z Zazlblz
=1 I=1

=30 (3 )
=1 =1

=1

und somit ist 3" symmetrisch.
K-Bilinearform: Seien A = (a;;), B = (b;;) und C = (¢;;) Elemente von
Mat,, (K) und A € K. So

BM(A+C, B) = Sp((A+ \C)B Z Z (air+ir)bi;)
i=1

= Z Z airbi; + )\Zcilbli)

=1 =1

= Z(AB)M +A zn:(CB)”

= Sp(AB) + ASp(CB) = (4, B) + A3™(C, B)

3

und da (™ symmetrisch ist, ist 3" auch K-bilinear.

Die Strukturmatrix von 3 bzgl. der Basen

s=(o of o o) | ]H 0]) e

ist

= O =
= = e
= o = O
o O = O



