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Aufgabe 1. Sei V = R” ein quadratischer Raum mit dem Standardskalarspro-
dukt ¢g. In den folgenden Féllen

(1) n=3und v = (1,2,3)/V14,
(2) n=4,v,=(1,1,-1,-1)/2 und v = (1,1,1,1)/2

ergénzen wir die gegeben Vektoren zu einer Orthonormalbasis des gegeben Vektor-
raums.

Lésung: (1) Seien by = (1,2,3), by = (0,0,—3) und b3 = (0,1,0), sodass B =
{b1,b2,b3} eine Basis von V ist. Wir benutzen das Gram-Schmitsche Orthonor-
malisierungsverfahren auf B eine Orthonormalbasis C = {¢; = v,c2,c3} von V zu

berechnen. Wir definieren b} = b; und

q(b1,b2)
q(b1)

Wir skalieren b}, wie by = 14b3/3 = (3,6, —5) und definieren

W, = 9 9 15)

9
b1+b2_ﬁb1+b2_(ﬁ’?’_ﬁ :

Q(b3,bl)b q(bs3, by)
_ L —

b=~ on) a(0])

by + by = (— %%0) =(2,-1,0)/(-5).

Wir definieren, fiir jedes i € {1, 2,3}, das Element ¢; = }/+/q(b;). Die Menge
C={c1,c2,¢3} = {v,(3,6,-5)/V70,(2,-1,0)/V/5}
ist eine Orthonormalbasis von R3.

(2) Seien by = (1,1, —1,—1), by = (1,1,1,1), b3 = (1,—1,0,0) und by = (0,0, 1, —1),
sodass B = {by, by, b3, b4} eine Basis von V ist. Wir berechnen

® g bl) = 2) Q(bQ) = 27 q(b3) =2 und Q(b4) = 27
®q
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und so ist die Matrix von ¢ bzgl. B gleich

2 0 00
0 2 00
0 0 20
0 0 0 2

Zum schluss, definieren wir, ¢; = vy, ¢ = v, c3 = b3 und ¢4 = by: die Basis
C = {ci/v/2}}_, von R? ist orthonormal.

Aufgabe 2. Sei V der R-Vektorraum der reellen Polynome von Grad héchstens
2. Die Abbildung ¢ : V x V — R die durch

1
(fa) [ fagla)ds
~1
definiert ist, ist eine symmetrische nicht ausgeartete Bilinearform auf V.

(1) Wir zeigen, dass ¢ positiv definit ist.
Beweis: Sei f € V beliebig aber fest. So gilt
1
o(f.N) = [ f@Pde= 1= (D] min f@P=2 min [@)? >0
-1

ze[—1,1] ze[—1,1]
Jetzt zeigen wir, dass wenn ¢(f, f) = 0 gilt f = 0. Wir nehmen ¢(f, f) =0 an. Es
folgt dann, dass 0 = f_ll f(x)%dx = 0 und da, fiir jedes z € R ist f(x)? > 0, gilt
Ji=1,11 = 0. Seit f ein Polynom ist, ist f = 0 oder hat f endliche viele Losungen.
Da [—1, 1] unzéhlbar ist, ist f = 0 und inbisonderes ist ¢ positiv definit. O
(2) Sei B = {1,x,2%} eine Basis von V. Wir benutzen das Gram-Schmitsche Or-
thonormalisierungsverfahren auf B eine Orthonormalbasis C = {¢1, ¢a,¢3} von V zu
berechnen. Seien a,b € R und
e by =1,

e by =1z und

_(25(1,1‘2) _ ¢(w7I2)x + $2 = —% —+ {E2,

*bs=—-001 ~ b@n

Wenn wir jetzt

® C = 17
o ¢y = byV/3/v/2 und
e c3 =0b3V45/V/38

definieren, ist C = {c1, ¢2,c3} eine Orthonormalbasis von V.

Aufgabe 3. Sei A € Mat,(R) orthogonal, d.h. AA* = 1. So gilt es:

(1) Die Summe zweier orthogonaler Matrizen ist nicht im Algemeinen orthog-

onal. Das zu zeigen nehmen wir n = 2 und

B:01undC:10,
1 0 0 1
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die orthogonale Matrizen sind, aber B 4 C' ist keine orthogale Matrix.
(2) Das produkt zweier orthogonaler Matrizen ist orthogonal. In der Tat, wenn
B € Mat,, (R) auch orthogonal ist, gilt

(AB)'(AB) = B'A*AB = 1.

(3) Die Transponierte einer orthogonalen Matrix ist orthogonal. In der Tat,

gilt

(A)'AY = AA* = 1.
(4) Die Inverse einer orthogonalen Matrix ist orthogonal. In der Tat, gilt
(A—l)tA—l — (At)—lA—l — (AAt)—l — 1—1 =1.
5) Die Determinante von A gehort zu {—1,1}. In der Tat, gilt es
(
1 = det(AA®) = det(A) det(A") = det(A)?
und so folgt es, dass det(A) € {—1,1}.

(6) Eine Matrix mit Determinant —1 oder 1 ist im Algemein nicht orthogonal.

(1)

hat Determinante gleich 1, aber

(1) () )

Aufgabe 4. Sei A € Mat,(R) schiefsymmetrisch, d.h. A = —A°", derart, dass
det(1 + A) # 0. Wir zeigen, dass die Matrix (1 — A)(1 4+ A)~! orthogonal ist.
Beweis: Es ist nicht schwierig zu beweisen, dass 1 + A* = (1 + A)'. Da A = —A*
gilt 1 — A% = (1 + A%)(1 + A) und folgt es darum

Zum Beispiel, die Matrix

(-0 +A (-0 +A))=((1+4) A=A 1 -1 +4)~"
=((1+A™H'a+A1-A)01+A)"1
= ((L+ A+ A -4 +4)~"
=((1+A™H'a+00 -0+ 47"
=((1+A™Hra-Aa)a+4)!
=((1+A™H*'a+AHY1+ A1+ A1
=((1+AHY 1 +AHY1+ A1+ A1
=1



