LA2 - UBUNGSBLATT 4 - LOSUNG

MIMA STANOJKOVSKI

Aufgabe 1. Sei A € Mat3(R) definiert durch
2
A=1]1
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= = O
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Das characteristische Polynom y 4 ist x4 (X) = (X —1)(X —2)? und so hat A zwei
Eigenwerte, némlich 1 und 2. Die algebraische Vielfachheiten sind my, (1) = 1 und
my,(2) = 2. Esist jetzt nicht schwierig zu beweisen, dass (0, —1,1) ein Eigenvektor
zu 1 ist und dass (0,1,0) und (1,0, —1) lineare unabhéingliche Eigenvectoren zu 2
sind. Da dimR3 = 3 folgt es, dass dim Vi (f4) = 1 und dim Va(fa) = 2.

Aufgabe 2. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein nilpo-
tenter Endomorphismus von V. Sei n € Z~( derart, dass f* = 0. Wenn V = 0,
hat f keine Eigenvektoren; wir nehmen darum an, dass V' # 0. Wir zeigen, dass

{Eigenwerten von V} = {0}.

Beweis: “C” Sei A ein Eigenwert von f und sei v € V' \ {0} ein Eigenvektor zu A.
So gilt 0 = f™(v) = A"v und so ist A = 0.

“D” Da f™ = 0 ist, ist f nicht injektiv (anders, wére f ein Isomorphismus und so
f™ auch). Es folgt, dass {0} # ker f = V;(f) und so ist 0 ein Eigenwert von f. O

Aufgabe 3. (1) Sei 7 € S,, der n-Zykel 7 = (1 2 ... n) und sei P, € Mat,(K)

die zugehorige Permutationsmatrix. Dann ist

00 0 0 1
10 0 0 0
01 0 0 0
Pr=109 0 1 0 0
S BT T
0O - 0 10

und aus Beispiel 2.8 wissen wir, dass xp, (X) = X" — 1.
(2) Sei o € S,, beliebig und sei P, € Mat, (K) die zugehorige Permutationsma-

trix. Seien 71,...,7,. disjunkte Zykeln derart, dass ¢ = 71 ...7. und, fir jedes
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i € {l,...,r}, sei n; die Lange von 7;. Dann, bis zur Permutation der Basisvek-
toren, ist
P, 0 0 0
0O P, 0 - 0
P,=]10 0 P, :
: ' . 0
0 - 0 P,

und so ist xp, = [[i_; xr,- Aus (1) folgt es, dass
o (X) = (X™ — 1)(X™ —1).. (X" —1).

Aufgabe 4. Seien A € Mat,(K) und B €, (K). Dann gilt x4 = Xpap-1-
Beweis: Es gilt

XBap-1(X) =det(X1d, —BAB™!) = det(B(X1d,,)B~! — BAB™!) =
det(B(X Id,, —A)B™") = det(B) det(X Id,, —A) det(B) ™" = x(X).



