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MIMA STANOJKOVSKI

Aufgabe 1. Seien V ein K-Vektorraum und Uy,...,U, K-lineare Unterrdume
von V. Wir zeigen, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

(1) V=j_,U; und

(2) V =371, Ui und, fiir jedes i € {1,...,r}, gilt U; N (32, U;) = {0}
Beweis: (1) = (2) Da V = @l_,U; ist, gilt V.= >"!_, U;. Seijetzt i € {1,...,r}
beliebig aber fest und sei u; € U; N (32, Uj). So fiir jedes j € {1,...,7}\ {i} gibt
es u; € Uj, sodass u; = Zj# u;. Es folgt, dass

04+0+...+0=0=> uj+ (—u)
J#i
und da V = @;_, U; ist, gilt u; = 0.
(2)= (1) Seive V. DaV =5, U, gilt, gibt es Elemente u; € Uy,...,u, € U,
derart, dass v =Y., u;. Sei (u},...,u.) € [[\_, U; ein (andere) Element sodass
v=>_,u;. Fiir jedesi e {1,...,r} ist dann
w = Y~ )
J#
ein Element von U; N (32, U;) und so ist u; = uj. O
Wir zeigen weiter, dass wenn dim V' < oo ist, sind (1) und (2) dquivalent zu

(3) dimV =dim (Y U;) => dimU;
i=1 i=1
Beweis: Wir zeigen, dass (2) dquivalent zu (3) ist.
(2) = (3) Durch Induktion nach r. Wenn r = 1 ist, ist nichts zu zeigen. Wir
nehmen an, dass r > 1ist. Sei W = Y7_, U;. So gilt Uy N W = {0} und daraus
folgt, dass dimV = dimU; + dim W =dimU; + Y _,_,dimU; = >\, dim U;.
(3) = (2) Fiir jedes k € {1,...,r} sei Wi =3, . U;. Dann gilt

dimV = dim () _U;) = > dimU;
i=1 i=1
und auch fir jedes k € {1,...,r} gilt
dimV = dim (Uk + Wk) =dim Uy + dim W}, — dim(Uk N Wk)

Es folgt, dass dim(Uy N W) + >.._,dimU; = dim W, < >°'_, dimU; und so ist
dim (U, N W) = 0. Fiir jedes k, ist dann U, N W, = {0}. O
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Aufgabe 2. Sei A € Mat,(K) mit charakterische Polynom x4 und sei die
Abbildung ¢4 : Mat,,(K) — Mat, (K) durch M +— M A definiert. Wir zeigen, dass

Xoa = Xi-
Beweis: Fiir jedes Paar (r,s) € {1,...,n}?, sei B, = (i)} =, € Mat,,(K) durch

1 wenn ¢t =r,s=j
eij =
0 andernfalls
definiert. Sei £ die Basis von Mat,,(K) die durch
g = {Ella E217 sy En1’E127 E227 R Enla E2na R Enn}

definiert is, sodass die Matrix von ¢4 bzgl. & gleich

A0 --- 0
0 A --- 0
Diag(A) =
0 A
ist. Es folgt, dass x4, = x4 gilt. O

Aufgabe 3. Sei z € R und sei A(z) € Mats(R) durch

5 —2 8 -1
Az) = 0 3 =z O
0 0 5 -1
0 0 0 1

definiert. Das charakterisctische Polynom von A(x) ist
XA@) (X) = (X = 5)*(X —1)(X - 3)

und so ist 5 ein Eigenwert von A(x) mit algebraische Vielfachheit gleich 2. Ein
Vektor y = (y1,%2,y3,%4) € R*\ {0} ist ein Eigenvektor zu 5 genau wenn

5y1 — 2y2 + 8ys + ya = dy1
3y2 + Y3z = dy2

5Yy3 — Y4 = 9Ys3

Ya = 5Ya

und so ist, zum Beispiel, (1,0,0,0) in V5(A(z)). Da dim V5(A(z)) < ma@m)(5) = 2,
ist dim V5(A(z)) = 2 genau wenn
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ist. Es folgt, dass

) 2 wenn =28
dim V5(A(z)) =
1 andernfalls

1 1
Aufgabe 4. Essei A= (1 0> € Maty(R).

(1) Das characteristische Polynom von A ist x(A)(X) = X2 — X — 1 und so sind

die Eigenwerte von A gleich ¢ = 1+2\/g und ¢ = 1

T AT = (‘b 0) =D.
0 v

(3) Wir zeigen, dass wenn (uy,),>1, definiert durch

ist, kriegen wir

’LL1:].
UQ:1

Up = Up_2 + Up_1 Wenn n > 2

ist, so gilt fiir jedes n € Z~g

An+1 _ Un+2 Un+41
Up+41 Unp
Beweis: Per Induktion nach n. Wenn n = 1 ist, ist die Behauptung offensichtlich.

Wir nehmen jetzt an, dass n > 1 und dass

An _ Un+1 Unp,
Unp Up—1 .
APl — gAn—1 = 11 Un+1 Un, _
1 0 Up  Up_1

U, + Un+1 Unp—1 + Unp o Un+2 Un+1
unJrl Up, un+1 Up

(4) Fiir jedes n € Zwq zeigen wir, dass u,v/5 = ¢™ — Y.

Dann gilt
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Beweis: Fiir n = 1 ist u1v/5 = v/5 = ¢ — 1. Sei jetzt n € Zsg beliebig. Wir wissen
aus (2), dass D = T71AT und so gilt A"t = TD"T1T-1 Aus (3) folgt, dass

Untz Upt1\ [ —2 -2 " 0 I+v5 2\ -1
Uni1  un ) \1=+v5 14+v5) 0 ") \-1+v5 -2/ 45

_(-2 —2><¢" 0><2¢ 2)—1
20 20/ \ 0 yn)\=20 —2) 45

¢n+2 _ wn+2 ¢n+1 _ wn+1 1
= (wn+2¢ _ ¢n+2w ,Ll)n+l¢ _ ¢n+lw> %

und so ist im Besonderen u, V5 = ¢"t1 — ¢t O



