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Seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Aufgabe 1. Sei f € End(V) derart, dass jedes v € V'\ {0} ein Eigenvektor von
f ist. Wir zeigen, dass ein A € K existiert sodass f = Aid.

Beweis: Wenn V' = {0} ist, kénnen wir zB A = 0 nehmen. Wir nehmen jetzt an,
dass V' #£ {0} ist: fur jedes v € V'\ {0} sei A, das Eigenwert assoziiert mit v. Seien
v,w € V' \ {0} beliebig aber fest. Wenn Kv = Kw ist, ist A, = A, und wenn v und

w linear unabhangig sind, gilt

Avtw(V+w) = f(v+w) = f(v) + f(w) = Ao + Apw

<~ ()\’L)er — )\v)'l) + ()\'U+w - )\w)w =0.

und so folgt A\, = A\y1y = Ay Wir definieren jetzt A = A\, und so ist f = Aid. O

Aufgabe 2. Sei f € End(V) und sei dimV = n < co. Wir zeigen, dass die
folgende Aussagen dquivalent sind:
(1) f ist nilpotent
(2) xp(X) = X"
(3) es glbt eine Basis BB von V, beziiglich derer, wenn i > 7, gilt (ME(f)):; =0
(4)

f’ﬂ

Beweis: (2) = (4) Es folgt aus Cayley-Hamilton.

(4) = (1) Offensichtlich.

(1) = (3) Durch Induktion nach n. Wenn n = 0 ist nichts zu zeigen, so wir nehmen
jetzt an, dass n > 0. Da f nilpotent ist, ist K = ker f # 0. Sei b € K \ {0} beliebig
aber fest und sei B = (b). Dann hat V/B Dimension n — 1 und f induziert eine
lineare Abbildung fp : V/B — V/B die nilpotent ist. Beim Induktionsschritt, gibt

es eine Basis Bg = (by + B,...,b,_1 + B) von V/B derhart, dass

>

Mgﬁ(fg) =

>
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Wir definieren jetzt B = (b,by,...,b,—1) und so ist

0 %

0 0 =
ME(f)=10 0 0 *
: *
0 0 0

(3) = (2) Sei B wie in (3). Dann ist A = ME(f) eine strikte obere Dreiecksmatrix
und so folgt aus Augabe 4 von UB4, dass

Xf(X) = xa(X) = det(X Id,, —A) = det(X Id,,) = X™.

Aufgabe 3. Sei A € Mat,,(K) eine nilpotente Matrix. Wir zeigen, dass

(1) Sp(4) =0

(2) det(Id, £A) = 1

(3) Ist B € Mat,,(K) derhart, dass AB = BA, so gilt det(A + B) = det(B).
Beweis: (1) Aus Aufgabe 2.3 wissen wir, dass T' € GL,, (K) existiert derhart, dass
TAT~! eine strikte obere Dreiecksmatrix ist. Aus UB1 Aufgabe 4 folgt, dass

0 = Sp(TAT') = Sp(AT~'T) = Sp(A).
(2) Da A nilpotent ist, ist auch —A nilpotent und so folgt aus Aufgabe 2.2, dass
xA(X) = X™ = x_a(X). Insbesondere gilt
det(Id,, —A) = xa(1) =1 = x_a(1) = det(Id,, +A).
(3) Fall 1: B ist invertierbar. Da A nilpotent ist, ist AB~! auch nilpotent und so
folgt aus (2), dass
det(A + B) = det(B)(Id,, +AB™') = det(B).
Fall 2: det(B) = 0. Sei b € ker(fg) \ {0}. Aus Aufgabe 2.4 gilt A™ = 0 und so
folgt, dass
(A+ B)"b" = 0b' + nA"'Bb' + ... + nAB" "' + B"b' = 0.

Das Element b ist ein Element von ker(f44p5)\ {0} und so ist A+ B nicht invertier-
bar, d.h. det(A + B) = 0 = det(B). O

Aufgabe 4. Sei A € Mat3(R) definiert durch
2 1 -2
A=1]1-1 -1 3
2 3 —4
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(1) Das charakteristische Polynom von A ist

xa(X)=X?+3X2 10X +6 = (X — 1)(X + 2+ V10)(X + 2 — V10)
und da x4 und py die gleiche Nullstellen haben, ist x4 (X) = pa(X).
(2) Die Eigenwerte von A sind A\; = 1, Ay = =2 — /10 und A3 = —2 + /10 und fiir
jedes i € {1,2,3} gilt ma(A;) = dimVy,(fa) = 1.
(3) Da alle Nullstellen von A unterschiedlich sind, ist A diagonalisierbar. Eine
Eigenbasis von A ist B = ((1,1,1), ((5—v/10)/5, —/10/5,1), ((5++/10)/5,/10/5, 1))

und, wenn S = TF ist, kriegen wir

1 (5—-v10)/5 (5++/10)/5

S=[1 —V10/5 V10/5
1 1 1
und
1 0 0
S~tAs=|[0 —2-v10 0
0 0 —2+ /10

(4) Weil A diagonalisierbar ist, ist A insbesondere triagonalisierbar. Wenn 7' = S

aus (3), ist 771 AT eine obere Dreiecksmatrix.



