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MIMA STANOJKOVSKI

Aufgabe 1. Wir zeigen, dass genau dann sind zwei symmetrische Matrizen
A, B € Mat, (R) zueinandern konjugiert, wenn sie iiber O,, konjugiert sind.
Beweis: Wir zeigen nur =, da < offensichtlich ist. Seien A, B € Mat,, (R) dhnliche
Matrizen. Aus der Spektralsatz folgt, dass zwei orthogonale Matrizen S, T ex-
istieren derhart, dass S~'AS = T~ ! BT eine diagonale Matrix ist. Dann gilt

A= (ST HB(TS™) = (TS H ™ 'B(Ts™)
und weil
(TS =(18") =8T' =ST ' = (s H)!
gilt, ist ST~! orthogonal. Wir haben bewiesen, dass A und B iiber O,, konjugiert
sind. (|

Aufgabe 2. Sei Q € Rlz] = R[z1, z2, 23] durch

1 =2v6 V2
Q) =z [-2v6 0 23| 2'+2 (28 3v2 —v6) o' -3
V2 2v3 2 v
A

definiert. Wir werden

(1) @ in Normalform bringen,
(2) die Hauptachsen der durch @ definierte Quadrik bestimmen,
(3) die Menge der reellen Punkte der Quadrik beschreiben.

Sei q € R[z] durch q(z) = zAz" definiert: wir bringen erst ¢ in Normalform. Wir

berechnen
X—-1 26 —V2

xa(X)=|2v6 X —2V3|=X3-3X?-36X+108 = (X —3)(X+6)(X—6)
-2 —2v3 X -2

und eine orthonormierte Eigenbasis von R? bzgl. A ist

1
B = 7((\/2 0, 2)7 (_\/5’ \/gv 1)v (_\/57 _\/ga 1))
V6
Wir definieren jetzt S = TgB und so ist S eine orthogonale Matrix derhart, dass
S'AS = Diag(3,6,—6) = D. Sei t = S und b = bS = (0,0, —6) so gilt
Q(t) = tDt" +20't" — 3 = 3t? + 613 — 6t2 — 12t3 — 3 = 3t7 + 613 — 6(t3 — 1)> + 3.
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(1) Wir definieren y = (t1,t2,%3 — 1) und so ist

Qy) = 3yi +6y3 — 6y3 +3
eine Normalform von Q.
(2) Die Hauptachsen der Quadric die durch @ definiert ist sind V5(f4) = ((\/5, 0,2)),
Ve(fa) = ((—v2,v3,1)) und V_¢(fa) = ((—v2,—V3,1)).

(3) Die Menge der reellen Punkte der Quadrik ist im neuen Koordinatensystem
P={zeR?*: 32 +625 — 623 +3=0}.

Die Menge P ist nicht kompakt, da sie nicht beschrankt ist. Das zu sehen, konnen
wir zB. an den Punkte z = (1, 29, 23) von P schauen: in diesem Fall soll 23 = 23 — 1
gelten aber ||z3]| kann beliebig grof} sein.

Aufgabe 3. Sei K ein Korper und, fiir jedes n € Z~g, sei dy, : K™ x K" — Z>¢
die Hamming Abstand, die durch

(= (®i)i,y = (yi)i) = #{i : v # yi}
definiert ist. Wir zeigen, dass
(1) dy, eine Metrik ist,

(2) d, translationsinvariant ist,

(3) dy, von keiner Norm kommyt.
Beweis: Seien x,y,z € K™ und sei j € {0,1,...,n} beliebig.
(1) Wir zeigen nur, dass die Dreiecksungleichung gilt. Da

(xj =2z und z; =y;) = z;,=y;
folgt es, dass di(x;,y;) < di(x;, z;) + di(2;,y;). Insbesondere gilt

du(@,y) =Y di(2i,9:) < D (di(wi, ) + di(z095) = du(,2) + du(z,y).
i=1 i=1

(2) Es gilt
do(z+2z,y+2)=#{i:zitz #yitz}=#{i: 2 # yi} = da(z,y).
(3) Angenommen K = R und sei A € K \ {0,1}. So gilt
di(Az, Ay) = ##{i : Axg # Ay} = #{i 22 # yit = d(z,y)
aber fiir jede Norm || - || auf K gilt |A\x — Ay|| = [A|||z — y]|- O

Aufgabe 4. Seien (X, d) ein metrischer Raum und zy € X. Wir zeigen, dass die
Abbildung d;, : X x X — R die durch

0 falls x =y

di?o ($7 y) =
d(z,x0) + d(xo,y) falls = #y

definiert ist, eine Metrik ist.
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Beweis: Seien z,y,z € X. So gilt

(1) day(x,y) > 0, weil d eine Metrik ist.

(2) d(z,y) =0 < x =y. In der Tat, wenn x # y ist, gilt © # xg oder y # x¢
und so folgt d,,(x,y) = d(z,zo) + d(zo,y) > 0.

(3) duo(x,y) = dg, (y, x), weil d symmetrisch ist.

(4) duo(x,y) < dgy(,2) + dsy(2,y). Das ist offensichtlich wenn z = y, so wir
nehmen an, dass x # y. Auflerdem, da d,, symmetrisch ist, mussen wir nur
an zwei Félle schauen: (a) x = z (und so ist y # 2) oder (b) x # z # y. Es
gilt

(a)
duo(z,y) = d(z,20) + d(z0,y)
= d(z, o) + d(wo,y)

= dmo(zvy) = d:ro (LE, Z) + diro (Z7y)

dy (2,y) = d(z, x0) + d(x0,y)
< d(z, z0) + d(@o, 2) + d(2, o) + d(z0, y)
= dyo (2, 2) + dgy (2, ).
|
Da X nur eine Menge ist (ohne extra Struktur!), macht es kein Sinn a priori zu

fragen ob d,, translationsinvariant ist (was bedeutet x +y in X?) oder ob d,, von

einer Norm kommt (aufler X eine Struktur von Vektorraum gegeben wird).



