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PREFACE

L y along-temps que les Geometres
| {c vantent de pouvoir par leurs me-
@8 % | thodes découvrir dans les Sciences
£ naturelles, toutes les verités quifont
4 3 la portée de l'efprit humain; &il
eft certain que par le merveilleux alliage qu'ils ont
fait depuis cinquante ans de la Geometrie avec
la Phyfique, ils ont forcé les hommes 3 reconnoi-
tre que ce qu'ils difenc 2 I'avantage de la Geome-
trie n’eft pas fans fondement. Quelle gloire fe-
roit-ce pour cette Science {1elle pouvoit encore
fervir a regler les jugemens & la conduite des
hommes dans la pratique des chofes de lavie!
L’ainé de Meflieurs Bernoulli {i connus 'un
& l'autre dans le monde {gavant, n’a pas cru qu'il
fiic impoflible de porter la Geometrie jufqu'a ce
point.llavoit entrepris de donner desRegles pour
juger de la probabilité des évenemens fgutu_rs , &
dont la connoiflance nous eft cachée, foir dans
les Jeux, {oit dans les autres chofes de la vie ou le
hazard {eul a part. Le titre de cet Quvrage devoit
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étre De arte conjeftandi, Pars de deviner. Une mort
prematurée ne lui a pas permis d’y mettre la der-
niere main. |

Monfieur de Fontenelle & Monfieur Saurin ont
donné chacun une courte Analyle de ce Livre,
le premier dans I'Hiftoire de '’Academie ; l'autre
dans les Journaux des Scavans de France. Voici,
{elon ces deux Auteurs, quel €roit le plan de cet
Ouvrage. M. Bernoulli le divifoit en quatre Par-
ties; dans les trois premieres il donnoir la {olu-
tion de divers Problémes fur les Jeux de hazard:
on devoit y trouver plufieurs chofes nouvelles fur
les fuites infinies, fur les combinaifons & les chan-

emens d’ordre, avec la folution des cinq Pro-
Elémes propofés depuis long-temps aux Geome-
tres par M. Hugens. Dans la quatriéme Partie, il
employoit les methodes qu’il avoit données dans
les trois premieres, a réfoudre diverfes queftions
morales, politiques & civiles.

On ne nous a point appris quels {ont les Jeux
dont cer Auteur déterminoit les partis, ni quels
fujers de politique & de morale il avoir entrepris
d’éclaircir; mais quelque furprenant que {oit ce
projet, il y a lieu de croire que ce {cavant Auteur
auroit parfairement executé. M. Bernoulli éroit
trop {uperieur aux autres pour vouloir en impo-
fer, il éroit de ce petit nombre d’hommes rares
qui font propres a inventer, & je me perfuade
qu’il auroit tenu tour ce que promettoit le titre
de fon Livre, |
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Rien ne retarde plus 'avancement des Scien-
ces, & ne met un plus grand obftacle a la décou-
verte des verités cachées, que la défiance ot nous
fommes de nos forces. La plipart des chofes qui
paroiflent impoflibles ne le fonr que faute de don-
ner 2 l'efpric humain toute I'écendue qu'il peut
avoir.,

Pluficurs de mes Amis m’avoient excité, il y a
déjalong-temps, a eflayer{i 'Algebre ne pourroit
poinc atteindre a déterminer quel eft 'avantage
du Banquier dans le Jeu du Pharaon. Je n’avois
jamais of¢ entreprendre cette recherche, car je
{¢avois que le nombre de tous les divers arran-
gemens poflibles de cinquante-deux cartes, {ur-
pafle plus de cent mille millions de fois celui des
grains de fable que pourroir contenir le globe
de la terre; & il ne me paroiffoit pas poflible de
déméler, dans un nombre {i vafte, les arrange-
mens qui font avantageux au Banquier , d’avec
ceux qui lui font contraircs ou indifferens. Je
{erois encore dans cc préjugé fi les fucces de
feu M. Bernoulli ne m’cuflent inviré il y a quel-
ques années a chercher les differens hazards de
ce Jeu. Je fus plus heureux que je n’avois of¢€ cf-
perer, car outrc la folution generale de ce Pro-
bléme, jappergus les routes qu'il falloir tenir
pour cn découvrir une infinité de pareils, ou
meme de beaucoup plus difficiles. Jeconnusquon
pouvoit aller fort loin dans ce pays ou perfonne
n’avoit encore €t¢ ; je me flattai qu'on pouvoit y
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faire une ample recolte de verites également cu-
rieufes & nouvelles: cela me donna la penfée de
cravailler 2 fond fur cette matiere, & le defir de
dédommager en quelque forte le Public de la
perte quil feroir il €roir privé de l'excellent
Ouvrage de M. Bernoulli. Diverfes reflexions
m’ont confirmé dans ce deflein.

Cleft particulierement dans les Jeux de hazard
que paroir la foiblefle de I'efprit humain & la
pente qu'il a 4 la {uperftition. Rien n'eft {1 ordi-
naire que de voir des Joueurs attribuer leur mal-
heur aux perfonnes qui les approchent, & a d'au.
tres circonftances qui ne font pas moins indiffe-
rentes aux évenemens du jeu. Il yena qui {efont
une loi de ne prendre que des cartes qui gagnent,
dans la penfée qu'un cerrain bonheur leur eft at-
taché. D’autresau contraire s’attachenta prendre
les cartes perdantes,dans I'opinion quayant plu-
fieurs fois perdu, il eft moins vrai-{emblable
qu’e]les perdront encore, comme {1 le paflé pou-
voit décider quelque chofe pour I'avenir. llyena
qui affetent certaines places8ccertains jours. On
envoit qui refufent de méler les cartes ,{1cen’eft
dans certaines fituations , & qui croiroient perdre
infailliblement s’ils s’étoient en cela €cartez de
leurs regles. Enfin la plipart cherchent leurs
avantages ol ils ne font pas, ou bien ils les negli-
gent entierement.

On peut dire a peu pres la méme chofe de la
conduite des hommes dans toutes les altions de
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la vie ou le hazard a quelque part. Ce font les
mémes préjugés qui les gouvernent, ceft I'ima-
gination qui regle leurs démarches, & qui fait
naitre aveuglément leurs craintes & leurs efpe-
rances. Souvent ils abandonnent un petit bien
certain pour courir temerairement aprés un plus
grand bien, dont l'acquifirion eft comme impof-
fible; & fouvent par trop de défiance ils renon.
cent a des efperances confiderables & bien fon.
dées, pour {e conferver un bien dont la valeur
n'a point de proportion avec celui 2u’ils negli-
gent. Le principe general de ces préjugés & de
ces erreurs eft que la pliparc des hommes ateri-
buant la diftribution des biens & des maux, & ge-
neralement tous les évenemens de ce monde a
une puiflance fatale qui agit fans ordre & fans re-
gle,ils croyent qu’il vaut aurant s'abandonnera
cette Divinite aveugle, quon nomme Fortune,
que de la forcer a leur étre favorable en fuivant
des regles de prudence qui leur paroiffent imagi-
naires.

Yai donc cru qu’il {feroit utile, non feulement
aux Joueurs, mais aux hommes en general, de
{cavoir que le hazard 4 des regles qui peuvent
éure connues , & que faute de connoitre ces regles
ils font tous les jours des fautes, dont les fuites
ficheufes leur doivent écre imputées avec plusde
raifon qu’au deftin quiils accufent. Je pourrois
rapporter en preuve une infinité d’exemples tirés
ou des Jeux, ou des autres chofes de la vie dont
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I'évenement dépend du hazard. 1l eft cerrain que
les hommes ne {e fervent point aflez de leur efpric
pour obtenir ce qu’ils defirent méme avec le plus
d’ardeur, & qu’ils ne font point affez d’eflorts
pour oter a la Fortune ce quils pourroient lui
fouftraire par les regles de la prudence.

On a cru que cette matiere pourroir exciter la
curiofité de ceux méme quien ont le moins pour
les connoiflances abftraites. L'on aime naturelle-
ment a voir clair dans ce quion fait, méme indé-
pendamment de tout interér. On joueroit fans
doute avec plus d’agrément {1 'on pouvoir {¢avoir
a chaque coup l'efperance qu'on a de gagner, ou
le rifque que I'on court de perdre. On feroit plus
tranquile {ur les évenemensdu jeu, & on{entiroit
mieux le ridicule de ces plaintes continuelles auf-
quelles fe laiflentaller la plGpart des Joueurs dans
les rencontres les plus communes, lorfquelles

leur {ont contraires.
Si la connoiflance exa&te des hazards du jeu ne

{uffic pas feule aux Joueurs pour les faire gagner,
elle peut au moins fervira leur faire prendre le
meilleur parti dans les chofes douteufes, &, ce
qui eft fort important, a leur apprendre julqua
quel point {ont defavantageufes pour eux les con-
ditions de certains Jeux que l'avarice & loifiveté
introduifent tous les jours. Pour moi je crois que
{i les Joueurs fcavoient que lorfqu’ils metrent
au Pharaon un louis de treize livres {ur une car-
te qui a paflé trois fois, le talon n'crant plus

quc .
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que de douze cartes, ils font precifémentla méme
chofe que s'ils donnoient en pur don une livre
un fol & huit deniers au Banquier, il y en auroit
peu qui vouluffent tenter la Fortune avec tant de
defavantage.

La conduite des hommes fait le plus fouvent
leur bonne ou leur mauvaife fortune, & les gens
fages donnent au hazard le moins quiils peu-
vent.

Nous ne pouvons connoitre lavenir, mais
nous pouvons toujours dans les Jeux de hazard
& fouvent dans les autres chofes de lavie, con-
noitre avec exa&itude combien il eft plus proba-
ble que certaine chofe arrivera de telle fagon
plutdt que de route autre ! Et puifque ce font la
les bornes de nos connoiflances, nous devons au
moins ticher d’y atteindre.

Tout le monde {cait quau défaur de I'éviden-
ce, nous devous chercher la vrai-femblance pour
nous approcherdela verité; maison ne {¢ait point
affez qu'il y a des vrai-femblances plus grandes
& plus petites a 'infini, & que l'efprit pour étre
bonjuge, en doit diftinguer tous lesdegrés, puif-
qu'il arrive fouvent qu'une chofe érant incerraine,
il eft neanmoins certain & méme évident qu’elle
cft vrai-femblable, & plus vrai-femblable que
toute autre.

Il paroit qu'on ne seft point aflez appergu
jufqu'a prefent quon pit donner des regles in-
faillibles pour calculer les differences quife trou-

vent entre diverfes probabilicés,
* ¥
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Ona voulu donner dans cet Ouvrage un effai
de ce nouvel art, en l'appliquant a une matiere
quia éré jufqu'ici dans une grande obfcurité, &
qui ne paroit {ufceptible d’aucune précifion. On
a crl quelle éeoit plus propre que route autre &
donner de l'eftime pour I'Analyle, cer art mer-
veilleux quieftlaclef deroutesles Sciencesexactes,
& qui n'eft apparemment neglige que parcequon
ne connoit point aflez I'étendue de {es ufages ;
car au lieu qu’on n'a employé julquici I'Algebre
& I'Analyfe qu'a découvrir des raports conftans
& immuables entre des nombres & des figures,
on s’en f{ert ici pour découvrir des raports de pro-
babilité entre des chofes incertaines & qui n'ont
rien de fixe,, ce qui {femble fort oppofé a l'efprit
de la Geomerrie, & en quelque facon hors de f{es
regles. C'eft ce que fair judicieufement f{entir
Pilluftre Aureur de 'Hiftoire de 'Academie dans
Pendroit que jai déja cité. 7/ n'eft pas fi glorienx
dit.il, & lefprit de Geometrie de regner dans la Phyfique
que dans leschofes de morale , fi cafuelles, [i compliguées,
[i changeantes. Plus une matiere lui eft oppofee ¢ rebelle

lus il a d'honnenr ala dompter.

Je divife ce Traité en quatre Parries: la premiere
renferme une theorie complette des combinai-
{fons;je donne danslafecondelafolutionde divers
Problémes fur les Jeux de cartes quifonren ufa-
ge; jexamine d’'abord ceux quifontde pur hazard,
tels que le Pharaon, la Baflete, le Lan{quenct &
le Treize; je détermine quel eft I'avantage ou le
defavantage des Joueurs dans toutes les circon-
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ftances poflibles de ces Jeux. Les Geometres trou-
veront dans la {olution de ces Problémes toute la
generalité qu'ils pourront fouhaiter; & les Joueurs
y rencontreront des nouveauts fort {ingulieres,
dontilleureft important d'écre inftruits. L'on s'eft
borné a examiner ces quatres Jeux pour ne point
faire un trop gros Volume, & on lesa preferes
aux autres parce qu'ils font plusenufage, & qu'’ils
m’ont paru les plus curicux. Le refte de cette {c-
conde Partie contient les {olutions de divers Pro-
blémes fur 'Hombre, le Piquet, I'lmperiale, le
Brelan, &c. Je n'ai pi traiter ces derniers Jeux
avec la méme crendue que les précedens | j'en
rends raifon dans les pages 157,158, 159, 160 &
161.

On trouvera dans la troifiéme Partie la folution
de toutes les queltions qu'on peut propofer {ur
le Quinquenove, leJeu des troisdez, & le Jeu
du hazard. Les deux premiers font les {euls Jeux
de dez qui foient en ufage cn France, le dernier
n'elt connu qu'en Angleterre. Je donne enfuite
des regles pour jouer le plus parfaitement qu'il
{e puifle un Jeu dont l'invention eft ingenicule,
& qui tient ¢galement de deux Jeux de cartes
le Her & la Tontine. La perfonne qui m'a appris
ce Jeu n'a pi me dire comment on le nomme,
Pour ne le point laiffer fans nom, je l'ai appelle
Jeu de IElperance. Ony trouvera aufli la {olution
de quelques Problémes aflez faciles {ur le Jeu du

Trictrac. Il y en a un qui peut écre de quelque
utilite pour les Joueurs.
* K ,]
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Te finis cette troifiéme Partie par des Problémes
trés generaux fur lesdez, & par destables qui peu-
vent écre utilesaux Joueurs. Yy ajolite comme pour
fervir d’Exemples trois Problémes, il y ena un{ur
le Jeu de la premiere Rafle; le fecond eft {ur les
trois Rafles comptées, le dernier eft fur un Jeu
dont le Baron de la Hontan fait mention dans le
fecond Tome de fes Voyages, & qu’il dit étre fort
en ufage parmi les Sauvages de Canada. Le nom
nen elt pas magnifique, il sappelle le Jeu des
Noyauz,.

On pourra remarquer que tous les differens Jeux
de dez qu'on examine dans cette troificme Partie,
donnent dudefavantage a celui qui tient le dé, au
licu que dans les Jeux decartes tels que le Pharaon,
la Baflete, le Lanfquenet, le Treize, celuiqui tient
les cartes aun avantage confiderable.

Il eft 3 croire que ccux qui ont inventé ces
Jeux n’ont point prétendules rendre enticrement
égaux, ou, ce qui paroit plus vrai-femblable,

u'ils n’en ont point aflez connu la nature pour
en bien diftribuer les hazards. Dansla plufpart
les conditions font {1 inégales pour les Joueurs,
qu’on feroit bien fondé a {outenir qu'on ne peut
y gagner avec juftice, comme fans doute on ne
peut y perdre fans écre duppe.

Quoique dans ce Traité jaye beaucoup plus
en vie le plaifir des Geometres que l'utilité des
Joueurs, & que {elon nous ceux qui perdent leur
tempsau Jeu meritentbien dy perdre leurargent,
je n'ai point négligé en découvrant I'avantage ou
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le defavantage des Joueurs, de faire remarquer
de quelle manicre il faudroic reformer les Jeux
pour les rendre parfaitement égaux.

Dans la quatriéme Partic je donnela {olution
des cinq Problémes propolcs par M- Hugens, &
j'en ajolite pluficurs autres, dont quelques.uns
paroitront curicux & peut-étre aflez difhciles. Je
la termine en propofant, a l'imitation de M. Hu-
gens, quatre Problémes affez finguliers. Mais je
crois devoir avertir les Geometres qui aurolent
la curiofité d’en tenter la folution , qu’ils n’y trou-
veront pas moins de difficulté que dans les plus
difficiles Problémes de calcul integral. Ceux qui
ne regarderoient ces queltions que comme des
Problémes d’Arithmetique, reconnoitront que {1
clles fuppofent moins de connoiffance en Geo.
metric , elles demandent peut-étre plus d’adrefle,
& certainement beaucoup plus d'exactitude & de
circon{pection.

Si je m'érois propofc de fuivre en tout le pro-
jet de M. Bernoulli, jaurois di ajolrer une cin-
quiéme Partie, ou jcufle faic 'application des
methodes contenues dans les quatre premicres,
a des fujets politiques, economiques ou moraux.
Ce qui m’en a empéché, ceft I'embarras ou je
me fuis trouvé de faire des hyporhefes, qui érant
appuyées fur des faits certains, piflent me con-
duire & me {ofitenir dans mes recherches: Mais
n’ayant point cu la commodité de me farisfaire
enticrement la-deflus, j’ai cri qu'il valoit micux

remettre ¢ travail a un autre temps, ou en lail-
X uj
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fer la gloire 3 quelqu'autre perfonne plus habi-
le que moi, que de dire des chofes ou trop com-
munes ou peu exactes, qui n'euflent point ré-
pondu a l'attente du Lecteur, & a la beauté du
{ujet. Je me bornerai a faire remarquer en moins
de mots quil me fera poflible, le rapportr qu'il

a entre cette matiere & celle des Jeux, & les
viies qu'il faudroit prendre pour y réuflir.

A parler exadtement, rien ne depend du ha-
zard; quand on €tudie la nature, on eft bien.-tor
convaincu que {on Auteur agit d’une maniere ge-
nerale & uniforme, qui porte le caractere d’une
fagefle & d’une préicience infinie. Ainfi pour at-
tacher a ce mot hazard une idée qui foit confor-
me 2 la vraye Philofophie, on doit penfer que
toutes chofes ¢rant reglées {elon des loix cerrai-
nes, dont le plus {ouvent 'ordre ne nous eft pas
connu,celles la dépendent du hazard dont la cau-
{e naturelle nous eft cachée. Apres cetre defini-
tion on peut dire que la vie de 'homme eft un
jeu ou regne le hazard.

Pour faire voir plus précifément que I’Ana-
lyfe des Geometres, & principalement celle
, . A
qu’on employe dans ce Traite, eft propre 2 dif-
{iper en partie les tenebres qui femblent répan-
dues fur les chofes de la vie civile qui ont rap-
port 2 l'avenir, il faut remarquer que de méme
quil y a des Jeux qui {e reglent par le hazard
{eul, & d'autres qui {e reglent en partic par le
hazard & en partie par l'habilete des Joueurs;
ainfi entre les chofes de la vieil y ena dont le
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fucces dépend entierement du hazard, & d’au-
tres au{quelles la conduite des hommes a beau-
coup de parr; & que generalement dans toutes
les chofes de la vie fur lefquelles nous avons i
prendre notre parti, notre déliberation doit fe
reduire, comme dans les paris fur les Jeux, 2
comparer le nombre des cas ou arrivera un cer-
tain évenement, au nombre des cas ou il n’arri-
vera pas; ou, pour parler en Geometre, 3 exami-
ner {1 ce que nous efperons multiplié par le de-
gre de probabilité qu'il y a que nous l'obrien-
drons, ¢gale ou {urpafle notre mile, c'eft a dire
les avances que nous devons faire, foit peine,
{oit argent, {oit credit, &c.

Il fuic de la que les mémes regles d’Analyfe
qui nous ont fervi a déterminer dans les Jeux
les partis des Joueurs & la maniere dont ils doi-
vent conduire leur jeu, peuvent aufli {ervir a
déterminer le jufte degré de nos efperances dans
nos diverfes entreprifes, & 4 nous apprendre
la conduite que nous devons tenir pour y trou-
ver le plus d’avantage qu'il foit poflible. Il eft
clair, par exemple, que la méme methode qui
nous a fervi a déterminer dans quelles circon-
ftances il eft a propos a 'Hombre de renoncer
aux fiches du fans prendre dans I'efperance de
faire la volle , peut &re employée , quoique
plus difficilement , pour déterminer dans quel-
les circonftances de la vie il faur facrifier un pe-
tic bien dans l'efperance d’en obtenir un plus
grand.
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Pour continuer cette comparaifon, il faut re.
marquer que les mémes raifons qui nous empé-
chent de pouvoir refoudre toutes les queftions
quon peut propofer fur Jes Jeux, empéchent aufli
quon ne puifle refoudre celles quon peut pro-
poler fur les chofes de la vie civile. Ces raifons
{font de deux fortes: la premiere elt lincertitude
ou nous fommes du parti que prendront a notre
égard ceux dont les actions doivent regler I'éve-
nement de nos entreprifes. Le choc d'un corps
decide & de la route qu’il doit tenir & de lavirefle
qu’il doit avoir, car les loix des communications
des mouvemens font fixes & invariables. Mais les
raifons & les differens motifs que les hommes peu-
vent avoir pour agird'une fagon plutét que d'une
autre, ne peuvent nous aflurer de quel c6:€ ils {e
- détermineront. Souvent ils ne connoiflent point
leurs interéts, & fouvent ils ne les fuivent paslorf:
qu'ils les connoiffent, le caprice les dérermine
beaucoup plus que la raifon, & c’eft toujours de-
viner que de vouloir juger de ce qui dépend de
fa liberté des hommes.

La{econde caufe de notre ignorance dans les
chofes qui dépendent de I'avenir, eft fondée fur
ce que les bornes de notre efprit érant fort érroi-
tes, toutes les connoiffances qui fuppofent un trop
grand nombre de rapports font au deflus de fes
forces. Or dans plufieurs Jeux, & dans la plipart
des chofes de la vie, les comparaifons qu'il faut
faire font en {1 grand nombre, quil n'eft prefque

pas poflible de les épuifer.

Déterminer
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Déterminer combien vaut le de entre deux
Joueurs égaux au Jeu du Tri¢trac, & combicen
vaut la main au Piquet, quelle piece eft la plus
avantagcufe au Jeu des Echets du fou ou du cava-
lier, & dccombien l'uneeft meilleure que lautre,
ce {ont-la des Problémes dont je tiens la {olution
impoflible aux hommes.llen clt de méme, & pour
les mémes raifons de la plipart des queftions de
morale & de politique : par exemple, déterminer
{i dans telle & telle circonftance je doisavoir plus
d’¢gard a la recommandation d’un parenr, qu'a
la priere d'un certain nombre d’amis: Siun cer-
tain commerce eft avantageux ou préjudiciable
une Nation ; quel doit éure le fucces d’'une négo-
ciation & d’une entreprile militaire, &c.

Les contrats d'affurance qui font fi communs
parmi les Marchands, principalement dans les
Républiques, n'enrichiflent pas toujours les affu-
reurs; & les plus habiles Politiques d'Angleterre
éprouvent tous les jours a leur perte dans ces
grofles gageures quon fait en ce pays la fur les
évencmens de la guerre, que la prudence des
hommes cft infufhifante pour penetrer {urement
dans l'avenir. |

1l eft vrai quavec beaucoup de jultefle d’efprir,
une grande connoiflance des faits , & furtour des
reflors fecrets qui donnent le branle & le mou-
vement aux affaires , on peut découvrir avec aflez
de vrai-femblance quel eftle meilleur parti dans
ces gageures : mais il eft impoflible d’'en venir

jamais au point de pouvoir déterminer par le
* %k
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raport exat de deux nombres combien un parti
eft meilleur que laurre.

 Quelque {ecours que lefprit humain puifle
recevoir de la Geometrie, cette vertu, quelon
nomme prudence, n'aura jamais que des regles
incertaines; pour un petit nombre de verités &
de principes certains que contiennentla politiquc
& la morale, on y trouve une infinité d’obfcu-
rités impenetrables al'efprit humain.

Tout l'ufage qu'on peuttirer de la Geometrie
par raport a ces fortes de Problémes, confifte en
ce quon peut affurer que ceux qui {eferontrendu
familiere I'efpece de Logique dont on fait ufage
dans ce Traité, en{eront plus propres a découvrir
les differens degrés de probabilite dansles divers
partis qu’on peut prendre furles chofes qui regar-
dent la morale, ou fur celles qui ont rapport a
la vie civile, & a éviter 'erreur dans leurs juge-
mens par ['habitude qu'ilsauront acquife de diftin-
guer le vrai d’avec le vrai-femblable, & de ne
donner leur confentement qu’a I'évidence.

Que les hommes en penfent ce qu'ils voudront,
il eft certain que certe force & cette juftefle d'ef-
prit qu'on acquiert dans la recherche des verités
abftraites, s’étend aufli aux verités {enfibles, &
pour ainft dire de pratique. L’Analyfe eft un in-
firument qui fert a tout quand on lefcaic bien
manier. Toutes les verités {e tiennent entr’elles,
& quand onafait quelque temps eflaide {es for-
ces {ur les notions exactes que nous avons des
nombres & de I'étendue, on les employe avec
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plusde fuccesfurles connnoiflances moins exactes
qui peuvent écre 'objet de notre efprit. Ceux qui
ont le micux écrit fur la Metaphyfique, la Phyfi-
que, peut-étre méme fur la Medecine & fur la
Morale , éroient d’excellens Geomerres. Lexpe-
rience devroit donc convaincre de lurilicé dela
Geometrie ceux a qui les raifons ne la peuvent
perfuader.

Pour terminer ce parallele entre les Problémes
fur les Jeux, & les queftions quon peut propofcr
fur les chofes ceconomiques, politiques & mora-
les, il faut obferver que dans ces dernieres comme
en celles des Jeux, il y a unc efpece de Problémes
qu’on pourra refoudre en obfervanc ces deux
regles; 1°. borner la queftion que l'on fe propofe
a un petit nombre de f{uppofitions, crablies {ur
des faits certains; 2°. faire abftracion de toutes
les circonftances aufquelles laliberte de I'hom-
me, cet ¢cucil perpetuel de nos connoiflances,
pourroit avoir quelque part. Il eft a croire que M.
Bernoulli avoit égard a ces regles dans la qua-
triéme partic de fon Ouvrage, & il eft cerrain
qu’avec ces deux reltrictions on pourroit traiter
pluficurs {ujets ou de politique ou de morale avec
toute I'exactitude des verités geometriques.

Ceft ce qua faic admirablement M. Halley
dans un Memoire qui fe trouve dansles Tranf-
a&ions philofophiques d’Angleterre, num. 196,
ou ce {cavant Anglois entreprend de déterminer
le degré de la mortalité du genre humain. Ce

morccau eft plein de chofes curicufes, dont le
¥ KX ij
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LeGteur verroit ici extrait avec plaifir : Mais
cetre Préface €rant peut-écre déja trop longue, je
n'en rapporterai quune qui eft traitée par IAu-
teur avec beaucoup de finefle. C’eft une methode
pour déterminer fur quel pied fe doivent regler
les rentesafond perdu. Il donne une Tabletoute
calculée pour les differens 4ges de cinq en cing
années depuisun an ju{qu’a foixante & dix. Cette
Table fait voir combien étoir avantageux aux
Ang]ois le parti queleur faifoit alors le Roy Guil-
laume , en donnant 14 pour cent par annce de
rente viagere, ce quicefta peu pres la feprieme
partie du fond. On voit par cette Table qu'une
perfonne 4gée de dix ans n’en devroit avoir que
la treizieme partie, & unhomme igé de trente-
{ix ans la onziéme, & enfin que l'interér de dix
pour cent n'eft di qu'aux perfonnes ﬁ%écs de
quarante-trois a quarante - quarre ans. 1l poufle
encore cette idée plus loin, & il examine fur quel
pied devroit{e reglerune rente viagere qui {eroit
fur la téte de deux ou de plufieurs perfonnes de
differens dges.

Cette matiere paroit epuifée dans le Memoire
de M. Halley. On en trouve quelques autres fem-
blables manicesaflez heureufement, quoiqu’avec
moins d’exactitude, dansl'Arithmerique politique
du Chevalier Petty. Mais il en refte pluficursau-
tres de cetre nature quon pourroit traiter avec
le méme fucces & la méme utilité pour le Public:

Je crois devoir parler maintenant de deux Geo-
metres iluftres a qui je dois les premiers viies que
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jai eues fur le fujer que je traite. Eni1654 M.Palcal
refolut ce Probléme ; Deux perfonnes jouens aun jew
égalen un cerrain nombre de points, Uune des denx eft [up-
pofee avoir plus de points que lautre : On demande com-
ment elles doivent partager ['argent du Jeu en cas qu’elles
weyillent rompre la partie ﬁzm la finir. On peut voir la
folution de ce Probléme dans un Livre fort court
qu’on a trouve imprimé apres fa more, & qui a
pour titre, Trianglo Arithmetique. Ce grand Homme
qui avoit beaucoup medité fur les proprietés des
nombres, faic diverfes applications de ce triangle
aux regles des partis & aux combinaifons.

Le Chevalier de Meré lui avoit propofé ce
Probléme, il lui en avoit auflr propolé quelques
autres fur le dez: Par exemple, déterminer en
combien de coups on peut amener une certaine
rafle, & quelques autres de cette forte affez faci.
les. Ce Chevalier, qui étoit plus bel efpric que
Geometre, refolut les Problémes fur les dez,
mais ni lui ni M. de Roberval ne purent refoudre
celui des partis. M. Pafcal le propofa a M. Fermat
avec quiil €roit en commerce d’amitié¢ & de Geo-
metrie, & qui en cette Science n’éroit inferieur
qu'a M. Defcartes.

Ce Geometre parvintala folution du Probléme
par une voye differente de celle de M. Palfcal : 11
alla mémc plus loin, & il affura que fa methode
¢roit generale pour quelque nombre de Joueurs
qu’il y etr. M. Pafcal ne crut pas qu'elle piit le con.
duire jufque I3, & il tdche delui faire voir dans une

lettre qui fe crouveavec quelques autresfur cefujer
R
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dans les Ouvrages pofthumes de M. Fermat im-
primés a Thoulouze, que {a methode, qu'il re-
connofit bonne pour deux Joueurs, n’eft pas jufte
pourun plus grand nombre. On ne voit point
dans ce Recueil la réponfe de M. Fermat, mais
il eft certain que le droit éroir de fon c6té; fa
methodeeft fiire, & s'étend a quelque nombre de
Joueurs que ce {oit.

A peu pres dans ce temps M. Hugens, ce fameux
Geometre qui a enrichi toutes les parries des Ma-
thematiques de tant de belles découvertes, ayant
entendu parler deces Problémes, entreprit de les
refoudre, & employa pour en venir a bout, la
methode analytique, qui pour l'ordinaire mene
plus loin que toute autre. Il fit de ces Problémes
un petit Traité latin qui compofe environ une
feuille, & f{e trouvea lafin du Livre de M. Schot-
ten, intitulé, Excrcitationes Geometrice.

Quoique cet Auteur n'entreprenne de détera
miner les partis des Joueurs dans aucun Jeu de
cartes ni de dez, & qu'il {e borneace quilya
de plus facile en cette matiere, & prefque aux
{euls Problémes de M. Palcal, on voic par la lectre
qu’il écrita M. Schotten, qu’il eftimoit beaucoup
ce qu’il donne dans ce petit Ouvrage. Rien n'ef}
plus glovienx ; dit-il, a l'art donr nous faifons wfage dans
ce Traité , que de pouvoir donner des regles a des chofes
qui érant dépendantes du bazard, femblent nen recono?-
tre aucune, ¢ par la (¢ foufbraire ala raifon humaine.
Et il ajolte: Fe m'affure que cenx qui [tavent juger des
chofts , reconnoitront en lifant cet écris, que le fujer en eft
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plus fc{rieﬂx o plusimportant qu’il ne paro?r, que Lon »
pofe les fondemens d'une théoric tres belle ¢ 1rés fubrile
¢g* que les recherches de Diophante , qui w'ont pour obje
que des proprietts abftraites des nombres, font €5 plus
faciles, ¢g* moins agréables que celles que Pon peur fe
propofer en cette maticre, » |

L’Auteur a la fin de ce Traité invite les Geo-
metres ala recherche de cinq Problémes, dont
aucun que je {gachen’a encore ét€ refolu. llyen a
troisde ces cinq dont il donne la folution, mais
{ans analyfe ni démonftration, &il ne donne point
la folution des autres.

Comme ceft principalement pour les Geo-
metres que j ai compofé ce Traité & que pourl'or-
dinaire les Sg¢avans ne font pas Joueurs, jai cru
devoir expliquer fort au long les Jeux dont je
parle dans cet Ouvrage, & jaitiche de n'obmet-
tre aucune circonftance neceflaire. Je m’étois
propofé d’abord de mettre en langage ordinaire
la{olution de quelques-uns des Problémes les plus
faciles; tels que font ceux de laquatriéme Partie :
mais j'ai éce contraint d'abandonner ce deflein,
pour n’étre point obligé de faire des difcours infi-
nis que perfonne n’auroit eu lapatience de {uivre.
L'ufage de I'Algebre eft de reprefenter a I'efpric
un grand nombre d’idees{ous des expreflions fore
courtes, & de lui fournir de grandes facilités pour
parcourir avec promptitude les rapports des chofes
que I'on confidere. Jai cru que ne voulant point
faire un gros Livre, je ne devois point renoncer
a cet avantage; je me {uis {eulement attachéa
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m'expliquer de telle maniere dans la conclufion
de chaque Probléme; & dans les Corollaires & les
Remarques quifont ala fin de chaque folution,
que je pafle érre entendude rout le monde, &
méme des Joueurs. |

Commeon n’écrit que pour érre li, j'ai tache
de rendre facile la leGture de cet Ouvrage, & jai
préferé {ans peine la {atisfaction du Lecteur al'ef-
time de ces efprit mediocres, qui n'admirent que
ce quileur coute beaucoup de peine, & ce quileur
paroit au deflus de leur portée. On trouvera que
je me f{uis fort étendu dans les endroits que jai
cru difhciles, & principalement dans ceux qui
devoientrépandre lear lumiere {ur plufieurs veri-
tes. Mais comme je {cai aufli que I'utilité d’un
Livre de Mathematique confifte moins dans les
verités qu'il découvre que dans la difpofition qu’il
donne a I'efprit d’en découvrir de pareilles | &
qu'on acquiert beaucoup plus cetre difpofition en
trouvant ce que IAuteur a déja trouvé, qu'en le
{uivant pas a pas, j'ai cru que je ne devois point
me géner a expliquer tout en dérail, & méme a
tout démontrer, & qu'il me fuffifoit de nelaiffer
aucune difficulté dont on ne plttrouver la {olu-
tion avec une application {uffifante. Enfin je me
{uis propofé d’épargner au Lecteur le travail de
Yinvention, & de lui en laifler en quelque forte

le plaifir.

TRAITE
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AVERTISSEMENT.

CE T TE f[econde Edition eft de moitic plas ample
que la precedente ; Pordre en eft anffi dgj?rent. ]’ai
ramafSe dans la premiere partie tous les Theorémes Jur
les Combinaifons qui étoient vépandus dans le corps du li-
re, ]’en ai auli ajouté quelques-uns. Les principales
additions font dans la premiere partie £ vers la fin de
la qucttrie/me. f’dfvois obmis dans I'édition Precedente les
Démonftrations des le difficiles Problémes , dans le def-
fein de picquer davantage la curiofité du Leltenr , qui
fonvent croit avoir [ ce qu’il apprend [ans peine. }[e
les ai mifes toutes dans celle-ci a la priere de quelgues ams,
Celles des Formnles [ur le Treize [ tronveront dans les
Notes latines de M. N. Bernosll, ]e nanrois pu en don-
ner de meilleures.

La cz'nqmcfme }mrtie eft un Recueil de Iettres que j ai
recues de Adeffienrs Bernoulli a loccafion de cer Ourage,
¢ des re’ponfes gue je leur ai faites. Il n'y en a q une
de M. ] Bernoulli | mais trés belle. Les autres font de
M. N. Bernoulli fon neven , digne heritier du [gavoir
geometrique , qui eft dans certe illuflre famille. .

I neft pas befoin que je faffe ici eloge de ces Lettres
elles portent lewr recommandasion avec elles. On werra

que lon ne pent rien de le fort ence genre. j[’eﬁ)ere que
*

) % K
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les Geometres me fcanront gré d avoir facrifié , en infe-
vant ces Lettres dans ce Livre | la wanite d’ Autenr 4 4~
mour gue jai ponr le Public ¢o pour [a Pe?:ﬁc‘?z'on des
Sciences. On rrouvera dans ces Lettres ¢ dans les ré-
ponfes plufrenrs recherches nouvelles ¢+ tres difficiles dont
onna faz't ancune mention dans le corps de cet Ouwrage,
Iy en a en particulier [ur le Her , jeu que j"explz'queé la
page 278. Les conditions [ingulieres de ce jen ont donné
occafton 4 une dzﬂmte entre M. Bernoulli ¢5* deux de mes
amis , perfonnes de beaucoup d'efprit. Quoque | aye enfin
pris parti, je n'ofe me perfs uader que la verté foit de mon
coté ; le Leltenr en jugera. La queftion eff curienfe , ¢o°
je me flarre qu’on ne trouvera point inutile ou trop long
ce qui a ¢t€ écrit de part ¢ d’autre f ur ce [ujet.

Fe ne [cai Ji ayant manqué ou plitor evite plufienrs
occaftons qui [e prefentoient naturellement d allier dans cet
Ourage la confideration des Courbes avec la pure Ana-
Iyfe , je ne dois point craindre gu’on me blame d avoir
inferé dans ma Lettre du Sj[m'n 1712, des chofes qui font
de pure Geometrie , g7 qui nont aucun rapport ace Trai-
té: Mais outre que je me fuis fair une los de donner mes
Lettres ¢ celles de M Bernoulli telles c]u’elles ont ére
écrites. Fanrois prive le Public de plufienrs belles chofes
gue L'on verra dans la réponfe de M. N. Bernoulli du
11 Olfobre 1712 ; cette derniere raifon a levé entierement
mes [crupules.

Devnis que j 4i publié cet E/]Zzi , il & paru deux petits
Ounvrages qm' ont bmucoup de rapport avec celus ci. L'un
a powr ritre De arte conjectandi in Jure : Ceft une
Thefe Latine que M. N. Bernoull; a [outenue [année
1709 4 Bafle en prenant le Degré de Licentié en Droit,
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Il y a beauconp de chofes curienfes ¢ qui meritent d’érre
liies. Si lon n’y trowve pas les mémes beantés que dans
[es Lettres, c'eft qwapparemment le fujet ne le comporte
pas , ou que I dutenr n’avoir pas encore medité ces matie-
res auffi profondément qu'il a fair depuis. L’autre a plus
de rapport avec notre Quvrage , ou plior il eft formé [ur
le méme plan ; c'eft un Traite fort court , mais excellent
qui a pour titre , De menfurd f{ortis.

M. Moivre le donna dans les Tranfactions Philofophi-
ques an commencement de l'année 1711, mais il W'a paru
que ['annéc pqﬂe/e. L Autenr m’a fair Lhonneur de ni'en
envoyer un Exemplaire que je recus an commencement du
mois d’ Aouft de [ année derniere.

M. Moivre a bien juge que j anrois bc_’ﬁ)in de fon Li-
vre pour repondre ala Critigue qu’sl fait du mien dans fon
Awvertiffement. L'intention lonable qa’z'l a ew de relevver ¢o
de faire valoir fon Ouvrage, l'a porté arabaiffer le mien ¢
P difputer 4 mes methodes le merite de lanonveanté. Comme
il acru pouvoir m' ataquer [ans me donner fujer de me plain-
dre de lui, je crois pouvoir lui répondre [ans lui donner lien
de fe plaindre de moi, Mon intention n'eft point de critiquer

Jfon Ouvrage ; ontre qu'il eft au deffusde la cenfure | on

/Z’roit bien fé‘cbé d’en diminuer le merite - cela eft trop éloi-
gné de notre carallere ; mais parcequ’il eft permis de [e de-
fendre, €5 de conferver fon bien, je me [uis propofé de
ni rcfpondre : Poici ce que M. de Moivre cquﬁ? dans fon
/!'vertz_ﬂfemenr.

Huguenius primus, quod {ciam, regulas tra-
didic ad iftius generis Problematum folutionem
quas nuperrimus Autor Gallus variis exemplis

pulchre illuftravic; fed non videntur viri clarifli-
A Ak |
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mi e3 fimplicirate ac generalirate ufl fuiffe, quam
natura rei poftulabat : etenim dum plures quan-
titates incognitas ufurpant, ut varias colluforum
conditiones reprefentent, calculum fuum nimis
perplexum reddunt; dumque colluforum dexte-
ritatem {emper zqualem ponunr, docrinam hanc
ludorum intra limites nimis arctos continent.

Il ne manque a ces déciftons que de pouvoir étre fou-
senues par de bonnes prewves ; mais ou M. Moivre en an-
yoit-1l Pris ¢ f’ai donné des fo/utions generales par-tout on la
natuve du Probléme ['a permis ou ['a demandé : on peut en
faire [éprenve a lowverture du Livre, Il eft vrai que j ai
donné des [olutions particulieres des cing Problémes de M.
Huyguens ¢z de quclques antres ; mais je ne crois pas qw'il
[oit toujours a propos de generalifer tous , principalement ce
quieft facile. Des folutions particslieres délaffent le Leltenr,
¢ ne Linflruifent pas moins | lor[que | comme il arrivve fou-
vent , la [olution parriculiere venferme route les difficnliés
de la gcnem[e ; foufvent rien plus facilf que de genemhﬁr,
c'eft une offentation de le faire tonjours €7° fans neceﬂ?ré ;
j avone qu’il arrive fonvent qu'nn exemple particulier ve-
folu napprend pas le chemin de la folution generale ; alovs
il fant s'élewer, fi on le peut, du cas particulier au general ;
ceft auffi ce que Lon croit avoir fait prefque par-rour , je
m'en rapporte l2 defius Mjugemcnt des Lelteurs.

je ne comprens point ce que veur dire M. Moivre quand
il me reproche d avoir employé des inconnues on n'en fal-
loir point , ¢ d'en avoir embaraflé mes calenls : je ne [¢a-
che que le fenl Probléme 5° de M. Huyguens [ur lequel
ce reproche puifle tomber ; femploye prefque par-tout la
methode des Combinaifons, €7 je I avvois mis feale en ufage



AVERTISSEMENT, XXIX
dans la premicre partie qui cft la plus confiderable par [on
ctendue , ¢o° par la diffculté des Problémes, Si je me fers.
quelquefois de I' Analyfe, ceft que je crois a propos , ¢o°
qu'ileft agreable de renter differentes woyes, ¢outile d'ou-
vrir plufieurs routes. Si quelquefois [ans me [ervir d’ A-
nalyfe j'employe des inconnucs onl'on posurroir abfolument
sen paffer , comme dans le Quinquenove | le Lanfquenet
&7 ailleurs , c'eft pour foulager l’imagimm’on du Lellenr ;
jaurois pii en ufer antrement , mais je ['ai fait a deffein.

Monfieur Moivre me reproche encore qu'en [uppofant
les forcesdes Foueurs roujours égales, je renferme la [cience
des probabilités dans lerjreux en des bornes trop étroites ;
mais outre que la confideration de cetre inégalité eft affes
inutile dans la pratique , parcequ’on ne connoit ¢ qu’on
ne peut jamais connoitre exallement les forces desfomur;
quw'a polteriori, fort imparfaitement , ¢or que cela méme
n'a jamais liew dans [c;][:ux de pur hazard, Fe ne [ca-
che aucun Probléme dans lequel cette prétendue generalité
puiffe faire difficulté aprc}s tout ce que nous avons donné,
M. Moivre verra ici par des Lettres, dont la date eft
anterieure ala publication de fon Livre que quand je m’en
Suis avif¢ elle ne m’a point embaraffe *,

Enfin je penx demander a M. Moivre pourquoi ol
affelte de fairc les mémes reproches a M. Huyguens , en
Juppofant comme une chofe certaine qu'il eft le premier qui
ait donné des regles pour cette efpece de calcul , ¢o° que je
wai fait autre c/:o/é que d'en faire des applicatiom.

En toute autre matiere que celle-ci M. Moivvre me fe-
roit un bonneur que je ne merite point, de me mertre 4 core
de M. Huyguens ; mais comme il ne lo fait que pour nous

* Voyes ma Leure du premier Mars 1712,
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attribuer les mémes défants ¢opour dire gue jeme [ uts borné
a faire des 4pplimtions des regles gue donne M. Huyguens,
je crois érre dzfpenfé de le remercier ; qu’z'l me permetre an
contraire d’appeller de [on jugement , &5 de croire que J'ai
mieux employé mon temps qw'il me le dit.

Je/nis lberf uadé guie je B4l tiré aucun fefours onqgue jen at
tiré tres peu des regles prévendues de M. Huygnens , par
la raifon que je n'y en trouve ancune , ni ancun exemple
qui puiffe en fournir, fi ce n'eft peut ére la derniere Pro-
pofition ; car la [olwtion du Probléme on ['on cherche en
combien de coups on peut parier 4 out d’ amener [onnés ,
ne ]Jrocedzmt que par /;ut ¢ en tatonnant , ne peut ﬁr'vir
de modele. Celle qui lui donne le part: des Fouenrs a qui
1l manque un nombre imfgal de points Sur la partif, ale
méme défaur. Sa methode , quoique naturelle, ne donne
point de folution generale | quoique l'on en puiffe trowver en
[nivant une autre route ; ¢ Ceft 4 ces deux Problémes
gue feborne le Traité de M. Huyguens : [on Lemme, quot-
que fortuile, eft Prchue unAxiome, n’étanr qu nne mglc
de [ens commun.

Jenofe recbercberquel[es vaifons peut avoir en M. Moi-
vre pour m'envier le petir honneur d avoir en que[que ﬁ)rtc
4pprofondi une matiere 4 Peine eﬁeurf?e , €T entieyement
oubli¢e depuis foixante ans. Fe me bornerai 2 jufhifier ici
ce que jai avancé dans ma Preface touchant la nou-
veanté de la matiere gue je traite. Comme il p[:.f‘t P
M. Moivre den douter , quelques Leclenrs ponrroient

rendre de la occafion de croire que j ai wonly en impoﬁr
an Public , en donnant ponr nowvean ce quL ne /’c:/i‘ point,
¢ ce qui [e trouve aillenrs. |

Comme ceft principalement cet atsrait de la nouveanté
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q#i m’a engagé a écrire , je me propofe d'entrer dans un
détail exact de tont ce qui s’eft fait [ur cette matiere | ou
qui peut y avoir rapporr, afin que Lon [oit en état d'en
juger 5 €9* comme on pounrroit croire que M. Moivre ,
mieux inflruit que moi, a eu raifon d'attribucr les pre-
micres Vides quon a e [ur cetre matiere & M. Huyguens
pliror qu’ﬁ M. Pafcal, je mettrai encore le Leclenr en
érar de prononcer la-defJus.

Ces faits n’étant point tout a fait perfonnels, o ayant
quelque rapport a I'Hiftoire des Mathematigues | dont le
calcul des probabilités ¢ des hazards va peut érre deve-
nir une partic confiderable , je me flate que cette dz/ferm-
tion ne fera point defagreable. | |

En 1654 on propofa a M. Pafcal ces deux Problémes.
1°. Il manque a deux foueurs un certain nombre de points
on demande leurs forts. 2°. On demande en combien de
coups on pent entreprendre d amencr fonnés avec denx dés :
je ne [cai par quelle voye M. Pafcal réfolur ce dernicr
Probléme ; mais [a [olution fut jufte, car il tronva qu'il
Y ade l'afvantage a Uentreprendre en wingr - cing coups
mais qu'il y a du defavantage alentreprendre en 14, coups,
ce qui eft wrai, ¢ donna pourtant bien du fcandale
a M. le Chevalier de Meré, ami de M. Pafml, ea bel
cfprit de ce temfs-l&, qui ne pouvoir en convenir. Voici
les termes de M. Pafcal dans [a Lettre a M. Fermar du
29 Juillet 1654. |

Il me difoit donc qu'il avoit trouvé faufleté dans
les nombres par cette raifon; {1 on entreprend
de faire un 6 avec un dé | il y a de l'avantage a
entreprendre en quatre coups, comme de 671
a 625. Si on entreprend de faire fonnés avec deux
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dés, il y a defavantage de l'entreprendre en 24
coups ; neanmoins 24 eft 2 36, qui eft le nombre
des faces de deux dés, comme 4 eft 3 6 qui eft le
nombre des faces d'un dé. Voild quel ¢toit fon
grand {candale, qui lui faifoic dire hautement
que les propofitions n'étoient pas conftantes, &
que I'’Arithmertique fe démentoi.

C'eft de ce Chevalier ¢o anffi de cette difficulté que M.
Pafcal veur [ans doute parler dans cette méme Lettre ,
page 181 des Oenvres pofthumes de M. Fermat ou ['on
srouwve ces paroles remarquables d'nn homme 1el que M.
Pafcal,

Je n’ai pas le temps de vous envoyer la démon-
ftration d’une dificulté qui €ronnoit fort M. N...
il eft tres bon efprit, mais il n’eft pas Geometre;;
ceft, comme vous {¢avés, un grand defaur.

Il y 4 lien de croire que M. Pafcal avoir rc‘fo[u ce
Probléme de la méme maniere que M. Huyguens a fait
depuis. Si [a [olution eir éte gmemle, il auroit appa-
remment donné | ¢o d aillenrs on ignoroir alors le fecret
d employer les logarirbmes pour la réfolution des égalités,
ce qui eft neanmoins abﬁﬂumenr mceﬂzire pour rcﬁudrc
ce Probléme gencmlemmt o metkodzquement. Celui des
partis lui parus plus dfficile , ¢ bui plus fi fore, quil le
propofa P, [es amis Meffieurs Fermat ¢ Roberwal. 1l ne
paroit pas quc ce dernier, forr inferieur a M. Fermat ,
Fait rcfﬂ)[u s pour M. Fermat il en vint 4 bout en ﬁ’ ﬁr-
vant des Coméinaiﬁms. M. Pafcal qui n avoit point [uivi
cette route en fut tout étonné , €5 fontint quelque temps
qielle ne pouveir conduire i la folution dans le casde trojs

ou de pluficurs Joueurs. Certe difpute lewr donna lien de
ST faire



AVERTISSEMENT. XXXii]
faire diverfes recherches fur la matiere des Combinai-
fons , ils trowverent Lun o Lantre [ur ce fujet de trés
beanx Theorémes. On en voit quclqucs~uns dans les Ocu-
res poﬂ/mmes que je wiens de citer ; mais M. Pafml ¥
pénerra le plus avant , c'eft ce qui paroir par fon Traité in-
tiule Triangle Arithmetique, rout rempli de réflexions
¢o* de déconvertes fur les nombres fignrés dont je le crois
Linventeur , parcequ’il ne cite perfonne.  Comme ce petit
Livre eft a/fés rare , €7° qu on_y trouve tout cc qu'on [¢a-
voit avant nous [ur le calcul des haz ards ¢g° [ur les Com-
lvinaifom > e vais en faire un extrait,

Ce Livre eft un Recucil de plufienrs petits Traités qui
furent trowvés imprimés a la mort de M. Pafcal parmi
[fes papiers ; entre pluficurs matieres qu'il y rraite , voics
celles qui ont le plus de rapport avec la norre.

Le premicr Traité eft f ur les nombres ﬁgure/s en geneml,
il enfeigne lenr gencration, ¢ en déconure quelgues pro-
prietés.

On trouve dans celui qui fuit, intitulé : des Ordres
Numeriques , rous ce que l'on voit dans la premiere par-
tic de notre Effai jufqu'a la page 16. Comme M. Pafcal
n’employoit point les expreffions algeérz’gucs , cc font des
canons oy nots donnons des formales : le tour de démon-
ftration eft anfi fore different. [onbliois de dire qu’'a l'egard
de ce beanTheoréme : Un nombre de quelquc ordre
que ce {oit érant muleiplié par la racine préce-
dente, & divif¢ par I'expofant de fon ordre, don-
ne pour quotient le .nombre de l'ordre fuivant
qui P‘recede cette racine. M. Pafcal affocic M. Fer-
mat a ['honneur de linvention.

Entre tous ces petits Traites il s'en voitdenx fort conrts
* % K A ok
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fur les Combinaifons , un Latin , I autre Frangols ; prtﬁ]ue
tout s’y reduit 4 rcffoudre en Plu/{curs fa;ons qm' reiennent
routes a la méme chofe le Probléme qui fuir, Datis duo-
bus numeris inzqualibus invenire quot modis
minor 10 majore contineatur. On woit auffi un petit
Trairé qui a pour ritre : Ufage du Triangle Arithme-
tique, pour trouver les puiffances des binomes &
apotomes. Ce Probléme eft Sfort curienx U Auteur y ajoiite
la folution de ce beau Probléme, Datis quotcumque nu.-
meris in progreflione a quovis numero inchoante
Invenire quarumvis por:eﬁatum corum fummam.
On peut comparer [a [olution avec celles que Lon trouve
i1 pages 19, 21 €7° 63.

Enfin [ Autenr 'y réfour de trois manieres differentes
le Probléme des partis entre dewx Joueurs qui ont un nom-
bre inégal de points. Ce Probléme eft le premuer de certe
nature auque/ je f;ac/ve qu’auam Geometre air jamais Penﬁ :
wvoici (& premiere methode. Il commence par le cas o4 un
des deux Jonenrs joueroir pour un point , antre pour deux.
Il dérermine enfuite le cas ou chacun des Joueurs jone-
roir pour deux points , enfuire le cas on lun jonerort pour
trois points, ¢ Lantre pour denx , €7 ainfi de [uite pied
a pied , ne pouvant trouver chaque cas que par le moyen
de tous les précedens , 4 commencer par le cas le plus fim-
ple on il manque a chacun des Fouenrs un égal nombre
de points , ce g lenr donne 4 chacun la moitié de ce qui
eft an jen. 1l [e [ert enfuite pour réfoudre ce méme Pro-
bléme, des Coméinaiﬁms ¢ de ﬁm Triang[edrit/:metique 3
mais il me femble que ces desx methodes n'en font gw'une,
les nombres que donnent les Coméinaifom appartenans
aux nombres figurés dont le Triangle dritbm:ﬁque eft une

q/]bece.
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Depuis ce temps-la plufienrs perfonmes ont donné des
Traités de Com[yinaﬁns, ¢ ont parlé des nombres fignrés ;
mais je Wen connois ancnn qui ait ‘bouﬂé ces matieres le
loin que M. Pafcal. Les Autenrs qui en onr écrir font, ce
me [emble , le P. Preflet , le P. Tacquet , M. Wallis. On
pent les confulter. Je ne crois pas quon y trouve vien de
confiderable qui aille an de-la des deconvertes de M. Paf-
cal. 1l eft vrai que M. Wallis a fait un [savant nfage des
nombres figurés pour la quadraiure des courbes dans fon
Aritbmetiquc des infinis ; mais cela méme lui eft encore
commun avec M. Pafcal qui en a fait un nfage admira.
ble dans fon Traité de la Roulette. La plus belle Propo.
[fition de I’Arz'thmetique des infinis , ¢ qui s exprime ainfi
en Latin : Invenire rationem quam habet fumma
{eriei cujufvis numerorum figuratorum ab unitate
incipientium ad fummam totidem ultimo zqua-
lium ; n'eft demontrée que par indultion par M. Wallis :
on la trouvera ici comme Corollaire d’une Propofition treés
utile que nous avons réfolu , ¢o* , je crois , bien démontréc
page 63. Fe dirai par occafion , ne I'ayant pi dive aillenrs,
que dans la folution de ce Probleme je w'ai fair que [uivvre
fans le [cavoir , les ites que Uilluftre M. de Leshnitz a en
iya longtemps , pour trouver les fommes d'une [uite de
nombre qui anra une derniere difference conflante : ceft ce
ﬁue j ai appris parle Livre intitule : Commercium Epi-

olicum , &c.imprimé par ordre de Meffienrs de la So-
ciet¢ Royale d’Angleterrc, qui mont fait['honnenr de m’en
envoyer un Exemplaire an mois d Awril de ceste annce,
La premicre partie de ce Livre étoit alors impriméc.

Eni657 M. Huyguens donna fon Traité intitulé : R a-

tiocinia de Ludo Alex. On le trouve a la fin du Livvre
AR ]
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de M.Chotten ,intitulé : Exercitationes Geometricz.,
fe n'ai rien 4 ajoiter ace que jen ai déja dit je femi fm-
lement obfcrqjerque M. quguem lui-méme reconnoit qu’z'l
n'a penfe a ces Problémes qu’ﬁz l'occafion des folurions que
des Geometres Frangois en avoient déja donné : Voici fes
rermes - Sciendum vero quod jampridem inter pre-
{tanciflimos torta Gallia Geomertras calculus hic
fuerit agicatus, ne quis indebitam mihi primz in-
ventionis gloriam hac in re tribuat,

Moais outre qu'il eft conflant que Ad. Pafcal eft le pre-
mier qui ait écrir [ur cette matiere , je ne doute point que
cenx qui liront le Traité de M. Huyguens d’une part, ¢*
de Vantre lesTraités ¢ Letrres de M. Pafcal que §ai in-
diguées | ne conviennent que Monfienr Pafcal 4 pouﬂé’ le
plus loin cette matiere , puifqu’ ayant véfolus [un ¢ [ antre
les mémes Problémes , M. Paﬁal , outre la methode de M,
Huyguens qu’il a employée pour les partis, a encore mis en
ufage celle des Com inaifons qui eft beanconp meillenre
¢ a donné liew a de tres grandes déconvertes.

En 1685 M.facques Bernoulli propofa dans lefomvml
des Scavans de France les deux Problémes qui [uivvent,
Deux Joueurs 4 & B jouent a qui amenera le pre-
mier un certain point. 4 joue d'abord un coup ,
B un coup ; en(Eite A enjoue deux, & B deux;
enfuite A4 en joue trois & B trois, & ainf1 de fuite
alternativement : ou bien #joue d'abord un coup
& Ben joue deux; enfuite £ en joue trois , enfuite
B en joue quatre , &ainf1 de {uite julqua ce quun
des deux Joueurs ait gagné, on demande leur
{ort. A

M. Bernoulli woyant que perfonne pendant Pintervale
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de cz'nq années n’avoit entrepris de les véfoudre , en donna
la folution dans les fournanx de Leipfic an mois de May
1690 , mais fans analyfc ¢5* [ans demonfbration. Pen de
temps 4[)7’8‘5 M. de Leibnitz , vicem reddens | comme
il dit , pour rendre la parcille a M. Bernoulli qui avoit
donné dans ces fourmmx ' Analyfe de la courbe defcen-
{us atquabilis, en [¢ [ervant du calcul integral,, entre-
prit de deconvrir le fondement de la folution de M. Ber-
noulli , ce qu'il fir tres bien, mais d'une maniere fuccintte,
o qui laiffe , ce me femble , beanconp 4 deviner.

Ce feroit peat ére ici Loccafion de faire remarquer que
la matiere que je traire ne devoir pas éire fort familiere
anx Geometres, puifque des Problémes afSés faciles en com-
paraifon de la plus grande partie de cenx que Lon tronve
ici, reflent tant d années [ans folution, guoique Propofe/s
pardes Geometres tels que M. Huyguens ¢ M. Bernounlls,
je pourrois peut-étre encore tirer avantage contre M. Moi-
wre de la bonté mémede fon propre Ouvrage , fi fuperienr
a tout ce que Meffienrs Huyguens ¢g° Pafcalontdonné dans
cegenre ; mais j aime mieux laifer faire ces réflexions an
Lectenr , que de les faire moi-méme.

FPai tronve dans les Tranfactions Pbilo/blb/?ic]ttes un
Memoire dans lequel on fe propofe d'eftimer la probabilite
gue donne le témoignage des hommes , foit qu'il foit tranf-
mis par la voye orale ou par l'écriture ; mais que pest-on
trouver la-deffus ¢ Que [i un oui-dire donne - de vrai-
femblance, un oni-dire de oui-dire donnera 3 x < de vrai-
femblance, fi le ttmoignage du denxiéme n'eft pas de mé-
me force, ¢ 5 sil a antant dantant d'antorité , €9 au-
tres cbofes de cette nature , cela eft vrai ¢ méme évident ;
mais qw’en peut-on conclure , ¢ comment faire lapplica-
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tion de ces Theories ?]e crois guecclaeft émpo]ﬁblc, c’eft pour-
tant ce qu’a entrepris , &° infiniment an de la, un fgwwnt
Geometre Anglois, dont les manieres honneftes ¢ obligean-
tes pour moz mont prévens en favveir de [on caur , autant
gue [es excellens Onvrages m'ons donné deflime pour fon
cfprz't. Le Livre dont je veux Par[er a pour titre : Philo-
{fophiz Chriftianz Principia Mathematica : A
Craige en eft [ Ausenr. Cet Ouvrage eft trop curienx ¢
atrop de rapport 4 n0s matieres pour n'en pas dire ict qm’l—
guelguc chofe. L’ Auteur s’y propofe principalement de
prouver contre les]uifs la verité de ' Hiffoire de JEsUS-
CHRIST, ¢ dedemontrer aux Libersins que le parsi qu'ils
prennent de Prcffercr les Plaiﬁrs de ce monde [t minces ¢
de [i courte durée , al'e[perance méme incertaine des biens
promis 4 ceux qui [wivront la Loi de [Evangile , w'eft pas
un parts m%mnable ni conforme alenrs weritables interefls.

Certe derniere partie me paroit bien prouvée ; mais com-
me elle étoi trop facile , [ Autenr l'a ornée de quantité de
beanx ¢ [cavans Theorémes, dans lefquels il compare la
durée des plaifirs avec lewr intenfite ; mais tous cela n'eft
guun jeu de [favant Geometre , qui [ forme des difficul-
tés pour avoir le plaifir de les furmonter.

L'execution de ce que I dutenr s'eft propofe dans la pre-
miere partz'e fﬁ certarnement impoj]?blc, ¢ je ne Pm's croire
gue I Aureur ne ['ait bien fenti guand de [es byporefes il
tire ces confequences éronnantes. 'T'anta itaque eft ho-
die probabulitas Hiftoriz Chrifti quantam habuif-
{ec 1lle qui ipfius Chrifti temporibus viva tantum
voce eandem i 28 Difcipulis acciperet. Er cetre
autre » Ergo necefle eft ut veniat Chriftus ante-
quam ela%antur anni 1454 a noftro tempore, &c.
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M. Craige abien vis [ans doute que tontes ces confequences
n'étoient vrayes qu'en vertn de ﬂtppoﬁtiom arbitrasres eloi-
grées de la verité peut-€rre de motié, du tiers ou du quart,
(y'c.j[c dis peut-ére , car quel moyen de le fravorr 2 il
auroit pit en faifant d antres hypotefes, également vrai-
[emblables , trouver des nombres fors differens.

Pour mai je trouve le deﬂ?in de M. Crai(gelouaéle ot
pienx , ¢o* Lexcecution anfi beureufe qu'elle pouvoit Iérre ;
mais je crois cer Quurage beancoup plus propre a excrcer
des Geometres , qu’ci convertir drsjm' s ou des incredules.
Ce que lon peut conclure de plus certain apres la leCture de
cer Ouvrage, c'eft que [ dutewr eff tres fubtil , quil eft
grand Geometre, €7 qu'il a beaucoup d'efprit. La clarté
des Mathematiques ¢o° la [ainte obfcurie de la foi font des
chofes trop oppofées : je ne crois pas que perfonne réuffiffe a
en faire jamais Palliage.

En 1679 lorfque le Feu de la Baffetre eroit enregne en
France , ¢ [ur-tont a la Cour , M. Sanveur [cavant Geo-
metre chercha les bazards de cc feu , ¢ en donna des Ta-
bles que l'on trouve dans lcfourmzl des Scavans de cette
année ; je wen ai point parlé dans ma premiere Edirion
parceque je nen 1015 pas inﬁruit. j[c ré/mre maintenant
avec beauconp de plaifir la fause que je fis alors involon-
tairement : on ne trouve dans ceﬂurnal que des formules
feches [ans analyfe ¢ [ans démonflration. M. Sauvcur
m'a fait le plaifir de me les communiquer pen de temps
aprés que notre ana!yfe eiir eté rendue publique, (O il 9
joignit une démonflration de mes formules fur le Treize :
tout cela étoir excellent ¢o digne de la réputation quil seft

acquife par [es belles déconertes [ur la Theorie de la Mu-

ﬁque.
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Jerome Cardan adonnéun Trairé De Ludo Alez 5 mais
on n'ytrowve que de l'érudition ¢o* des reflexions morales.

J @i appris que M. Hudde ¢o le famenx M. Wit

Penfionnaire de Hollande | avoient donné des caleuls pour
les interefts de rentes wiageres qut conviennent ades per-
[onnes de differens ages. 1l y a apparence que ce qu'ils ont
donné eft peu different de ce que j'ai rapporte de AL Halley,
¢ [uppofe g on [tache les differens degrés de la mor-
talivé du genre humain. Aw refte cette matiere n'a qu'un
rapport fort ?/ozgne/ avec celle-ci - ce qu’il y a decalculeft
fore aife , ¢g* dépend prefque nniquement de la folution
de ce Probléme que M. de Leibnitz a réfolu en 1683 d'une
maniere tres élegante. Trouver la valeur préfente d'une
fomme quelconque payable au bout d'un nombre
quelconque d'années. La grande difficulté eft d’arvoir
des Tables exalles pareilles a celle dont M. Halley s'eft
[feri pour fondement de fes calculs. Il [eroit a fouhaiter
que les obfervations fuffent continuées pour un plus grand
nombre d’années, ¢ qu on en fift de pareilles dans plufienrs
grandes Villes de Enrape.

Caramuel a travaillé fur le calonl des bazards , mais
avec pen de [ucces; j ai i fonTraité , intitulé : KYBE1A,
€7 je [uis du [entiment de Monfienr N. Bernoulls gt
dit * que cet Onvrage n'eft qwun tiff de paralogifmes.

e finirai cette Diﬂ%rmtion par une reflexion de [illuftre
M. de Leibnitz ; elle eft tirée de faTheodicée ,** ¢o* con-
firme ce que nous avons dir dans notre Preface de la non-
veantt ¢ de l'importance de la mariere que L'on traite ici.

L’on ne s'eft point encore avilé de cette efpecc
* Voyés page 387.

** Voyés page 4u.  Difcours de la Conformité de laFoi avec la
raifon, ‘ |
de
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de Logique qui doit regler le poids des vrai-
femblances , & qui {eroit ft neceflaire dans les
déliberations d’'imporrance. Et plus bas - 1l n’y a
rien de plus imparfait que notre Logique lorf-
quon va au de-la des argumens ncceflaires ; &
les plus excellens Philofophes de notre temps,
tels que les Auteurs de Art de penfer, dela Re-
cherche de la verité, & de I'Effai fur I'Entende-
ment , ont été fort éloignés de nous marquer les
vrais moyens propres a aider cette faculté qui
nous doic faire pefer les apparences du vrai &
du faux, fans parler de I'Art d'inventer, ou il eft
encore plus difficile datreindre, & dont on n'a

uc des échantillons fort imparfaits dans les Ma-
lematiques.

Lantorité de M. Leibnitz cft en ces maticres une
preavve prefquc complette ; on Syat qu’il eft Imrfaitement
inftruit de l'ctat des Sciences , ¢ que perfonne ne travaille
plas utilement que lui a les perfectionner.

f’ai trouvé dans le premier volpme de [ Academie
Royale de Berlin, qui parut il y a deax ou trois ans une
Dt]ﬁrtation ot ce Sgavant homme parle d'un jeu Chinois
qs a beancoup de rapport avec nos Echets ; il propofe en-
[uite des Problémes fur un jen qui a 6té a la mode en
France il y a douge ou quinge ans, qui fc nomme LE
SOLITAIRE. Scepe notavimus, dir M. de Leibnirz,,
nufquam homines ingeniofiores efle quam in lu-
dicris , atque ideo Ludos Mathematicorum cu-
ram mereri non per {e, {ed artis inveniendi causa.
Ludi cafus fortuiti inter alia profunt ad zftiman-

dos probabilitates, &c. Er il ajoiire a loccafion des
sk K o K K o
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viles qu’il donne poar LE SOLITAIRE. Sed ego ad
profeGtum inventricis arris ludendi artificia de-
texifle non ludum valde exercuiffe laudarem.

Je foufcris en tout a ces réflexions qui me p4roi/]2nt
tres judicieufes ; je les ai rapporté a canfe de Panrorite que
M. de Leibnitz s'eft acquife parmi les Gens de Lestres
¢r quil a fi juflement merise.

TRAITE



DES COMBINAISONS.

PREMIERE PARTIE.

DEFINITION.

a| N entend quelquefois par ce terme com.
&|| binaifon, la manicre dont plufieurs chofes
b4 | Ji| peuvent Ecre prifes differemment deux &
deux. Je lui donnerai ici une fignification
£| plus ¢tendue, & jentendrai par ce mot la
~ maniere de trouver generalement toutes
les difpofitions que peuvent avoir foit deux, foit plufieurs
chofes, felon qu’on les voudra prendre, ou deux 4 deux,
ou trois 2 trois, ou quatre 4 quatre, ou cinq a cinq, ou
enfin de toutes les manieres poflibles,

A



2 TRAITE
PROPOSITION 1.

Un nomore de chofes guelcongue etant propofe , par exemple ,
leslettresa b,c,d, e, f, g, h &c.on demande combien
ily a de facons differentes de les prendre | on ane a une | on
deux a deux | on trois 4 trois, o enfinde tontes les manieres

polfibles.

LPOUR réfoudre ce Probléme, je me fervirai de la
Table ci-jointe, dont je vais expliquer la formation, &
dont je démontrerai enfuite 'ufage par rapport aux com-
binaifons.

Table de M. Pafcal pour les combinaifons.

r.r.1.1.51, 1. I, Y. 1. 1. I, I. I. 4
1.2.3.4.5.6.7.8. 9. 10, 11. 12. I3
1.3.6.10.15.21.28. 36. 45. §5. 66. 78

I

. 4.10.20.35.56. 84.120.165.220. 286
I. §.15.35.70.126.210.330.495. 71§
1. 6.21.56.126.252.462.,792.1287

1, 7.28, 84.210.462.924.1716

1. 8. 36.120.330.792.1716

I. 9. 45.165.495.1287

1. 10. §5.220. 715§

1. I1. 66. 286

I. 12, 78

1. 13

I

Jappelle bandes horizontales celles ol les chiffres vont
de gauche a droite, & bandes perpendiculaires celles ot
les chiffres vont de haut en bas; j'appelle cellule la pofi-
tion d’un chiffre renfermé entre deux points.

La feconde bande horifonrale eft la fuite des nombres
naturels un, deux, trois, quatre, &c.

La troifieme bande horizontale eft formée fur la fe-
conde en cette maniere; 1°, je rétrograde de gauche 4
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droite d’une celule : 2°, pour former le chiffre de chaque
celule de cette bande, j’ajoute tous les chiffres qui le pré.
cedent d gauche danslabande fuperieure horizontale. Ainf
le nombre fix, troifi¢me chiffre de la troificme bande ho-
rizontale, eft €gal a la fomme du premier, du fecond &
du troifieme chiffre de la feconde bande horizontale.

La quatriéme bande horizontale fe forme fur la troifiéme
en la méme maniere que la troifiéme fe forme fur la fe-
conde: Ainfi on trouvera que le nombre 20 quieft le qua-
tricme de la quatriéme bande horizontale, eft égal i la
fomme des quatre chiffres qui le précedent dansla bande
fupericure horizontale qui eft la troifiéme. 1l en feroit de
meme detousles autres chiffres de cette quatriéme bande.

On formera les chiffres qui compofent les autres bandes
horizontales de la méme maniere que l'on a formé Ja fe.
conde fur la premicre, & latroifiéme fur la feconde, ob-
fervant toujours de rétrograder chaque bande d’une ce-
lule avangant versla droite 5 c’eft ce qu'on pourra aifément
decouvrir en confiderant la table qu’on pourra continuer
a l'infini.

Les nombres qui compofent la premiere bande hori-
zontale font appellés nombres du premier ordre, ceux
qui compofent la feconde bande horizontale font appelles
nombres du fecond ordre, ceux qui compofent la troi-
ficme bande font appellés nombresdu troifiéme ordre, &c.

Ces tombres a qui on donne aufli les noms d’unités, de
nombres naturels, nombres triangulaires, pyramidaux,
triangulo-pyramidaux , &c. a caufe de certains rapports
qu’ils ont aux triangles, aux pyramides, &c. ont des pro-
prietés fort fingulieres, que M*Fermat, Defcartes, Paf.
cal, & plufieurs autres grands Geometres Francois &
Etrangers ont recherchés avec grand foin. Une des prin-
cipales, & dontil s'agit ici, eft que par leur moyen on peut
trouver rout d’'uncoup en combien de manieres differentes
un nombre quelconque dejettons oude cartes ou de toute
autre chofe, peut écre combiné, c’eft a dire pris ou un a
un, ou deux a deux, ou trois 4 trois, ou quatre 4 quatre,,
&ec. dans un plus grand nombre de jettons & d,i cartes.

1]
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Par exemple, {il'on demande en combien de fagons dif-
ferentes fix chofes differentes peuvent €tre prifes deux a
deux ; on trouvera que lenombre quinze qui répond a la
troifiéme bande horizontale, & 4 la feptiéme bande per-
pendiculaire,, eft le nombre que 'on cherche : & de mé-
me i I'on veut {cavoir en combien de fagons differentes
onze chofes peuvent étre prifes quatre a quatre , on trou-
vera que le nombre 330 qui répond 4 la cinquiéme bande
horizontale & 4 la douziéme bande perpendiculaire, eft
le nombre que l'on demande. On trouvera de méme
toutes les autres combinaifons imaginables, en cherchant
le nombre qui répond 4 une colonne perpendiculaire,
dont le quantiéme furpaile de 'unité le nombre de chofes

ropof¢ , & 4 une colonne horizontale qui foitla troifieme
fi les chofes fe combinent deux a deux, la quatricme {1 les
chofes fe combinent trois a trois , &c.

M" Pafcal eft le premier qui ait decouvert cet ufage des
nombres de differents ordres, & on peut en voir la dé-
monftracion dans le Traité qu'il a fait intitalé Z'riangle
Arithmetique , ouilapplique ces nombres tant aux combi-
naifons, qua trouver les partis que doivent faire deux
Joueurs, qui jouant en un certain nombre de points a un
jeu égal , ont plus ou moins de points.

DEMONSTRATION.

POUR me faire plus facilement entendre, je prensun
exemple , & je fuppofe que l'on veuille {¢avoir en com-
bien de facons differentes fix chofes peuvent étre prifes,
ou une a une,ou deux a deus, ou rrois a trois, ou quatre
i quatre , ou cinqa cing, ou fix 4 {ix, foient ces fix chofes
quelconques exprimées par les fix lettres 2,6, ¢, 4, £, g.
Premierement il eft évident quefil'on cherche en com.-
bien de facons ces fix lettres peuvent écre prifes d unea une,
le nombre fix fera celui qui fatisfait au Probléme. Or il
eft ¢vident que les rermes de la premiere bande horizon-
tale qui précedent le nombre fix de la feconde, erant
ajoutes en une fomme font le nombre {ix.
- Suppofons enfuite que l'on veuille {gavoir en com.
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bien de fagons differentes ces mémes lettres peuvent &cre
prifes deux 4 deux. Pourle trouver on obfervera, 1°, quela
lettre 2 peut fe combiner avecles cinq fuivantess, c,j, fg
2°. Que la letere £ peut fe combiner differemment avec les
quatre lettres {uivantes , 4, £; g, ce qui donne quatre com.
binaifons differentes éc, éd, b, bf car ba feroit bien un
arrangement different de #4; mais non pas une combi-
naifon differente. 3°. Que ¢ ne fe combine qu’avec les let-
tres 4, g, f5 car ca, cb, ne feroient point de combinaifons
differentes. 4°. Que d ne fe combine quavec les deux let-
tres f & g5 carda, dc,db, ne feroient point de combi-
naifons differentes. §°. Que f ne fe combine qu’une fois
avecg; car fa, fb, f¢, fd, feroient des repetions des com.
binaifons précedentes, ce qu’il faut obferver avec foin ;
car c’eft d le principal fondement de la démonftrartion.
Toutes ces combinaifons enfemble de fix lettres prifes
deux a deux, font

ab,ac,ad,ag, af
be,bd, bg, bf
cd,cg,cf

dg, df

/8

dont lafomme § + 4 4 3 42 4+ 1 = 13.

Et par confequent le nombre 15 qui fe trouve dans la
feptiéme bande perpendiculaire & dansla troifi¢éme bande
horizontale, eftla fgmme des nombres qui le précedent 4
gauche dans la bande fuperieure' horizontale , & elt en
méme temps le nombre qui exprime en combien de fa-
cons differentes fix leteres peuvent €tre prifes deux 4 deux.

Suppofons maintenant que I'on veuille trouver en com-
bien de fagons differentes ces fix lettres peuvent écre prifes
trois a trois.

On remarquera, 1°, que «4 peut {e combiner en quatre
facons avec leslettres ¢, d, £, g5 ac en trois fagons, ad en
deux fagons, & «f fculement d’une facon.

2°. Que 4¢ fe combineen trois fagons avecleslettresd, £, ¢ 5
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6d en deux fagons avec les lettres £ & ¢, & 4f feulement
d'une fagon avec g.

3°. Que ¢d fe combine en deux fagons avec les lettres
f&g, & c¢f feulement d’une fagon avec g. .

4° Il eft évident que 4f ne peut fe combiner que

d’une fagon avec ¢. Toutes ces combinaifons enfemble de
fix chofes prifes trois a trois, font

abc, abd, abf, abg, acd, acf, acg, adf, adg,afg

bed, bef, beg, bdf, bdg, bfg
cdf, cdg, ¢ fg

dfg
dont la fomme 10 4 € + 3 4~ 1 =—10.

Et par confequent le nombre 20 qui fe trouve dans la
feptiéme bande perpendiculaire, & dans la quatriéme
bande horizontale, eft la fomme des nombres qui le pré-
cedent a2 gauche dansla bande fuperieure horizontale , &
en méme temps le nombre qui exprime en combien de
fagons differentes fix letcres peuvent écre prifes trois 2
trois. Donc, &c.

Suppofons encore que I'on veuille {cavoir en combien
de facons differentes ces fix lertres peuvent érre prifes
quatre 4 quatre.

On obfervera, 1°, que 2é¢ peut fe combiner en trois fa-
¢ons differentes avec les lettres d, £, g5 abd en deux fa-
Gons avec f & ¢s «4f feulement avec g; que zcd peur fo
combiner en deux facons avec les lettres £& g5 que acf
& 2df{e combinent feulement d’une facon.

2°. Que écd fe combine en deux facons avec les lettres
f&g,& que bcf, bdf, &cdf ne fe combinent que d’une

facon avec g
Toutes ces combinaifons enfemble font

abed, abef, abeg, abdf, abdg, abfz, acdf, acds, acfg, adfg
bedf, bedg, befg, bdfg
cdfg

dont la fomme 10 4 4 =+ 1 = 15.

Et par confequent le nombre 15 qui eft dans]a feptiéme
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bande perpendiculaire & dans la cinquiéme bande hori-
zontale, eft la fomme des nombres qui le précedent &
gauche dans la bande fuperieure, & en méme temps
le nombre qui exprime en combien de fagons differentes
fix lettres peuvent €tre prifes quatre a quatre.

Si l'on veut encore {qavoir en combien de fagons diffe-
rentes ces fix lettres peuvent €tre prifes cinqg a cing, on
remarquera, 1°, que z4¢d ne peut fg combiner differem-
ment qu’avec les deux lettres f& g3 26 ¢f quen une feule
fagon avec g; abdf en une feule fagon avec ¢ & acdfqu'en
une fagon avec g. 2°. Que écdf ne fe combine que d’une
fagon avec g.

La fomme de ces combinaifons de fix chofes prifes cinq a
cinq, fera donc abedf, abedg, abefg, abdfy, acdfg, bcdfg
= 6.

Etpar confequent le nombre 6 qui eft dans la fepricme
bande perpendiculaire & dans la fixiéme bande horizon-
tale, eft la fomme des nombres qui le précedent dans la
bande fuperieure horizontale, qui cft celle des nombres
du cinquiéme ordre, & cft en méme temps le nombre qui
cxprime en combien de fagons differentes fix lectres peu-
vent Etre prifes cinq d cinq.

Enfin il eft évident que (ix lettres ne peuvent €tre prifes
que d'une fagon de fix a fix.

De tout cela il faut conclure que la feptiéme colonne
perpendiculaire exprime toutes les manieres poflibles, dont
fix chofes peuvent étre prifes ou unedune, ou decuxadeux,
ou trois & trois, ou quatre 4 quatre, ou cinq a cinq, ou fix
a fix.

On trouvera de méme que la huitiéme colonne per-
pendiculaire exprime toutes les manieres poflibles dont
fept chofes peuvent &tre prifes ou une a4 une, ou deux a
deux, ou trois d trois, ou quatre d quatre , ou cinqacing
&c. Er enfin que cette Table étant continuée 4 Pinfini,
donneroit toutes les manieres poflibles dont un nombre
quelconque de jettons ou de cartes pourroit €tre pris un
un aun, ou deux a deux, ou trois a trois, &c. dansunnom-

bre plus grand de jettons ou de cartes. Ce gu'il falloit de-
montrer.
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On tire de la démonftration précedente une maniere
aifée & courte de former la Table, c’eft 4 fcavoir d'ajouter
en une fomme le chiffre qui précede le nombre cherché
a gauche dans la méme bande horizontale, & le chiffre
qui eft fuperieur 4 celui qui eft 4 gauche ; ainfi pour for-
mer la troifiéme bande horizontale, j’ajoute le nombre
qui eft 2 gauche (ceft zero ) & le nombre au deflus, cela
me donne un pour le premier terme de cette bande. Pour
avoir le fecond, jajoute le nombre 1 quieft 4 la gauche
du nombre cherché avecle nombre 2 qui lui eft fuperieur,
la fomme 2 4-1 =3 fera le fecond de la troifiéme bande
horizontale ; le troifiéme terme de cette bande fera 3 4
3 = 6 ; le quatrieme fera 6 + 4 =10, & ainfi de fuite.
Si 'on veut, par exemple, trouver le nombre quirépond
a la neuviéme bande perpendiculaire &4 la fixiéme bande
horizontale, jajoute 35 a 21, la fomme quieft 56 eft le
nombre cherché.

Cette maniere de confidererla formation de cetee Table,
préfente une nouvelle démonftration de fon ufage pour
les combinaifons, qui eft plus fimple & plus courte que la
précedente.

AutTreE DEMONSTRATION.

2. S0t fuppof€ que l'on veuille prendre cing chofes par
exemple de routesles manieres poffibles, ou deux 4 deux,
outroisa trols, ou quatre 4 quatre, ou cinqg a cing. Il eft clair
I°, que cinq chofes #, 4, ¢, d, ¢ peuvent étre prifes deux
d deux en aurant de facons que quatre cho{Ecjes ont €té
prifes en cette maniere, (orles lettres 2, 4, ¢, d, ont pd
ctre mifes deux a deux en fix fagons, {Gavoir b, ac, ad,
be, bd, cd) & qu'elles peuvent lire prifes outre cela en
autant de fagons que quatre chofes peuvent érre prifesune
a une, {cavoir «¢, e, ce, de, ce qui donne dix combinai-
fons de cinq chofes prifes deux a deux. 2°. Cinq chofes
peuvent étre prifes trois 4 trois en autant de facons que
quatre chofes ont été prifes trois 4 trois & deux 4 deux.
Or quatre chofes peuvent €tre prifes troisa trois en quatre

' facons,
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fagons abc ,ach, abd, beds & deux i deux en fix facons |
ab,ac,ad,be,bd,cd;doncfil’'onajoutcla lectreea ces fix der-
nieres fagons differentes, on trouvera que le nombre 10
exprime en combien de fagons differentes cinq chofes peu-
vent €tre prifes troisd trois, &cften méme temps la fom-
me du nombre qui le précede a gauche, & de celuiquieft
au deflus de ce nombre. Cette démonftration s’étend 2
tous les nombres de la table, & eft fondée fur ce quun
nombre quelconque p peut étre pris dans un autre nom-
bre quelconque, mais plus grand, ¢, en autant de fagons
que p & p — 1 peavent €tre pris dans 4 — 1. Or cette
propofition eft évidenre 4 'cgard du nombre qui eft a
gauche, puifque le petit eft contenu dans le{Plus grand ;
elle eft vraie aufli 2 'égard de celui qui eft {uperieur au
nombre de la gauche, puifquen y joignant la lettre qui
n’elt point entrée dans les combinaifons qu'exprime le
nombre de la gauche, il en fournit de nouvelles, & fup-

h )

plée a celles qui manquent au nombre de la gauche.
Donc, &c.

REMARQUE

3 POUR ¢pargner la peine au Le&eur de former des
Tables qui puiffent fervir 4 trouver toutes les combinai-
fons dont on aura befoin dans la fuite, ce qui eft d’une
longueur exceflive lorfque les combinaifons que I'on cher-
che font entre degrands nombres. Par exemple, lorfqu’un
des nombres ¢tant 49, l'autre eft 100, il eft utile & méme
neceflaire de trouver quelque formule qui puiffe donner
le nombre cherché fans avoir befoin de connoitre toutes
les combinaifons poflibles entre de moindres nombres.
C’eft ce que I'on apprendra par le Lemme qui fuit,
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PROPOSITION I

LeEMME

4 POUR trowver tous dun conp tel terme gue Pon voudra
d'une colonne perpendiculaire quelcongue de la Table page 2,
continuée & difcretion, on multipliera celui gui eft immediate-
ment an defsus parlexpofantdelabande perpendiculaire, moins
Pexpofantde la bande horizontale plusan. Ce produit divife par
Pexpofantde la colonne horigontale moins un donnera le nombre

cherché s en forte que nommant, par exemple , le premier terme
d'une colonne perpendiculaire quelcongne 1, le fecond p, le
troifieme B, le quatriéme C, le cinguicme D , &c. on anra

le premier == 1, le fecond p = 1 x 2242, Je sroifieme B
=px I3 =p x L2 Jeguarrieme C=B x T2 =3==
=B x I = px Lz x 122 Je cinguiéme D== C x ==

______CX_P%_.{:PX PI—IXP;-Z.XP;'B, &e.

Pour démontrer ce Lemme, j’en ferai d’abord apper-
cevoir la verité fur une des colonnes perpendiculaires de
la Table prife a difcretion, & apres cette induction je
prouverai que toutes les autres a Pinfini doivent {uivre
cette meme loi.

11 eft vifible en examinant, par exemple, la fixiéme ou

IX4 —10X3
%4 —10, C=1X = 10,

p =75, que Pon aura B =

D=12X =4, E= 2 =1x; & quainfi en {uivant la
regle du Lemme, on trouve chaque terme de cette co-

lonne tel que le donne la formation de la Table.
Il faut maintenant prouver que cette regle ayant lieu
comme par hazard pour cette colonne, elle a lieu par ne-

ceflité a Pegard des autres.

Soit la colonne fepriéme celle que 'on veut examiner,
& dont on doit trouver par le Lemme tousles termes con-
formes & ceux que donne la formarion de la Table.

11 eft clair que le premier de certe bande fera 1, &

que le fecond fera p + 1, on trouvera par le Lemme que
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le troificme eft £=IXf — 15 & par la formation de

la Table quil eft p x &2 e p == U=ttl o 222 | e qu'j]
falloit premierement trouver. Sil'on fuppofe maintenant
que p + 1 de la quantité que l'on vient de trouver foit
changée en p; on trouvera en fubfticuant p pour p + 1
danslaquantité p x Lzt quelle fe changeen celle-cip xE=L
d’ott il {uit qu’on trouvera par ce moyen le troifiéme ter

me dela huitieme bande perpendiculaire = p x 22X =1,
& qu'employant toujours le méme artifice, on trouveroit
ainfi de fuite, conformément au Lemme, tous les termes
dela troifiéme bande horizontale, tels que les donne I for-
mation de laTable. L'on trouvera auffi par le Lemmele 4
terme de cette {eptiéme bande horizontale = 7x1xr
TP =PE= =10, & par la formation cet autre EXPt

P—a o EXP—1 . PP—=3PPv2pwipp—3p ___ pi—p . . '
S 2 L3 g e = 5= qui lui eft égal,

Maintenant i I'on fubftitue dans cette quantite , p pour
p—+1, elle fe changera en celle-ci, p x £51 « E-: &en
vertu de cette {uppofition on trouveroit le quatriéme ter-
me dc la huitiéme bande perpendiculaire =ll— s &
ainfi on s'aflurera de la vericé¢ du Lemme 3 I'égard de tous
les termes de cette quatriéme bande horizontale,

On trouvera encore par le Lemme le cinqui¢me ter-
me de la feptiéme bande perpendiculaire == ZL=rxf-2

== PPl g & par la formation le méme ter-
‘ —I, P—2 —3 P—1 ,P—2 :
me fous cette forme p x L21 x L5 B o px B x 52 qui

fe réduit a celle.ci =2 —prrap

Maintenant i Pon fubftitue dans cette quantité, p 4 la
place de p + 1, elle fe changera en celle-ci p x L5 «
t5* x £=2, qui fervira 4 trouver tous les termes de la cin-

quicme bande horizonrale, ainfi quon l'a enfeigné cis

devant, .
B ij
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On trouvera enfin par le Lemme le fixiéme terme dela

feptiéme bande perpendiculaire = K=2EofP=32f 5 __ 5

3
== B+ 5#P -6 — 6, & par la formation ce méme

' ——— P XP—IXP—2XP—3XP—4 PXP—IXP~2XP—3 __
terme == IXIXIX4X3 ~+ IX1X3IX4 -

Lo Spe S ifP—6F . & en {ubftituant comme on a fait ci-

devant p i la place de p + 1, on saflurera que le terme
fuivant, & tous les autres de cette fixiéme colonne hori-
zontale doivent fuivre 'ordre quenfeigne Je Lemme,

CoroLrLAIRE L

5. IL fuit du Lemme precedent que fi I'on cherche en
combien defagons le nombre 4 peut écre pris dans un au-
tre nombre plus grand qui foit appellé p, le nombre cher-
che fera exprime par une fraction dont le numerateur fera
¢gal 4 autant de produitsde p, p —1,p —2, p — 3,
? — 4, &c. que g exprime d’unités, & dontle dénomi-
nateur fera compofé d’un égal nombre de produits des
nombres naturels 1, 2,3, 4, 5, 6, &c.

Cororrarre II

6. St lon veur prendre p ou ¢4 dans un nombre expri-
m¢ par 7, je dis que fi p + g =m, le nombre qui ex-
primera en combien de facons on peut prendre p dans m
fera le méme que celui quiexprime en combien de fagons
on peut y prendre 4. Ainfi, par exemple 7 érant = 7, le
nombre qui exprimera en combien de fagons on peut
prendre trois chofes dans fept, fera le méme que celui qui
exprime en combien de fagons on y en peur prendre
quatre ; & de meéme le nombre qui exprimera en combien
de fagons on peur prendre deux chofes dans fept, fera le
méme que celui qui exprime en combien de fagons on y
en peut prendre cing ; & le nombre qui exprimera en
combien de fagons on peut prendre une chofe dans fept,
exprimera en combien de fagons on y en peut prendre fix.
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Il fuit de-la, 1°, que {i 7 exprime un nombre impair, les
deux nombres de la colonne (perpendiculaire qui font les
plus cloignés des extremités font égaux, & lesplusgrands
entre tous ceux de la colonne; & que fim cxprime un
nombre pair, celui du milieu fera le plus grand d’entre tous
les nombres de cette colonne. 20, QFe les nombres qui font
a égale diftance, oude celui du milieu fi m eft un nombre
pair, ou des deux moyens §'il eft impair, feront égaux 'un
a l'autre. 3°. On peut obferver que la fomme de tous les
termes d’une bande perpendiculaire quelconque eftégale
au terme correfpondant d’une progreffion geometrique
double, dont le premier terme foit I'unité.

Ainfi, par exemple, on trouvera que le huitiéme terme
d’une progreflion geometrique double qui eft 128, fera
¢gal d la fomme de tous les nombres que contient la hui.
tiéme bande perpendiculaire.

Cororrarre IIIL

7 L: nombre p exprimant la fuite des nombres natu.-
rels, la formule des nombres triangulaires fera p x &21,
celle des nombres pyramidaux fera px £21 x 252 celledes
nombres triangulopyramidaux fera px Lt x 852 x 253 &K,

En forte que fi 'on range les nombres de differens ordres
de telle maniere que ne rétrogradant point d’un chiffre,
comme dans la Table page 2, d’une bande fupericure
horizontale 4 la fuivante, ils faflent une figure quarrée &
la place de la figure triangulaire qu’ils ont dans la Table
page 2, {1 I'on veut trouver dans cette nouvelle Table
tel nombre figuré que 'on voudra, fon ordre étant donné
avec le quantiéme qu’il y occupce, il n’y aura qu’a fubfti-
tuer dans cette formule pour p le quantiéme du nombre
figurc que 'on cherche, c’eft ce que je vois démontré fort
au long & tres {cavament dans un Livre polthume de M’
le Marquis de I’Hépital qui paroft depuis quelque temps,
il employe ce Theoréme a ctablir plufieurs propofitions
curieufes & nouvelles en Geometrie ; mais la voye qu'il
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prend pour démontrer ce Lemme eft tout a faic diffe-
rente de celle-ci.

En donnant au triangle arithmetique une forme quar-
" rée on a cecte table

Tasre Il

1.1. 1. 1, I. I. I. I
1.2. 3. 4. S$. 6. 7. 8
1.3, 6.10. 15, 21, 23. 36
I.4.10.20. 35. §6. 34.120
1.5.15.35. 70.126.210.330
1.6.21.56,126.252.462.792

ou I'on voit que tout ce qui a été dit ci-devant convient
aux nombres renfermés dans ce quarré, & quil n'y a
point de difference , fi ce n’eft que dans cette forme cha-
que nombre eft égal & la fomme de celui qui eft immeé-
diatement au deffus & de celui qui eft a la gauche, ce qui
fait que chaque bande perpendiculaire de certe Table eft
la méme que la bande tranfverfale correfpondante du
triangle arithmetique.

CoROLLAIRE IV.

8. D A N s Pune & "autre de ces Tables le generateur eft
I'unité, on peut rendre les proprietés des nombres figurées
plus generales, en fubftituant des lettres a la place des
nombres. Ainfi I'on aura la Table qui fuit,

TasrLe IIL

aaa @ a a z a
ba+b ra+b 3a+bsat b, §a+ b, 6az-+ b
b, @ -1b, 3a-+3b 6244b, 102 + 5b, 152 -+ 65
b, aw3b,4a-6b, 1044106, 202 =156
b, a--4b, §5a =105, 1524200
b, a = 5b, ba 156
by, &=+ 6b
6
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dont la formation eft la méme, & qui a précifément les
meémes proprietés , excepté que « n’étant point = 4 , lc
premier terme de la feconde bande horizontale neft
point ¢gal 4 la fomme de celui qui le précede 4 gauche,
& du chiffre fuperieur.

Si 'on veut avoir I'expreflion de chaque terme d’une
bande horizontale quelconque g, ou, ce qui eft la méme
chofe, la fomme de chaque rang horizontal, on aura

cette fuite 7, p — 1 2 46, "Shl g 4 pbp, ToLLIvr
Prex fp LmrlPenpwr , g LLxlferg o0 dans la-

1.2.3.4 1-2.3

quelle @ défigne le premier terme de la bande tranfver-

fale p. p—1 2+ b défigne lefecond terme , =12, -+ pb.
Le troificme, I=3L021 g - B2 ) Le quatriéme , &c.
On trouve cette fuite en ajoutant {éparément la fom-
me des 2« & celle des 4.
Ainfi {uppofant z == 3 & =1 on trouvera que la qua-
tricme bande tranfverfale de la troifiéme Table eft 3, 10,

22,40,65,& que laTable troificme fetransforme en celle-ci,

Tasre IV.
3333 3 3 3 3
I 47 10 13 16 19
1 § 12 22 3§ SI
I 6 18 40 75

1 7 25 G5
8 33
. I 9

I
CorROLLAIRE V.

9. En obfervant Ja Table ITI on s’appercoit aifément
que la fomme de chaque bande perpendiculaire eft dou-
ble de la précedente : en voici la démonftration.

Soit fuppofé que leslettres «, ¢, d,e, £, g, ... b reprefen-
tent les chuffres qui compofent une colonne perpendicu-
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laire quelconque, il eft certain par la formation de [a .
Table que la colonne perpendiculaire fuivante fera z,
a+c,cHd,d+e,e+f, f+g,g+b Orileft évi
dent que cette colonne fera double de la précedente, &
il n’en faut exceprer que la feconde qui n’eft double de la
premiere que lorfque 2= 4; & par confequent la fomme
d’une bande perpendiculaire, dont le quantiéme eft #,
fera 2" ~'a 42" 7

Cororrarre VL

IO. L ORSQUE « =14, la Table III donne les nom-
bres naturels triangulaires pyramidaux, triangulo.pyra-
midaux , &c.mais lorfque 4 furpaffe 4 d’une oude plufieurs
unites, les bandes horizontales forment d’aucres {uites qui
peuvent donner lieu & plufieurs obfervations curieufes.
Voici une des principales.

Lorfque 4, €tanr1,2==1, le troifiéme rang horizontal
eft une fuite de nombres quarrés lorfqueé =1, & 2=13,
le troifiéme rang horizontaleft une fuite de nombres pen-
tagones s, s, 1z, 22, 35, 51, &c. lorfque 6 =1, & 2 =4,
le troifiéme rang eft une fuite de nombres exagones 1,6,
15, 28, 45, &c. en forte que le troifiéme rang f%urnit tous
les nombres polygones imaginables, & toujours rels que
le nombre des angles du polygone foit €gal d 2+ 2: cela
pof¢ on a une voye fort abregée de démontrer par ce qui
precede tout ce que I'on peut défirer touchant ces nom-
bres polygones. Car, 1°, étant donné le coté, c’eftd dire
le nombre des termes du fecond rang dont il eft la fom-
me, on trouvera tout d’'unm coup le polygone corre-
fpondant. On trouvera aufli la fomme des nombres po-
lygones, dont le nombre foit », 4 commencer par l'unité,
Ainfi, par exemple, fi 'on veut avoir le fixiéme nombre

pentagone, on trouvera par la formule 252X2 7 4 p4 que
ce nombre eft 51; & fi 'on demande la fomme des fix
premiers nombres pentagones, on trouvera par la for-
mule L=IXIXPET 7 EXP21/ que cette fommeeft1a6, en

fubftitvant dans ces deux formules pour p, 6, poura, 3,
& pour 4,1, Ce
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Ce que l'on vientde dire de ce troificme rang horifon.
tal convient 4 tous les autres ; mais celui-ci paroit plus re-
marquable, 4 caufe des proprictez de ces nombres poly-

gones. Voici la principale.

Tous les nombres polygones ont un certain rapport
aux nombres quarrés. M® Delfcartes, Fermat, & autres
Sgavans Geometres ont trouvé autrefois que tout nom-
bre triangulaire ou exagone ( car les nombres exagones
font les mémes que les nombres triangulaires pris de deux
en deux) €rant multiplié par 8, en ajoutant lunité, de-
venoit un nombre quarre. J'ai ld dans les Memoires de
I’Academie de I'année 1701, page 268, que les nombres
pentagones etant multipliés par 24, devenoient nombres
quarrcs, en y ajoutant 'unité ; & que les nombres epta-
gones ctant multipliés par 40, devenoient nombres quar-

rés en y ajouant g.

Quoique cette recherche n’ait apparemment aucune
utilice, & foit de pure curiofité, y'ai cherché la Regle pour
tous les autres nombres polygones a infini.

Nombres polygoncs.
Nomb. tiiangulaires 1. 3. 6. 10. 1§, 21
Nomb. quarrés 1. 4. 9.16. 25. 36
Nomb. pentagones 1, §.12. 22. 3§. §t
Nomb. exagones 1. 6.15. 28, 45. 66
Nomb. eptagones 1. 7.18. 34. §5. 81
Nomb. oftogones 1. 8.21.40. 65. 96
Nomb. enncagones I, §.24.46. 7§. LI
Nomb. décagones  1:10.27. §2. 85.126
Nomb. endecagones 1, 11.30. §8. 95. 141
Nomb. dodécagones 1, 12, 33. 64. 105.156

Formules des

Formules des

nomb.polyg. Formules des quarrés. racines.
rp - p r
=t Ll x 8 w1 19 =+ 1
LPP 0P 2FP w0 2P+ o
b2 2 2
3PP — 1P  3pP—p L -
o T X 24 =1 6p— 1
e rert———
Pp — 4FPF — 2
4PIL 2P 5 r X 8 +l SP:L
§PP— 3P sre—3p
- 2L X 404 9 10p+3
6PP—4F  GP[ — 4P 11p —
- T X I 4 4 o4
pp—gnr TPP—5P
T e X 56 a5 14p—g
3P — 6 «-—f—f X 16 =+ g —
opr—7p  9PP =P _ _
; T X 72+ 49 18p—7
10 PP —8P

2

R x 20416 28

La premiere de ces quatre colonnes repréfente les
nombres polygoncs jufques & compris les dodécagones.
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La feconde reprefente les formules de ces nombres. La
troifiéme fait voir par quels nomkres il faur multiplier
chacune de ces formules, & ce qu'il y faut ajouter pourles
rendre quarrées. La quatrieme reprefente les racines de
la troifieme. |

Rien n’eft plus aife que d’appercevoir 'ordre de la troi-
fi¢me & de la quatriéme. 1l {uffit de remarquer que dans
Ia troifiéme ladifference qui regne dans les nombres$, 12,
16, 20, &c. qui doivent multiplier les polygones pairseft 4,
& qu'il faut y ajouter la fuite des quarrés 1, 4, 9,16, 25, &c.
& que la difference qui regne dans les nombres 24, 40,
56, 72, &c. qui doivent multiplier les polygones impairs
eft 16, & que l'on y doit ajouter Ja {uite des nombres quar-
rés impairs 1,9, 2§, 49, &c. par 1a on peut continuer ces
Tables a linfini.

RemarqQque L

11. | a difference qui regne entre lesnombres du premier
rang perpendiculaire eft zero. Entre lesnombresdu fecond
rang, 1. Entre les nombres du troifiéme, 3. Entre les
les nombres du quatriéme, 6. Entre les nombres du cin-
quiéme, 10. Entre les nombres du fixicme, 15. Entre les
nombres du feptiéme, z1. Etainfi de fuite tous les nom-
bres triangulaires. C'eft cette propriet€é qui m’a fournila
regle que je donne pour les rendre nombres quarrés.

REMARQUE IL

12, ¢ eft aifé de sappercevoir, en confiderantle triangle
arithmerique, article premier, qu'on peut ayant la fom.
me d’une fuite de nombres triangulaires, trouver la fom-
me d’une fuite de nombres quarres; car l'on voir que les
ajoutant deux a deux, 1 & 3, 3 &6, 6& 10, 10& 15,
15 & 21, 21 & 28, &c. on a la {uite des nombres quarrés
1,4,9,16,25,36, 49, &c. d’ott il {uit que pour avoirla
fomme d’une certaine quantit€ de nombres quarres, par
exemple, des8 premiers, il faut multiplier par 2 la fomme
des fept premiers nombres triangulaires, & a ce produit
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ajouter le huitiéme, & que generalement nommant p e
nombre des quarrés, la formule qui en donne la fomme

PoIXPXp T PXp 1092 Py
elt X 2= DEEEL oy Miadiier

1.2.3

On voit encore que le quarré de chaque nombre trian-
gulaire eft égal 4 lafomme des cubes des nombres natu-
rels précedents; que g, par exemple, quarré du fecond
nombre triangulaire eft cgal 4 la fomme des cubes des
deux premiers nombres naturels 1 & 8 ; & de méme que
le quarré 36 du troifiéme nombre triangulaire eft égal 4
Ia fomme de ces trois nombres 1,8, 27, quifont les cu-
bes des trois premiers nombres naturels , &ainfi de fuite;
en forte que la formule quidonne la fomme des cubes des

nombres naturels pris de fuite cft B+ x pp. On pourroit

en cette forte trouver des regles pour la fomme des autres
puiflances des nombres naturels ; mais il vaut mieux pro-
ceder d cette recherche d’une maniere generale reglée &
methodique comme dans le Probléme fuivant, dont la

folution a ¢cé inferée dans Ie Journal des Scavans au mois
de Mars de I'année 1711,

PROPOSITION. III

13, Tr OUVER Lz [fomme d'une [uite de nombres natuyels
eleves anx expofans guelcongues.

Soit B la fomme d’une fuite d’autant de nombres naturels
clevés au quarré, qu’ilya d’unités dans p | & 4 la fomme
d’une fuite d’autant de nombres naturels quil ya d’unités

B A PXP I X —_—
dansp, on apar les-art.l, 2,4,7 3= T.L;_P‘H‘—

Pedredt: done 2 = perpewr A & en fubfticuant pour
A {a valeur 2242 ona p=— e xipr>r formule des quar-
res,

Soit maintenant C la fomme d'une fuite d’autant de
nombres naturels élevés au cube, quilya d’unites dans

. C B A
?, on aparles mémes articles 1, 2, 4, -+ =

Lixr6p} ~11pp+g6p =Pt uprvp —_ !
1.2.3.4 ,0u C= o 3BC ..2A’ &
.1
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en fubftituant pour B fa valcur 2= #2222 & pour 4 fa

- —2
valeur 22-% . on a C = Z=1Xr? formule des cubes.
4

2 )

Soit encore D la fomme d’une {uite d’autant de nom-
bres naturels élevez 2 la quatriéme puiffance, quily ad’u-

ite . ¢ ®+6C+IlB*GA__PXF+1XP+ZX]’+3XP+4.
niteés dans p, onaura i — XPriXr

& en fubftituant pour C fa valeur 22X x pp, pour B fa va-

g | |
leur 22+3r2*? = pour 4 fa valeur 227, on trouvera

3 S !
§pr-1Ps s loP =P pour la formule des quarrés quarres, &

ainfi de fuite pour toutes les autres puiflances.

CorRoLrLAIRE L

14. S 1 l'on {cait trouver par quelque methode difterente
de celle dont on vient de fe fervir, la fomme d’une {uite
de nombres naturels dont tous les termes foient €leves a
un expofant quelconque, on poxrra trowver par la methode
ci-deffus les formules des nombres fignrés qui fervent aux com-
binaifons, & que nous avons deja démontres article 4.

Ainfi érant fuppof¢ que I'on fcache que la formule des
nombres quarrés eft 2=i22x? & celle des nombres na-

turels 2222 on trouvera, en faifant les mémes raifonne-
mens que dans l'article 13, £ 4 £ ceftddire la fomme

des nombres triangulaires, ou la formule des nombres

vrami P ipPeP o pP+P P RIPPH2P ___P.PHI.P 2
pyramxdauxv_ X6 +5%xr = 6 — 7 I.2.3

comme dans l'article7. € 9 £. 7. On aura de la méme:
maniere toutes les autres formules des nombres figureés.
M. Johnes, fcavant Geometre Anglois, employe pour
trouver ces formules une methode peu differente de celle-
ci dans fon Traité intitulé : New Introduttion tothe Ma-
thematics , qui m’eft tombé depuis peu entre les mains.

CorRoOLLAIRE IL

1§. LAvfqution précedente conduit fans peine a une for-
mule trés generale & trés fimple, pour avoir Jz fomme des
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termes du [econd ordre on rang horizontal de L T able 7, arti-
cle 8, élevés d un expofant quelcongue | la voici,

Soit # la dimenfion a laquelle font élevés tous les rer.
mes de la fuite, p +1le nombre des termes , la fomme
cherchée de la fuite
byb+a,bara, btia, b+4a, b+ 52, ¢hc. dont
chaque terme fera élevé a l'expofant 7, fera exprimce par
cette formule p =+ 1 x 6" % x Pl swax bt gurnot

1.2 x

2
1E3+61ZZI+PX d‘léﬂ—-z* n.n—;‘ll,‘y;z-—z, % ]7.,..‘:‘5(;,,; x d}én—‘ e
n'h—I.n—2.n—3 G5+ 1Pt +10p3 — p 4 Jn—4 ;

T.2:1.4 X 7o x a*é -+, d“[. obfer.

—

vant que 222 eft la fomme des nombres naturels, xirer
2,

la fomme des quarrés, 22 x gp, la fomme des cubes , &c.

PROPOSITION 1V.

16. TR O UV ER en combicn de fagons un nombre de cho-
[es quelcongue exprimé par les letires a, b, ¢, d, e, &c.
pent etre arrangé differemment.

Pour découvrir ces arrangemens differens, il faut ob-
ferver que deux lettres z & 4 peuvent sarranger en deux
fagons differentes 44 , bu; que trois lettres «, 4, ¢ peuvent
s'arranger de {ix fagons differentes, c’eft 4 dire , que trois
lettres donnent trois fois plus d’arrangemens que deux
leteres, ce qui fe voit en mettant ¢ dans 4 & dans 44 a
toutes les places qu'il peut avoir, fcavoir 4 la premiere,
a la feconde & a la troifiéme : ces fix arrangemens font :

abe bac cab
ach bca cha

On voit de méme que quatre lettres a,b,c,d don-
nent quatre fois plus d’arrangemens poflibles que les trois
4,6, c; puifque 4 peut occuper quatre places differentes

dans chacun des fix arrangemens précedens, comme il pa.
roit par la Table fuivante,
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abcd bacd - cabd dabe
abdc badc cadb dach
acdb becad cbad dbac
acbd beda cbda dbca
adbc bdac cdab dcab
adcb bdca cdba dcba

& que generalement i I'on nomme p le nombre des let-
tres qu'on veut arranger de toutesles manieres poflibles,
g, le nombre de tous les divers arrangemens d’'un nom.-
bre delettres exprimé parp —1; pg=p.p —1.p—2.
p—3.7—4, ¢c julqud p — p, exprimera en com-
bien de fagons differentes on peut arranger des lertres
dont le nombre foit exprimé par p; par exemple, fil'on
veut fcavoir en combien de fagons fix chofes peuvent
étre arrangées differemment, on trouvera pg== 120 x 6
=1.2.3.4.5:6.

REMARQUE

I7. Ox peut tirer de la propofition précedente les for-
mules des nombres figurés qui fervent aux combinaifons,
articles 4 & 14.

Pour me faire plus facilement entendre, je me fersd’un
exemple, foit fuppofé que I'on cherche combienilya a
parier que tirant quatre cartes au hazard dans quarante,
par exemple dans un Jeu d’'Ombre, je tirerailes 4 as. Il
eft ¢vident qu’il meft permis de fuppofer que ces 4 as fe
trouveront dans les quatre cartes de deflus; puifque jai
la liberté de les choifir par tout ot je voudrai. Oril eit
clair que nommant 7 le nombre de rous les arrangemens

poflibles de 40 cartes, jaurai 2 x 7% == 55 pour tirer l'as

de cceur; puifque cet as érant a la premiere place, les 39
autres cartes peuvent avoir rous lesdifferens arrangemens

- . n 2 M § i 1 1 .
imaginables, & de méme yauraiy; x 7% % i = 3555 ; Pour

que I'as de cceur fe trouvant 4 lapremiere place, l'asde

———
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carreau foit 4la feconde, puifque I'as de coeur érantd la
premiere place , & I'as de carreau 4 la feconde, les 38 au-
tres cartes peuvent €tre arrangcées diverfement en autanc
de fagons qu'exprime d’unités un nombre compof¢ de 38
produits desnombres1, 2,3, 4, 5, 6, &c. & pour les mé.
, : a1 m 1 ) S I '
mes raifons j’ai L x 5 X 55 X §§ == gorygmyy pour amener
I'as de trefle 4 la troifiéme place; I'as de cceur étant 3 la

. » \ I
premiere, & I'as de carreaua lafeconde, & 5557 pour

amener I'as de pic 4 la quatriéme place, I'as de trefle érant
4 la troifiéme, I'as de carreaus la feconde, & I'as de coeur
a la premiere,

Ileft encore certain par la propofition ci-deflus que le
produit des quatre nombres 1.2.3 .4 = 24, exprime
tous les divers arrangemens poflibles des 4 as aux quatre

premieres places, jai donc 4234 pour que les 4 as
fe trouvent €tre les quatre premieres cartes.
Maintenant {ije {uppofe quela lettre p exprime le nom-

bre de toutes les manieres poflibles de prendre quatre
chofes dans 40. Il eft évident que j'aurai X pour prendre

quatre chofes déterminées dans quarante : donc L =
944897 ¢ done p = 40424817,

Cet exemple fait voir que i je me propofe de tirer un
nombre quelconque exprimé par ¢ de chofes détermindes
dans un nombre plus grand appellé p, jaurai une fraction
dont le numerateur fera compof¢ d’autant de produits
desnombres naturels 1,2,3, 4, 5, 6, &c. &le dénominareur
d’autant de produitsdes quantitésp., p—1.p—2 p—3.
P — 4, &« que g exprime d’unités; en forte qu'appel-
lant g le nombre de toutes les manieres poffibles de pren-

1.2.3.4.¢7.6,&c.
Pep—l.p—12.p—3.p—4.p—7 &c.

'Y te p—1.p—2.p—3.p—4.p— ¢ &c.
d’ou Je tlrﬂg::f : 15.2.23?.43.:.6;((:? g . C
gu'il falloir trowver 5 & par confequent me voild retombé
par la methode des changemens d’ordre dans celle des
combinaifons |, & dans la fgormule que nous avons ci-de-

vant démontré, en tenant des routes fort differentes de
celle-ci, &c.

P
dre g dans p,onaf =
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PROPOSITION V.

S0I7 donné un certain nombre q de carreanx | ¢ un cer-
tain nombre Qde caenrs. Soit fupofe que toutes ces cartes dont
le nombreeff p + q foicnt bien mélees , ¢ mifes en un tas ; on
demande combien il y a de hazards pour gu’elles (e tromvent
arrangees en forte qu’il [ rencontre deffus le tas un certain
nombre D de carreans avant qu'il [t préfente aucun canr.

SorvuTIioN.

_18- IL eft clair par la propofition précedente que le nom-
bre de tous lesdivers arrangemens poflibles de ces cartes,
et p+g.p+ g9 —1 PHg—21.p+g—3 . pH+g—4.
7+ g —5, ¢ Maintenant fi I'on veur qu'une de ces
carces, par exemple un carreau, fe trouve a la premiere
place deffus le tas, le nombre des arrangemens differens
ou cette difpofition pourra fe trouver, eft p x p + g—1.
P9 —2.p+g—3.p4+g—4.p+q9—5, ¢
puifqu’un des carreaux étant aflujerria fe trouver a la pre-
miere place, les autres carreaux & cceurs ont une placede
moins a remplir; mais peuvent encore &tre arrangés di.
verfement entr'eux de toutes les faconsp+qg —1.p +
g —2p+gd—3.P+9—4.p+qg—5, G &de
meme i 'on veut que deux carreaux au moins {& trou-
vent placés fur le tas avant les ceeurs, le nombre de tous
les arrangemens differens ol cetre difpofition fe trouvera,
eltp.p—1xp+g—r.prg—3.pg—s.p+q—s,
grc. puifque deux carreaux etant affujettis 4 fe trouver 4
la premiere & 4 la feconde place, les autres cartes peu-
vent encore €tre arrangées diverfement de toures les fa-
GONSp+g—2.p+g—3.p+g—4.p+g—5, Crc
on trouvera par les mémes raifonnemens que fi I'on veut
que trols carreaux au moins fe trouvent placés fur le tas
avant les cceurs ; la formule p.p—1 P —2xp+g—3.
2+9—4.p+4g—75, ¢ donnera le nombre cher-

ché , & ainfides autres.
ProrosiTION
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PROPOSITION VI

Eranr pofé ce que deffus, on demande combienil y a
& arrangemens de ces cartes o il ne f¢ srosvera deffus le tas
gwun certain nombre déverminé de carreanx , la carte daprés
€rant 4N CRUr. |

SoLUTION,

1'9-S 1 'on veut, 1°, que la premiere ne foit point un car-
reau. 29 ou que Ja premicre ¢tant un carreau, la feconde
foit un cceur. 3°. ouque les deux premieres €tant des car-
reaux, la troifi¢me foit un ceeur, ou queles trois premieres
érant des carreaux, la quatri¢me foit un cocur, &c, onaura
lesformules qui fuivent.

gxpAg—1.p4qg—2.pdg—3.pt+g—4.
pH+qg—75, O

prxgxpr+qg—2.p+qg—=3.p+9—4.p+
g — 5, €.
PXP—1%xg.pHg—3.p+g—4 . pHrqg—75,Oc
P P—1.p—2.Xq.p+g—4. pAg—5, 0"
p.p-——x.f/-—-zxp~3qup+qm_5,&:,

On voit aifément la fuite de ces formules qui doivent
toutes &cre compofcesd’autant de produits qu'il'y a d’uni-
tés dans p + g.

Il fuffic d’en démontrer une. Suppofons, par exemple,
qu'on veuille fcavoir combien il y a de hazards, pour que
les deux premieres cartes de defius foient des carreaux,
la troifiéme érant un cacur: Il eft clair qu’il y aura autanc
d’arrangemens pour ce cas, quon en a trouve ci-deflus
pour celui ol deux carreaux fe trouvent places fur le tas
avant les cocurs,, moins celui ol trois c¢arreaux fe trouvent
placés avant les coeurs. On 2 donc pour le cas cherche

PR IXP ALK P AL T IS, .
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—p p— L PmrXpg—3xpkg —4. prg—y,

G =p.p—IXgXPpHg—3.p4g—4.p+q—5, O
Ceft le méme raifonnement pour tous les autres cas.

PROPQSITION VIL

P £ R R E tenant entre [es mains un nombre quelcongue de
jettons de toutes conlenrs, blancs, noirs, rouges, verts, ¢rc. parie
contre Paul, gue tirant an hazard an nombre quelcongque de-
zerminé de jettons , il en tirera tant de blancs, tant de noirs,
zant de rouges, tant de verss, ¢rc. Or demande combien Pierre

a de hagards pour faire ce qu’il fe propofe.
SOLUTION.

ZO-I L faut multiplier le nombre qui exprime en combien
de facons les jetrons blancs que Pierre doit prendre au
hazard, peuvent €tre pris differemment dans le nombre
de jettons blancs propof€s, par le nombre qui exprime en
combien de facons les jetrons noirs que Pierre doit pren-
dre au hazard, peuvent €tre pris differemment dans le
nombre entier de jettons noirs Propofés , multi plier enfuite
ce produit par le nombre qui exprime en combien de fagons
differentesles jettons rouges que Pierre fe propofe de tirer,
peuvent Etre pris dans les jertons rouges propofes, multi-
plier de nouveau ce produit par le nombre qui exprime
en combien de facons differentes les jettons verts que 'on
demande peuvent €cre pris dans tous les verts, & ainfi de
fuite, I’on aura le nombre cherché.

Cette folution porte avec elle la démonftration, & n’a
aucune difficulté ; mais comme ce Theoréme fera dansla
fuite d’un grand ufage, je vais en faire ici I'application fur
un excmple. |
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ExemprLE

Dicrre tient cinguante-denx jettons entre [es mains Sravoir
treize blancs ; treize noirs | treize vouges , treize bleus, ou,
ce qui revient am méme , kN jen eniiey compofe de cinguante-
dens cartes. On demande en combien de fugons differentes il
pens tirant guatre cartes au hazard dans ces cingmante-
deux: | en tirer un carreas , unt ceur, un pic & wn trefle.

i1. S 1L n’y avoit que treize carreaux & treize coeurs,
il y auroit cent foixante-neuf fagons differentes de pren-
dre dans ces vingt-fix cartes deux cartes de ces deux eft
peces ; car chacun des treize carreaux pourroit €cre pris
avec l'as de cceur, ce qui fait treize, ou avec le deux de
caeur, ce qui fait encore treize, & ainfi de {uite chacun
des treize carreaux pourroit étre pris avec chacun des
treize coeurs, ce qui fait 13 x 13, c’eft 4 dire cent foixante-
neuf fagons de prendre un carreau & un cceur dans vingt-
fix cartes.

Préfentement fi 4 ces treize carreaux & i ces treize
cceurs on ajoute treize trefles, il faudra pour avoir toutes
les facons poffibles de prendre un carreau, un cacur & un
trefle dans ces trente-neuf cartes, multiplier par 13 les cent
foixante-neuf fagons précedentes; car chacune de ces cent
{oixante-neuf fagonsdifferentes {c pourra trouver avec l'as
de trefle, ce quifait 13 x 13 x 1, & avec le deux, ce qui faic
13x13 x 2, c’eft 4 dire trois cens trente-huit fagons diffe-
rentes, & avec le trois, ce qui fait cinq cens fept facons
differentes, & ainfi fucceflivement chacune des cent foi-
xante - neuf fagons précedentes fe pourra trouver avec
chacun des treize trefles, ce qui fait 13 x 13 x 13, ceft 4
dire deux mil cent quatre-vingt-dix-fept fagons diffcren-
tes de prendre un carreau, un coeur & un trefle dans ces
trente-neuf cartes. On obfervera de méme que la qua-
triéme puiflance de treize exprimera en combien de fa-
cons differentes quatre cartes de differentes efpeces, {¢a-

voir un carreau, un coeur, un pic & un trefle peuvent Ctre
D ij
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prifes dans les cinquante-deux cartes : Ce feroit le méme
raifonnement dans toute autre efpece. Donc, &c.

DEFINITION.

22, ]"A pPELLERAT cartes imples les cartes de diffe-
rentes efpeces; carte double, deux cartes de méme el
pece; par exemple, deux Rois, deux Dames, deux Va-
lets, &c. carte triple, trois cartes d’'une meme efpece;
par exemple, trois as, trois valets, trois dix, &c. carte
quadruple, quatre cartes d’'une méme efpece, carte quin-
tuple, cing cartes d’'une méme efpece, &c.

PROPOSITION VIIL

Soit un nombre de cartes quelconque compofe d'un nombre egal
d'as, de denx, de trois | de quatre, € c. On demande com-
bien il y a de hazards ponr que Pierre tirant entre cescar-
tes un certain nombre de cartes a volonté , il en tire tant de
[imples , tant de doubles , tant de triples , tant de quadruples,
zant de quintuples | .

23. P oux faire entendre plus facilement la {olution
de ce Probléme, j’appellerai » le nombre des cartes dans
lefquelles on en veut prendre un certain nombre; g4 le
nombre de fois que chaque efpece de cartes eft repetée
dans m; p le nombre des differentes efpeces de cartes; en
forte que g x p foit==m; b 'expofant de la carte qui 2
la plus haure dimenfion entre celles que 'on fe propofe
de prendre ¢, d, ¢, £, ¢c. I'expofant desaurtres cartesque
Pon veut prendre, dont la dimenfion eft moindre; en
forte que ¢ exprime un nombre plus petit que 4, & 4 un
nombre plus petit que ¢, & ¢ un nombre plus petit que 4,
&c.

Je nommerai aufli B le nombre des cartes que I'on de-
mande de la dimenfion exprimée par 4, C le nombre des
cartes que I'on demande de la dimenfion exprimee par ¢,
D le nombre des cartes que I'on demande de la dimer-
fion exprimee par 4, &c.
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» . 7
Jexprimerai auffi par certe marque ] le nombre gui
b

exprime en combien de fagons 4 peut étre pris dans ¢,

mettant le plus petit nombre deffous, & le plus grand
deflus, & entre deux cette marque arbitraire . Tout
cela pofé , voici la methode. |
Il faut chercher en combien de fagons 4 peut €tre pris
dans 4, élever ce nombre 4 U'expofant B, multiplier ce
produit par le nombre qui exprime en combien de facons
B peut &tre pris dans p. 2°. Multiplier ce produit par le
nombre qui exprime en combien de fagons ¢ peur étre
pris dans ¢, élever ce nombre dl'expofant C, & multiplier
cc produit par le nombre qui exprime en combien de fa-
ons C peut &tre pris dans p — B. 3°. Multiplier les pro-
duits précedens par le nombre qui exprime en combien
de facons 4 peut Etre pris dans ¢, élever ce nombre 4
I'expofant D, & le muﬁ)tiplier par celui qui exprime en
combien de facons D peut Ctre pris dans p— B — C. 4°.
Multiplier tous les produits précedens par le nombre qui
exprime cn combien de fagons ¢ peut &cre prisdans g, ¢le-
ver ce nombre 4 I'expofant E, & le multiglier par celui
qui exprime en combien de fagons E peut Cere pris dans
p — B — C— D, &ainlfi de {uite. |
La formule qui donne generalement le nombre cher-
ché, fera

q 7 g q g
I 1Bx (C 1€ x [P x[JE x CJF x &c. X
b c d ¢ f
b p—B  p—B—C p—B—C—D p—B—~C—D~E
(Cdx[ x[—31 x [ x ) x &,
B c D E F

11 faut remarquer que cette formule ctant appliquée a
un cas particulier, ne doit étre compofée que d’autantde
produits de chacune de ces deux fuites, qu’il y a de car-
tes de differentes dimenfions entre celles que l'on veut
prendre.

Exemple 1.Si Pierre {e propofe de tirer fept cartes dans
cinquante - deux ; en forte qu'il y en ait trois doubles &
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une fimple, on aura par la formule le nombre cherché

4 4 13 10
= I's—1'¥ 1 X T |==64x 4 X286 X10 == 2471040
2 1 3 I

Exemple 11. SiPierre fe propofoit de tirer huit cartes
dans cinquante-deux, en forte qu'il y en et une triple,
deux doubles & une fimple, on auroit le nombre cher-
ché

4 4 4 13 12 10
== x T Otx T X T Ox TI x| | = 4 X
3 2 I I 3 1

36 x 4 X 13 x 66 x 10 == 4942080.

Exemple 111. SiDPierre {e propofoit de tirer treize car-
tes dans deux Jeux enriers compofés de 104 cartes, en
forte qu’il y en eit deux quadruples, deux doubles & un
fimple, on auroit pour le nombre cherché

8 8 8 13 i1 9 .
1 1P x It x G I x 2 == 70* x
4 2 1 2 2 1
28" x 8 X 78 x §5 x 9 = §814307699200000
DEMONSTRATION.
_ q 7 q g
Z4—-LES prodmts 1B x] 1Cx D x —E x &¢.
] ¢ d e

font deémontrés par 12 Propof. 7, art. 205 car il eft clair
que cette Propofition n’eft differente de celle-ci, quen ce
que dans celle-1a les fimples, les doubles, les triples , &c.
font dererminés a €tre ou des as, ou des deux, ou des
crois, &c. au lien qu'ils font ici indérerminés. A I'égard

? t—EF p—E—C
des autres quantites —_1 x 1 x T —J x &c. pour
B C D

voir qu’ils doivent mulriplier les produits précedens, il
fufht d’obferver que dans un Jeu de cartes entier ou il fe
trouve quatre cartes de chaque efpece, & des cartes de
treize efpeces differentes. Sil'on demande, par exemple,
trois quadruples, cinq doubles & quatre fimples, il faut

T 2 4 14 13 .
sultiplier =" (I=1') par 1 (T ) puilque ces
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teois quadruples peuvent €cre pris de differentes efpeces
en autant de fagons que trois peut €cre pris dans treize ,

> . . : . ‘-L— D § P - B
& qu'enfuite il faut mulciplier | - (r-“—;z ) par =
(= I: 1 ) puifqu'il ne refte plus que dix efpeces, parmi
lefquelles on puiffe prendre les cinq doubles, & que ces
doubles peuvent €tre pris en autant de fagons que cinq
chofes peuvent &tre prifes dans dix, & ainfi de fuite; car
il eft clair que le méme raifonnement peut s'appliquer a
tous les cas renfermés dans I’énoncé du Probléme,

COROLLATIRE,

25. Ona fuppofé dans le Probleme précedent que le
nombre des Rois, Dames, Valets, &c. éroit le méme.
La methode ferviroit encore i ce nombre ¢roit different,
ainfi qu'il paroftra par cet exemple. Jai cinqRois, qua-
tre Dames, deux valets, deux dix, & un as; je parie que
tirant quatre cartes au hazard dans ces quatorze, je tire-
rai deux doubles; le nombre des hazards fera

2 2 2 4 2 5 4
I OX i ol B P X ] =2 X IXi | = ]
2 2 b3 2 2 2 2

§
X T l-:::.93.

2
On pourroit donner une formule pour ce Probléme
ainfi generalif€ ; mais elle feroit trop obfcure, & trop em.
bara(%ante dans I'application, Il {uffit d’avoir fait connoi-
tre, par un exemple particulier, comment il s’y faudroit
prendre dans toutcs les efpeces femblables.
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PROPOSITION IX

Les coefficiens dan binomte & == b, élevé a lexpofant p, fons
les mémes que les bandes perpendiculaires du triangle arith-
metique , Art. X, €~ cenx-la méme qui expriment les
diverfes combinaifons dun nombre quelcongue de jettons
on de dés qus ontdeuxfaces differentes,une appellee a, Lan-
tre appellee b.

27, Lo~ voit en confiderant les bandes perpendicu-
lairesde la Table, arz. 7, & la Table fuivante qui repré-
fente les differentes puiffances de z + 4.

Z +b

Aa + 246 4 bb

4 w3aab = 3abh e &

& 4Dl A 6L = 4ual = bF

2 §2*% 104 bb S 10248 4= §a2b* + b

a® 4 62°0 - 152°bb 4 2040 4= 1§26 A 6al’ 4= b

@ e 72 = 21866 o 352°0° dn 352836 A= 21240 A= Tabt+ b
que lesnombres dont les bandes perpendiculairesdu trian-

gle arithmerique, 472 7z, font compofés, font les mémes
que donne ici la formation des puiffances d’un binome.

DEMONSTRATION.

28. Ox peut démontrer cette proprieté en plufieurs fa-
cons, en faifant obferver , par exemple, que la fomme
d’une bande perpendiculaire quelconque, arz z, €tant
un terme d’une progreflion geometrique double. Si l’on
appelle le quantiéme de la bande perpendiculaire, 7,
& {i 'on met pour 2 le binome 1 +1, on aura toujoursla
fomme de tous les termes de cette bande perpendicullairle, )
cgale
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¢gale 4 tous les termes que donne le binome 1 <+ 1, lorfZ
quil eft elevé ala puiffancez— 1 ; maisil vaut mieux tirer
de la nature & de la generation de ces nombres le rapport
que l'on veut demontrer. Pour cela foit imaginé un nom-
bre quelconque de jettons, 4, par exemple, qui ayent
chacun deuxfaces, 'une blanche , I'autre noire. Il eft clair
par les articles 5 & 20 que le nombre 1, quieft le premier
de la quatriéme bande perpendiculaire,, exprime combien
il y a de hazards, pour que jettant ces quatrejectons il fe
trouve quatre blancs. 2° %L_le le nombre 4, qui eft le fe-
cond de la quatriéme bande perpendiculaire , exprime
combien il y a de hazards pour qu’il fe trouve troisblancs
& un noir. 3°. Que le nombre 6, qui eft le troifiéme de
la quatrieme bande perpendiculaire, exprime combien il
y 2 de hazards pour qu’il fe trouve deux blancs & deux
noirs. 4°. Que le nombre 4, qui eft le quatriéme de la
quatriéme bande perpendiculaire, exprime combien il y
a de hazards pour qu’il fe trouve un blanc & trois noirs,
Et enfin que le dernier nombre 1 de cette bande exprime
combien il y a de hazards pour qu’il fe trouve quatre
noirs. |

Or l'on {ait que conformément aux regles que prefcrit
Parithmetique pour la multiplication, il faut pour ¢élever
a 4+ b a la quatriéme puiffance , 1°, prendre la quatriéme
puiffance de 2 & celle de 4, (ce qui eft la méme chofe que
prendre les quatre blancs & les quatre noirs, ) en autant
de fagons qu’il eft poflible. 2°. Quil faut prendre le cube
de #z avec 4, & le cube de avec « en autant de manieres
qu’ileft poflible; c’eft encore la méme chofe quede pren.
dre trois blancs avec un noir, & trois noirs avec unblanc,
3°. Qu'il faur prendre le quarré de # avec le quarré de 4,
(ce qui eft la méme chofe que de prendre les deux blancs
& les deux noirs, )en autant de fagons qu'il eft poflible.
Enfinil eft évident que ce rapport qu'on vient de trouver,
fe doit neceflairement rencontrer, quelque foit le degré du
binome, & le nombre des jettonsque nous fuppofons avoir
deux faces; & par confequent il eft certain que les ban.
des perpendiculaires du triangle arithmetique donnent

E
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les coefliciens de la formation des puiffances d’un binome,

. e 4 .
& quainfi laformule de z 44 fera
‘zp _4.19 X 6ZP-— ’67_+_ ﬁ;f::} ‘ZP-— z‘ﬁé 4 P.P—1.7— 12 ‘zp._ 353 e

1c¢2 1.2.3

gror ot Pod gP 74 4 4 &c. les coefficiens de cette fuite

étant toujours, & par ordre, les mémes que les termes
d'une bande perpendiculaire dont le quantiéme foit p,
art. 7. Ce quwil falloir demontrer.

REMARQUE

29. ON trouvera en faifant les mémes raifonnemens
que ci-deffus, que generalement /es coefficiens d'un mulsi-
nome quelcongue q, éleve & Lexpofant p, font les mémes qui
expriment les diverfes coméz'ndz'/faizf d'un nombre quelcongue p
de dés, qui ont un nombre quelconque de faces defrgné par q.
ce qui eft un Theoréme nouveau & trés important, dont
je tirerai dans toute la fuite de cette premiere Partic de
grands ufages pour le calcul des hazards des dés, & pour
1a theorie des Combinaifons & des multinomes élevés a
des expofans quelconques.

PROPOSITION X

Trowver combien on pewt amener de coups avec unnombre quel-
congue P de dés, dont le nombre de faces € foit anfi guel-
congue.

SoruvurtIonw

30. Cuacune des faces d'un dé pouvant fe prendre
avec toutes les faces du fecond dé, cefa fait le quarré du
nombre des faces ; & ce dernier nombre, quarré des faces
pouvant fe joindre a chacune des faces du troifiéme dé,
cela fait le cube du nombre des faces, & ainfi de fuite |
ainfi la formule qui donne le nombre cherché eft #7.
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CororrAIRrRE L |

31, I L {uit de certe Propofition & de I'arz. 29, que dans
un multinome ¢ €levé a lexpofant p, la fomme de tous
les coethciens eft 4"

CororLLAIRE IL

32. S 1 'on veut prendre dans un nombre delettres quel-
conque 2, b, ¢, d, ¢, f, ¢. toutesleslettresouunea une,
ou deux a deux, ou troisa trois, ou quatre 4 quatre, &c.
mais en telle {forte que chacune puiflé ou fe prendre fimple,
ou fe répeter deux fois , trois fois, &c. nommant ¢ le nom-
bre des lettres, & p le nombre de fois que chaque lettre
peut Etre reperce. Le nombre de toutes les combinaifons
poflibles fera 4°. |

Sil'on demande, par exemple, combien on peut faire
de mots avec les quatre lettres 2,4, ¢, d, en les prenant
trois a trois, & pouvant les répeter chacune jufqu’a trois
fois, on trouvera 4} == 64 pour le nombre cherché. L’on
voit que l'on faitici précifément la mémechofe, qu'en éle-
vant lequadrinome 4+ 6 <+ ¢ +d a la troifiéme puiffance,
& que c’eft roujours le méme rapport dans toute autre ef-
pece. |

De-la il eft clair que i I'on demande tous les differens
mots qu'on peut faire avec un nombre quelconque de let-
tresg, enles prenant ou uned une, oudeuxa deux, ou trois 3
trois, &c. ouenfinpa p en la maniere qu'on aexpliqué dans
I'exemple ci-deflus. On aura la fomme de toutes les puif-
P+

— 7.
q7—1

fances de ¢, depuis g jufqu’a 47, qui fera £
PROPOSITION XL

T rouver combien on peut amener de coups differens avec un
nombre quelconque p de des, dont le nombre des faces £ fois
auffi quelcongue.

33- Onawa par la Propofition précédente que chaque

de ayant, par exemple, fix faces, deux dés produifent
Ejj
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neceflairement 36 coups, ce quieft le quarré de §, & trois
dés 216 coups, ce qui eft le cube de 6 & quatredés 1296
coups, ce qui eftle quarre quarré de 6, &c. mais il faut
obferver que dans les 36 coups que donnent deux dés | il
y €na 6 qui ne peuvent arriver que d’une fagon, fcavoir
les {ix doublets, & qu'il y en a quinze, fcavoir, 6 & as,
6&12,6&3,6&4,6&5;5&as, &2, 5&3, §& 4,
4&as, 4&2,4&3;3&as, 3&2; 2 &as, qui peuvent
arriver chacun en deux manieres; car celui des deux dés
qui a2 donn¢ un as, l'autre d¢ €rant un fix, peur &cre un
fix, l'autre ctantun as, & ainfi desautres. Ileft donc cer.
tain qu'il n’y a que 21 coupsdifferens dans deux dés, quoi-
que rcellement il yen aic 36.

On peut remarquer laméme chofe pour trois dés. Parex,
as,as& 2 peutarriver en trois facons; car chacun des trois
déspourra treunz,lesdeuxaurresérant desas ; & de mé-
me as, 2, 3 peut arriver en {ixfacons ; car l'un des troisdes
marquant un as, chacundesdeux autres peur &tre un 2 ou
un 3, & 'undes troisdésétantun 2, chacun des deux autres
peut ctreouunasouun 3 ; & enfin 'un destrois dés étant un
3, chacun des deux autres peut étre ou un as ou un 2. On
voit donc que fidans les 216 coups poffiblesde trois dés on
ne veut compter as , 2, & 3, as, as, 2, & chacun des au-
tres de cette efpece, que pour un coup; c’eft & dire, ne
compter qu’une fois tous ceux qui arrivent , ou en troisou
en fixfagons; ce nombre de 216, réduitaux feuls coups qui
font diféerens les uns des autres , fera beaucoup moindre.
1] s’agit de trouver une formule qui dérermine ce nombre
de coups differens les uns des autres pour quelque nom-
bre de dés que ce foit : la voici.

En nommant fle nombre des faces de chaque dé, on
aura le nombre cherché de coups pour un dé = £ pour

deux dés == {3, pour trois dés ££21L=2 | pour quatre

1 -—-f°f+7-f+1rf+3 b P f.f+]'f+1.f'+2.f+4
dés = LL 21/ , pour cinq dés = L2t )

& ainfi des autres; en forte que dans deux dés on aura 11
coups differens , dans trois dés 56 coups, dans quartre dés
126 coups, dans cing dés 242 coups, &c.
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Ces nombres 6, 21, §6, 126,252, 462, 792, 1287, &

les autres fuivans compofent la fixiéme bande tranfverfale

de la Table, #r#. r. L’on auroit les nombres de la feptiéme

bande tranfverfale, fi £ étoit == 7 ; & les nombres de la
huitiéme bande tranfverfale, i f¢roit = 8, &c.

DEMONSTRATION.

IL eft clair que pour fqavoir combien il y a de coups
differens avec un dé, il n’y a qu'd ajouter en une fomme
les ix premiers nombres de la premiere bande horizon-
tale, arz. 7, quielt compofée d'unités; & que pour fqa-
voir combien il y a de coups differens avec deux des , il
faut ajouter en une fomme les fix premiers nombresde la
feconde bande horizontale; puifc‘;u’il eft évident qu'en
joignant I'as du deuxiéme dé avec les fix faces du premier
dé on a 6, & le 2 du deuxiéme d¢é avec les cinq faces du
Fremicr ou l'as n'eft point, ona §5; & qu'en joignant
e 3 du deuxiéme dé avec les quatre faces du premier ot
Ias ni le 2 ne fe trouvent point,ona 4, &c. En fortequ’il’
y & en tout 6 = § - 4 =3 + 2 -+ 1 = 21 coups differcns
ot chacune des faces peut entrer. g4 +3 42 +1=15,
ott chacune des faces peut entrer, i l'exception de I'as.
4 -+ 3 + 2+ 1 ==10, ol chacune des faces peut entrer,
i l'exception de I'as & du 2, &c. & qu’ainfi ces nombres
ui repréfentent les differens coups poffibles avec deux dés,
¢ forment en la méme maniere que les nombres de la fe-
conde bande horizontale , art. 1.
On remarquera de méme pour trois dés, en confide-
rant la Table cijointe, que I'asdu troifiéme dé {e joignant

1, 12,13, 14, 15, 16 = 6
22, 23,24, 2§, 26 = §
33, 34, 35, 36 = 4
44,45, 46 =3

55, 56 == 2
66

[
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aux 21 coups differens de deux dés, donnera 21 coups dif-
ferens, & que le 2 du troifieéme dé fe joignant aux 1§ coups
de la Table ou il n'entre point d’as, donne 15 coups ; &
que le 3 du troifiéme dé fe joignant aux 1o coups de la
Table ou il n’entre point d’as nide 2, donne 1o coups,&
ainfi du refte,

En forte que la fomme de tous les differens coups poffi-
bles avec trois dés eft 21 4= 15 4= 10 4+ 6 + 3 1 =56,
& que ces nombresfe forment en la maniere que les nom-
bres de la feconde bande horizontale du triangle arith-
metique, a7t 7. |

Et de mémequ’avec quatredésil yaura 56 coupsdifferens
ou chacune des faces pourra entrer. §6 — 21 =35 ou 1l
n’y aura point d’as, §6 — 21 — 15 =10 ou il n’y aura
niasniz, §6 — 21— 1§ — 10 o1l n’y aura ni as, niz,
ni3, &c. en forte qu'avec quatre désla fomme de tous les
differens coups poflibles fera = §6 =+ 35 4~ 20 4+ 10+ 4 +
F— 126,

Et que ces nombres fe forment en Ja méme maniere
que les nombresde Ja quatriéme bande horizontale, 472 7.
Ceft la méme chofe pour tout autre nombre de dés&de
faces. Or I'on fcait que chaque terme d’une bande tranf{-
verfale feft égale 4 la fomme des £ premiers nombres de
la bande fuperieure horizonrale : Donc, &c.

CoROLLAIRE.

34- I: fuic decette Propofition & de l'art. 29, que dans un
multinome g €levé 4 'expofant p, le nombre des termes

. ' 7.9+1.942.9%3.9+4 .9+7
feraexprimé par cette formule LLrdx203-904 925 &,

dont il faudra prendre autantde produits qu’il y a d’unités
dans p, & qu'ainfi, par ex. dansle{extinome z=+6 ¢+
d+ ¢ +feleve d la feconde puiffance, le nombre 21 expri-
mera le nombre des termes ; que ce méme fextinome €leve
a la rroifiéme puiffance, en donnera §6 ; qu’érant eleve a
la quatriéme puiffance il en donnera 126, & ainfi de fuite
tous les nombres de la ixiéme bande tran{verfale, ars. 7.




pEs COMBINAISONS, 39

PROPOSITION XIL

Fettant an hazard un nombre quelcongse p de des dont le nom-
bre des faces £ foit auffi quelcongque trouver combien il y &
de coups pour amener un certain nombre fixé QG déterminé

q, das.
SoLuTiION.

35 L A formule qui donne le nombre cherche eft

Feal TIXE Bl B2t L3 Dot L8 &, Enforte
qu'il y ait autant de ces produits qu’il y a d’unites dans g

Par exemple, fil’on veut f¢avoir combien il y a de ha-
zards pour amener précifément trois as, ni plus ni moins,
avec 9 dés ordinaires, on trouvera en fubftituant dansla
formule pour £, 6, pour p, 9, pourg,3. §5*x3 x $x 3=
1312500,

DEMONSTRATION,

1°. f~— 1 doit étre élevé 4 'expofant p — g; car un
certain nombre de dés ¢ étant déterminé 4 marquer des
as, par exemple, 4 P'exclufion de tous les autres deés, ces
autres dés ne peuvent marquer que des deux , des trols,
des quatre, &c. ce qui donne f—1, ouy—;" ou J
ou F—3*, &c. felon quil y aura ou un dé, ou deux dés,ou
trois dés, ou quatre dés de refte, &c. qui par la {uppofi-
tion ne devront point marquer l'as, puifque les autres
dés peuvent étre regardés comme des dés qui auroient feu-
lement £ — 1 faces, & que I'expofant p — g deligne com.-
bienil y a de d¢s quifont détermings a ne point marquer
d’as.

Maintenant pour voir que —;* ~ ? doit €tre multiplié
par autant de produits des quantités p, L2, £5%, 53, &e.
quil y a d’unités dans ¢, il faut obferver que fi jettant p
dés au hazard, on veut quil y en ait 4 qui marquent des
as, les autres dés marquants d’autres points quelconques




40 TrRAITE

on pourra determiner » dé¢s a marquer des as, en autant
de fagons que ¢ peut €tre pris dans p. Or parlarz. s, la
formule 2., 2% £3# 223 F=% & exprime en combien
de facons on peut prendre p, ou une a une, ou deux d
deux, ou trois a trois, ou quatre a quatre, &c, Donc, &c.

COROLLAIRE.

35- I L fuitde cette Propofition & del'ar. 29 que dansun
multinome ¢ €levé a 'expofantp, fi I'on demandelafom-
me des coefficiens de tous les termes ol la lettre &, par
exemple, monte a un certain expofant 7, on trouvera la
fomme que l'on cherche, en prenant autant de produitsde
cette formule ; ;P ™" x p, Izt £z 12, =2 &e.
quil y a d’unités dans .

Si P'on veut fcavoir, par exemple, quelle fera lafomme
des coefliciens des termes ou la lettre 2 montera i la
troifiéme puiflance danslefextinome 2 +b~+c+d+e+f
¢leve 4 neuviéme dimenfion, on trouvera par la formule
que le nombre cherche eft 1312500.

PROPOSITION XIIL
Fettant an hazard un nombre guelcongne p de dés, dont le
nombre de faces f foz’t auff quelcongue | trowver combien il
y @ de facons damener un certain nombre q d'as an moins.

SoLuTION

37 LA formule pour amener un as au moins avec p dés

et F0P T xp An f P T x Bt o F P x Befmlepe
—P —4 P—1.P—2.P —
+f‘—lp x T I.Z.;.i L ;""&C'

La formule pour amener deux as ou davantage, trois

as ou davantage, quatre as ou davantage, &c. eft la mé-
me, en obfervant de recrancher le premier terme de la

formule dans le cas de deux as, les deux premiers dans le
| cas
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cas de trois as, les trois premiers termes dans le cas de
quatre as, &c.

Si 'on demande , parexemple, combien il y a de ha-
zards pour amener un as a