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Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wird,
nicht zum kleinsten Maasse durch die Ausbildun% und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der Experimemntalvorlesungen, Labora-
torien u. s. w., bedingt. 'Wihrend aber durch die vorhandenen
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwirtigen Inhaltes der
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stehende und weitblickende Méanner wiederholt auf einen Mangel
hinweisen miissen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlichen
Ausbildung jingerer Krifte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das
Gebiaude der Wissenschaft ruht.

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
gen der gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
den und Lernenden zuginglich gemacht werden. Es soll dadurch
ein Unterrichtsmittel beschafft werden, welches das Eindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. 1lenn
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Frichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen
ihrem Namen gemiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemie
einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fithrt von jetzt ab Professor
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
iibernahmen: fir Astronomie Prof Dr. Bruns (Leipzig), fir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Miinchen), fiir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), fir Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig).

Um die Anschaffung der Klassiker der exakten Wissenschaften
Jedem zu ermoglichen und ihnen weiteste Verbreitung zu sichern,
ist der Preis fir den Druckbogen & 16 Seiten von jetzt an auf
M —.25 festgesetzt worden. Textliche Abbildungen und Tafeln je-
doch machen eine entsprechende Preiserhohung erforderlich.

Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages.
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I.

Grundziige der sphrischen Trigonometrie.

Abgeleitet nach der Methode der griossten
und kleinsten Werthe.

Yon
L. Euler.

Bekanntlich stellt ein einer Kugeloberfliche angehorender
Grosskreisbogen den kiirzesten Weg dar, der auf dieser Fliche
zwischen zwei beliebigen Punkten des Bogens vorhanden ist.
Ein sphirisches Dreieck kann also auf folgende Art definirt
werden: denkt man sich auf der Oberfliche einer Kugel drei
Punkte gegeben und zwischen je zweien die kiirzeste der
Fliche angehorende Linie gezogen, so ist das durch diese drei
Linien begrenzte Stiick der Kugeloberfliche ein sphérisches
Dreieck. Die Methode der grossten und kleinsten Werthe wird,
da die Seiten eines sphirischen Dreiecks kiirzeste Linien sind,
zur Bestimmung dieser Seiten tauglich sein; sodann wird man
die Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln aufstellen konnen
und gerade diese sind der Gegenstand der sphérischen Trigono-
metrie. Denn mit den drei Punkten, die als Ecken des Drei-
ecks gegeben sind, sind sowohl die drei Seiten als die drei
Winkel des Dreiecks bestimmt, und diese sechs Stiicke stehen
derart in Beziehung zu einander, dass, wenn drei beliebige von
ihnen gegeben sind, die drei andern bestimmt werden konnen.

Diese Eigenschaft haben die sphirischen Dreiecke mit
den ebenen, die die elementare Trigonometrie auflésen lehrt,
gemeinsam. Ein ebenes Dreieck ist ein Stiick einer Ebene,
das durch drei auf dieser Ebene bezeichnete Punkte dadurch
gegeben ist, dass man diese drei Punkte paarweise durch

1%



4 L. Euler.

kiirzeste Linien, d. h. in der Ebene gerade Linien, verbindet.
Ganz ebenso ist ein sphiirisches Dreieck das Stiick einer Kugel-
oberfliche, das durch drei auf dieser Fliche bezeichnete Punkte
dadurch gegeben wird, dass man diese drei Punkte paarweise
durch die kiirzesten Linien verbindet, die auf der Kugelober-
fliche gezogen werden konmen. Das sphirische Dreieck geht
in ein ebenes iiber, wenn der Halbmesser der Kugel unbegrenzt
wiichst; eine Ebene kann als Kugelfliche von unendlich grossem
Halbmesser angesehen werden. -

Ohne Zweifel wird man einwenden, dass es methodischen
Regeln zuwiderlaufe, wenn man die Infinitesimalrechnung zur
Herleitung der Grundformeln der sph#rischen Trigonometrie
gebrauchen wolle; ganz abgesehen davon, dass es unnéthig
erscheine, diese Grundlagen noch auf neuen Wegen festzustellen,
da doch die, denen man seither gefolgt ist, sich auf die Ele-
mentargeometrie griinden und die Strenge dieses Zweiges der
Mathematik anderen Abschnitten als Muster dieme. Allein da-
gegen habe ich erstens zu bemerken, dass die Methode der
grossten und kleinsten Werthe ein neues Interesse gewinnt,
wenn gezeigt wird, dass man mit ibrer Hilfe allein zur Auf-
16sung der sphiirischen Dreiecke gelangen kann; und sodann
ist es immer von Nutzen, auf verschiedenen Wegen dieselben
Wahrheiten zu erreichen, da aus diesem Verfahren sich stets
neue Gesichtspunkte ergeben.

Ausserdem ist aber daran zu erinnern, dass jene Methode
der grossten und Kkleinsten Werthe viel allgemeiner ist, als
das sonst iibliche Verfahren. Denn dieses beschrinkt sich auf
die Behandlung von Dreiecken, die einer Ebene oder einer
Kugelfliche angehéren, wihrend jene Methode ganz ebenso
auf beliebige Oberflichen angewandt werden kann; wenn man
die Dreiecke untersuchen will, die auf einer beliebigen sphi-
roidischen oder conoidischen Fliche dadurch gebildet werden,
dass man ihre drei Eckpunkte annimmt, wihrend ihre Seiten
die drei kiirzesten der Oberfliche angehorenden Linien zwischen
je zweien dieser drei Punkte bilden sollen, so versagt die ge-
wohnliche Methode fiir diese Untersuchung, man muss vielmehr
hier dann unbedingt die Methode der grossten und kleinsten
Werthe benutzen, ohne die selbst die Natur der Dreiecksseiten
(jener drei kiirzesten Linien) nicht zu erkennen wire. Die
Wichtigkeit dieser Art der Untersuchung leuchtet ein: die Ober-
fliche der Erde ist nicht sphérisch, sondern sphéroidisch, ein der
Erdoberfliche angehorendes Dreieck ist demnach von der eben
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besprochenen Art. Man hat sich, um dies einzusehen, nur drei
Punkte auf der Erdoberfliche angenommen zu denken und sie
paarweise durch die kiirzesten Linien zu verbinden, die zwischen
je zweien auf der sphiroidischen Fliche gezogen werden
konnen (diese Linien kann man sich durch Fiden, die von
einem zum andern Punkt gespannt werden, versinnlichen). In
dieser Art hat man sich die Dreiecke vorzustellen, die bei
den Triangulationen zu Erdmessungszwecken gebildet werden.
Freilich betrachtet man diese Dreiecke gewdhnlich als eben
und geradlinig, hochstens werden sie sphirisch berechnet;
wenn man sie aber sehr viel grosser machen konnte und ihre
Berechnung mit der #Hussersten moglichen Genauigkeit durch-
zufiihren hitte, so miisste man ohne Zweifel die wirkliche
Natur dieser Dreiecke feststellen und konnte dies nur mit
Hiilfe der mehrfach angedeuteten Methode.

Diesem Ausblick auf die geoditische Wichtigkeit der
Methode entsprechend wird es angezeigt sein, sie auch zur
Auflosung der sphirischen Dreiecke zu verwenden; denn
einmal wird die Untersuchung auch als Grundlage fiir die
Auflosung der einer beliebigen sphiroidischen Oberfliche an-
gehorenden Dreiecke dienen konnen, und auf der andern Seite
wird sie bemerkenswerthe Ergebnisse liefern, sowohl fiir die
sphérische Trigonometrie selbst, als auch fiir die Methode der
grossten und kleinsten Werthe, deren Ausdehnung und Nutzen
mehr und mehr erkannt werden wird. Seitdem gezeigt worden
ist, dass die meisten mechanischen und physikalischen Probleme
bei Anwendung dieser Methode sich sehr einfach gestalten,
kann auch der Nachweis dafiir, dass dieselbe Methode eine
so wesentliche Forderung der Auflosung der Aufgaben der
reinen Geometrie liefert, nur mit Freuden begriisst werden.

Um die Untersuchung auf eine Art zu beginnen, die sie
sowohl fiir den Fall der Kugel als auch fiir ein beliebiges
Sphiroid anwendbar macht, mogen zuniichst zwei, sich dia-
metral gegeniiberliegende Punkte der Kugeloberfliche als Pole
und der von beiden gleich weit abstehende Grosskreis als
Aequator angesehen werden; die kiirzesten Linien, die von
einem der Pole nach beliebigen Punkten des Aequators ge-
zogen werden konnen, stellen Meridiane dar, die den Aequator
senkrecht schneiden. Wenn es sich um eine Kugeloberfliche
handelt, so kann man auf ihr ein aus kiirzesten Linien ge-
bildetes Dreieck stets so legen, dass eine der Seiten als Theil
des Aequators erscheint; und wenn das Dreieck rechtwinklig
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ist, so kann die eine der den rechten Winkel einschliessenden
Seiten als Stiick des Aequators, die andere als Theil eines
Meridians angenommen werden. Denn die Wahl der zwei
Pole ist ja in diesem Falle der sphirischen Oberfliche voll-
stindig beliebig. Fiir eine sphéroidische Oberfliche gilt dies
natiirlich nicht mehr, jedoch wird im Folgenden nur von der
Kugeloberfliche gesprochen, wihrend ich mir die sphéroidischen
Flichen fiir eine andere Abhandlung vorbehalte.

Aufgabe I.

\. Auf dem Aequator AB ist der Bogen AP gegeben
und auf dem Meridian OP der Punkt M; man soll die
kiirzeste Linie AM finden, die auf der Kugeloberfliche
zuwrschen den Punkten A und M gezogen werden kann.

Auflosung.

Der Kugelhalbmesser sei =1, der Aequatorbogen 4 P—x
(Fig. 1), der Meridianbogen PM =1y, der gesuchte Bogen 4 M
0 habe ferner die Linge s

' und werde um die un-
7\ endlich Kkleine Strecke

/ N Mm = ds verlingert,

, Mjég}n/ N\ ferner werde durch m
/ T \ der Meridian Omp ge-
[ / | zogen und endlich der
- [ | auf diesem Meridian
AN _— B senkrecht stehende un-

P n endlich kleine Bogen M.

Fig. 1. Es ist damit also Pp

=dz, mn = dy; und

da sich Pp zu Mn verhilt wie | zum Sin. des Bogens O M
oder zum cos. von PM =1y, so ist Mn = dz - cosy, und

das in » rechtwinklige Dreieck Mm#n liefert:

Mm = V(dy)* + (dz cos y)*
und es ist folglich

AM = s = [V(dy)* 4+ (dz cos y)* .
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Man hat also zwischen 2 und y eine Beziehung aufzustellen
derart, dass, wenn ihnen bestimmte Werthe 4 P und PM ge-

geben werden, das Integral [V (dy)® + (dz cosy)® den kleinsten
moglichen Werth erhalte.

Es sei dy = p - dz, um das Integral auf die Form
S dz Vp* 4 cos®y zu bringen. Das Integral [ Z dz, wo Z
eine solche Function von z, y und p ist, dass dZ = Mdz
+ Ndy + Pdp gesetzt werden kann, nimmt nun, wie ich
gezeigt habe, seinen grossten oder kleinsten Werth an, wenn
Ndz — dP = 0 ist. In unserem Fall ist

7Z = Vp?+ costy ,
also
dy siny cosy pdp .

dZ = — — P ————
Vp? 4 cos’y  Vp? -+ cos’y

und demnach

Me—o, N Suyesy o, p
ity | Vi bary

Es ist also dZ = Ndy -+ Pdp zu setzen; multiplicirt man

die Gleichung Ndz — d P = 0 mit p, so erhilt man, da
dy = pdz ist

Ndy —pdP =0 oder Ndy=pdP,

setzt man diesen Werth fir Ndy in den Ausdruck fiir dZ,
so wird

dZ = pdP + Pdp
somit durch Integration:

Z = Pp -4 C, oder also

2

Vp? 4 cos?y = P
P / Vp® -+ costy

cos’y = C Vp? + cos?y .

-+ C, einfacher:

Hieraus folgt:
C* p?* = cos®y(cos’y — C?)  oder

_dy _ cosyVeosty — C*
P=dz= C '




S L. Euler.

Die gesuchte Beziehung zwischen z und y wird also geliefert
durch die Differentialgleichung:

Cdy

de = —
cosy Veos’y — C*

und mit ihr erhilt man ferner
dz cos?y

ds =dzVp? 4+ cos’y = G oder
ds — dy cosy
Veos®y — C*
und der Bogen s selbst wird:
g [_GYeosy
S Vewry—
Zusatz 1.
2. Die Gleichung dz = Cdy kommt also

cos y Veosly — O

auf der Kugelfliche der Linie 4 M zu, die die Eigenschaft
besitzt, dass sie den kiirzesten moglichen Weg zwischen zwei
beliebigen ihrer Punkte vorstelli. Dass diese Linie zugleich
ein Grosskreis der Kugel ist, habe ich anderwirts gezeigt; es
kommt aber fiir unsere Zwecke gar nicht in Betracht, welche
Beziehung die Linie zur Kugelfliche hat, wenn nur bekannt
ist, dass ihr die angegebene Eigenschaft zukommt.

Zusatz 2.
3. Aus
Cdy
cos y Vcosty— C?

Cdy

de= .
Veosty — C?

folgt Mn=dzcosy =

Nun driickt ‘;‘f—: die Tang. des Winkels A MP aus und es

ist also
C

Veosty — C? )
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und da ferner

Mm=ds = dy cosy
Veosty — C*
und der Bruch —%—:@ gleich dem Sin. des Winkels 4 M P ist,
2, (2
so wird: sin A M P = £ und cos AMP — Veosty — C .
cos ¥ cos ¥
Zusatz 3.

4. Setzt man y = 0, so dass der Punkt M mit 4 zu-
sammenfillt, so driickt der damit entstehende Werth des

Bruchs g—g die Tang. des Winkels P4 M aus, ;% seinen Sin.

dz : .
und —— seinen Cos. Da dann cosy = 1 ist, so wird fiir

ds
diesen Fall dz = -——gd—y—— und ds = ——Cz—y__—-
Vi—c® Vi—ce

V1i—
C

und demnach:

tg PAM— , sin PAM=YV1—C?*, cos PAM=C.

Zusatz 4.

5. Fiihrt man also den Winkel 2”4 M an Stelle der Con-
stanten C' ein und setzt nun diesen Winkel PAM = (, so
wird wegen C = cos(:

c d

dr = dicﬁ%M,_ - und ds = y By -

cosy Veos®y — cos? L Veos?y — cos? {
Bezeichnet man ferner den Winkel A M P mit 6, so wird:

2, ol

tg6— cos & : sinﬂzgﬁg—, cosﬁr——VOOS i é-

Veos?y—-cos* L oSy cosy

Zusatz 5.

6. Es sind noch die zwei Differentialgleichungen zu in-
tegriren, die die Werthe von dz und ds ausdriicken. Man
wird finden:
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__cos{siny

cosyVl——C’Q— sin{ cosy ’

Vi—C?

10 L. Euler.
. C'sin .
Zr==4aresin ny oder sinz =
cosyV 1—C*
Veos®y — O
§==arccos oder coss=:
Vi—cC*
Ziusatz 6.

7. Um aus den Grossen {

Veos’y—C® _ Veosly—eos*l

sinl

und y die iibrigen Grossen

z, s und f zu bestimmen, stehen nun also nach dem Vorher-
gehenden die Gleichungen zu Gebot:

, cossiny
Sy — —m——— 3 oSy —
sin{ cosy
: siny
sins =——5:, oS §=
sin(
cos L
sinf=—-" cosf) =
oS ¥

Veos*y—cos*{

sin{ cosy

Veos?y—cos*{

sin £

Veos?y—cos? L

cos Yy

Zusatz 7.

cos ( sin
) tgx:': = J )
Veosty — cos® &
cos®y —cos*
sint
) 1gs= 2 ! 35’
Veos® y—cos?l
cos
, tgo

Veos?y—cos® L

8. Wenn man die einzige Wurzelgrisse, V cos® y — cos*C,
die in diesen Gleichungen vorkommt, wegschaffen will, so erhilt

man die Gleichungen:

COS $ cos ) X cos sin(
::COSg’ —:SID_, - ;
cos z coS Z coSs  COSY
tgz tgx . tg s sin
S =cos{, —,=siny, 5% — ?./;
tg s tg 0 te@  cosC
X cos Csing n cos
smx:—.—;—'l; COSSC'tg'S=—.———?/—, cosx-tgﬁz—.——:——;
sin{ cosy sin{ cosy : sin cosy
cos (siny : siny cos C
co8s « tgr = —r—r—; sins= —%; coss'tgl= —=;
sin{ sin{ sin £
cos{siny siny , cos {
cosfl-tgr—=———""—=7; cosf) -tgs= ; sinf) = :
cos i cosy cos Y
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Zusatz 8.

9. Die fiinf Stiicke z, y, s, { und 6 gehdren dem recht-
winkligen sphirischen Dreieck 4 PM an; wihlt man unter
den eben angeschriebenen Gleichungen diejenigen aus, die nur
je drei von diesen Stiicken enthalten, so erhilt man die fol-
genden 9 Gleichungen in einfachster Form:

L. coss=coszcosy; I cost/=sin{cosz; IIL tgz=cos{tgs;
IV. tgz=sinytgl; V. tgy=sinztgl; VL siny=sin{sins
VIL cosstgltgf=1; VIL tgy=—cosftgs; IX. cos{=sinf cos?

sind zwei beliebige Stiicke gegeben, so kann man mit Hiilfe
dieser Gleichungen, wenn als zehnte noch hinzugefiigt wird
die aus den drei linksstehenden Gleichungen des § 7 (Zusatz 6)
folgende:

X. sinz =sinf sins

stets die drei iibrigen Stiicke finden, ohne dass jetzt mehr
eine Wurzelausziehung nothwendig wire.

Aufgabe II

10. Die Formeln zur Auflosung simmtlicher Fille b
der rechtwinkligen sphirischen Dreiecke aufzustellen.

Auflosung.

Von den Winkeln des Dreiecks

(Fig. 2), die mit 4, B, C bezeichnet
werden sollen, sei C' der rechte; die
Seiten werden mit den kleinen Buch-
staben @, b, ¢ bezeichnet und zwar der- o
art, dass @ die Gegenseite des Winkels
A u. s f ist, dass also ¢ die Hypo-
tenuse, ¢ und b die beiden Katheten y
des Dreiecks bezeichnen. Im Vergleich
dieses Dreiecks mit der vorhin benutzten Fi

. . ig. 2.
Figur ist also:

$=c; r=10; y=a; (=A4; 0=18.
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Die Aufgabe ist nun die, aus irgend zwei gegebenen unter
diesen fiinf Stiicken die drei iibrigen zu bestimmen; und die
obenstehenden Formeln liefern sofort die in der folgenden Zu-
sammenstellung gegebenen Auflosungen aller mdglichen Fille:

Die zwei . . eer s .
Bestimmung der drei iibrigen durch die
g%%%?ﬁg?n Gleichungen:
tga tgb
I.' N pmne b' t = — t B _
a, b. | cosc=cosacosb; tgAd e g Sna
IL a, c. cosb =" " ; smA:Sil—a, cosB::Egg-
cosa sin ¢ tge
: tgb . ind
III. b, c. | cosa= eose ; cosd="—; sin B ="
cos b tge sine
tga . sina . cosd
IV. a, A. 31nb_@, sine = sin B = osa
: tga :
V. a, B.| tgb=sinatghB; ge= " p cos A= cosasin B.
. tg b :
VL. b, A.| tga=sinbtgd,; tgc:cOSA; cos B == cosbsinA.
: tgd : sind : cos B
VIL. b, B. sma_@ ; sine = smA—-EO?-A
: 3 . . 1
CVIIL ¢, 4. | sine=sinecsinA4; tgb=tgccosA; th:W'
. . . 1
IX. ¢, B. | sinb=sincsinB; tga=tgccosB; tgA::W-
cos.A cos B 1
Xl . : . b : : e P
A, B. | cosa o B coS A cos e Atz B
Zusatz 1.

11. Die Kathete ¢ und ihr Gegenwinkel 4 kommen in

diesen Formeln ganz gleichwerthig mit der Kathete & wund
ihrem Gegenwinkel B vor, so dass es gleichgiltig ist, welche
von beiden Seiten, ¢ oder &, man als Basis des Dreiecks neh-
men will, wie es auch die Natur des Gegenstandes verlangt.



Grundziige der sphérischen Trigonometrie. 13

Zusatz 2.

12. Die grosse Zahl der Gleichungen, durch die der
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Stiicken eines
rechtwinkligen sphirischen Dreiecks ausgedriickt werden kann,
- lisst sich auf die folgende geringe Anzahl von Formeln zuriick-
fiihren, die demnach allein auswendig zu merken sind:

sin @ sin b

1. sin ¢ = - _ - .
sind sinB

II. cosc=—cosacosb.

III. cosc=ctgdectg B.

t
IV. cos A= g , cosB= tg «
tge tg e
V. Si]]A:M7 s]nBzc_(_)._S‘é
cos b cos a
. tg b i tg a
VI sma__—t—é_—jg—, sin b = te 4
Zusatz 3.

13. Nur die durch diese sechs Gleichungen ausgedriickten
Eigenschaften des rechtwinkligen sphiirischen Dreiecks sind,
wie schon angedeutet, zu merken, um die fiir alle denkbaren
Fiille erforderlichen Formeln vorrithig zu haben.

Aufgabe III,

14. Die Fliche eines rechtwinkligen sphirischen Drei- Fig. 1.
ecks zu bestimmen.
Auflosung.

In dem rechtwinkligen sphérischen Dreieck 4 P M (Fig. 1)
sei die Basis A P — .z, die Seite PM = y; der dem Meridian
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OM P unendlich nahe liegende Omp liefert Pp = dz, mn=dy.
Da ferner Mn = dz - cosy ist, so wird die oo-schmale Fliche
0 PMmp = dzsiny; dies

ist das Differential der Drei-

ecksfliiche A P M und diese

selbst also = [ dz siny.

Nun ist aber, wenn { den

1 Winkel P.AM bedeutet,
gefunden worden:
A | B g, dy cos(
s ﬂFig. . cosyV cos?y — costl’

so dass demnach als Aus-
druck fiir die Oberfliche des Dreiecks A PM erhalten wird:

dy siny cos { .
./cos y Veos?y — eos?(

Fiihrt man an Stelle von y den Winkel AMP = 0 ein, so

A T
erhilt man wegen sin ) = €08 > und cos O — Veos*y — cos* L :
COsY cos Y
dy cos { sin d - s
df cos b = Y s sy also df = Yy cos¢ sy

2 ?
cos™y cosy Veosty — cos*{

und somit die gesuchte Dreiecksfliche
= ['df = 6 + Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, ist zu bemerken,
dass die Dreiecksfliche verschwinden muss, wenn A mit A
zusammenfillt; in diesem Falle wird 6 = 90° — {. Es muss
also 90° — { - Const. = 0 oder

Const. = £ — 90° sein.

Als Werth der gesuchten Dreiecksfliche A4 P M erhilt man
damit:

L+ 06— 90°,
d. h. der Ueberschuss der Summe der beiden Winkel P.A M

und AMP iiber einen rechten Winkel driickt die Dreiecks-
fliche aus.
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Zusatz 1.

15. Die Summe der zwei Winkel P.AM und AMP ist
also stets grosser als ein rechter Winkel, und zwar wiichst
der Ueberschuss in demselben Maass, wie die Fliche des
Dreiecks. Das Product aus der Linge eines Grosskreisbogens,
die jenem Ueberschusse entspricht, und dem Halbmesser der
Kugel giebt die Fliche des rechtwinkligen sphéirischen Dreiecks.

Zusatz 2.

16. Daraus folgt auch leicht die Fliche eines beliebigen
sphirischen Dreiecks. Denn da man durch eine Hohe ein
solches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegen kann, so erhilt
man seine Fliche, indem man den Ueberschuss der Summe
seiner drei Winkel iiber 180°, durch den entsprechenden
Grosskreisbogen gemessen, mit dem Halbmesser der Kugel
multiplicirt.

Aufgabe IV.

17. Auf der Oberfliche einer Kugel sind zwer Punkte Fig
E und M gegeben ; man soll die kiirzeste Linie EM zwischen
diesen berden Punkten bestimmen.

Auflosung.

Man verbinde (Fig. 3) die beiden Punkte mit dem einen
der Pole durch die Meridiane OFE und O M, von denen
der letztere variabel ge-
dacht werde. Es seien die
Meridianbdgen O E= «,
OM = 2z und der Winkel
EOM=y; bei den ge-
suchten Grossen sei der
Bogen EM mit s, der
Winkel OEM mit o, der 4
Winkel O M E mit ¢ be- Fig. 3.
zeichnet. Dieser Winkel ¢
ist mit z, ¥y und s veriinderlich, wihrend ¢ und « unver-
anderlich bleiben. Auf den dem Meridian O3/ co-naheliegenden
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Meridian O fille man von M aus das Loth Mn; es ist dann,
wenn der Halbmesser der Kugel die Lingeneinheit ist,
mn = dxz, der Winkel MOm =dy, Mn=dy - sinz. Man
erhélt hieraus:

dy;:n:c und cosgp = @

Mn _ dysinz
o ds

tg(p:mn dz

oder sing =

Da nun ds = V(dz)* + (dy sin z® ist, so soll
JV(dz)?+ (dysinz)® ein Minimum werden. Setzt man
dy = p-dz, so ist also, mit Z = V14 (psinz)?, der
Ausdruck fZdxz zum Minimum zu machen. Ist nun allge-

mein dZ = Mdz + Ndy + Pdp, so ist die Bedingung des
Minimums: Ndx — dP = 0. In Anwendung auf unsern

22
Fall ist V=10, P= PR Z
V1 + (psinz)?

, also unsere Bedingung

fiir das Minimum:
dP =0, d.h. P = Const.,

oder es muss sein:

.« 9 102
psin*z — O oder dy sin*z — 0,
V1 -+ (p sinz)? V(dz)* 4+ (dy sin2)?
oder
, n2
%;%%zsinxsin(p: C.

Zur Bestimmung von (' ist zu bemerken, dass mit ver-
schwindendem Winkel £ OM = y werden muss z = a und
¢p = 180° — « oder sin¢g = sinc, d. h. man erhilt aus
diesem Grenzfall sin ¢ sin e = C. Das Minimum erfordert
also die Gleichung:

dy sin*z

Vidz)? 4 (dy sinz)?

— sina sin« .

Um diese Differentialgleichung zu integriren, hat man, wenn
fiir sin @ sin ¢ vorldufig wieder C gesetzt wird,
Cdz :
dy = — = und damit
sinz Vsin® 2 — C?
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dy sin®*z
C 7

ds =

wegen ds =

dxsinx
Vsin?z — C?

Durch die Integration erhilt man also:

X Ccosz . Ccosa
Y == — arc sin — ———— |- aIC SIn — —
sinz V11— C*? sina V1—C?
Vsin® z — C® Vsin® ¢ — C*
= — arc cos — ———— ~}- arc ¢os -
sinz V11— C? sing V1—C?’
Vsinz — C*° Vsinta — C?
§ == — aIc Ccos — -} are cos
Vi— Vi—cC?
. coszx cos a
= — are sin ——— -} are sin ——— )
Vi—Ce Vi—C?

die rechts hinzugefiigten Constanten sind so gewéhlt, dass z = «
wird mit y =0 und s=0. Wenn in beiden Gleichungen
die”beiden Arc der rechten Seite vereinigt werden, so er-
hélt man:

CcosaVsin?z — 02 — Ccosz Vsinta — C?
(1— C*?)sina sinz

Yy = arc sin ’

. cosa Vsin?z — 0% — cos z Vsin?a — C?
§ == are sin 1 o oder:

(1— C?)sinasinzsiny = Ceosa Vsin’z — C*— Ccosz Vsin*a — C?,

(1— C?)sins —cosa Vsin’z — C* — gosz Vsin®a — C*.

Mit Benutzung der Cos von y und von s wird:

1 — C¥sing sinz cos y = V(sin?a —C?) (sin?z—C?) 4+ C*cosa cosz
Y )

(1—C%)coss = V(sin*a—C?)(sin*z—C?) 4 cosa cos z.

Setzt man fiir C wieder den oben gefundenen Werth sin a sin ¢,
so wird

Vsin?« — C? = —sina cos ¢ ;
Ostwald's Klassiker. 73. 2
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der Winkel « ist hier nimlich stumpf zu nehmen, damit ¢
in E spitz sei: mit y = 0 wird ¢ = 180° — «, also sein
cos gleich — cos «. Damit wird aus den letzten vier Gleichungen:

(1—sin®asina)sinzsiny =sina cosal sin’z — sin*asin® -+ sine cosa sina cos:
(1—sinasin®c)sinz cosy=—cos ¢} sin?z —sin®asin*« - sina cosasin’a cos:
(1—sin%asin®e)sins ~ =-cosal sin*z—sin’asin®e - sina cos ccosz
(1—sin%asin®e) coss  ==—sinacos a} sin’z —sin®asin’a -+ cosacosz;

und diesen vier Gleichungen ist noch hinzuzufiigen:

sin z sin ¢p = sin @ sin ¢ .

Zusatz 1.

18. Da sin ¢ sin ¢ = sin 2 sin ¢ ist, so wird

Vsin® 2z — sin® ¢ sin® « = -4~ sinz cos ¢

und unsere vier Gleichungen werden, wenn der Abkiirzung

. . 2 . . . .
halber wieder C* an Stelle von sin®a sin? @ oder sin®*z sin®¢
gesetzt wird:

I (1—C?siny = sin« cosa cosp - cosa cosZ sin ¢
I (1— C? cosy = — cosa cos ¢ -} sin« cosa cos  sin¢p
III (1—C?) sins = cos & sin x cos ¢ -}~ sina cos  cos z

V (1—C?) coss = — sina cos « sin2 cos ¢ -~ cos @ cos z .

Zusatz 2.

19. Diese vier Gleichungen kann man, um einfachere
Formeln zu erhalten, auf verschiedene Art combiniren. Nimmt
man zuerst

I. cosaa 4+ II sinc cosa,

so erhdlt man:
(1 — C?) (cos @ siny -+ sine cos @ cos y)
= (cos? o - sin® & cos® a) cos z sin¢p ;

da nun  cos?o -+ sin®ccos’a==1—sin*« sin*e¢ == 1 — C* ist,
so wird:



