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sin @ sin ¢

cos ¢« Siny - Sin @ cos @ CoSY == €Oz Sinp = n
gx

oder
tang x siny - tg o tgx cosa cosy = tg o sinea .

Zusatz 3.

20. Nimmt man I. sine cosa — II. cos «, so erhilt man:

(1— C?)(sinzcosasiny — cos acosy) = (sin*c cos*a—cos’ct) cos
(1—C? cosq,

|

oder nach Division mit (1— C?:

sin o €OS @ $in Y — €OS ¢ COS Y == COS @ .

Zusatz 4.

21. Die Combination I. sinz — III. sin « giebt
(1 — C?)(sin z sin y — sin & sin §) = 0 oder
sin 2 8in ¥ == sin « sin s .

Da ferner sinz sin¢@ = sinae sinco ist, so erhilt man
sin @ sin y = sin ¢ sin s oder die Proportion:

sine:sin ¢ = sinz:sina = sins:siny.

Zusatz D.

22. Die Verbindung I. sin @ cos « sin z + IV, sin z cos «
liefert:
(1— C?)(sina cos  sinz siny -} sin & cosa cos s)
= cosz (sin @ cos® o sinz sin ¢p +- sin & cos’a).

Wegen sinz sin ¢ = sin ¢ sin ¢ kann man diese Gleichung
auch so schreiben:

sin o cos z (sin® @ cos® & 4 cos’ @) = (1 — sin’a sin* @) sin  cos
= (1 — C?*)sinc cos z
oder nach Division mit (1 — C?):

sin @ cos & sinz siny - sin « cos @ os s = sin« cosz.
A
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. sin o sins .
Beachtet man, dass siny = ————— ist, so lautet diese
sin
Gleichung:
sin @ cos ¢« sin s -~ cos @ oS § = cos 2 .
Zusatz 6.

23. Die Combination I. cos @ — IV. cos « sin ¢ liefert

ferner:

(1— C?) (cos @ sin y —, cos « sin ¢ cos s)
= c¢os ¢ (sin & cos*a -+ sin @ cos® & sin 2 sin ¢)

oder mit Riicksicht auf sin z sin ¢ = sin @ sin a:
sin & ¢os ¢ (cos”’ @ -+ sin*a cos®a) = (1 — C?) sin « cos ¢ ,
oder endlich nach Division mit (1 — C?):

cos @ sin 4 — cos ¢ 8in ¢ cos s = sin & €os ¢ .

. sin @ sin s . . . ]
Da nun sin y = —-S—?Ii—a—- ist, so geht diese Gleichung iiber in:
cos @ sin ¢ sins — sin @ cos « sin ¢ cos s = sin @ sin « cos @

oder
tgpsins —cosatgatgpcoss =snotga.

Zusatz 7.

24. Aus der Verbindung IL cos e sin z -+ IIL cos o er-
hilt man:

(1 — C*)(cos @ sin z cos y -+ cos @ sin s)

= cos8 z(sin & cos’« sin z sin ¢ -} sin @ cos® o)
oder mit Beachtung von sinz sin¢@ = sin ¢ sin « :
sin @ cos  (sin? & cos®* @ -+ cos® o) = (I — C?) sin @ cos z;
dividirt man mit (1 — C?) durch, so wird:
cos @ 8in z cos ¥ - cos o sins = sin @ cos x

sinz siny

oder wegen sins =

.

sin o
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sin & cos @ sin2 cosy -~ cos ¢ sin sin y = sin ¢ sina cos
oder endlich

tgxcosatgrcosy +tgzsiny =tgoasine,
iibereinstimmend mit der Gleichung in § 19.

Zusatz 8.

25. Wenn man — II. sin @ cos o -+ IIL. cos @ sin a sin ¢
nimmt, so ergiebt sich:

(1 — C?) (cos @ sin « sin s sin ¢p — sin @ cos « cos y)
== ¢08  (sin @ cos®* @ -+ cos® @ sin « sin  sin ¢)
oder wegen sin z sin ¢ = sin ¢ sin «:
sin @ cos ¢ (cos® @ 4~ cos’ @ sin>«) = (1 — C?) sin @ cos ¢p.
. sina sin v . . . ) .
Da sins = ——————‘/ ist, so geht diese Gleichung iiber in:
sin ¢
COS @ Sin ¢ Sin ¥ — €08 & COS Y == COS (P,
genau wie in § 20.

Zusatz 9.

26. Bildet man ferner: IL sin e sinz — IV., so erhilt
man:

(1—C?)(sinasinz cosy — coss) = cosa cosz (sinasina sinzsing — 1)
oder wegen sin z sin ¢p = sin @ sin «:

cos @ cos z (sin®a sin*ec — 1) = — (1 — C?) cos @ cos .
Dividirt man mit — (1 — C?) durch, so wird also:

c0s $ — 8in @ sin 2 cos y = cos @ cos .

Zusatz 10.
27. Die Verbindung II—IV. sin « sin ¢ giebt:

(1 — C*)(cos y — sin « sin ¢ cos s)
== €08 & €08 (p (8in ¢ sin « sin z sin ¢ — 1)
oder

sin ¢ sin ¢ cos s — cosy == €08 &t oS p .
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Zusatz 11.
28. Die Combination III. sin @ cos @ 4 IV. cos @ liefert:
(1—C?) (sina@ cos & sin s+ cos @ coss) = cosz (sin*a cos® o -}~ cos’a)

oder
sin @ cos ¢ sin s -+ cos @ cos s = cos 7,

iibereinstimmend mit § 22.

Zusatz 12.
29. Endlich erhilt man durch III. cos ¢ — IV. sina cos«:

(1 — C?) (cos @ sin s — sin @ cos « €os 8
= sin 2 cos ¢ (cos’a - sin® @ cos® ) oder

sin @ sin « cos ¢
sin ¢

cOS @ Sin § — Sin @ €08 ¢ COS s == SiNZ €OS ¢ ==

oder endlich
tg @ sins — tga tg ¢ cos « cos s = tga sina,

wie auch in § 23 gefunden wurde.

Aufgabe V.

4. 30. Drie Bezze]mngen zwischen den Seiten und den
Winkeln eines beliebigen sphirischen Drevecks aufzustellen.

Auflésung.

A Wie auch das gegebene sphi-
rische Dreieck 4B C beschaffen sein
mag, so kann man eine seiner Ecken,

3 2. B. A, als den Pol der Kugel an-

nehmen, so dass A8 und AC zwei

Meridiane sind, wihrend die dritte

o Seite BC die kiirzeste, der Kugel-

a oberfliche angehdrende Linie zwi-
Fig. 4. schen den Punkten B und C vor-
stellt. Damit kann das Dreieck mit

dem in der letzten Aufgabe betrachteten Dreieck £OM iden-
tificirt werden; bezeichnen nimlich 4, B, C die Winkel des
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gegebenen Dreiecks in den gleichnamigen Ecken, und werden
die Seiten A B =¢, AC =10, BC=a gesetzt, so ent-
sprechen sich die in der Vongen F]gul und die in der Jetz1gen
angewandten Bezeichnungen in folgender Weise:

frihere Bezeichnung: @, =z, s; vy, «, ‘(p
jetzige Bezeichnung: ¢, b, a; A, B, OC.
Die in den Zusitzen zur letzten Aufgabe gefundenen Formeln
liefern daher fiir das sphirische Dreieck 4 B C die folgenden
Beziehungen :

I. sinae:sind =sinb:sin B = sinc:sin C, nach § 21.
cos C'=coscsin 4sin B — cos Acos B, nach §20.
II. < cos B = cos b sin 4 sin C'— cos 4 cos C', nach Analogie.
| ¢08 A = cosa sin B sin C'— cos B cos C', nach § 27.

cosc =cosC sinasind -+ cosa cos b , nach Analogie.
OI. {cosd = cosBsina sinc -+ cosacosc , nach § 22.

cos @ == cos.4 sinb sinc 4 cosbdcosc , nach § 26.
sina tgC'—sin Btge=cosacos BtgCtgc, nach § 23.
IV. (sinbtgA—sinCtga=cosbcosCtg Atga, nach Analogie.
sinctgB —sindtgb=—cosccos.Atg Btgb, nach § 19.

Diese vier Formeln enthalten in der That alle Gleichungen,
die wir bei der vorigen Aufgabe III aufgestellt haben.

Zusatz 1.

31. Die erste Gleichung driickt die allgemein bekannte
Eigenschaft aller sphirischen Dreiecke aus, dass die Sin der
Seiten in demselben Verhiltniss zu einander stehen, wie die
Sin der gegeniiberliegenden Winkel.

Zusatz 2.

32. Wenn also in einem sph#rischen Dreieck eine Seite
und ihr Gegenwinkel, und ausserdem noch eine Seite, oder
noch ein Winkel bekannt sind, so erhilt man mit Hulfe dieses
Satzes sofort den Gegenwmkel dieser Seite oder die Gegenseite
dieses Winkels.
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Zusatz 3.

33. Jede der soeben aufgestellten Formeln enthilt nur
vier der dem Dreieck angehdrenden Stiicke; wenn drei dieser
Stiicke gegeben sind, so kann also aus der entsprechenden
Gleichung das vierte bestimmt werden.

Zusatz 4.

34. Es miissen sich also damit die Regeln zur Auflosung
aller sphérischen Dreiecke aufstellen lassen. Das Dreieck
enthilt nun sechs Stiicke, nimlich die drei Seiten und die
drei Winkel; wenn drei davon bekannt sind, so miissen sich
die drei iibrigen berechnen lassen, wie in den folgenden Auf-
gaben zu zeigen sein wird.

Aufgabe VI.

35. In ernem sphiirischen Dreieck sind die drei Seiten
gegeben, man soll die Winkel bestimmen.

Auflosung.

Die drei gegebenen Seiten seien
AB=c, AC =10, uwnd BC = a;
zur Bestimmung der drei Winkel 4,
B, C stehen die Gleichungen III zu
Gebot, die liefern:

2 — ¢

Fig. 4.
cosa — cos b cosc

cos A = - -
sin b sine

cos b — cosa cos ¢
sina sin ¢

cOSB =

CO8 ¢ — €OS @ COS b

cos O = - :
sing sin b
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Zusatz 1.
36. Man erhilt hieraus

sin & sin ¢ - cos b cos ¢ — cos @

1—cos A= ; :
sin b sin ¢

oder wegen
cos (b — ¢) = cos b cos ¢ + sin b sin c:

cos(b — ¢) — cos a
sin & sin ¢

1 —cosd =

Zusatz 2.

37. Danun cosp —cos ¢ =2sind(9g —p)sinL{p + ¢)
ist, so kann man an Stelle der lefzten Gleichung auch
schreiben:

2sind (¢ —b+4c)sind(a + b —¢)

1 —cos 4= : :
sin 6 sin ¢
oder wegen 1 — cos A = 2sin*4 4 el
sin{ 4 = Vsm “"‘5+0)sm1(a_|_b__c);
sin & sin ¢
und ebenso
sind B = 'l/s1n2 (b—a—+c)sind (b4 a—c
sin @ sin ¢

sind 0 — l/sing—(c——-a + b)sinf(c+a—0)

sin @ sin &

Zusatz 3.

38. Addirt man dagegen zu den Gleichungen in § 35
auf beiden Seiten 1, so erhilt man aus der ersten:

cose—cosbcosc +sinbsine  cosa— cos (b4 ¢)

14-cosd= - - - -
sin b sin ¢ sin b sin ¢

oder wegen
1 4cosd=2cos’1 4:
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cos ) A — Vsin%(b—}—c——a)sin-%(b—!—c—ka)

sin b sin ¢

cosi B — Vsin%‘(a—i—c—b)vsin»%(»a—]_c_{_b)

sin ¢ sin ¢

0032120: ]///Sin%(a_'—b—C) Siﬂ%(a—f—b_*_c)

sina sin b

Zusatz 4.

39. Aus den zwei letzten Gruppen von Gleichungen erhilt
man als Ausdriicke fiir die Tang der halben Winkel:

N e ax
| |

rn— | e e

e S e D
Zusatz 5.

40. Diese Formeln sind fiir die logarithmische Rechnung
sehr bequem. Uebrigens konnte man, nachdem einer der
Winkel, z. B. 4, bestimmt ist, die beiden andern auch ebenso
einfach durch die Gleichungen :

sin b sin 4 sin ¢ sin 4

sin B= "2 §inC=

sin @ sin @

bestimmen, wenn nur bekannt ist, ob diese Winkel grosser
oder kleiner als ein Rechter sind; wenn man sich aber der
eben gefundenen Formeln bedient, so ist keine Zweideutigkeit

vorhanden, da die gefundenen halben Winkel stets kleiner
als ein rechter Winkel sind.

Zusatz 6.

41. Aus den Formeln fiir die Tang der halben Winkel
kann man noch weitere bemerkenswerthe Gleichungen er-
halten; multiplicirt man je zwei, so erhdlt man z. B.
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sind (@ + 6 —¢)
sind (¢ 4+ 6 4 ¢

tang 1 A tang 1 B =
oder wegen:

sinp + sing = 2sinl(p+g)ecosd(p—g)
sinp — sing = 2 sin§(p — ¢) cos 3 (p + g
2s8ind (¢ -+ b)costc

ane L 1R — 2| R T 1

1 -+ tang 1 4 tang L B sind (a + b + o) ung

2sinfceosdle+0)

sind (@ + b+ ¢

1 —tang ! A tang L B =

Zusatz 7.

42. Addirt und subtrahirt man dagegen je zwei jener
Formeln, so ergiebt sich z. B.:

(sind (@ +c—b)Esinl(b+ec—a))Vsin(a+b—c)
Vsind(b+ ¢ —a)sind (@ +c— b)sind (@ + b+ ¢)
oder, mit Einfiihrung von 1 C:
sind (a4 c¢c—8) £=sind (b4 ¢ —a)
1 4+ tol B— "3 2 .
tgyd =gl s tgd Csinl(a+ b+ ¢

Mit Hiilfe derselben Reduction wie oben erhalten wir also:

(1 A-tgl B=

2 sinfc cosd(a — )

te 1 ol B = d
g3d+tg3 8 tgLOsinLla+ b+t o) an
2sind (e — b)cosdc
tedl A —tel B = 2 2.
83 82 tglC0sind (a4 b+ ¢
Zusatz S.
tgtd-+tgtB
43. Da ferner tgd (4 + B) = gidtigy B ist, so

1—tglAtgl B
ergeben sich aus den Formeln der Zusitze 6 und 7 die Glei-
chungen:

cos 4 (@ — b)

tg 1 (A4 = 2 4
g3 (4 -+ B) tg 1 C cos L(a 4 0)

und nach Analogie
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cos § (@ — ¢

1 —_—
tgy(d+ C)= tg 1 Bcosd(a + ¢
1 _ csy(b—c
3B+ O =gl Acs 15 + 0
Zusatz 9.

44. Endlich erhilt man mit Riicksicht auf
tgyd—tgl B

1 — —
tgd (4 — B) 1 +tgiAtgl B
aus diesen Formeln:
(4 . sin 1 (@ — 0)
tg (4 B)*tg—;—(]sin—g—(a—}-b)’
N B . sin & (@ — ¢
g3 (4 0)_tg12-Bsin%(a+c)’
ind () —
te 1B — C) — sin (b — ¢ .

tg 4 Asind (b1 o)

Aufgabe VII.

g4 45. In einem sphiirischen Dreieck sind die drev Winkel
gegeben, man soll die drer Seiten bestimmen.

Auflosung.

A In dem Dreieck 4B C (Fig. 4)

seien die Winkel 4, B, C gegeben;

. ] man sucht die Seiten AB = c,
b AC=10b, BC=a. Die Glei-

chungen II des § 30 liefern sofort

_ fiir die Cos dieser Seiten die Aus-
2 \——l——/jé’ driicke:

Fig. 4. oS @ — cos. A -+ cos B cos C
T sin B sin C
cos B -+ cos 4 cosC
cos b = - _
sin 4 sin ('
cos C -+ cos A cos B
COS ¢ =— + .

sinA4 sin B
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Zusatz 1.

46. Aus der ersten dieser Gleichungen folgen zuniichst
die zwei weitern:

— cos A — cos (B + C)

1 — cosa = " :
sin B sin C
cos A cos (B — )
1 4 cosa = + ,‘ ’ ,
sin B sin C

oder, mit Riicksicht auf cos p + cosg=2cos{(p-+q)cosi(p—g):
2cosd (44 B+ C)cosi(B+ C— A4
sin B sin C

2c0s3 (4 + B —Cleosy(d—B+0C)
sin B gin C'

1 —cosag = —

1 4 cosa =

Zusatz 2.

47. Danun 1 —cose = 2sin*}a und 1 4-cosa=2cos*{a
ist, so ergeben sich hieraus die Formeln:

sinja=— V_cos—g—(A—l—B—}—C)cos%(B—}— C— 4)

sin B sin C
cos i (4+ B+ C)cos i (4+ C— B)
sinl b = —
sin A4 sin C
. cost(A+ B+ C)eost(4+ B—C)
sin § ¢ = V_ sin 4 sin B !

wobei zu bemerken ist, dass die Summe der Winkel (4 4 B—4-C)
mehr als zwei Rechte betrigt, ihre Hilfte grosser als ein
Rechter und deren Cos also negativ ist.

Zusatz 3.
48. Fiir die Cos der halben Seiten erhilt man:

. VcoslA—}—B——O)cosg(A—B—{—-O)
cos La =

sin B sin C
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cosd (B+ A4—C)cosi(B— A+ C)
cos L b = : -
sin 4 sin C

cos 4 (C 4+ A4 — B) cos% (C— 4+ B).
le=
008z e l/ sin A sin B ’

diese Formeln fiir die Sin (in 47) und Cos der halben Seiten
sind wieder fiir die logarithmische Rechnung bequem.

Zusatz 4.

49. Noch wichtiger und fiir die Rechnung mit Logarithmen
eben so bequem sind aber die aus jenen Formeln unmittelbar
sich ergebenden Ausdriicke fiir die Tang der halben Seiten,

nimlich:
. V cos1A+B+0)cosi(B—|—O A)
gy e = cosi (A + B— C)eos (A —B + O)

to 1B *l/—‘ cos (4 + B+ C)eos§ (4 + C— B)
829 =V T eost(B+A—Cleos (B—A+C)

e 1 V cos (4 + B+ C)eos{ (4 + B—0C)
82¢= —_—cosi (C 4+ A — B)cos L (C— 4+ B)

Zusatz 5.

50. Durch Multiplication je zweier dieser Ausdriicke fiir
die Tang der halben Seiten erhﬁlt man z. B.
1 o cosi(4d+4+ B+ CO)
teietedb =— T drB=0)

und hieraus ergeben sich die zwei Gleichungen:

2c0s2(A+B)cos10
cosi(4d4+B—C) '’

2sind C'sin (4 + B)
T tolateld= 2 2 ,
! tgratg b cosd(d4-+B—0C)

1 —tglatgddb=
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Zuzatz 6.

51. Addirt und subtrabirt man dagegen wieder je zwei
jener Formeln, so entsteht z. B. die Gleichung:

tgla =tglb

__(cos§(B+C—4)cosy(A+4-C—B))V —cos§(A+B+C)
"~ Veosi A+ B—Ccost (A+ C— B) cos}(B+ C— A)

Da nun tg 10__1/__008 $(4+B+Cleosy(4d+B—C)

c0s % (C+ A — B) cos} (C—.A4 -+ B)
ist, so geht die letzte Glelchung iiber in:

(cos(B+C—d)Fcos{(A+ C—B))tangfc

lLagttold ) ——
tgyattghd cos3 (A + B—0)

Zusatz 7.

52. Hieraus erhilt man durch Vereinigung der zwei Cos
im Zihler die beiden Gleichungen:
2 cos 4 Ccos (4 — B)tangiec
cos } (A + B—C)
2sind (4 — B) sin} Ctang 1 ¢
cos (4 + B—C)

und |

tgda+tgdd =

tela —tglbd=

Zusatz 8.

53. Ganz &hnlich wie in § 43 ergeben sich hieraus
die Formeln fiir die Tang der halben Summe zweier Seiten:

cos (4 — B)
tedlo+ b = ot G s o
cos L(4—C)
tg% (a+c):coslz«(A+ C%tg%b
cos L(B— C
b +o = ot Z T o el
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Zusatz 9.

94. Und ebenso fiir die Tang der halben Differenz zweier
Seiten:

v, gy siny(d—DB)
Etle = =Grar B
L oy sing(d—0C) 1
teile —o=Giaro B
o __sind(B—0C) 1
tgz(b 0)—sm%(B+O)tg2a

Die Formeln werden sich auch fiir die folgenden Aufgaben
sehr niitzlich zeigen.

Aufgabe VIII

3.4. 99. In einem sphirischen Dreieck sind zwei Seiten und
der von thnen eingeschlossene Winkel gegeben; man soll
die dritte Seite und die beiden andern Winkel bestimmen.

Auflésung.

A In dem Dreieck A BC seien die

zwej Seiten AB = ¢, 4C = b, so-

wie der zwischenliegende Winkel A

y 5  gegeben; zu berechnen sind die Seite
B(C = a und die Winkel B und C.
Die dritte Formel der Gruppe III

in § 30 liefert unmittelbar ¢ aus:

Fig. 4 cosa = cos A sindsinc -+ cosd cosc;

ferner erhilt man B aus der dritten
Formel der Gruppe IV ebendaselbst mittels:

sin 4 tg b

t =
g b sinc — tg b cosccos 4

und demnach C nach Analogie aus:

sin 4 tg e
sin b — tg ¢ cos b cos 4

tg O =
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Die Ausdriicke fiir die Cotg der gesuchten Winkel sind etwas
bequemer, so dass die folgenden drei Gleichungen die Auf-
16sung unserer Aufgabe enthalten:

cos @ = ¢08 .4 sin b sin ¢ -} cos b cos ¢,

sin ¢ ctg b — cos ¢ cos 4

te B =
i) sin A )
sin b etec — cos b cos A
te O == 2 :
oS sin A
Zusatz 1.

96. Da cosd cosc =4 cos(b —¢) -+ & cos (b 4 ¢) und
sin & sin ¢ = 4§ cos (b — ¢) — L cos (b + ¢) ist, so kann der
Cos der Seite ¢ auch auf folgende Art ausgedriickt werden:

cosa==}cos(Ad—b—+4c)4Leos(Ad+b—c)—2Lcos(A—b—¢)
—1cos(A+4-b+-c)+4Lcos(db—c)4 Leos(b+¢).

Zusatz 2.

97. Fiir die logarithmische Rechnung ist iibrigens diese
Formel noch unbequemer als die urspriingliche. Indessen kann
man diese letztere zur Rechnung mit Logarithmen geeignet
machen durch Einfihrung eines Winkels # mittels der Glei-
cos A sin b

cos b
nutzung des so zu bestimmenden Winkels # wird:

chung tguw = oder tgew =— cos.A tgbh; mit Be-

: cos b cos(c — u)
cos ¢ = tgu cos b sinec -~ cos b cosc = ” ,
cos

so dass nunmehr alles fiir die logarithmische Rechnung der
Seite @ sehr bequem ist.

Zusatz 3.

58. Derselbe Winkel «, zu bestimmen aus tgu = cos 4tgd,
macht anch die Gleichung fiir den Winkel B zur Rechnung
mit Logarithmen geeigneter; es wird

Ostwald’s Klassiker, 73. 3
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tang B — — sin A tgbd =sin.Atgbcosu= t'gAsinu '
sinc — tgu cosc sin (¢ — u) sin (¢ — )
Den dritten Winkel ¢ wird man aus sin ' = illlértm be-
stimmen.
Zusatz 4.

59. Die bequemste Art der Berechnung der Winkel B
und C folgt aber aus den Formeln in den §§ 43 und 44.
Danach ist nimlich:

cos & (b — ¢
(B 4 == =

3 (B +0) cos 1 (b + ¢
sin§ (b — ¢)
sin 4 (b 4 ¢)
Aus halber Summe und halber Differenz ergeben sich B und ¢
unmittelbar; und man kann dann auch die dritte Seite «
zuletzt berechnen nach

ctg L A

I

tg (B — O) tc 2A

1

sin b sin e
sin @ = sin 4 = ———sind .
“ = snB sin C
Aufgabe IX.
Fig.4. 60. In emem sphirischen Dreveck sind gegeben zwet

Winkel und die zwischen vhnen liegende Seite; man soll
den dritten VWinkel und die beiden ibrigen Seiten berechnen.

Auflosung.

Es sei ABC das Dreieck, in
dem die Winkel 4 und B und die
Seite 4B = c¢ bekannt sind; ge-
sucht werden der dritte Winkel ('
und die Seiten AC =204 und BC=a.
Aus der ersten Gleichung der GruppeIl
in § 30 erhilt man zunichst:

cos C'=coscsin Asin B— cos Acos B;
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ferner liefert die dritte Gleichung der Gruppe IV:

sinc tg B )
tg b = h Anal ird
g sin A+ cosc cos A tg B und nach Analogie wir
o @ = sinc tg 4

" sinB 4 cosccosBtg A

Es ergiebt sich damit also, wenn an Stelle der Tang der
Seiten ihre Cotg genommen werden, die in den folgenden
drei Gleichungen enthaltene Auflosung:

cos C = coscsin 4 sin B — cos 4 cos b

ctg A sin B -+ cosc cos B

cteg @ = .
5« sin ¢
ctg b — ctg B sin 4 —|— cosc cos.d
sin ¢
Zusatz 1.

61. Bequemer ecrhilt man die zwei Seiten aus den fiir
die logarithmische Rechnung sich besser eignenden Formeln
der §§ 52 und 53:

cost(A— B
sinl (4 — B
o L ,——/: = ',0'17
xle =l =Giarm €
Zusatz 2.

62. Nach Bestimmung der Seiten ¢ und & erhilt man
den Winkel C' aus

auch liesse sich der cos C mit Hiilfe der Cos von Combina-
tionen der gegebenen Stiicke ausdriicken durch:

cosC=r1cos(c +A—DB)+ }cos(c— A+ B)— | cos(c—A—B)
—3lecoslc4+ A+ B —Lcos/d—B)—Lcos(d+ B).
J*
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Aufgabe X.

63. In einem sphirischen Dreieck sind bekannt zwes
Seiten und der Gegenwinkel der einen; oder zwer Winkel
und die Gegenseite des einen. Man soll die ibrigen Stiicke
des Drevecks bestimmen.

Aaflosung.

Im Dreieck 4 B C seien im ersten
Fall gegeben die zwei Seiten BC =«
und 4C = b, sowie der Winkel A,
der Gegenwinkel von «. Es ergiebt
sich dann sofort der Winkel B, der
Gegenwinkel der zweiten gegebenen
, 0 ,
¥ @ Seite, aus sin B = Sgl—é sin b.
Iig. 4. sin @
Im zweiten Falle seien .4 und B
die gegebenen Winkel, B (' = « die gegebene Seite; man er-
sine B
oy Sin B
Im einen und andern Fall kann man also als gegebene
Stiicke ansehen die zwei Seiten BC = ¢ und 4C = b, so-
wie die ihnen gegeniiberliegenden Winkel 4 und B; man
hat aus diesen Stiicken die Seite 4B = ¢ und den Winkel C
zu berechnen.
Die erste Formel der Gruppe IV liefert:

hilt dann zunidchst die Seite 4 aus sin 6 =

sinag tgC — sinBtgec =cosacos BtgCtge,
und also auch, mit Vertauschung der Seiten ¢ und & und
gleichzeitig der Winkel 4 und B:

sin b tg C' — sin A tgec = cos b cos A tg Ctge.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen das eine mal tg C,
das andere mal tgc, so erhilt man:

¢ sin A sin @ — sin B sin b md
g C e . .
° sin 4 cos B cos @« — cos A sin B cos b

sin A sina — sin B sin b

cos B cosa sin b — cos A sin a cos b

ig C =

Und diesen Gleichungen ist noch hinzuzufiigen:

sin 4 sin 6 = sin B sina .
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Zusatz 1.

64. Aus sin 4 :sin B=sina:sinbd folgt, dass die
Gleichungen fiir tg ¢ und tg C' auch so geschrieben werden
konnen:

¢ sin* @ — sin® b und
c = . .
g cos BB sin A cos @ — cos 4 sin & cos b
sin* A — sin? B

sin B cos B cos a — sin A cos A cos b

te C =

Zusatz 2.

65. Bequemere, besonders fiir die logarithmische Rech-
nung sich besser eignende Formeln erhdlt man aber auch
hier wieder durch Benutzung der Gleichungen in den §§ 43,
44, 53 und 54, nimlich:

1, 00s3(A+ B) _siny(d+B)
820 = s 1(4—B) g 3le+0) sin} (4 — B) g3le — 2),
i Cost(a—48) sing @ —b) .
tedC= costla F )cto HA4+B) = Sm% @ T b)cth(A B)

Aufgabe XI.

66. Die Oberfliche eines beliebigen sphirischen Drei-F
ecks zu bestimmen.

Auflosung.

Es sei LOM das
gegebene Dreieck und es
werden, wie obenin §17,
die Seite OF mit a, der
Winkel O EM mit o,
der Winkel O M mity,
die Seite O M mit 2 und
der Winkel OME mit
¢ bezeichnet. Das un- Fig. 3.
endlich schmale Dreieck
MOm ist das Differential der gesuchten Dreiecksfliche; und
da mn = dz und Mn = dy - sinz ist, so wird das Diffe-
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rential von M Om durch das Product dy - dz - sinz aus-
gedrtickt, so dass
MOm = dy [dz sinz = dy (1 — cos 2) ist
und demnach die gesuchte Dreiecksfliche aus
EOM =y -—fdy cos z sich ergiebt.
Da nun oben gefunden worden ist
Cdzx

sin z Vsin? 2z — O

)

so geht der letzte Ausdruck iiber in:

Fliche EOM = y — Cdz cos z

sin z Vsin?z — C*

Ferner ist, wegen (' = sin ¢ sin «, sin ¢ = —, und
sin
Vsin?z — C? .
cos @ = . gefunden worden; es ist demnach:
sin
cosz Cdzcosz
clq)cosrp::—dxm, also dop =— ———— und

sinz Vsin?z — 2

— Cdz cosz == ¢ -+ Const.

J sin z Vsintz — O
Fiir die Oberfliche des Dreiecks £ O M erhilt man damit:
EOM =y + ¢ + Const. = o + y 4 ¢ — Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, sei ¥y = 0, womit
¢ = 180° — « wird; die mit dieser Annahme verschwindende
Dreiecksfliche wird also = 180° — Const., d. h. die Const.
ist = 180°. Die Oberfliiche des Dreiecks £ O M ergiebt sich
demnach = « 4 y -+ ¢ — 180°.

Zusatz 1.

67. Um die Oberfliche eines beliebigen sphiirischen
Dreiecks zu finden, hat man also, wenn der Halbmesser der
Kugel die Lingeneinheit ist, nur den Ueberschuss der Summe
der drei Winkel des Dreiecks iiber zwei Rechte zu bilden.
Auf einer Kugelfliche von beliebigem Halbmesser ist der ge-



