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HANS FREUDENTHAL

ALLOCUTION DU PREMIER
CONGRES INTERNATIONAL DE L’ENSEIGNEMENT
MATHEMATIQUELYON, 24-31 AOUT 1969

Le 29 juillet 1654 un Frangais écrivait & un autre: “Je vois bien que la
vérité est la méme a Toulouse et & Paris.” Lyon est & distance égale de ces
deux, et il me semble que la vérité ne doit pas étre autre ici et aprés trois
siécles.

Les correspondants dont je vous parlais, étaient Pascal et Fermat. Cest
une grande découverte de constater certaines propriétés d’invariance de la
vérité, mais & vrai dire, cette correspondance traitait d’une découverte plutot
technique, du calcul des probabilités, ou Pascal et Fermat venaient de faire
leurs premiers pas. Pascal fut I'interpréte de ce sentiment de surprise extréme
que chaque mathématicien a éprouvé maintes fois quand deux méthodes
conduisaient au méme résultat, quand deux mathématiciens développaient
indépendamment des idées équivalentes.

La correspondance tournait autour de deux problémes dont on dit qu’ils
avaient €té posés par le fameux Chevalier de Méré. Ce joueur savait — peut-
€tre c’était une vieille expérience — qu’il était favorable de parier sur I’appa-
rition d’au moins un six en quatre coups de dé et il se sentit dupé quand
avec deux dés il apparut défavorable de parier sur au moins un six double
dans 24 coups. En effet c’était un résultat étrange. Avec deux dés il y a six
fois le nombre de possibilités qu’avec un seul et par conséquent si un seul
dé demande une série de quatre pour un pari paritaire, elle devrait six fois
quatre avec deux dés. C’est simple comme bonjour, d’apreés la régle de trois.
Le calcul effectif des probabilités montrait que la probabilité d’un six au
moins en quatre coups avec un seul dé, est de 1—(2)*~0.516, celle d’un six
double au moins en 24 coups avec deux dés est de 1 —(3£)%*~0.491, ce que
de Méré appela un scandale. L’autre probléme du Chevalier de Méré était
celui “des partis”. Deux joueurs ont contracté une série de jeux; la proba-
bilité¢ de gagner un seul est un demi pour chacun des joueurs; celui qui
accumulerait le premier cinq jeux gagnés, recevrait la mise en jeu. Par force
majeure la série doit &tre interrompue au moment ot 4 a gagné quatre et B
trois jeux. La question se pose de partager la mise. Les uns proposaient le
partage de 4:3 pour A contre B, les autres insistaient sur (5—3):(5—4). En
supposant la série continuée, Pascal montra que les chances de 4 et de B
d’aboutir & 5 jeux étaient de 3:1, et C’est alors la proportion juste d’aprés
la mise doit étre partagée. Une autre fois la régle de trois a échoué.

Jaime cette histoire parce qu’elle jette une lumiére éclatante sur le grand
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probléme de ’enseignement mathématique. De Méré et ses camarades de la
table de jeu qui appliquaient la mathématique aux jeux, étaient sans doute
des gens bien instruits. Ils connaissaient le calcul arithmétique et la régle de
trois, et il est bien naturel qu’ils appliquaient ce qu’ils avaient appris. On
sait bien qu’il y a des cas ou, au lieu de la régle de trois directe, on doit se
servir de sa version inverse, mais en somme c’est toujours, pour ainsi dire,
une fonction linéaire. Méme aujourd’hui le physicien qui doit expliquer
théoriquement une fonction empirique, commencerait avec la supposition
qu’elle soit linéaire, ce qui en bien des cas sera approximativement vrai.
Dans le cas des deux dés ’extrapolation linéaire est méme trés bonne, mais
la déviation, quelque faible qu’elle soit, suffisait pour que de Méré perdit
sont argent. Il faisait 'erreur de se fier aux mathématiques faites qu’il avait
apprises; s’il en avait appris moins, il se serait fié aux mathématiques a
faire, c’est-a-dire au bon sens. Voila le grand probléme de I’enseignement
mathématique: d’unir les forces de la mathématique faite qu'on apprend,
et de la mathématique  faire qu’on doit créer lui-méme.

Je continue en anglais.

In fact I think this has been and still is the big problem of mathematical
education. Mathematics involves general principles and universal techniques.
Teachers like teaching techniques, because students like learning techniques,
trustworthy techniques that never fail. Techniques are necessary as a means
of mastering nature and society, but techniques are also dangerous if their
validity is overestimated. Nobody can teach and nobody can learn enough
prefabricated mathematics to meet all possible mathematizable situations.
Moreover a mathematical subject that has reached the state of a technique,
can with more efficiency be handled by machines than by man.

Mathematics is more than a technique. Learning mathematics is acquiring
an attitude of mathematical behaviour. Mathematics was granted a place
in education because educators valued it as a whetstone of wit, as powerful
as Latin or even more powerful. Meanwhile mathematics has become an
indispensable tool in our civilization. Mathematicians are inclined to teach
mathematics as an aim in itself because they know and cultivate mathe-
matics as such. But as soon as they look around they will notice that mathe-
matics as an aim in itself counts for a very small minority only. For all
others mathematics is important enough to play a part in their education.
Mathematics should be taught to be fully integrated by the learner, which
means that he should enjoy it and know how to use it if need be. Mathe-
matics should not be taught as an aim in itself but with a view to its edu-
cational consequences. Mathematics should not be taught to fit a minority,
but to everybody, and they should learn, not only mathematics but also
what to do with mathematics. This does not mean teaching applied mathe-
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matics, but rather creating an attitude, the attitude of discovering mathe-
matics whereever it applies.

Il n’est pas douteux que de toutes les branches de I’éducation, la mathé-
matique marche en téte du renouvellement. Ce fut d’abord une réforme des
programmes. On découvrit que Ienseignement ne devait pas ignorer les
grands principes que la mathématique avait développés pendant un siécle.
Bientdt la discussion se déplaga aux méthodes. On découvrit que les nou-
veaux programmes demandaient et favorisaient de nouvelles méthodes didac-
tiques. On apprit qu’il faut subordonner le programme et la méthode au but
général de I’éducation mathématique et intégrer I'’éducation mathématique
a I’éducation générale. On s’attacha a la rééducation des maitres qui doivent
enseigner cette nouvelle mathématique avec de nouvelles méthodes, les yeux
fixés sur des buts nouveaux dans une société se renouvelante.

Vous vous &tes réunis au premier Congrés International de I’Enseigne-
ment Mathématique, mais depuis le début de ce siécle la CIEM a exercé une
activité internationale et comme la mathématique méme le mouvement ré-
cent de renouvellement de ’enseignement n’a pas connu de frontiéres. La
mathématique fut la premiére science de ’humanité et elle est devenue la
premiere dans l'histoire de beaucoup de nations nouvelles. Il y a alors des
mathématiciens presque partout ou vivent des hommes. C’est notre tiche
de les aider a faire des recherches et a élever de jeunes mathématiciens.

Evidemment la vérité est la méme & Toulouse et & Paris. Mais le monde
s’est élargi. On peut substituer a ces deux cités frangaises quelqu’autre paire
d’endroits du globe terrestre. Ou ne serais-je pas plus actuel, si je parlais
de la vérité qui est la méme sur la Terre et la Lune? Quand-méme j’ai insisté
a Paris et Toulouse, cités d’un pays qui depuis des siécles a contribué non
seulement a la mathématique, mais aussi a la culture de son enseignement.
Pour le passé il suffit de rappeler le nom de Clairaut, grand pédagogue de la
géométrie et premier renovateur depuis ’antiquité. Pour le présent chaque
mathématicien sait dans quelle mesure I’école mathématique frangaise a
contribué a donner a la mathématique cette forme ol elle peut &tre enseignée
a plus de monde que jamais, a tout le monde, et chaque homme actif dans
I’enseignement mathématique connait les noms de ses collégues frangais qui
se sont battus en premiere ligne pour les idéaux du renouvellement.

Par droit de primogéniture la France était destinée de loger ce Premier
Congrés International de I’Enseignement Mathématique. Nous sommes
heureux que nos collégues frangais aient voulu se charger de cette tiche
lourde, mais pleine de promesse. Je vous assure que ce n’était pas une siné-
cure d’organiser ce congres.

By coming to this place in such a large number you have proved that mathe-
matical education is a big thing. I am sure this congress will prove that it is
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a great thing, too. On behalf of those who have worked hard to make this
congress a success I welcome you and I invite you to use this week of scientific
and social events as a great opportunity to exchange experiences and ideas,
to meet people from nearby and far away, and to enjoy all good things this
country and this city can offer you.



BENT CHRISTIANSEN

INDUCTION AND DEDUCTION IN THE
LEARNING OF MATHEMATICS
AND IN MATHEMATICAL INSTRUCTION

I. INTRODUCTION

I appreciate very much having been invited to give an address to this first
international congress. I hope that my remarks — being of a rather general
nature — may have the interest of the audience.

It is my belief that the very necessary changes in the millions of class-
rooms with regard to the approach to mathematical education will not take
place unless we explain ourselves at many levels of language. At one level
we will have to convince the students at universities and training colleges
of the necessity of using new means. At other levels of communication, we
will have to motivate for debate the participants in the in-service training,
the students in the schools and certainly also the parents and the authorities.
While the research increases with regard to mathematical teaching, thereby
providing sharper and stronger answers to important educational problems,
it is thus in my opinion — for implementation purposes — still necessary to
discuss in a general way the philosophy of mathematical education.

II. THE PREPARATION OF THE USE OF THE AXIOMATIC METHOD

Let me begin my address by stating a view on mathematics in the following
way:

The foremost goal of mathematics on scientific level is the study of struc-
tures.

The most important means for the attainment of this goal is the axiomatic
method.

If this is accepted — and I think general acceptance is at hand among
mathematicians — what are then the consequences for school teaching? My
own answer is, that even if the use of the deductive method has been domi-
nant in all teaching of mathematics up to our days, and even if deduction
is an indispensable part of any axiomatic development, then the relevant
preparation of the use of the axiomatic method — on any level of school
teaching — consists in an application of the inductive approach to a degree
that goes far beyond what is at present customary [1].

It is to-day generally accepted that the speed with which our knowledge
is increased implies that one of the foremost aims of any teaching is to
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enable students to gain further knowledge on their own, or — put in another
way — it is an all important goal for education in school in general to teach
students how to learn [2]. The meeting of this goal will strongly influence the
whole organization of the teaching of mathematics. Its obtainment will in
my opinion through all grades in school make the use of the inductive ap-
proach indispensable.

III. DEVELOPMENT OF LEARNING ABILITY

When we agree that it is a most important task of the teacher to give the
individual student the best possible conditions for developing learning ability
we will have to promote certain views and attitudes and certain working
methods in the student himself. In order to establish such views and attitudes
in the individual student special measures must certainly be taken with
regard to the planning of the whole teaching situation. Thus, if we — for the
sake of the argument — accept both the inductive approach and the deductive
method as important means for the student himself in his learning of mathe-
matics, then it becomes conclusive in what way these two themes are pre-
sented by the teacher in the mathematical instruction.

In the preceding remarks I have loosely pointed to the interrelationship
between the general question of goals and means in the teaching of mathe-
matics and the four themes of this address: The inductive approach, the
deductive method, the mathematical instruction, and the learning of mathe-
matics. I shall now try to characterize each of these themes individually:

IV. THE INDUCTIVE APPROACH

The inductive approach [3] is for me a special working method applicable by
any human being trying to obtain cognition with regard to any field of know-
ledge. The situation in which the inductive approach is used may be a nar-
row one, as is the case if the person is occupied with some clearly specified
problem in some specified context, or the situation may be wide, as is the
case if the person is occupied with a complex of unspecified and vaguely
stated problems without any known connection to well established fields of
knowledge for the person in question. The characteristics of the inductive
approach may now be stated in the following schematic way:

(1) The person engage himself in experiments with or within the situation
at hand. The experiments may be concerned with objects of a physical
nature or with objects created by the mind as concepts, structures or whole
theories. Further the experiments may be of a trial-and-error type, or they may
from the start (or at least nearly so) be carried out after some system or plan.
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(2) During the experimentation the person observes the result of each
experiment. In some cases no conscious recording is made of the obser-
vations, but all the same a transfer is taking place from the basic (and often
perceptual) level of the experiments to some higher and clearly conceptual
level. In other cases the observations are recorded in the memory, and in
still other cases a conscious recording takes place by use of tables or reports;
also in these cases the observations give rise to conceptual activity.

(3) The observations — and the thought-processes in connection with the
observations — may now give rise to an awareness of (or even a formulation
of) some hypothesis regarding the situation. The person guesses about the
problem in consideration. In many cases the hypothesis has the form of a
generalization including all the examples observed as special cases.

(4) Further experiments may now be carried out in order to test the
hypothesis. For instance it could be observed if necessary consequences of
the premisses are fulfilled under the hypothesis, or it may be observed if a
generalization covers the result in new special cases.

(5 A deductive framework is sought, inside which a proof may be given
of the hypothesis. Such a proof may be given in some axiomatic theory
having a model (practical or theoretical) comprising the original problem.

In short, the inductive approach (in one of its forms) may be characterized
in the following four steps: (1) Experimentation. (2) Observation. (3) Form-
ing of a hypothesis. (4) Further experimentation in order to test the hy-
pothesis.

The deductive reasoning described in (5) above does not belong to the
inductive approach. However, it should be observed that the inductive ap-
proach forms a strong motivation for a subsequent use of deduction with
regard to verification (or falsification) of the hypothesis (relative to some
mathematical model).

V. THE DEDUCTIVE METHOD

The use of the deductive method could be passed by at this occasion on the
ground that the theme is well-known by this audience. However, let me give
a few comments: First, let us regard the concept of proof in some formal
axiomatic theory. A formula “7” may in such a setting be recognized as
proved, if and only if a column of strings (of symbols of the theory) may be
established such that each string is a formula of the theory, and such that
the formula “T™ is the last line in the column, while each other line is either
an axiom of the theory or a consequence of one or more preceding lines (by
rules of inference belonging to the axiomatic theory). Now, clearly, this idea
of deduction is very far apart from the deduction belonging to the field of
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elementary mathematics as treated in schools to-day. What do we mean by
the deductive method, if we argue that this method should be used in the
teaching of mathematics at secondary level?

During the primary school the child collects lots of experiences with regard
to the nature of its surroundings. On a perceptual basis of reference con-
cepts are formed and conceptual processes are started regarding predicates
which shall later become a part of mathematics, even if at that later stage
the cognition will have been carried much further, and the “nature” of the
objects of space and of intellect much changed. This whole phase is clearly
governed by the inductive approach, even if this is not always recognized
and, therefore, not sufficiently taken into account in the planning of the
education in schools. In these years the child especially acquires a large
amount of knowledge about numbers and operations on numbers and also
about geometric concepts. The knowledge is “stored” as general statements
(of the form: “Vx € E:P(x)”) which are accepted as true mostly by generali-
zation from observation of examples. If the mathematics curriculum was
more extensive the experiences and the acquired knowledge would also com-
prise elements of probability theory, or regarding algebraic structures or
topology.

When “explanations” are given in later grades of the primary school, and
in the early grades of secondary school, they mostly consists of references
to such statements accepted by the child to be generally true. Also arguments
are given in order to demonstrate that a statement “Q” is true in all cases
where (for instance) two statements “P,” and “P,” are both true. Again,
such arguments may consist of references to “facts” known from earlier
stages; but furthermore statements are often used as being true without any
reference to background knowledge. That this is the case you may realize
by thinking through how the traditional proof is given for a theorem such
as “The opposite sides in any parallelogram are of equal length”.

However, we should not show any respect for such reasoning. If a student
is motivated to follow the argumentation — or better to give his own argu-
ments — his cognition of the “objects” under consideration may become
deeper and broader, and links may be formed among general statements of
different nature. If we do not accept the “intuitive arguments™ at the inter-
mediate level we run a serious risk of turning out students about whom it
might at later stages be said: “They have no intuition at all! Why can’t they
see this — it’s so obvious!” At the intuitive level we shall not in all cases feel
obliged to prove things to be true. Often it is really our primary object to
convince students by very informal arguments that something has to happen
in all situations of a certain type. Also, we should recognize that the informal
arguments have important features common with the deductive method
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as used at later stages, for instance in connection with an axiomatic
theory.

Just as other fields of elementary mathematics has been reoriented in the
last decades, such that the whole presentation has become “saner”, it is
possible to give students at the primary level (and certainly at the inter-
mediate level) manifold occasions to follow shorter arguments, where the
similarity to proving on later levels is quite clear. One topic to be mentioned
in this connection is the solution of open statements. Moreover, in connec-
tion with problem solving (still utilizing the inductive approach) it will over
and over be the case that the learner thinks analytically: “If I had a solution,
then this would also be the case. Hence, the only possible solution is ...” Or:
“I cannot use this as a solution, because then I would have that, which would
not be true under the conditions given.” This means that one of the most
important features of deductive reasoning becomes thoroughly familiar to
the student. On such grounds the first steps may be taken for a proper treat-
ment of elements of logic including dealing with truthfunctions, equivalences,
and also some few rules of deduction [4].

VI. THE MATHEMATICAL INSTRUCTION

The mathematical instruction covers for me a more narrow field than the
teaching of mathematics. The latter comprises all kinds of activities by which
the teacher tries to impart information and attitudes to the learner. The
former is more directly concerned with the furnishing of necessary infor-
mation and skills. In the traditional setting the teacher’s role as instructor
was rather prominent. The presentation of the subject-matter, the explana-
tion of difficult points, the indoctrination of modes of speaking and writing,
the preparation of exercises etc. belonged in many cases to the most impor-
tant tasks of the teacher, and they were performed normally for the whole
class at a time. To-day, however, these phases of the teacher’s job are of
decreasing importance. More and more weight is placed upon the teacher’s
ability to inspire the students to personal activity or to create informal dis-
cussions about mathematical situations in the classroom. All the same, when
asking for means to the attainment of goals for the teaching of mathematics
it is still relevant to point out such measures that may be taken in connection
with the mathematical instruction.

VII. THE LEARNING OF MATHEMATICS

Finally a few comments on the learning of mathematics: It has already im-
plicitly been stated that one thing is the view on the organization of the
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teaching of mathematics to a class of students as seen from the teacher, and
quite another thing is the situation in the classroom as seen from the indi-
vidual learner. In order to ensure that learning of mathematics can take place
special measures must be taken by the teacher, such that each student ac-
quires working methods by which he is able to enlarge his knowledge of
mathematics independent of the teacher. The motivation of students to
personal activity with mathematical situations becomes highly important,
while reproduction of definitions and proofs of theorems (all important in
connection with the traditional mathematical instruction) may be without
much value.

VIII. GENERAL GOALS FOR THE TEACHING OF MATHEMATICS

I shall now — in order to have a proper setting for my discussion of the rdle
of the inductive approach and the deductive method — give an outline of
goals of the teaching of mathematics which are in my opinion relevant with
regard to our own time. I shall start by stating the primary aims in a most
general way as a two-fold aim, which in its first part (a) takes into consid-
eration the need of the individual, and in its second part (b) the need of
society [5]:

(a) An adequate contribution to the preparation of the individual student
for his own life taken in narrow sense.

(b) An adequate contribution to the preparation of the individual student
for subsequent education taken in broader sense.

I remark at once that obviously extensive fields are common to (a) and
(b), and further, that this two-fold aim in my opinion could be adopted by
any school subject whatever.

In accordance with (a) the teaching of mathematics to-day must be or-
ganized in such a way that the individual can have easy access to such phases
of mathematics that can give him personal satisfaction or enrichment; and
moreover — in accordance with (b) — in such a way that he is best possibly
prepared to gain further knowledge. Thus the need of society for categories
of persons having special training is obviously taken into account under the
heading (b).

IX. PRIMARY GOALS AND SECONDARY GOALS

Asking for the means to the attainment of the two-fold aim I arrive at several
derived aims, still of a general nature. In Table I I have listed the primary
goals (a) and (b) in a more extensive version, and then several secondary (or
derived) goals. Each of these goals may now be regarded as a goal in its
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own right for the teaching of mathematics, but it has been set down as a
means of obtaining the goals (a) and (b). Clearly, the derived goals have
also extensive common ground, and - therefore — in many cases the work
for fulfilment of one of these goals will also serve towards the fulfilment of
one or more of the others.

X. THE HIERARCHY OF GOALS

The outline shows that the goals form a hierarchy. This would become still
more obvious if we now did proceed by asking what means could serve to
the obtainment of the derived aims. We would then be brought into contact
with special mathematical topics, and we would have to make a choice of
mathematical procedures and pedagogical methods permitting the attain-
ment of the goals.

If we, for instance, want to give students at the intermediate level under-
standing of mathematics, we have to ask for unifying concepts and structures.
Hence we end by advocating the use of the language of sets, relations, and
functions, as well as the use of structures like groups and vector spaces. If
we want to give joy and insight into the aesthetic values of mathematics we
end (presumably) by advocating the use of the inductive method. Wanting
to show mathematics as an open field leads to the necessity of leaving some
topics open for further discussion, and indicates that it is poor pedagogy to
“deliver” all mathematics considered in nice finished packets. Wanting to
show the special réle of language, as well as wanting to teach how to read
mathematics, calls for a treatment of some parts of logic, but also rises the
need of pedagogical means that can motivate young children to personal
activity with mathematical text-material. Having as a goal that students
may be able to communicate in and about mathematics most certainly calls
for new pedagogical approaches. The need of understanding the réle of the
deductive method calls for knowledge of other parts of logic. The need of
showing how to apply mathematics calls for knowledge of numbers and
operation on numbers, knowledge of geometry, of analysis, of statistics,
etc. etc., and ultimately for insight into the axiomatic method.

XI. THE SUBJECTIVE NATURE OF THE DIDACTICAL DISCUSSION

In the preceding part of my address I have made general comments on the
didactics of mathematics, that is on the relation between goals for the teach-
ing of mathematics and means that might be used to the attainment of these
goals. I should like to stress that my remarks have been of a very personal
nature. Obviously most comments on the goals of the teaching of mathe-



INDUCTION AND DEDUCTION 15

matics in general must be of a subjective nature. One person may state what
he finds to be the most important general goals of the teaching of mathe-
matics. Furthermore this person may point out what are — in his opinion —
the relevant means for the attainment of such goals. He may then write his
own textbook in accordance with the views stated, and he may develop such
teaching materials that can be used for the approaches to the various topics
in his curriculum. In my opinion there exists no collection of goals that can —
in relation to a general teaching situation — be called objectively the proper
goals, and no means that can — at the present state of the research in the
field of the didactics of mathematics — be said objectively to be the most
relevant means. It has been argued that mathematics of to-day comprises
some all important topics and some indispensable structures that should
certainly be a part of any modern curriculum for school teaching. There
again I disagree. An association of teachers, an experimental project, a
group of influential mathematicians can each state what is regarded as
the goals and the proper means. Still, such views are of a subjective
nature.

It could in this light be asked if the didactical discussion is of any impor-
tance. The answer is obviously affirmative. At any time “one” can through
arguments and discussions arrive at a collection of goals and means that
can be agreed upon by a majority of mathematicians and mathematics
teachers — or at least by a substantial number of such persons. If such goals
are accepted by the authorities and laid down as rules or laws (hopefully
not in a too strict manner) they become extremely important for the develop-
ment of the practical teaching.

XII. CATEGORIES OF DERIVED GOALS

It is seen that the recognition of the value of the inductive approach and the
appreciation of the deductive method are mentioned in my outline as sec-
ondary goals, and thereby — following my model — also as means to the
attainment of other goals. The derived goals are grouped in a special way
in Table I. In the first line I have listed goals which are closely connected to
the question: What is mathematics? The working for such goals may
transfer to students certain views and attitudes with regard to the nature
and role of mathematics. In the second line I have listed goals that are re-
lated to the working methods of the learner himself. Finally, in the third
line T have listed goals of a certain “objective” type concerning rather factual
matters. It should be emphasized, however, that the goals are closely inter-
related, and that the order of presentation is not meant to be fixed or to
indicate any evaluation of the goals.
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XIII. MATHEMATICS AND THE PHILOSOPHY OF SCIENCE

From the early history there has been a very close connection between
mathematics and the philosophy of science. May I recommend that we as
mathematicians and mathematics teachers in the school of our time take
the responsibility to change the teaching of mathematics in such a way that
the epistemological aspects are emphasized [6]. Looking at my hierarchy
of goals I would accordingly recommend that all teaching of mathematics
should be given under the main view that mathematics is a means of de-
scription of practical situations, or of our thoughts about such situations,
as well as of our thought-processes in general. In this you will see my own
answer to the question: What is mathematics? I regard mathematics as a
kind of language. It is built by use of terms (including variables), predicates,
and quantifiers. It contains as larger parts the various axiomatic structures
as for instance groups, rings, fields, topological spaces, metric spaces, vector
spaces, etc. etc. I accept that this language, mathematics, in a very few persons
may have its own life. I accept that there might be some few mathematicians
for whom the activities with the formal axiomatic theories are interesting
and important. However, I feel absolutely confident that for nearly all
mathematicians the excitement of the work with mathematics is in some way
or other connected with the interrelation between some observed data and
the mathematical language, or with the interrelationship between some parts
of this language (for instance between various mathematical structures).

XIV. WHAT IS MATHEMATICS?

It is obvious that my formulation of the goals in the outline (Table I) is
strongly influenced by my answer to the question: What is mathematics?
Clearly the way a person regards mathematics will influence his selection of
goals and later of means. Really a discussion of the nature of mathematics
should precede in some way the didactical discussion of the goals or be a
part of this discussion. Even if a discussion of the question posed cannot
lead to any final clarification, I am sure that it will be valuable. If a teacher
of mathematics has the view that mathematics is a collection of (axiomatic)
structures, then his whole teaching may be influenced by this view. Such a
teacher may have accepted several goals as important, but when he is trying
to obtain these goals through his teaching he will — due to his view on the
nature of mathematics — try to draw the students’ interest towards the struc-
tures, towards the theories treated. If such a teacher has accepted as
a goal that students should be able to describe daily life situations by
means of the mathematical language, he may still feel that the “proper”
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thing does not start until you have arrived inside his mathematics.

Now let us on the other hand regard a teacher having the idea that mathe-
matics shows itself only in connection with practical situations. Such a
teacher may try to give access to various mathematical structures, but in the
presentation of such structures he may over and over again emphasize the
importance in relation to daily life, and he may come out with a mathe-
matics teaching where mathematics theories as such are never regarded
because the whole field treated reveals itself to the students as a mixture of
practical situations and mathematical terminology, a mixture of experi-
ments and thought-processes about these experiments.

My own view is — as already implicitly stated — between the two views I
have just tried to call to your attention: I am convinced that learning of
mathematics will not take place unless the student is motivated for this
learning. Hence, as I want to show mathematics as a means of description,
it becomes essential that the students themselves feel absorbed by the use of
mathematical concepts for description purposes. Further, in our cognition
of space and life the possibility of making predictions — for instance with
regard to future events of the most varied types — is of tremendous impor-
tance. Thus it becomes necessary to develop the mathematical language to
such a degree that the concept of an axiomatic theory is included in this
language. Not until this concept is thoroughly comprehended and appre-
ciated by the learner can he have true insight into the nature and role of
mathematics in our time. Hence, I have to ask for a mathematics teaching
motivating children to take personal part in the development of the mathe-
matical language from the basic concepts, met in the first years of life, up
to examples of axiomatic theories, as they may be expanded at the secondary
level.

XV. THE EPISTEMOLOGICAL ASPECTS IN THE LEARNING
OF MATHEMATICS

We do not need to look far for the necessary motivation: From the first
year of life the child enters into engagement with its surroundings, and the
growth of cognition is started. For a majority of humanity a deepening of
the cognition takes place as a more or less continuous process through the
larger part of the life span. In our attempt to obtain cognition of any object
(of physical or intellectual nature) the object changes. You look at a thing
and get a first impression of its nature. You touch the thing, and your whole
view may change. You study the thing further and you put your observations
in relationship to knowledge earlier acquired, and your conception of the
thing — and thereby the thing itself — again changes. If you describe the thing
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by a language having its own structure, you interfere once again with the
cognition of the thing. The description may not fit properly with all obser-
vations. Then you often start two processes: on the one hand you try to
adapt your choice of description, on the other hand you study the thing
further — in order to see if all observations were proper — and the thing again
is recognized in a broader or deeper way than before the formulation of the
description, that was not quite satisfying.

I have tried to call to your attention a very general theme from epistemo-
logy. However, it is my belief that we should take advantage of the deep
impulse in the young child and student to penetrate into the unknown, to
classify where there are yet no classes, to see inclusions where they are not
yet pointed out, to find relations between objects under consideration, to
clarify actions of one object upon other objects, etc. etc. Therefore, in
schools mathematics should reveal itself to the students through the process
of description. To this process belong: (1) preliminary discussions on suitable
levels of precision of the domain to be described (and this domain may
naturally itself be of conceptual type), (2) establishing of correspondences
from the domain under consideration to already known fields of mathe-
matical concepts and structures, (3) further study of the original domain in
order to verify if the description was satisfactory, and (4) certainly also the
further theoretical study of mathematical structures in order to find better
means for the description.

XVI. ON THE USE OF “PRACTICAL SITUATIONS” IN THE
TEACHING OF MATHEMATICS

The view, which I have here advocated, on the way of presentation of mathe-
matics in schools does not mean an acceptance of the view that mathematics
only shows itself in connection with practical situations. Neither is it an
acceptance of the view that mathematics is a collection of structures. My
opinion is in between these two views. First, let me state that (at least from
the secondary level) the objects for description will often be of a conceptual
nature. For instance we could engage ourselves in a feasible description of
the rational numbers and the operations on these numbers, or we could
try to describe the interrelationships between the distance-preserving map-
pings of the plane onto itself. Next, let me emphasize that considerations
on conceptual levels, or — I could say — cognitive processes in general, are
closely related to those domains of a perceptual nature that have formed
the base of reference for the abstraction of the concepts under consideration.
The most fatal mistake in mathematics teaching is the building of secondary
and higher concepts on primary concepts, for which there has been given
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none or next to none base of reference. In the teaching of children and
young students we must keep in mind that their cognition is not like ours.
They have not had our experiences, they do not have our bases of reference.
Where we may take a few steps back from one conceptual level to another
in order to get proper grounds for our “understanding” and “thinking”,
they may have to use a level of even more basic nature. Hence, the prepa-
ration of the use of the axiomatic method, which also I advocate most
strongly, must be made carefully through adolescence. The use of undefined
or primitive objects and of axioms in the building of an axiomatic theory
does not solve our problem. The primitive objects may be sets, sets of sets,
relations, functions; in that case the bases of reference for these concepts
certainly go far beyond the conceptual level, and hence, we are nof in a
purely theoretical phase. And as soon as we start interpretation of our axio-
matic theory the need of bases of reference on various levels is obvious.

XVII. SITUATIONS FOR DESCRIPTION MUST BE PROPERLY EXPLORED

If we agree to present mathematics to children as a means of description of
situations, we have the obligation to create these situations properly. Only
if this is done mathematics may be experienced to be the process of descrip-
tion. This process can give rise to joyful situations, and it can reveal aesthetic
values. When the situation for description is perceived really all tools are
allowed. One should encourage children to experiment in the base of refer-
ence. One should create domains of perceptual nature on which the primitive
concepts can be abstracted. Then the description takes place, but during
the description one sees together with the children, that it is not working
properly. Hence you have to develop your mathematical language further;
but maybe you also have to look closer at the thing you are describing. Such
a feed-back process could easily give rise to a mixture of objects for descrip-
tion and means of description, against which I have warned earlier. If, how-
ever, you are aware of a difficulty or a danger, you are able to counteract it.
In our case we shall in school discuss openly with the children the two do-
mains, which we — as mathematicians — want to separate. The child (and
certainly the student in secondary school) will be able to make the separa-
tion. In many cases the description by means of mathematical concepts or
structures will be regarded definitely as an image (a model) of the domain
for description. Moreover, a choice is often made between various possible
descriptions, and thereby it becomes even clearer, that our philosophy is
that things do not have some fixed existence, but that we try to choose
some description of them, suitable for some definite purpose, which by the
way varies from situation to situation.
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XVII. ON THE FORMATION OF PRIMARY AND SECONDARY CONCEPTS

As it is well known, Z. P. Dienes has in a number of books and articles
advocated that the formation of new concepts is promoted by experiences
gained in rather involved situations [7]. He argues that by making the learning
situation very clear and very easy in the sense that only the core of the sub-
ject matter is presented, we will not succeed in having established in the
learner a concept that can be used properly in future complicated situations.

I agree with Dienes in this view on the formation of primary concepts,
and also in the importance of having for smaller children concrete materials
and situations as base of reference for these concepts. When the question is
about the formation of secondary and higher concepts in the age group
11-up I believe, however, that this to a large extent is possible by using the
language and the primary concepts in the way that is so well-known from
traditional textbooks. It must be admitted that we have to-day arrived to a
development of mathematics penetrating the whole society. We could not
on this ground maintain that the earlier teaching of mathematics was a
total failure. Certainly not. At least mathematicians and mathematics tea-
chers have been able to pick up so much mathematics that this development
of our time could take place. But what I am interested in is really not the
part of the humanity that becomes mathematicians or mathematics teachers.
I am interested in the huge majority of people who, all over the world, are
exposed to mathematics teaching. There I hold the view that our subject
in the large majority of cases has not given proper value for the very large
amount of time spent on the teaching of mathematics.

Now, obviously, it is impossible to cover the large field of necessary mathe-
matical knowledge in such a way that subsequent learning can take place
on reasonable common ground, if we do not in many ways continue the
usual method of building mathematics in the schools. We do not have at
disposal any well described alternative. Hence we must in years to come in
most countries make extended use of instruction for a whole class, and this
instruction will rest on textbooks where subject-matter is developed.

Thus it becomes essential to improve the means of communication be-
tween the students and the teacher as well as the ability of the students to
gain knowledge from written expositions. Here again we may turn to the
idea of letting the epistemological aspects of mathematics be clearly recog-
nized. Such a recognition is possible only if the individual learner makes
extensive use of the inductive approach.

While experimenting use of languages of various types and at various
levels of precision takes place. When making basic abstractions you end up
by having at your disposal new concepts. Provided you have the relevant
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support from a teacher or a book you will also have enriched your mathe-
matical vocabulary by some new names and some new “open” names con-
nected to the concept. In other situations, where abstractions have taken
place, you feel that you have now at your disposal new mathematical
predicates.

When some part of some language in this way has become active for the
learner it may be used for the further development of language. That is,
secondary concepts might be formed without leaning too much on the time-
consuming inductive approach.

This clearly indicates that one should try to concentrate the use of the
inductive method around all such situations where new primary concepts
are formed.

XIX. THE PRESENT SITUATION

I shall now in this later part of my address give some comments on such
measures that may be taken in schools in the present situation in accordance
with my views. I have already expressed the opinion that it is necessary to
some extent to go on using the traditional planning of the teaching of mathe-
matics. I certainly agree that the teaching should be changed, such that the
needs of the individual student is taken much more into consideration than
has been possible under the old-fashioned instruction of the whole class.
Already to-day it is indicated by results of research in the educational field,
and by results from experimental mathematics programmes, that rather
radical changes should be made. However, such changes cannot possibly
be made quickly. For some years to come, say around 10 years, we will
have to depend mostly on teachers for whom even rather small reforms
may be felt like revolutions. I should here stress that I am thinking of the
changes in the educational approaches, not in the large and indispensable
changes in the syllabi, which are a much smaller problem. Further, we still
have to furnish lower and higher technical schools and economic schools
as well as other institutions of learning with students having such knowledge
of mathematics that the (often rather traditional) teaching at these institu-
tions can be carried on without too many problems.

Even if the reform in most countries was commenced “from the top”
the most relevant starting level for a programme using the inductive approach
extensively is the kindergarten or the first years in primary schools. The
reports from the Nuffield Project, and from several other experimental pro-
jects expanded at this level, indicate the tremendous impact on views and
attitudes following arrangements of learning situations, where experimenta-
tion and mathematical description are combined from the start.

Seen as a preparation for secondary school teaching it might be felt like
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a serious problem at the present stage if students did not enter secondary
school with a uniform foundation in the subject-matter. I believe that this
danger is much overestimated. However, I shall not enter into a discussion
of this theme but make my further remarks on the planning of the mathe-
matics teaching at the early secondary level, and I shall in that connection
mainly think of such cases where the students have met a rather traditional
teaching in the primary school. Such cases will for many years, in many
countries, be dominant.

As the students did not use the inductive approach in the previous years
it is necessary to give them occasions for the formation of concepts and for
the acquisition of terminology, which they are really supposed to utilize
from the start. Now the stage of intellectual development for the age group
11-13 makes a revision of formerly acquired experiences optimal at the start
of secondary school. Using a higher level of precision than in the earlier
years the fundamental mathematical concepts and structures are brought to
new and deeper recognition. In all presentations of the mathematical topics
care is taken to motivate the students for personal activities with introductory
material. Through examples, exercises, and rather easy problems the core of
the matter at hand is brought to the attention of the individual learner.
This material of examples, exercises, and problems is chosen such that
experimentation must be commenced by each student on his own, and then
carried on through observations to the possible formation of a hypothesis
according to the abilities and the attitudes of the learner. Especially, all
definitions are prepared inductively in this way. In most cases a definition
states the use of special names for concepts. Hence, it is crucial to have —
inside the learner — the awareness of the “object” to be named previous to
this naming.

XX. THE SPIRAL APPROACH IS ESSENTIAL

In many cases new bases of reference are created — at this age level — in the
learner regarding domains where he was not earlier allowed to dwell long
enough before being induced to learn by heart names, terminology, and sche-
mes for type-solutions. Therefore, the spiral approach — well-known from
traditional mathematics —is very well suited for the presentation of the subject
matter. Also, this approach goes very well in hand with the use of the in-
ductive approach on the one hand, and a systematic development of the
curriculum on the other hand. What concerns the situations used as ground
for the inductive work, I should not in any way feel it necessary that great
weight is placed upon the practical situations. It is much more important
that the base of reference created belongs to some domain where the learner
has already wide experiences. Often it is important that this base includes
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some field of objects that can be “handled” in some way. Again this need
not mean (with larger children) that the objects are of physical nature. For
instance, many types of graphical representations serve as very good grounds
for abstraction purposes. This counts for an ordinary sketch of some object,
and for symbolic diagrams as the Venn diagram, the arrow diagrams, or a
tree-diagram. But also the handling of some mathematical symbols can be
the medium, through which understanding is obtained. For instance, the
learner may be so well acquainted with the use of the set builder that looking
upon this symbol (with the various expressions belonging to it) may serve
as a rather “concrete” base of reference for students at the secondary level.

XXI. EXPERIENCES FROM DENMARK

An approach as described above may be used in courses at the early seconda-
ry level in connection with a rather traditional planning of the mathematical
instruction. This we have seen in Denmark, where in the years 1962-67
experimental teaching was carried out in the grades 6 and 7. The largest
group subjected to this experimental teaching was formed by 65 classes,
each averaging 25 students, who were taught through the 6th and 7th grade
in the years 1965-67. The teaching was organised clearly with the mathe-
matical instructor as being of main importance. Extensive textbooks were
written, following the principles just described. In the books a rather broad
text was presented in order to motivate the students for the work with each
topic in the curriculum. In this text were inserted examples (where problems
presented were solved in detail), exercises (easily comprehensible) giving rise
to inductive work, and problems of very varying degree of difficulty. A
special feature should here be mentioned. After each preparation of some
definition, made by careful use of the inductive approach, the definition
itself was stated in a rather precise mathematical language. Generally, after
passages where the student was motivated for personal work with ideas,
the text contained other passages on a level of precision much higher than
usual for the age group. Meetings were often arranged for the teachers, and
also contact was established with and between the participants through
mimeographed news sheets. Strong recommendations were given from the
organizers (The Nordic Committee on the Modernization of Mathematics
in co-operation with the Department of Mathematics at the Royal Danish
School of Educational Studies) to ensure that the instructor should not
lecture the text for the class. His rdle should be to inspire the students to
work with the textbook on their own. The teacher was supposed to solve
this task by explaining for the pupils at suitable occasions about the topics
- using his own words and giving his own examples. Such “lecture-periods”
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should be of short duration, and the teacher should wellcome interruption
from students. Moreover he should, as often as possible, induce the students
to engage in discussions about the subject-matter, or about the way of
solving a posed problem. At such occasions he should take care that ques-
tions of the role and nature of mathematics were brought to the attention
of the students. For instance the teacher should use as topics for discussion
the formulations of passages in the book, and especially the choice of formu-
lations of definitions or theorems. The experimental teaching here men-
tioned was only carried through with the object of getting informal reports
from the teachers on the experiences collected in connection with the rather
extensive change of curriculum and of educational approach. The reports
were generally optimistic, and especially so with regard to the ability of the
young students to work with the textbook on their own.

What is now the rdle of deduction in such a text [8]? Naturally, treating
the solution of open statements gives an opportunity to make a good deal
of work around the use of the implication and the biimplication. This calls
for some formal treatment of elements of logic already in grade 6-8. De-
veloping an informal geometry gives other fine occasions for deductions of
a rather clear type, where only a few steps are necessary in each proof, and
where the premisses can be stated clearly, and the means used in the proof
pointed out. Such deductive passages in the text will be covered under
guidance of the instructor, and here I have to admit that we are very near
to the traditional approach. However, you engage before the use of the
deductive approach in the usual inductive preparations, such that students
might be motivated much better for the use of deduction than earlier. Also
I would like to remind you of the former mentioned manifold occasions,
where a student is using the analytic method in reasoning connected to the
inductive work in which he has been engaged.

Later in secondary school (grade 8-9) the preparations made around
primary concepts, and around the more elementary structures of mathe-
matics, make use of the axiomatic approach possible. Also here we have in
Denmark some experiences from later years. Thus in 1967-68 the broad-
casting and the television joined in presenting a series for grade 8 covering
some part of geometry by means of an axiomatic approach using Choquet’s
axioms. The experiences from this experimental work were in a way dis-
couraging. Even if the axiomatic treatment was carefully prepared, and from
a mathematical view contained indeed very beautiful passages, the students
hardly did estimate the work with the text.

However, it seems likely that the problems were caused by the fact that
the domain for the axiomatic description in this case was not sufficiently
“known” by the students. In Denmark informal geometry at present is not
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dealt with before grade 7, and there it is treated in a very brief form. Hence,
students in the 8th grade have had hardly any time to familiarize themselves
with the distance-preserving mapping of the practical plane onto itself, and
hence, they could not at all enjoy the classification of the isometries, which
was carried through on algebraic foundation to the delight of the teacher.
In our coming books we shall diminish the part of geometry, which we are
going to treat axiomatically, and use much more time on the “intuitive”
phase, where for instance extensive experiments will be made with practical
congruence-mappings of the plane onto itself. Furthermore we shall take
care to discuss from time to time with the students if the mathematical model
created is a “reasonable” good image of the conditions in the practical
plane, and how this model has given us knowledge of practical value not
known beforehand by the students. It goes without saying that the geometry
shall not be the only topic to be treated axiomatically in our books.

In my address I have chosen to give rather general remarks on themes
which I believe to be of high importance for the learning of mathematics.
I have felt it impossible at this occasion to show examples of the use of the
inductive approach. It seems to me that, even if I had used all my time on
showing such examples, I would not have been able to demonstrate the
value of this approach as a means to the attainment of several important
goals for the teaching of mathematics in our time.

I have during my address refrained from giving references. However, I
should like now to refer to my bibliographic notes where I have pointed to
views expressed by several outstanding mathematicians and mathematics
teachers who have made contributions on the questions I have been touching
to-day. Their expositions have enriched me, as they will — I am sure — enrich
any other in this audience.
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LOGIQUE ET ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

1. NECESSITE D’UNE FORMATION LOGIQUE

La logique et la mathématique sont étroitement liées. La compréhension
d’une théorie mathématique comme un systéme hypothético-déductif, pro-
cédant par démonstration et par définition & partir d’axiomes, demande une
connaissance active des principales notions logiques. La logique formelle
d’aujourd’hui est un chapitre de la mathématique.

1l est de tradition d’admettre que I’étude de la mathématique est une
école pratique de logique. Mais, dans I’enseignement traditionnel, cette
dernidre n’est pas, & de trés rares exceptions prés, Iobjet d’une prise de
conscience pour elle-méme.

Pour apprécier ce que peut donner cette formation implicite, il suffit, par
exemple, de poser & de jeunes universitaires, au début d’un cours de logique,
la question suivante: Etant admis pour vrai que

Si Jean aime Marie alors il lui fera un cadeau
et sachant que
Jean a fait un cadeau & Marie

que pouvez-vous en déduire quant aux sentiments de Jean? Une expérience
déja longue nous a appris que les jeunes filles répondent, avec une constance
émouvante:

Jean aime Marie

ce qui fait ricaner la plupart des jeunes gens.

Les premiéres veulent-elles croire & I'amour malgré la logique? Quant
aux seconds, il apparait que leur doute n’est pas lié a la solidité de leur
structure rationnelle mais plutdt a I'expérience concréte de la situation
évoquée. Passe-t-on d’une affaire de ceeur a une énigme policiére, les résul-
tats sont aussi édifiants. Admettons, avec I'Inspecteur Maigret que:

Si Joe a commis le vol alors ses empreintes digitales sont sur le
coffre-fort.

Que peut-on en déduire sachant que Joe n’a pas commis le vol? Et si les
empreintes de Joe sont sur le coffre-fort? Et si elles n’y sont pas? La récolte
des réponses est si variée qu’'elle ne manque jamais de mettre P’auditoire en
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joie. Demandez: quelle est la négation de
Toutes les Anglaises sont rousses?

et vous obtiendrez avec toute ’écrasante majorité sur laquelle se fondent
nos démocraties:

Aucune Anglaise n’est rousse.

Nous pouvons nous récrier, dire que cela est impossible. Il vous suffit de
poser ces questions anodines dans une réunion pour constater les résultats
du test.

Vous voyez ol se produit le déraillement: notions confuses au sujet de
I'implication et de la négation, maladresse dans I'usage de la quantification.
Notre enseignement traditionnel est responsable de pareilles carences perni-
cieuses.* Au moment ol tant de disciplines deviennent plus rationnelles et
s’organisent de fagcon déductive, il est indispensable que la logique, avec ses
exigences et ses limites, soit rendue plus accessible et mieux assimilée. L’ave-
nir ne fera qu’imposer cette nécessité parce que 1’usage efficace des machines
mathématiques requerra une formation logique réelle.

Le probléme de I’enseignement de la logique étant posé, comment le
résoudre de fagon adéquate?

D’ordinaire, I'initiation pratique & la science de la déduction se fait au
hasard des études et de la vie. Si une formation théorique est donnée, elle
ne l'est, sauf exception, qu’au terme de I’enseignement secondaire. Pour
enseigner la logique, on attend que I’étudiant ait une connaissance assez
sire de la langue véhiculaire abstraite, de ses ressources et de ses nuances.
11 est alors possible de faire fond sur cette base pour introduire les notions,
le langage et les symboles de la logique dont I’étude devient alors celle d’une
langue bien faite, forte de la puissance que lui donne le calcul.

De ce c6té, la voie est sans issue pour un enseignement élémentaire.

Pour enraciner en profondeur dans ’esprit une notion capitale, il faut la
semer trés tot et la cultiver longtemps de fagon progressive. Cette vérité
psychologique, liée & tout apprentissage, s’applique d’autant plus et d’autant
mieux & la logique que celle-ci est primordiale parmi nos activités.

II. LOGIQUE DES ENSEMBLES

Nous disposerons d’une voie d’accés élémentaire a la logique si nous re-
tournons & une de ses sources naturelles.

* Mme Krygovska dans son article ‘Eléments de logique dans 1’enseignement secondaire’,
paru dans le no. 251 du Bulletin de I’A.P.M. a montré, preuves 3 d’appui, les lacunes de
cet enseignement en matiére de logique.
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La logique, comme l’arithmétique et la géométrie, est issue d’activités
concrétes. Selon Pexpression de Ferdinand Gonseth, elle est d’abord “une
physique de I’objet quelconque™.

De fait, nos constatations et nos démarches relatives aux objets matériels
et aux ensembles de ces objets, nous fournissent, depuis toujours, un che-
minement naif vers les notions logiques.

Dés le jardin d’enfants, les jeux offrent une initiation & la logique concréte.

De nombreuses manipulations aménent la constitution de la notion d’ob-
jet, élément de nature quelconque capable d’étre individualisé et de con-
stituer, avec d’autres objets, des ensembles qui sont maniés & leur tour
comme des objets.

Les objets dont les particularités ne sont pas prises en considération peu-
vent étre représentés par des points. Le passage des objets a leur figuration
schématique est souvent proposé par I’enseignant. Il est utile que cette étape
soit bien comprise et il faut veiller & ’amener avec naturel.

Pour représenter un ensemble d’objets, on entoure d’une boucle I’en-
semble des points figurant ces derniers. Cette représentation est obtenue
d’ordinaire en dessinant au tableau I'image d’un contour, corde ou cerceau,
qui emprisonne les objets concrets placés sur une table ou sur le sol. Ce
procédé, si évident en apparence, peut amener a croire que les éléments d’un
ensemble sont nécessairement rassemblés dans I’espace. Le maitre devra,
dans la suite de 'apprentissage, débarrasser ’'enfant de cette idée fausse en
lui faisant inventer des ensembles d’objets dispersés. Il faut aussi dépasser
la limitation des ensembles d’objets de méme nature. Notre pédagogie, si
elle prend appui sur le concret matériel, doit étre attentive & émanciper
Pesprit de ce support.

Une évolution importante consiste & nommer les objets, c’est-a-dire a
faire usage de symboles: les termes verbaux ou écrits qui les désignent.
Comme plusieurs termes peuvent servir 8 nommer le méme objet, on est
conduit & définir I’égalité logique et & en reconnaitre les propriétés fonda-
mentales: réflexivité, symétrie et transitivité. Ici, il convient d’éviter une
confusion assez ficheuse qui consiste 3 ne pas distinguer 1'usage d’un terme
et la mention qui en est faite. Quand, parlant d’Astérix, le héros gaulois
bien connu, nous faisons usage de son nom, celui-ci n’est pas considéré
pour lui-méme: il sert & évoquer le personnage.

1l en est autrement si nous disons:

Astérix commence par un A majuscule.

Cette fois, nous parlons du nom et nous devons disposer d’un terme pour
le vocable Astérix et d’un terme pour la lettre A.
Le procédé des logiciens est celui employé dans la citation d’un texte:
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on le met entre guillemets. Nous écrirons

Astérix se joue des Romains
et
‘Astérix’ commence par un ‘A’ majuscule.

On a évidemment
Astérix # ‘Astérix’.

Cette mise au point ne serait qu’un étalage inutile de jargon pédant si on ne
trouvait, avec une fréquence non négligeable, des exemples tels que: Con-
sidérons I’ensemble

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} des dix chiffres arabes.

On a malheureusement désigné I’ensemble des dix nombres et 'on voudrait
que les €léves distinguent des chiffres 0, 1, 2, ... qui les désignent.
On dit encore: I’ensemble des lettres de Paris est

{P,a,r,i,s}.

Il est clair que la ville de Paris n’est pas constituée de lettres et que ’'ensemble
des lettres de ‘Paris’ est

{‘P’, ‘a” ‘r,’ ‘i,’ ‘S’},

Si on veut faire I'économie de ces remarques syntaxiques importantes, il
suffit de renoncer simplement a de tels exemples.

Les mathématiciens emploient d’ailleurs les lettres de fagon plus utile
pour désigner, a loisir, des objets et des ensembles. La présence de I’objet
dans I'ensemble E est affirmée par la proposition a € E, son absence, par
a ¢ E. La question de savoir si un objet donné est présent dans un ensemble
déterminé n’a qu’une, et une seule, des deux réponses possibles: oui ou non.
Il s’ensuit que la présence et I’absence d’un objet a dans un ensemble E
quelconque satisfont aux deux lois:

OnnapasalafoisacEeta¢FE.
On a soit ae E, soit a ¢ E.

Ces assertions énoncent, au niveau le plus élémentaire et le plus concret
deux principes de la logique & deux valeurs: le principe de non-contradiction
et celui du tiers exclus qui régissent la vérité et la fausseté des propositions.
Mais tandis que la vérité et la fausseté sont ici des notions sémantiques liées
a la signification des propositions, la présence et ’absence sont d’abord des
constatations physiques faites sur la situation réelle  laquelle se référent,
en fin de compte, la vérité et la fausseté.
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Comme la présence d’un objet dans un ensemble doit &tre tranchée par
oui ou par non, dans la représentation schématique d’un ensemble, on con-
vient, pour éviter toute ambiguité, de ne faire passer le contour par aucun
des points figurant les objets.

Une amélioration importante de ce schéma consiste & convenir que les
points représentant les objets ne seront marqués qu’au cas ou I'on voudra
manifester leur présence de fagon expresse.

Lorsque I’on voudra, au contraire, indiquer que tous les éléments de E
sont représentés, il suffira d’inscrire “complet”. D’aprés cette convention,
les diagrammes de la Figure 1 sont respectivement ceux d’un singleton (en-
semble 2 élément unique) d’une paire ou d’un ensemble vide. Dans ce der-
nier cas, pour figurer sans équivoque I’absence de tout élément, il est trés
évocateur de couvrir de hachures la région limitée par le contour représen-
tant ensemble.

A B c
complet complet complet
A= {a] B= ialb}

Fig. 1.
A B A B
c
Fig. 2.

Certains auteurs représentent tout ensemble par le domaine plan intérieur
a une ligne fermée. Cette figuration a beaucoup moins de ressources que les
diagrammes de Venn. Grice & ces derniers, on peut représenter deux, trois,
... ensembles par des schémas généraux (voir la Figure 2) qui permettent:

(1) de figurer tous les cas possibles d’appartenance d’un objet & ces en-
sembles,

(2) de tenir compte, si on hachure les régions vides, de toutes les situations
relatives des ensembles.

Par suite, I'utilisation des diagrammes de Venn pour illustrer les défini-
tions de lintersection, de la réunion, de la différence d’ensembles et pour



LOGIQUE ET ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE 33

donner les preuves graphiques des propriétés de ces opérations a toute la
généralité requise [8, 19, 20].

L’ensemble vide est un concept primordial de la logique moderne. A
défaut de le considérer, Aristote a proposé certains syllogismes dont la
validité n’est assurée que pour des classes non vides. D’aprés le diagramme
de la Figure 3, il est clair qu’un ensemble vide 4 est inclus  tout ensemble B.

A B

Fig. 3.
A partir de 13, des éléves de 12 ans ont établi, d’eux-mémes, Iunicité de
I’ensemble vide. Car si A4 est vide ainsi que B, on a
AcB et Bc A.
A=B.

D’ou

Ce qui précéde souligne I'intérét des diagrammes de Venn pour prouver
des lois de I’algebre des ensembles et faire comprendre des questions déli-
cates de la logique en extension.

I1I. LOGIQUE DES PROPRIETES

Nous allons a présent nous placer au point de vue de la logique en compré-
hension ou logique des propriétés.

A ce propos, il est utile d’introduire la notion de variable en faisant bien
comprendre le role qu’elle joue [17].

Les trois propositions

Alain est un frére de Denise
Daniel est un frére de Denise
Pascal est un frére de Denise,

sont obtenues en remplagant dans I’expression
est un frére de Denise,

le blanc, indiqué par un trait, respectivement par les noms Alain, Daniel,
Pascal.
En mathématique, au lieu d’un blanc, on fait usage d’une lettre, x par
exemple:
x est un frére de Denise.
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Les noms d’objets déterminés, tels ‘Alain’, ‘72’, sont appelés termes con-
stants ou constantes.

Une lettre 4 laquelle on substitue, comme ci-dessus, des constantes est
une variable (libre).

Les objets désignés par les constantes par lesquelles on remplace une
variable, sont les valeurs de celle-ci. Il importe de préciser le domaine dans
lequel elles sont prises.

Des expressions telles

x est un frére de Denise
ou I’équation
x+5=8

qui donnent des propositions (vraies ou fausses) quand on remplace la
variable x par des constantes, sont ce que les logiciens appellent des formes
propositionnelles en x. Nous les nommerons plutét conditions en x comme
il est d’usage en mathématique. Une condition peut renfermer plusieurs
variables.

La condition d’appartenance a ’ensemble E s’écrit x € E.

Les variables interviennent aussi dans les termes. Par exemple, I’expression
nominale

le pére de Louis Pasteur
est obtenue en remplagant dans le terme
le pére de x

la variable x par la constante Louis Pasteur.

Une équation est une condition qui s’exprime par une égalité dont les
membres sont des termes dont I'un au moins renferme une variable. Des
équations telles que

{x,3}={2+1,2},

{x} ={a, b}
peuvent étre introduites dés le début. La premiére a pour solution 2; si a#b,
la seconde équation n’a pas de solution.

Un ensemble est défini en compréhension par une condition caractéris-
tique satisfaite par tout élément de I’ensemble et par aucun objet qui ne lui
appartient pas. Par exemple, résoudre I’équation

(x*-9(x—1)=0

dans I’ensemble N des nombres naturels, c’est trouver en extension l’en-
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semble-solution

{xeN|(x*-9)(x—1)=0}.

Cet ensemble est la paire

{1,3).

Les définitions

AnB={x|xed et xeB},
AUuB={x|xed ou xeB}

donnent Ioccasion de présenter la conjonction P Aq(petg)etla disjonction
PV 4 (p ou q) de deux propositions p, g (ou de deux conditions) 4 I’aide de

tables de valeurs Jogiques.

P A q
1 1 1
1 0 0
0 0 1
0 0 0

OO ==y

(= LR

O = O =N

ou 1 indique le vrai, 0 indique le faux, dans chacun des quatre cas possibles

de vérité et de fausseté.

A ces tables correspondent pour I'intersection 4N B et la réunion 4 U B
d’ensembles des tables d’appartenance

A n B
1 1 1
1 0 O
0 0 1
0 0 0

A
1
1
0
0

U
1
1
1
0

ou 1 indique la présence et 0 I’absence, dans chacun des quatre cas possibles,

A B 1 10 o1 00
N\ /o N\ /b
xXEB 3 5 xEB

00

x€EA
Fig. 4.

Ces quatre cas déterminent quatre régions du diagramme de Venn (voir
la Figure 4) que nous avons désignées en code 3 I'aide des notations

1 1, 1 0, 0 1,

00
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ot le premier chiffre indique la présence ou 'absence dans I’ensemble A4, et
le second, la présence et 'absence dans B, comme l'indique Parbre dessiné
en regard.

Les tables d’appartenance permettent un examen exhaustif des cas pos-
sibles. Grice & elles, on peut donner des démonstrations élémentaires des
propriétés de l'algebre des ensembles. Les tableaux obtenus sont semblables
3 ceux dont on se sert en logique des propositions a laquelle on peut aussi
initier les éleves.

A partir d’une condition p(x) en la seule variable x, on peut former une
proposition en remplagant x par la constante a. On obtient ainsi la propo-
sition singulire p(a).

Un autre moyen consiste 2 lier la variable x soit par le quantificateur
universel

Vx

ce qui donne la proposition universelle
Vx:p(x) “pour tout x:p(x)”

qui exprime que p(x) devient une proposition vraie pour toute valeur de x
prise dans I'univers, soit par le quantificateur particulier

dx  “il existe un x”
ce qui donne la proposition particuliere
Ix:p(x) “ily a au moins un x tel que p(x)”

qui exprime Iexistence dans I'univers d’au moins une valeur de x pour
laquelle p(x) est vraie.

Il est devenu habituel de désigner le quantificateur 3x sous le nom de
“quantificateur existentiel”.

Or, il est clair que si 'univers des objets dont on parle n’est pas vide, le
quantificateur Vx est aussi existentiel.

En plus des quantificateurs Vx et Ix dont les logiciens font surtout usage,
on emploie en mathématique des quantificateurs restreint pour lesquels
Pensemble A des valeurs de la variable x est donné, on a ainsi les quanti-
ficateurs

Vxe A “pour tout x élément de 47,
Ixe A “il existe au moins un x élément de A”.

Cette fois, le quantificateur universel restreint
Vxe A

n’est pas existentiel dans le cas ol 'ensemble A4 est vide.
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Il y a des professeurs qui dénoncent combien I'usage des quantificateurs
peut amener de confusion dans Iesprit de certains grands étudiants. L3
encore, y a-t-il des séquelles d’une familiarisation tardive avec ces notions?
11 suffit de voir comment des enfants de 12 ans jonglent avec les quantifica-
teurs pour en étre convaincu. D’ailleurs, on peut utiliser la quantification
en faisant usage d’expressions de la langue véhiculaire, au niveau du méta-
langage:

quel que soit a ...
il y a au moins un q tel que ...

mais les enfants préférent les symboles Vx et Ix qui eux appartiennent 3 la
syntaxe logique.

IV. LOGIQUE DES RELATIONS

La logique d’Aristote se bornait & des propositions élémentaires de la forme

Socrate est mortel,
Tout homme est mortel,
Quelque homme est mortel.

La mathématique demande des propositions d’une structure bien plus
complexe. Par exemple:

Deux points distincts quelconques appartiennent a une droite et
a une seule.

Deux droites perpendiculaires & une méme troisiéme sont paral-
Leles.

C’est sans doute la contribution capitale & I'enseignement de la logique
que d’avoir introduit, dans les cours élémentaires modernes, ’étude des
relations.

La maniére la plus simple est de définir une relation binaire comme en-
semble de couples d’objets. Une relation de I'ensemble 4 vers I’ensemble B
est une partie du produit cartésien 4 x B. Cette partie peut étre déterminée
par une condition caractéristique a deux variables. Comme les relations sont
des ensembles, on peut leur appliquer Ialgébre de ces derniers.

Gréce a I'emploi des diagrammes sagittaux (graphes) ou chaque couple
est figuré par une fléche allant de son origine A son extrémité, nous disposons
de moyens intuitifs de rendre élémentaires des notions réservées, auparavant,
au cours de logique avancé. Telles sont:

(1) les propriétés structurelles des relations sur un ensemble
réflexivité, antiréflexivité,
symétrie, antisymaétrie,
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transitivité,
ce qui permet de définir les relations d’équivalence et d’ordre;

(2) 1a composition des relations, en particulier des applications et des bi-
jections qui sont des relations particuliéres. L’associativité de la composition
des relations peut étre établie une fois pour toutes.

Nous nous contenterons de mentionner ces questions dont la pédagogie
est développée dans des ouvrages avec tout le pouvoir suggestif des couleurs.
[13, 17]. Voir aussi [15].

V. LOGIQUE DE LA DEDUCTION

Jusqu’ici, nous avons introduit des notions logiques. Ce qui importe, main-
tenant qu’elles sont & pied d’ceuvre, est de les utiliser dans la déduction.
Auparavant, nous voudrions faire un sort particulier a I’équivalence et a
Pimplication.
Deux propositions telles

le 21 janvier 1632 est un mard1
et
le 22 janvier 1632 est un mercredi

sont équivalentes parce qu’elles sont, soit vraies & la fois, soit fausses a la
fois.
L’équivalence de deux propositions p et g est définie par la table de valeurs

p < g “péquivalent g7
1 11
1 0O
0 0 1
01 0

Lorsque on a un des cas de vérité

o ="

<
1
1

O =

on dit que “p équivaut & g” ou “‘p est équivalenta g”. llya lieu de distinguer
ainsi la lecture typographique de la formule de la lecture d’assertion de ce
qu’elle exprime.

Des conditions p(x) et g(x) sont équivalentes si on a

Vx:p(x)<>q(x).
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L’égalité d’ensembles
A=B

équivaut a I’équivalence
Vx:xe A<xeB.

Celle-ci est vraie lorsque A est vide ainsi que B. Ainsi est démontrée I’unicité
de ’ensemble vide.

Les définitions de termes font usage soit

(1) de I’égalité, quand le terme a définir est le premier membre et I’expres-
sion définissante le second;

(2) de I’équivalence, quand le terme & définir intervient dans une propo-
sition qui est posée équivalente & une proposition définissant la premiére.

L’équivalence p<>q est aisée & comprendre. Il n’en est pas de méme de
Pimplication

p=q

dont certains auteurs se bornent a dire que p entraine q!

L’implication doit étre définie suivant I'usage qu’on en fait en mathé-
matique et qui ne correspond pas au sens courant puisque I’on ne considére
pas d’ordinaire que

p=q

est vrai si p est faux.
Pour introduire la définition de

p=q
demandons quand la proposition

si Pierre gagne alors Quinet est content
est-elle fausse? La réponse est, en général:

Quand Pierre gagne est vrai et
Quinet est content est faux.

Dans les autres cas, la proposition est-elle vraie? Aprés réflexion et discus-
sion, I’accord se fait sur la table

= “si p alors ¢”

p
1
1
0
0

[ = N N

q
1
0
1
0
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qui revient & poser

(p=g)<(nonp v q).

Lorsque on a un des cas de vérité de p=>g

=
1
1
1

oo ="
S = =

on lit p=>q “p implique q”’.
La définition par la table permet de résoudre, sans hésitation, des énigmes,
policiéres ou autres, qui font prendre conscience des deux régles de déduction

p=>q vrai
)/ vrai ¢ modus ponendo ponens
g vrai
p=>q vrai
g faux ¢ modus tollendo tollens
P faux

Ces questions qui ont dérouté les étudiants de vingt ans amusent des éleves
qui en ont douze!
Une condition p(x) implique une condition g(x) si et seulement si on a

Vx:p(x)=>4(x).
Les propositions

VxeA:xeB ou AcB
sont donc équivalentes a

Vx:xe A=x€B.

Lorsque 4 est vide, x € 4 est faux pour toute valeur de x de sorte que cette
implication est vraie: ensemble vide est inclus & tout ensemble.

Nous pouvons souligner les liens entre I'implication vraie, les déductions
qu’elle permet et I'inclusion de la maniére présentée sur la Figure 5.

-

=
1

Lol N

i

[l )
Sk
O -

Fig. 5.
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Déductions Equivalences
p=>q vrai | p=>q vrai AcB
P vrai q faux ¢
vrai | p faux VxeAd:xeB
¢

Vx:xe A=x¢€e B.

Comme nous I’avons fait, il est commode de noter verticalement des équi-
valences (et des implications) entre des propositions écrites sur des lignes
successives. On a ainsi une vue synoptique claire des liaisons déductives.

Implications réciproques Inclusions réciproques
p=>q et g=p AcB et BcA
¢ ¢
p<=q A=B
Transitivité
Implication Inclusion
p=>q et q=p Ac<B et BcC
J y
p=>r AcC

Il est important de faire remarquer qu’une implication étant vraie si son
antécédent est faux, il suffit, pour établir une implication, d’examiner les
cas (s’il y en a) ol I’antécédent est vrai et de prouver que le conséquent est
vrai. C’est ce que I’on fait couramment dans les démonstrations.

Dans celles-ci d’ailleurs pour établir une implication

P=0Q

(ou P et Q peuvent renfermer des variables) & partir de prémisses ou propo-
sitions admises

P, P,,..., P,
on joint P & ces prémisses et on démontre que la conjonction
PAP,APyA--AP, AP
implique Q.
Cette regle de déduction familiére est le théoréme de déduction quand on
donne des regles d’inférence qui permettent de I’établir [9, 18].
Une propriété fondamentale de P'implication est le principe de contra-
position
(p=>q) équivaut a (non g=>non p)

qui se justifie 3 ’aide de la table de valeurs.
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Le principe de contraposition raméne la démonstration de

Pimplication p=>q & celle de
Pimplication non g=>non p

ce qui permet d’éviter souvent des raisonnements par ’absurde.

A ce propos, il est utile d’apprendre d’abord la réduction a I’absurde qui
sert a démontrer q’une proposition est fausse en prouvant qu’elle implique
une proposition fausse.

La démonstration par I'absurde d’une proposition consiste & établir que
sa négation implique une proposition fausse. Par exemple, quels que soient
I’ensemble A et 'ensemble B on a

soit A=B soit A#B.

Si A est vide ainsi que B, I'inégalité 45 B est fausse puisque ni 4 ni B ne
comprennent d’élément qui pourrait les rendre différents. Donc

A= B est vrai (unicité du vide).

A ses débuts, la logique formalisée ne déduisait pas selon les méthodes
employées en mathématique. C’est ce que constate Gerhard Gentzen dans
ses Recherches sur la déducation logique* [11, 12].

La formalisation du raisonnement logique, telle qu’elle est développée en particulier
par Frege, Russell et Hilbert, est relativement fort éloignée du mode de raisonnement qui
est utilisé en réalité dans les démonstrations mathématiques. On vise de la sorte 3 obtenir
certains avantages formels appréciables. J’ai voulu d’abord construire un formalisme qui
soit le plus prés possible du raisonnement réel. C’est ainsi que j’ai obtenu un “Calcul de
la déduction naturelle”.

Parmi les trois exemples présentés par Gentzen, reprenons le second relatif
a la permutation des quantificateurs Ix et Vx

(IxVy Fxy)=>(Vy3Ix Fxy)

On argumentera de la fagon suivante: supposons qu’il y ait un x tel que, pour tout y,
Fxy soit valide. Soit a un tel x. On a donc, pour tout y: Fay. Soit maintenant 5 un individu
quelconque. On a: Fab. Il y a donc un x, & savoir a, tel que Fxb soit vrai. b étant quel-
conque, notre conclusion est donc valable pour que tous les individus, c’est-a-dire: pour
tout y il y a un x tel que Fxy soit vrai. Nous obtenons ainsi notre formule.

Cette démonstration est conforme & nos modes de raisonnement coutu-
miers en mathématique. Nous y voyons intervenir des variables x, y des
lettres a, b désignant des individus qu’on ne nomme pas expressément.

Ces lettres sont appelées par Suppes [18] des noms ambigus qui sont des
constantes ‘“‘temporaires”. Ces constantes sont des paramétres individuels

* Traduit de ’allemand par R. Feys et J. Ladriére. Presses universitaires de France, 1955.
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qui se distinguent des variables parce qu’ils ne donnent pas lieu & l'usage
des quantificateurs V, 3 [1].
Toutefois, il est équivalent de dire: quels que soient les nombres réels
aetbona
(a+b)*>=a® +2ab + b2
et
Vx,yeR:(x+y)? = x% + 2xy + y2.

Avec les paramétres, la quantification est exprimée dans la langue courante
(métalangage) au lieu de I'étre dans la langue symbolique (langage-objet)
comme pour les variables.
Faute de distinguer la variable x et le paramétre a le sens des diverses
égalités
a=a, x=x, x=a

n’est pas clair.
Or, la premiére est une proposition vraie, la seconde est une condition
qui donne lieu par quantification universelle 2 la proposition vraie

Vx:x=x.

Enfin x=a est équation dont la solution est unique
{x|x=a}={a}.

Nous avons constaté que de jeunes éléves sont & I’aise avec ces précisions.

Nous pensons que ’enseignement mathématique doit étre un champ de
mise en action des notions logiques qui acquitrent ainsi une portée opéra-
toire en plus de leur signification conceptuelle.

La déduction naturelle proposée par Gentzen souligne ce point de vue en
présentant une formulation de la logique dans laquelle il n’y a pas d’axiomes
mais des régles de déduction pour I'introduction et I’élimination des opéra-
teurs logiques.

VI. AXIOMATISATION

D’ordinaire, quand on ose parler d’axiomes dans un enseignement & des
enfants d’une douzaine d’années, on souléve la réprobation générale si pas
Pindignation.

Et pourtant, de quoi s’agit-il au fond sinon d’énoncer clairement les pré-
misses que ’on admet pour démontrer une proposition.

Comment pourrait-on déduire sans savoir & partir de quoi ou sans le dire,
honnétement? Par exemple, une organisation déductive locale est déja une
axiomatisation.
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Des expériences de Z. P. Dienes avec des enfants d’école primaire mon-
trent que ceux-ci sont aptes & déduire correctement & partir d’axiomes et
qu’ils y prennent plaisir.

Tout systéme d’axiomes étant une définition explicite d’une structure, ce
serait perpétuer une croyance vieille et coriace que de faire accroire que les
axiomes ne se rencontrent qu’en géométrie.

Bien sfr, il ne s’agit pas dans les débuts de réduire le systtme d’axiomes
pour éviter toute redondance. Il importe surtout de prendre des axiomes
assez forts qui donnent d’emblée des résultats substantiels sans longueurs
et sans finasseries.

Une question intéressante est I'interprétation des axiomes. En géométrie
affine, si on admet simplement que sur toute droite il y a au moins deux
points, on peut donner des interprétations dans lesquelles le plan ne com-
prend qu’un nombre fini de points. S’il n’a que trois points, les droites sont
des paires de points et, par un point extérieur a une droite, il n’y a pas de
paralléle. Il y en a une dans un modele & quatre points ou les droites sont
des paires de points. Le nombre de paralléles & une droite par un point
extérieur augmente avec le nombre de points, les droites étant des paires
de ceux-ci.

L’utilisation des modéles finis permet de montrer, de fagon immédiate, que
I’axiome de la paralléle ne peut étre déduit des axiomes d’incidence habituels.

Les enfants du début de 1’école secondaire ne sont pas déconcertés par
ces considérations. Ils s’y intéressent parce qu’ils saisissent, & leur niveau,
qu’un systéme d’axiomes peut avoir plusieurs interprétations. Notamment
les axiomes de groupe en ont de trés nombreuses ce qui explique 'impor-
tance de ce concept.

Si les précisions quant 2 la logique et aux axiomes sont de nature 2 faire
mieux comprendre ce qu'est une théorie déductive, elles ne donnent pas la
stratégie des démonstrations.

Ce savoir-faire s’apprend par ’exemple et la pratique. On peut développer
la recherche de stratégies par des puzzles logiques comme le fait T. Fletcher,
par des jeux comme Well-formed formula and proof ou par le Mathematical
Golf de P. Rosenbloom.

La logique met en lumiére, par ce qui est permis dans une démonstration,
quelles sont les régles d’inférence, quelles sont les propriétés mathématiques
sur lesquelles on peut s’appuyer.

Une démonstration logiquement correcte d’une proposition mathéma-
tique n’est pas toujours une bonne démonstration mathématique car elle
peut étre encombrée maladroitement d’éléments parasites qui cachent la
nature des choses.

Nous devons rendre nos éleves sensibles 2 I’économie et & 'adéquation
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des moyens de démonstration. C’est une fagon de développer leur bon godt
mathématique et d’aiguiser leur esprit inventif.

VII. LOGIQUE DES CIRCUITS ELECTRIQUES

La logique est définie, suivant la tradition, comme la science qui recherche
la structure de la pensée.

I1 est bien entendu qu’il s’agit non de la pensée réelle étudiée en psycho-
logie de l'intelligence, mais de la pensée normative. La logique étudie des
structures de pensée valides suivant certaines normes plus ou moins respec-
tées par I’activité mentale.

Une réalité dont la logique s’inspire est le raisonnement mathématique.
C’est pourquoi, en tant que celui-ci est concerné, nous avons souligné Iinté-
rét de la déduction naturelle.

La logique formalisée n’est qu’un aspect de la logique comme la mathé-
matique formelle n’est pas toute la mathématique.

Il est étonnant de constater qu’il a fallu, aprés des millénaires de recherches
logique, attendre la découverte de Claude E. Shannon* pour reconnaitre
que les circuits électriques, dont les montages avaient été longtemps empi-
riques, donnaient une interprétation du calcul des propositions.

Ainsi, la logique trouvait un champ d’application concret qui s’étend sans
cesse: la théorie de machines calculatrices.

D’un point de vue didactique, nous avons utilisé, il y a plus de vingt ans,
les montages de circuits électriques pour faire saisir, sur le plan sensori-
moteur, les opérations logiques fondamentales [16]. Il s’agissait de con-
struire et de manceuvrer des circuits munis d’une source S, d’une lampe L
et d’interrupteurs 4 et B (voir Figure 6). Par exemple, les montages en série
ou en paralleles des interrupteurs fonctionnent en respectant la définition
de la conjonction A (et) et de la disjonction v (ou) [10].

Les circuits électriques ont été utilisés de fagon plus poussée par P. Puig-
Adam et T. Fletcher [14, 6].

A

& e|g T3

Fig. 6.

* Publiée dans 4 Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits. Trans. Am. Inst.
Elec. Engineers, 2939.



46 W. SERVAIS

A P’heure actuelle, nous sommes loin de ces dispositifs ol les interrupteurs
étaient enclenchés & la main!

Grice aux transistors, les circuits logiques ont pu €tre automatisés et
miniaturisés. La pédagogie a suivi ce progrés en établissant une fructueuse
coordination entre la logique mathématique et la physique. Nous ne pouvons
que mentionner un essai fait dans ce sens en annexe au cours de physique
donné dans notre école.*

Depuis deux ans sont organisées, chaque semaine, des séances d’une heure
auxquelles peuvent participer des éleéves des classes de quatriéme et de
troisiéme (14 et 15 ans).

Au cours de ces travaux pratiques, les éléves étudient le fonctionnement
physique du transistor et les circuits logiques. A cet effet, ils disposent de
fers & souder, d’appareils de mesure, d’un oscilloscope, d’un simulateur et
de panneaux didactiques [2].

Au cours de la premiére année, un éléve de troisiéme latin-mathématique
a construit les circuits logiques fondamentaux. Il s’est enthousiasmé pour
son travail et a fabriqué un simulateur, un compteur de 0 a 10.000, un
entraineur de bande perforée. Au cours de la deuxieéme année, dix éleves de
quatriéme ont participé aux séances: ils ont réalisé les fonctions logiques de
base et, grice au simulateur, ont pu se familiariser avec celle-ci.

L’interaction entre I’apprentissage de la logique et I’utilisation des ma-
chines peut se présenter sous d’autres aspects. Les organigrammes (flow-
charts) sont un moyen trés suggestif de figurer, d’une fagon synoptique, un
canevas d’opérations [6]. L’emploi des machines logiques, dés le niveau
secondaire, se développe tant en URSS qu’aux USA. D’ailleurs des langages-
machines simples, tels le Basic et le Logo, se prétent bien a I’initiation des
éleves.

L’apercu qui précéde, montre comment, en peu d’années, I’éducation
logique a fait de sensibles progrés susceptibles de fortifier la pensée ration-
nelle de la jeunesse. Cependant, enseignement de la logique, d’'une maniére
autonome, comme branche mathématique fondamentale, n’est que rarement
entrepris. C’est pourquoi I’expérience délibérée conduite en ce domaine,
avec de jeunes éléves bien doués, dans le cadre du Comprehensive School
Mathematics Program a Carbondale, Illinois, est digne de retenir I'attention
de tous ceux qui s’intéressent & la promotion de la formation logique mo-
derne.

* Athénée provincial du Centre — La Louviére.
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J. V.ARMITAGE

THE RELATION BETWEEN ABSTRACT AND
‘CONCRETE MATHEMATICS AT SCHOOL

Mr. Chairman, Ladies and Gentlemen, it is a great privilege to be invited
to address this Congress and I am deeply sensible of the honour which the
Committee has done me in including me in its list of speakers.

Whilst I was very pleased to be invited, my rapture was, to misquote
W. S. Gilbert, very sharply modified when I reflected on the magnitude of
the task and my lack of qualifications for it. For as you will quickly discover,
I am no expert. I was a schoolmaster for three years, but that was ten years
ago and served only to confirm my lack of expertise. Moreover, I never
taught a ‘modern mathematics’ syllabus, although, like many other teachers,
I did introduce topics now included in such syllabuses under the guise of
end-of-term recreations or constructive time wasting. (There is something
to be said for teaching by means of asides.) My subsequent experience has
been confined to occasional visits to schools and one cannot properly judge
pupils’ reactions unless one has a continuing, regular commitment to a
particular class. I must also emphasize that such visits are made entirely for
fun; I am not engaged on educational research and I am as pleased to teach
the rule of three as I am to teach Venn diagrams.

The characteristic feature of contemporary mathematics is the axiomatic
method and it is entirely appropriate that I should set the scene for my
lecture by quoting from the hand of the great expositor of the method. The
first two quotations are taken from the opening sentences of Bourbaki’s
Eléments, the last one is extracted from the ‘mode d’emploi’.

“Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration ... ce qui était
une démonstration pour Euclide en est toujours une a nos yeux.”

“La méthode axiomatique ... son emploi systématique comme instrument
de découverte est 1'un des traits originaux de la mathématique contempo-
raine.”

“Le mode d’exposition suivi est axiomatique et abstrait; il procéde le plus
souvent du général au particulier. Le choix de cette méthode est imposé par
’objet principal du traité, qui est de donner des fondations solides a tout
I’ensemble des mathématiques modernes .... L’utilité de certaines considé-
rations n’apparaitra donc au lecteur que s’il posséde déja des connaissances
assez étendues, ou bien s’il a la patience de suspendre son judgement jusqu’a
ce qu’il ait eu I'occasion de s’en convaincre.”

Now it seems to me that only the first of these quotations has any relevance
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for school mathematics. For in school one proceeds from the particular to
the general and one cannot expect the pupils to suspend their judgement on
the relevance of a new topic. Either its usefulness (in the widest sense) must
be immediately apparent, or its immediate interest (from the pupils’ point
of view) must be such as to overcome prejudice. I imagine that most of you
will agree with me, and yet there appears to be a movement towards a pseudo
‘Bourbakisation’ of school mathematics, even for young children. The con-
cepts of mapping, equivalence relation, group, and so on, are introduced
pictorially at an early stage and subsequently used to introduce integers and
rational numbers. It is also claimed that young children can work easily with
ordered pairs, although it is not clear that they are working with ordered
pairs in the sense of Bourbaki.

If T am misinformed and tilting, like Don Quixote, at windmills, then I
shall be relieved to know it. But if there is such a movement, then I believe
it to be a mistaken one. In its stead, I should like to remind you of an alter-
native approach which leads naturally to abstraction (if the pupils are ready
for it), but which starts from a more concrete basis. I hope that my opening
remarks will have convinced you that I am not laying down a rigid point of
view (though I believe that I am right!), but rather that I am offering sugges-
tions for discussion. If I succeed in that, I shall be well satisfied.

First, I must describe the kind of children I have in mind (too many of
our discussions seem to be independent of real pupils). Up to the age! of 13,
I am thinking of the greater part (at least the first three quartiles) of the
school population. From 13 to 15, I am thinking of the first two quartiles
and thereafter (15 to 18) of those pupils who are specializing in mathematics,
science or engineering with a view to further studies, or who may choose to
read mathematics in some depth as part of a general education. (There is a
move in Britain to encourage all pupils in the 15 to 18 range to continue
their studies in mathematics. Their needs are likely to vary considerably and
other syllabuses, and maybe other teaching methods, will have to be devised
for them.)

Second, in order to establish a common ground for discussion, we ought
to agree on why we teach mathematics at all. At first sight, the answer, like
Mr. Punch’s advice to those about to be married, would appear to be “don’t”.
For those characteristics of the subject which delight us are very often
stumbling blocks in the way of its use in a general education. But we have
not met together in Lyon to abandon our subject; so I shall attempt a more
positive answer. (Though in answering the question, it is salutary to recall
the story of Wittgenstein’s experience as a teacher in Trattenbach; the
villagers refused to supply him with milk because he taught their children
sums which were not about money.)
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No one would deny the need for technical competence in a wide range of
applications of the subject. But there is the no less important contribution
of mathematics to education for the good life; a role in which Plato accorded
mathematics a pre-eminence. To that end, it should encourage the independ-
ence of thought which builds up the full man; it is opposed to the production
of robots for technocrats (to borrow a phrase from Godement).

The main objects, then, are to develop technical competence (and the
techniques may well be those of the electronic computer) and to train pupils
to handle abstract ideas. Moreover, since technical expertise is basically a
question of numeracy and spatial intuition and since number and space rep-
resent the first large group of abstract ideas which arise naturally in a precise
form, the old-fashioned definition of mathematics as the science of number
and space ought to inform our teaching. Thus the idea of an equivalence
relation should grow out of many arithmetical and geometrical examples,
rather than vice versa.

At the end of the 15 to 18 age range, one would hope that the pupils would
possess the following.

(2) A good understanding of the nature of proof and the ability to express
their arguments clearly.

(b) Familiarity with the notions of function and group of transformations
and with the structure of Euclidean space, up to the point where they can
see the need to define it in terms of real vector spaces.

(c) A knowledge of a geometrical approach to the infinitesimal calculus,
up to the point of appreciating the need for a deeper study of the topological
properties of the real line.

(d) Competence in solving equations, algebraic, trigonometric and differ-
ential.

(e) A knowledge of the applications of pure mathematics to statistics,
numerical analysis, computing, mechanics and electricity.

All the foregoing are at present to be found in school projects in Britain
(and to some extent in older syllabuses), though not perhaps with the em-
phases which I make in this lecture. I shall now try to make those emphases
a little clearer by means of a few examples.

It is a commonplace that pictures leave a deeper impression on most
human minds than abstractions and therefore the approach to school mathe-
matics should be geometrical. Thus, for example, fractions should be pre-
sented in terms of cutting up rectangles, functions by means of graphs and
physical laws and there is a strong case for including projective geometry,
if only because it provides a natural illustration of the concept of the in-
variants of a group of transformations.

Now, all that I have said is very traditional and Klein or Whitehead would
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probably have said (indeed they did say) essentially the same things, albeit
more elegantly and with greater authority. But such views are not necessarily
wrong because they are old any more than the current fashion is right be-
cause it is new. Furthermore, we must beware of reading in to children’s
reactions more than is actually there. The fact that gifted teachers can per-
suade pupils to work with equivalence classes of ordered pairs does not
necessarily mean that therein lies the correct approach to integers or frac-
tions and it certainly does not guarantee that the children have the same
understanding of their activities as does a mature mathematician. I dare say
that one could teach a class to perform calculations with spectral sequences
(I have recently taught myself to do so), though presumably no one would
advocate their inclusion in the syllabus. And as for the pupils’ understanding
of their activities — a parrot which sings ‘God save the Queen’ is not neces-
sarily a monarchist.

At the same time, there are occasions when pupils actually ask WHY? -
‘why do you take brackets away like that? and ‘please sir, is the answer ab
the same as ba?". Those are the occasions on which to attempt formal ans-
wers in terms of ordered pairs and so on. But the creation of such openings
for discussion depends upon the teacher and his understanding of his pupils
as individuals. Formal definitions need not, and should not, be laid down
in the syllabus, but the syllabus ought to be constructed and construed in
such a way as to allow an easy transition to a formal approach.

For example, suppose that the solution of the equation bx=a is introduced
in the time-honoured fashion as the bth part of a line of length a. Then the
familiar rule for multiplying a/b and c/d can be expressed in terms of covering
a rectangle of area ac by means of bd rectangles each of size (a/b)-(c/d). 0
am presupposing a discussion of multiplication of whole numbers in terms
of areas.)

One takes a step toward algebra by using the familiar pictorial represen-
tation of fractions in terms of points with integral coordinates (the fraction
a/b is represented by the point (a, b)). In this representation equivalent frac-
tions appear on the same ray through the origin and one sees that the whole
numbers have representatives of the form (x, 1). Each line of equivalent
fractions meets the line (x, 1) in a point and those points yield the familiar
properties of the (positive) rational number line. Finally, the pictorial repre-
sentation provides a starting point for a discussion involving ordered pairs
and a graphic illustration of the notion of a symmetry element with respect
to a law of composition.

At a later stage, one can introduce the properties of the ring of integers,
Z, in a similar spirit; for example, by games which involve the notion of
translations to right and left. Such an introduction provides all the back-
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ground for proving results by using ordered pairs, but it leaves open the
possibility of more naive descriptions if they should be appropriate.

To sum up, one’s approach should not be determined by the mathema-
ticians’ constructions, but by the arguments which are most easily accessible
to the children in the class. I am sure that it is always possible so to present
the material that what is pedagogically expedient will lead in to what is
mathematically correct, but one’s priorities must be in that order.

Before discussing other examples of the way in which abstractions arise
naturally, I should like to turn to my first quotation and talk about the place
of proof.

Some of the current fashions in mathematics teaching are based on the
assumption that it is both easier and more desirable to teach structure and
pattern than it is to try to make pupils write out proofs. That may be so,
but it is only a part of mathematics and it is unfortunate that many reforms
have been accompanied by a weakening of the emphasis on proof.

The difficulty has been intensified by changes in the teaching of language
(at least in England), where the emphasis is more on free expression than
on logic and grammar. (This may well be a justifiable change, but it does
present problems in other disciplines.) I believe that many young children
have a feeling for logic which manifests itself in play with puzzles and in a
sense of humour based on logical absurdity. This feeling is not seriously
developed at present (indeed it seems almost to be repressed) and disappears
before it is needed in mathematics. It could easily be developed by informal
Boolean algebra and here I would suggest Lewis Carroll’s Symbolic Logic
and The Game of Logic (reprinted by Dover, New York) as possible visual
aids. Games, like chess, which involve deduction could also serve, as they
already do to some extent (notably in the Soviet Union). At the appropriate
time (13 plus) this logical ability can be transferred, without comment, to
mathematics.

Geometry has traditionally been the field of thought for training in proof
and I think it is still the best. It is not just a question of logic, indeed it is
not primarily a question of logic, but of getting hold of the subject at the
right end, of seizing on a few general ideas which illuminate the whole. It
is easier to do this, to begin with, in terms of spatial concepts than in more
abstract theories.

I do not think it appropriate to follow a rigorous axiomatic treatment,
nor to have an entirely descriptive treatment based on ill-defined operations.
Instead one should adopt an approach half-way between the two. Namely,
up to the age of 13, one should develop sound intuitive ideas by means of
experiments and model making and on the basis of these one should lay
down certain rules about space (for example, the existence of the Euclidean
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group of motions), which allow one quickly to reach interesting theorems
that are significant but not obvious. To quote Pascal: one should not attempt
to prove statements that are so obvious that nothing more obvious exists;
one should prove all theorems that are not entirely clear and in the proofs one
should use only very obvious axioms or theorems that are accepted or proved.

I agree that this is physics rather than mathematics, but at this level
geometry should be presented as an abstraction from material relations. The
approach has a respectable antiquity; see for, example, the opening sen-
tences of Archimedes’ treatise on moments of forces, De Planorum Aequi-
libriis (ed. Heiberg, ii). Moreover it should be accompanied by a parallel
development of informal matrix algebra, which lays the foundations for a
more formal approach at the 15 plus stage.

At the end of such a course, a pupil might have a good understanding of
the nature of the physical assumptions underlying our description of ‘real’
space and ought to be able to see the point of defining the Euclidean plane
as a two-dimensional real vector space on which is defined a non-degenerate,
positive definite, symmetric, bilinear form.

Perhaps I can make my point of view a little clearer by expanding on that
last remark. In the 13 to 15 range one can begin a deductive approach to
geometry as follows. Imagine that, like Robinson Crusoe, one has been cast
on a desert island away from our previous spatial experience with only the
following remnants.

(1) The language of point, line and plane; the order relations and the
properties of parallels.

(2) The notion of distance, including the triangle inequality.

(3) The existence of the isometries of folding, translation, reflection and
rotation.

(4) The existence of similarities.

Now one plays a game, the object of which is to rebuild the world of one’s
spatial experience using only the rules of logic and the foregoing ‘axioms’.
(Of course one doesn’t introduce all the axioms at once; Crusoe returned to
the wreck.)

By using the concepts of similarity and scale factor, one proves the cosine

formula 6 = ¢a-b)/lal- Ib]

for the angle 6 between the vectors @ and b. In the next (15 plus) stage, one
invites the pupils to think about the assumptions underlying such a proof,
perhaps using non-Euclidean geometry for purposes of comparison. In that
way, the notion of a model for the Euclidean plane arises naturally.

The vector form of the cosine formula suggests the idea of abstracting the
concept of a two- (or three-)dimensional vector space and other clues to
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significant abstractions can be found in the earlier treatment of angles by
rotation, and so on. This leads to the group of rotations as a subgroup of
index 2 in the group of orthogonal transformations and the whole approach
nicely rounds off the work in school, as well as looking forward to the treat-
ment in the University. If one has also done some projective geometry by
projections, then a definition of the projective plane in terms of linear algebra
can be given and the first steps taken towards duality and the related treat-
ment of linear equations. (The foregoing is much influenced by the books
L’Enseignement de la Géométrie (Hermann, Paris, 1964) and Algébre Linéaire
et Géométrie Elémentaire (Hermann, Paris, 1964) of G. Choquet and J. Dieu-
donné, respectively. Certainly the approaches of these books would require
considerable modification before they conformed with my bowdlerization,
but the seminal influence is there nevertheless.)

Thus the approach to proof is presented as a game: the rules are the rules
of logic and the basic assumptions, the object of the game is to prove theo-
rems. One of the fascinations of Robinson Crusoe, whose adventures Rous-
seau described as the “best imagined treatise on natural education”, is that
the hero succeeds in doing as much as possible with as little as possible. That
is one of the fascinations of mathematics. Of course the brightest pupils will
play the game instinctively, but in my experience the less able liked to have
some explanation of the point of it all. Explanations like the foregoing
rarely converted the pupils, but they often helped to explain my curious
enthusiasms to them.

I should like to take my last example from analysis. I assume that the
pupils will already have been introduced to the calculus from a geometrical
point of view. Thus they will have learnt about integrals in terms of area
and about derivatives in terms of linear approximations and they will know
the connection between the two. I assume too that they will have begun to
learn some structural concepts and will know that homomorphisms are
important.

Consider then the problem of finding a zero of a real-valued polynomial
£ (x)in the interval [a, b]. If f () <O <f (b), then f (£) =0 for some ¢ € [a, b].
Let ¢ be the mid-point of [a, b] and consider the value f (c). If f (c) #0, we
obtain a second interval I, =[a,, b,] in which f (a,) <0</ (b,) and length(Z;)
=(b—a)/2. In this way we obtain an iterative process which, for each integer
n=0, yields a sequence

LoL o>,

where length(l,)=4 length(l,—,) and either f is zero at the mid-point of I,
(in which case the process stops) or f takes opposite signs at the ends of one
of the two halves of I,. If the process does not terminate, we obtain an
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infinite sequence of the intervals I, and it is natural to assume that these
intervals squeeze down to the required zero, &. It is right to begin to question
such assumptions in school, though in my opinion it is unwise to attempt a
formal construction of R unless one has particularly exceptional pupils.

The foregoing example arises naturally in numerical analysis and in the
preparation of flow diagrams and introduces the idea of the limit of a se-
quence. Other sequences (for example, the iterative process for /2) will have
been encountered earlier and the way will have been prepared for a general
discussion on limits of sequences and the least upper bound property of the
real line.

The familiar results about limits of sequences (for example, the theorem
that the limit of the product of two sequences is the product of the limits)
have a nice algebraic formulation, which encourages the pupils to see the
advantages of abstract concepts. Consider the set S of all sequences p: N—R.
S is a vector space over R and, indeed, componentwise multiplication of
sequences yields an algebra over R. From S, we extract the subset C of
convergent sequences and we get a function lim: C—R by associating with
each p e C its limit (in R). Then all the algebraic properties of limits are
summarized in the theorem: the map lim:C—R is a homomorphism of
algebras.

Of course, in one sense this does not say any more than one can say by
writing a long list of theorems like lim(a, +5,)=lima, +limb,. But it does
illustrate the economy of thought offered by the abstract language and the
sooner one learns it the better.

To sum up:

Topics should be chosen either because technical competence in them is
necessary or because they are concrete introductions to big mathematical
ideas, or both.

The material should be presented in such a way as to leave open the possi-
bility of a more abstract development if the pupils are ready for it.

All this puts a heavy responsibility on the teacher both to know his sub-
ject and to know his pupils.

I'realize that the foregoing seems obvious and even reactionary, but I hope
that it will provoke discussion and I shall be happy to enlarge on anything
I have said. I am quite prepared to be told that I have underestimated the
average pupil’s ability to handle abstract ideas. Indeed I would prefer to be
told that what I have said is wrong, rather than be left with the impression
that it is irrelevant.

Department of Mathematics,
King’s College, London
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REFERENCE

1 The following is based on an age classification, but I prefer to think in terms of stages of
development. Thus the first stage is experimental, the second is the beginning of the use of
deduction and the third sees the beginning of systematisation.



R. GAUTHIER

ESSAI D’INDIVIDUALISATION DE L’ENSEIGNEMENT

(Enfants de dix a quatorze ans)

Enseigner, c’est en permanence se poser des questions. Elles portent d’ail-
leurs bien plus sur la maniére que sur le contenu. Le maitre qui a la charge
de jeunes enfants se doit, bien slir, de dominer la notion mathématique
traitée: sa formation initiale, si elle est bien faite, permet d’atteindre ce but.
Mais il est au moins aussi important pour lui de rechercher les moyens
d’approche, les procédés de communication les mieux appropriés a I’appren-
tissage et a l'initiation. La pédagogie, qui ne s’apprend pas sur les bancs de
I'université, est une création de tous les jours et une réflexion permanente.
En mathématique, ol la préparation a I'abstraction est fondamentale, il
faut se garder d’attribuer trop hitivement un échec & une inaptitude. Tout
enfant doit pouvoir étre amené a4 comprendre les concepts fondamentaux,
en définitive trés simples: le nier voudrait dire que la mathématique est
réservée & une élite intellectuelle privilégiée, ce que nous nous refusons a
penser. Mais I’enfant peut étre rebuté par la méthode, si elle est trop dogma-
tique et trop formelle; il répugne & un mécanisme stérile, sans intérét culturel.

Il est dramatique de constater combien d’enfants se détournent d’une
science pourtant bien vivante, & cause d’une présentation qui ne laisse aucune
place a I'initiative et & I'imagination.

Depuis deux ans, avec d’autres équipes en France, nous avons été con-
duits 3 enseigner a des enfants de onze et douze ans, un programme nouveau
dans le cadre d’'une expérimentation organisée et contrdlée par I'Institut
Pédagogique National. A Lyon, trente professeurs environ ont participé a
ce travail. A cette occasion, il nous a paru indispensable de repenser les
moyens pédagogiques propres a4 I'enseignement des mathématiques a ce
niveau. Un nombre non négligeable d’échecs, une diminution sensible des
vocations scientifiques nous impose de nous pencher sur ce probléme.

Il est trop facile de parler d’inaptitude pour expliquer tous les échecs. Le
professeur a le devoir de s’interroger sur ses propres méthodes, de les re-
mettre en cause, d’en chercher les défauts.

Nous connaissons tous un enseignement que nous appellerons ““collectif”’;
c’est en analysant ses défauts que nous avons tenté de lui substituer une
formule plus souple.

Dans cet enseignement collectif, le maitre propose a la classe tout entiére
des démonstrations, des exercices, des thémes de réflexion avec la participa-
tion des enfants, c’est-d-dire en posant des questions, en suggérant les ré-
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ponses et les prolongements. Tous les enfants peuvent, en principe, étre
interrogés, mais le maitre garde une situation privilégiée, hors du groupe.
L’enfant qui pouvait répondre et qui n’est pas interrogé se sent, en raison
du nombre, frustré d’une possibilité d’expression. Le maitre doit choisir et
en choisissant, il prive le plus grand nombre de I’occasion d’une activité
personnelle.

Pourtant, ’enfant se sentira vraiment concerné a condition qu’on lui donne
le pouvoir de chercher lui-méme le plus souvent possible et surtout d’ex-
primer individuellement le résultat de sa recherche, de comparer le fruit de
son travail avec celui de ses camarades. Une passivité au sein du groupe
conduit inévitablement au manque d’intérét. Apprendre, ce n’est pas seule-
ment écouter et répondre quelques fois, mais c’est agir de fagon permanente.

Par ailleurs, tous les enfants, au méme instant, doivent réagir a la méme
question du maitre. Il est bien connu que des enfants sont souvent distraits;
n’ayant pas entendu la question posée, ils perdront le bénéfice de la réponse
et il leur manquera un maillon de la chaine. Pour certains, la compréhension
s’arrétera la.

Peut-on vraiment blamer quelques instants de réverie chez un enfant de
onze ans durant les nombreuses heures de cours de la journée? Sévérité,
punitions répétées ne corrigeront pas totalement ces inattentions chroniques;
elles risquent méme d’accentuer le découragement de ’enfant pour qui une
attention soutenue est au dessus de ses moyens. L’éléve deviendra ce cancre
docile et inoffensif qui copie le cours, essaie d’apprendre sans bien com-
prendre, mais ne se sent plus concerné par le travail de la collectivité.

Ce systéme prétend transmettre une information au méme rythme a tous
les enfants d’'une méme classe. L’expérience quotidienne prouve que, a cet
age surtout, les différences de rapidité dans la compréhension et I’assimi-
lation sont considérables. Les esprits vifs répondent trés rapidement, sug-
gérent des prolongements. Ils imposent un certain rythme au déroulement
du cours. Ils ont déja prévu la question qui va suivre alors que le camarade
plus lent n’a pas encore saisi le sens de ce qui précéde. Tous, nous avons fait
Pexpérience de ces enfants qui, au milieu de la legon, demandent a revenir
sur une proposition initiale non comprise. D’ailleurs, une telle demande
n’est jamais formulée par les timides; ils essaieront de comprendre plus tard
et s’enfermeront dans leurs difficultés.

Le professeur connait bien ce probléme aprés quelques années de métier,
mais il est malgré lui entrainé en avant par les plus rapides, avec la satisfac-
tion d’&tre suivi par le plus grand nombre.

Beaucoup d’échecs scolaires trouvent leur origine dans cette lenteur qui
est loin d’étre synonyme d’incompréhension et d’inaptitude; le malheur est
que le systéme tend a confondre les deux choses.
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Ce phénomeéne du déphasage dans le temps a d’autres conséquences. Le
maitre averti et prudent, qui a le souci d’&tre suivi par les plus lents, adoptera
un rythme approprié. Mais les éléves rapides se sentiront frustrés d’un savoir
plus consistant; il risque d’en résulter un manque d’intérét chez ces enfants
capables d’une assimilation plus rapide. Il est ainsi bien malaisé d’enseigner
a la méme vitesse dans une classe de trente éléves et plus, sans défavoriser
les uns ou les autres.

Voici un autre danger de cette méthode collective utilisée systématiquement :
c’est le risque d’un bavardage excessif du maitre. Quel professeur ne s’est
jamais laissé porter par cette magie des mots et du discours, devant une
assemblée d’enfants qui ont tout & apprendre? Dans une certaine mesure,
elle pourra étre enrichissante et bénéfique avec des adolescents, des étudiants
ou des adultes, mais elle risque d’étre une catastrophe avec de jeunes éléves
dont la capacité d’attention auditive est bien réduite, alors méme que pour
eux les mots les plus simples constituent encore une difficulté de compré-
hension. Ecouter trop longtemps est vite une fatigue pour I’enfant. Trés
rapidement, il entend les mots, mais ne retient plus; il écrit mais ne com-
prend pas. Il hésite a intervenir, de peur de paraitre stupide s’il semble ne
pas comprendre un si beau discours. Le mot se vide de sa signification.

Autre lacune, enfin, de cette méthode collective: I’enfant n’apprend pas
a étudier lui-m&me & partir d’'un document écrit. Bien sfr, il a ’habitude de
lire des textes d’exercices, d’apprendre une legon; mais tout cela reste trés
limité; ces lectures ne contribuent pas & la recherche et & la découverte, ce
sont en quelque sorte des lectures passives. Le manuel n’est & peu prés pas
un outil de travail; il reste une piéce de musée que I’on évite de détériorer de
peur qu’il ne se déprécie et dans les meilleurs des cas, il apporte tout juste
une répétition du discours déja entendu.

Cette absence d’activité individuelle & partir d’un texte écrit explique 2
n’en pas douter certaines paniques de 'enfant devant le sujet d’examen et
de concours. Il manque totalement de confiance dés qu’il est privé du dis-
cours magistral; la leon manquée, par exemple, sera irrémédiablement
perdue. Demain, I’étudiant sera incapable de travailler seul sur une question
nouvelle. Adulte, il n’aura pas été formé a cet esprit critique a 'égard des
textes, avec tous les dangers que comporte cette lacune.

Si nous n’y prenons garde, nos enfants “n’apprennent pas a apprendre”;
ils se bornent a enregistrer. Et pourtant la formation du jugement est bien
I'un de nos buts essentiels, plus que ’acquisition de techniques et de recettes.

A cette forme collective et orale de communication, est-il possible de sub-
stituer un enseignement qui s’adresse davantage  Iindividu et a son gott
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de la recherche? Comment respecter dans une large mesure le rythme de
chacun en donnant 2 tous la possibilité d’agir en permanence? Est-il possible
de remplacer, en grande partie, le discours magistral par une technique
d’apprentissage personnel?

Depuis quelques années, nous nous posons ces questions; d’autres équipes
ont travaillé dans le méme sens, au cours de la méme expérience. Je parlerai
ici essentiellement de notre expérience lyonnaise qui concerne environ 1200
enfants et plus de trente professeurs, répartis dans sept établissements de
Lyon et Bron, depuis deux années. En octobre 1968, cette recherche s’est
étendue et concerne prés de 3000 enfants & Lyon, Bron, Saint-Etienne,
Oullins.

Au dialogue “maitre-classe”, nous avons cherché & adjoindre d’une part
le dialogue entre les enfants eux-mémes au sein de groupes de travail réduits
et entre les groupes, et d’autre part une véritable activité individuelle de
Péleve.

Une équipe de professeurs élabore des “fiches de travail”; aprés diverses
mises au point, ces fiches sont imprimées par notre Centre Régional de
Documentation Pédagogique et distribuées dans les établissements scolaires.
Chaque enfant recevra une fiche, collée sur une page de cahier de grand
format ou insérée dans un classeur.

Nous allons examiner diverses questions relatives & ce travail:

le contenu des fiches
le travail de I’enfant
le role du maitre

les défauts du systéme

Le contenu d’une fiche est bien sir trés variable. Certaines se bornent
proposer des activités simples voisines du jeu. D’autres, plus formelles, con-
duisent 3 des résultats précis A partir d’exercices gradués et de contre-exem-
ples divers, assortis parfois de démonstrations. D’autres enfin contiennent
des exercices d’application et de contrdle des acquisitions. Dans tous les cas,
A partir d’une activité & sa portée et des connaissances acquises, 'enfant est
progressivement conduit vers un concept nouveau. Avant toute formali-
sation, il est essentiel de présenter divers modeles, des situations variées,
comportant la méme structure sous-jacente. Certes, ce n’est pas toujours
trés facile 2 réaliser et nous n’y sommes pas toujours parvenus.

La rédaction doit étre trés simple, avec des phrases courtes. Il ne faut
jamais perdre de vue que ’enfant de onze ans posséde un vocabulaire rela-
tivement restreint en dehors de celui du langage courant, mais qu’il est par
contre trés receptif aux mots nouveaux présentés de fagon claire.

La fiche sera un véritable instrument de travail pour I'éleve. Lorsque le
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sujet s’y préte, il peut répondre directement sur le document, compléter un
schéma, dresser un tableau, colorier, découper. La fiche est sa chose.

Voici, pour ces deux premiéres années, la répartition des documents et
les sujets abordés.

Classe de sixiéme (onze ans)

Vocabulaire des ensembles 4 fiches
Relations, applications 13 fiches
Sous-ensembles 6 fiches
Numération, addition dans N 9 fiches
Multiplication sur N 5 fiches
Mesures, approximations 12 fiches
Ensemble Z des entiers, addition 6 fiches
Repérage 3 fiches
Fiches d’exercices et de prolongements 29 fiches

Classe de cinquiéme (douze ans)

Compléments sur les ensembles et les relations 18 fiches
Arithmétique dans N 13 fiches
Equivalence et ordre 7 fiches
Naturels premiers, treillis des diviseurs 6 fiches
Ensemble Z: +, x, — 14 fiches
Géométrie sur quadrillage, translation 5 fiches
Etude concréte de I’espace, convexité 6 fiches
Fiches d’exercices et prolongements 33 fiches

Pour ces deux années: fiches de calcul numérique: 60 fiches environ.

Il n’est peut-étre pas sans intérét de commenter trés rapidement certaines
de ces fiches, qui seront projetées.

DocuMeNT 1: Parties d’un ensemble. En utilisant un arbre dichotomique,
I’enfant devra écrire toutes les parties d’un ensemble fini et découvrira a
cette occasion ’ensemble vide, dont on n’a pas encore parlé.

DocuMENT 2: Bijections. A partir d’exemples d’applications, I'éleve dé-
couvrira ces applications particuli¢res que sont les bijections. C’est une fiche
dans laquelle on rencontre une notion nouvelle sur des schémas, sans for-
malisation précise.

DocuMenT 3: Tls’agit ici d’une fiche d’exercices sur les applications dans
laquelle il est fait un trés grand usage des dessins, avec un discours trés
réduit.

DocuMENT 4: Réunion et addition. L’enfant devra compléter un tableau
sur la fiche elle-méme et sera conduit & une conclusion 2 partir des résultats.
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DocuMeNT 5: Ce jeu (jeu de I'oie) a pour but de conduire au concept
d’entier et permettra d’inventer 1’addition sur I’ensemble Z. Cette présen-
tation, trés simple, fut incontestablement un succes, puisqu’elle conduisit
nos ¢€leves a la découverte des régles opératoires sans aucun formalisme.

DOCUMENT 6: Jeu avec des triangles, conduisant & une structure de
groupe et a la résolution d’équations.

DocuMeNT 7: “Jeu de domino” qui utilise les “Blocs Logiques™, propres
a familiariser ’enfant avec la notion d’attribut.

DocuMeNT 8: Cette fiche est a la limite de ce que I'on peut attendre des
enfants de cet 4ge; mais elle servira & alimenter les enfants rapides. Elle fait
partie de nos “fiches-tampon”. Elle peut aussi dans certaines classes €&tre
utilisée comme fiche de controle.

DocuMENT 9: Les fiches présentées ici sont des fiches de calcul numé-
rique. Ces exercices ont été traités a ’aide de machines a calculer de bureau,
3 raison de une machine pour deux enfants. Chaque calcul est motivé;
débarassé, en partie, de calculs fastidieux a faire ““a la main”, I’enfant est
disponible pour réfléchir sur son calcul, sa stratégie, interpréter ses résultats.
Loin d’encourager sa paresse et de favoriser ’oubli des fameuses “tables”,
cette technique de traitement du calcul permet de mieux faire comprendre
a ’enfant les mécanismes opératoires et par 14 & mieux dominer les résultats
a connaitre.

Nous avons passé en revue divers types de fiches. Il convient d’ajouter
que trés souvent tel d’entre nous a rédigé lui-méme certaines fiches, soit
pour des contrbles de connaissances, soit pour apporter un complément 2
sa propre classe sur une question mal comprise, soit méme pour remplacer
telle fiche. Cette utilisation doit toujours rester trés souple; le professeur
n’est pas esclave des documents établis par I’équipe. Et chacun d’entre nous
trouve toujours meilleure la fiche qu’il a lui-mé&me rédigée.

Chaque enfant recevra donc une fiche qu’il collera dans un cahier. Nos
éléves travaillent par groupe de deux, trois ou quatre. Il sera nécessaire de
déplacer les tables, car nos classes ne sont jamais congues pour une autre
forme d’enseignement que le cours magistral. Les groupes, en début d’année,
se constituent spontanément, sans P'intervention du maitre. Ces équipes vont
assez vite changer de visage, et il n’est pas rare de voir un éléve changer
d’équipe. Au bout de quelques semaines, certains éléments ont du mal a
s’intégrer aux groupes, d’autres préférent travailler seuls; il nous faut alors
étre trés prudents. Dans certains cas I'intervention du professeur est néces-
saire pour éventuellement modifier 'organisation du travail, pour encoura-
ger tel enfant 4 se joindre & d’autres camarades; mais de temps en temps, il
ne faut pas insister et laisser chacun travailler a sa guise. Faire preuve ici
d’autorité serait souvent nuisible et irait 4 ’encontre du but poursuivi.
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Dans chaque groupe, on échange des idées sur les questions posées dans
la fiche, sur la maniére de résoudre telle ou telle difficulté. D’un groupe
autre, on compare des résultats; les enfants se déplacent, se posent des
questions entre eux; réclament I'aide du professeur, toujours bien présent,
mais mélé aux enfants, allant d’une équipe a l’autre. Il a abandonné son
estrade et son piédestal. Sur la feuille de cahier, sont consignées les réponses,
les croquis d’abord maladroits, puis mieux structurés & la lumiére de la
recherche. La fiche terminée, le maitre contrdle rapidement, pour cette
€quipe, les résultats les plus significatifs. Dans certains cas est établic une
“fiche-réponse”, qui sera distribuée & la demande.

La fiche suivante est alors proposée a 1'équipe, sans attendre, bien sdr,
que toute la classe ait terminé: c’est un point trés important, si 'on veut
réellement respecter le rythme propre a chacun.

Il arrivera cependant que I'on demande aux éléves particuliérement rapides
de conseiller et de guider les plus lents. Ces enfants deviendront les assistants
du maitre, et tous dans nos classes, nous avons ainsi un ou deux auxiliaires
qui se font parfois mieux comprendre de leurs camarades que le professeur
lui-méme, dans ce langage propre aux enfants. C’est pour nous un moyen
de permettre aux plus rapides de se mettre au niveau des autres, avec la
satisfaction de leur apporter quelque chose.

Pour diminuer ces décalages dans le temps, nous proposons aussi aux
enfants rapides des fiches supplémentaires, comportant des prolongements,
des exercices qu’il n’est pas nécessaire d’avoir étudié pour aborder la suite
de la progression. Ils sont ainsi “alimentés” et n’ont pas I'impression de
perdre leur temps.

Toutes les séances de travail ne sont pas occupées par la recherche sur
fiche. Nous parlerons tout & I'heure des cours de synthése. Il convient d’y
ajouter le travail effectué alors que la classe est dédoublée. A cette occasion,
nous abordons des exercices plus ouverts, des manipulations diverses avec
matériel (blocs logiques, cartes perforées) et surtout nos éléves font du
calcul numérique avec ces machines de bureau dont il a déja été question.

Il n’est pas impossible aussi que, pour une partie, I’étude de la fiche soit
menée collectivement; c’est parfois nécessaire en raison de difficultés parti-
culi¢res. Mais la majeure partie du temps consacrée aux mathématiques est
occupée par ce travail individuel sur fiches.

On pourrait penser que le professeur n’a qu’une utilité bien limitée dans ce
systéme. En fait, il n’en est rien. Son rdle est totalement transformé. Ce n’est
d’ailleurs pas sans quelque appréhension que, les uns et les autres, nous avons
abordé ce style de travail. Il y faut un réel effort de reconversion, une véri-
table volonté pour renoncer a certaines habitudes. Pour que I’expérience
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tentée ne soit pas dénaturée et d’avance condamnée, il est indispensable de
faire cet effort de remise en question. C’est aprés plusieurs mois seulement,
d’efforts, d’observations, de critiques, que I'on découvrira le style le meilleur
et que I'on obtiendra des résultats intéressants. Sans un véritable acte de
foi préalable, on risque de revenir trop tot 4 la facilité des habitudes.

Le maitre ne se borne pas a la distribution des fiches et la correction des
cahiers. Il reste en permanence le conseiller et le guide pour chaque enfant,
pour chaque équipe. C’est dire qu’il doit se déplacer constamment, redresser
une erreur, donner un conseil, poser lui-méme des questions en guise de
réponse, se pencher plus particuliérement sur I’éléve lent; ce n’est pas 1a
un travail de tout repos.

A P’occasion de ces échanges, il doit exiger de I’enfant, une formulation
orale claire et précise, souvent une relecture du texte, écouter des explica-
tions confuses et les faire préciser.

Dans certains cas, au début de I’étude d’une question nouvelle, il est bon
que le professeur expose rapidement a I'ensemble de la classe quelques idées
permettant de mieux comprendre le contenu des fiches qui seront abordées.
On amorce la recherche par une introduction courte et précise.

Par ailleurs, au cours de la recherche individuelle décrite plus haut, il
arrive que plusieurs enfants soient arrétés par un point précis, soit en raison
d’une difficulté d’ordre mathématique, soit pour une mauvaise rédaction de
la fiche. Il est alors possible de rassembler ces quelques enfants devant le
tableau noir pour leur donner ce complément d’information qui permet
d’aller de I’avant. Cette confrontation permet toujours de lever certaines
difficultés et d’éviter de trop longs piétinements.

Enfin, de fagon réguliére, il convient de procéder a une étude de synthése
sur un ensemble de fiches, de faire le point sur une notion dont I’étude est
achevée par tous. Souvent préparée par les enfants a la maison, cette mise
au point prend P’aspect d’un travail collectif, sous la conduite du maitre. II
lui faut faire le tri des remarques, insister sur ’essentiel, expliquer pourquoi
telle idée retenue n’est que secondaire. Ces choix, I’enfant n’est pas toujours
capable de les faire seul. A la suite de cette discussion, un texte court sera
noté sur un feuillet spécial. L’enfant a besoin,  certains moments, de points
de repére précis; il faut 'aider & dégager les choses importantes a la suite
d’une étude de deux ou trois semaines. Il faut lui montrer ces jalons simples
et précis qui se dégagent dans la mathématique. Il n’en sera que plus a
I’aise pour avancer dans son étude; mieux, plus tard, si on a su le guider,
il saura lui-méme dégager une structure, reconnaitre une propriété essen-
tielle.

11 reste & évoquer la question du contrdle des connaissances. On peut dire
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d’abord qu’il est permanent, en ce sens que ’enfant, au cours de sa recherche
personnelle aura constamment 2 utiliser les notions rencontrées dans les
fiches précédentes. S’il a oublié le sens d’un mot, il lui appartient de revenir
en arriére et il n’est pas rare de voir nos éléves feuilleter leur cahier, leurs
fiches de synthéses pour se rafraichir la mémoire en cours d’étude.

Un contrdle systématique est organisé sous forme d’interrogations régu-
liéres, soit sous forme orale, mais la plupart du temps sous la forme d’un
test écrit. L’enfant répondra individuellement, en faisant usage, ou non, de
ses documents. Les résultats de ces interrogations nous obligent parfois
revenir sur telle ou telle question mal assimilée par 'ensemble, & reprendre
une explication de détail & un groupe d’enfants.

I1 faut ajouter que vérification du travail et contrdle des connaissances se
font en permanence tout au long des séances: une certaine disponibilité du
maitre lui permet précisément de noter bon nombre de remarques sur le
comportement, la rapidité, les acquisitions de chacun.

Le travail du professeur n’est donc pas de tout repos. Si on ajoute les longues
discussions qui accompagnent I’élaboration des fiches, on imagine sans peine
que sa tiche, si elle est modifiée, n’est pas diminuée. Mais nous éprouvons
la grande satisfaction de voir nos éléves aimer ce qu’ils découvrent eux-
mémes, réclamer du travail sous forme de fiches supplémentaires. Les rap-
ports entre le maitre et ses éléves sont totalement modifiés: ’enfant est con-
cerné par ce travail qui réclame de lui une activité. Il n’est plus seulement
destiné a enregistrer.

Tout cela ne va pas sans difficultés, sans imperfections. C’est une entre-
prise humaine, dépourvue de miracles.

Disons d’abord que ce travail est relativement lent dans ’ensemble. Mais
on s’apergoit trés vite que ce qui est “perdu” en temps est retrouvé trés
largement en profondeur d’assimilation. Nos éléves retiennent. Nous I’avons
constaté 4 maintes reprises en début de la seconde année. Les notions étu-
diées dans le courant de I’année passée étaient toujours présentes a leur
esprit: nous avions le sentiment de n’avoir pas inculqué un savoir sous une
forme artificielle, mais d’avoir impregné leur mémoire d’une connaissance
définitivement acquise.

Il'y a, bien sir, une difficulté due au rythme propre & chaque enfant. Si
on veut utiliser ces fiches, il est important de respecter dans une large mesure
ces différences de rapidité, et c’est souvent une géne pour le professeur, non
seulement dans la conduite journaliére de sa classe, mais principalement
lorsqu’il désire, avec toute la classe, procéder a une étude de synthése.

Dans certains cas, nous avons rencontré des écarts de six fiches et plus
dans une méme classe. En dépit des moyens utilisés pour limiter ces écarts,
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sans remettre en question le principe des rythmes différenciés, les décalages
subsistent; c’est dans la nature des choses. Ce sont d’ailleurs toujours les
mémes enfants qui prennent du retard. Mais on remarque souvent des varia-
tions. Pour ma part, j’avais trés vite remarqué un jeune enfant particuliére-
ment lent en début d’année de sixiéme. Il a fallu plus d’une année pour qu’il
parvienne au rythme de travail voisin de celui des plus rapides, avec une
bonne compréhension. Tel autre, réveur et dissipé, a fourni un travail meil-
leur et plus rapide a la suite de résultats inquiétants en fin de trimestre. Il
faut bien se dire qu’aucune méthode, aussi bonne soit-elle, ne supprimera
totalement le paresseux et le réveur. Mais cette individualisation présente au
moins I’avantage de permettre 4 chacun de rattraper un retard, quelle qu’en
soit la cause, et d’éviter les découragements.

Ce travail s’accompagne inévitablement de bruit dans la classe. Bavar-
dages, déplacements, échanges, tout cela n’est pas toujours silencieux. Les
professeurs n’aiment pas, en général, que ’on dise de leurs classes qu’elles
sont bruyantes. C’est souvent considéré comme un manque d’autorité et
quelques-uns de nos collégues vont jusqu’a nous accuser d’encourager I'in-
discipline. Il ne faut tout de méme pas prendre le silence comme un critére
d’intérét pour la chose écoutée.

En fait, nos éléves parlent, mais ne bavardent pas! Ils travaillent, tout
simplement. Il est trés exceptionnel que dans un groupe, on parle d’autre
chose que de la question étudiée a cet instant. Il n’est pas sans intérét de
constater que des enfants de onze ans sont capables de parler mathématique.
N’est-ce pas un premier critére de succés?

Malgré toutes les consolations que nous pouvons nous trouver, et elles
sont nombreuses, les classes sont bruyantes. Ce bruit doit sans doute con-
tribuer 4 une diminution du “rendement”; mais le probléme est sans solu-
tion. Si nous voulons encourager une activité individuelle, une recherche en
commun qui ne soit pas artificielle, susciter des échanges, il faut bien tolérer
la parole.

Ce que nous pourrions souhaiter en tout cas, ce sont des locaux assez
vastes, mieux adaptés a ce travail.

Pendant une partie au moins de la séance de travail, il est possible d’im-
poser une recherche individuelle silencieuse, par exemple en début d’heure,
au moment ol ’attention peut se fixer sur des points précis.

Voici, pour finir sur ce point, une critique souvent formulée par des col-
Iegues. Si I’on souhaite que I’enfant, livré & lui-méme, soit capable d’arriver
3 la compréhension d’une notion mathématique nouvelle, il importe que les
questions soient simples, que le travail soit préparé dans le détail, vers un
but précis. La recherche de I’enfant est donc trés dirigée; chaque étape est
parfaitement précisée.
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En définitive, l'initiative laissée 4 I'enfant est réduite. Conduit pas a pas
vers une réponse, il n’a plus a faire preuve d’imagination. Si I'on n’y prend
garde, il sera plus tard dérouté devant un exercice ot les étapes n’auront
pas été préparées.

C’est une question importante et nous devons étre trés prudents dans la
rédaction. Il est incontestable que le risque existe. Mais il ne faut pas oublier
que, pour des enfants de cet 4ge, nous sommes au stade de I'initiation mathé-
matique. On ne peut pas attendre d’un enfant de onze ans qu’il construise
seul, a partir d’un matériel trés réduit. Il lui faut déja avoir rencontré des
modeles. L’imagination en mathématique s’exercera dans certaines voies,
a partir de données préalablement acquises. Tout n’est d’ailleurs pas mathé-
matisable, bien heureusement, et tous nos enfants n’ont pas la puissance de
création d’un Pascal, d’'un Gauss, d’un Galois.

Le travail d’apprentissage est donc fatalement directif, dans une certaine
mesure. Aprés deux années, nos €léves auront assimilé un certain nombre
de concepts. Ils auront entrevu des structures. Ils sont aptes 2 une véritable
découverte mathématique. Alors, imagination créatrice, sens de la synthése,
initiative, pourront s’exercer valablement parce que préparées par un travail
d’approche précis. Il semble dangereux de vouloir briler les étapes.

Cela signifie que, aprés cette expérience de deux ans, nous sommes con-
vaincus de la nécessité d’une modification assez sensible du style, du con-
tenu, de la présentation et de la rédaction des fiches de travail, et méme de
leur utilisation.

Nous rencontrerons, a n’en pas douter, de nouvelles difficultés. Mais seuls,
le travail d’une équipe de professeurs, I'expérimentation, une mise au point
permanente avec le souci constant de I'intérét de ’enfant, pourront nous
aider dans cette tdche qui ne fait que commencer.

Il n’est donc pas question de conclure.

Le biologiste, penché sur sa préparation, dispose de critéres objectifs et
communicables pour rendre compte de ses travaux.

Le chercheur qui construit son module lunaire, verra bien, et le monde
avec lui, si son engin est capable de poser ses pattes sur notre satellite.

Le professeur, lui, ne peut donner des indications que tendencieuses, par-
tielles, subjectives sur sa méthode de travail: I’objectivité véritable n’existe
pas encore en pédagogie expérimentale.

Le maitre qui est sir d’avoir intéressé ses enfants, qui les voit travailler dans
la joie, qui suscite des vocations scientifiques, qui accepte sans crainte le dialo-
gue avec les parents de ses éléves, ce maitre-1a croit qu’il a réussi dans sa tiche.

C’est le sentiment que tous nous éprouvons aprés ces deux années. Est-ce
suffisant?
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Les entreprises humaines sont exemples de miracles et nous ne pensons
pas avoir réalisé des prodiges. Tout au plus modestement participé a cette
incessante recherche de 'homme vers une meilleure communication de son
savoir.

Mais Pautosatisfaction est trop facile; elle conduit au renoncement et
vers de nouvelles habitudes. Je ne peux oublier ce vieil ami, aujourd’hui en
retraite, que je voyais, chaque année scolaire, transformer son cours et re-
mettre en cause ce quil avait fait ’année précédente.

Jamais, pour lui, ’enseignement n’avait été ““Ce toit tranquille o marchent
les colombes”. C’est ce que je voudrais, pour finir, souhaiter & mes cama-
rades.

Lyon



G. G. MASLOVA

LE DEVELOPPEMENT DES IDEES ET DES CONCEPTS
MATHEMATIQUES FONDAMENTAUX DANS
LENSEIGNEMENT DES ENFANTS DE 7 A 15 ANS

La présente communication traite du nouveau programme de mathématique
a Iécole en URSS. Ce programme sera mis en vigueur a partir de I’année
scolaire 1969-70; a partir de I’année scolaire 1974-75, tous les éléves doivent
quitter ’école avec les connaissances et les aptitudes prévues par le nouveau
programme.

Le programme propose la structure suivante pour les cours de mathémati-
ques:

Classe Age des Disciplines étudiées
éléves
I-III 7-10 Mathématique (cours d’introduction)
Iv-v 10-12 Arithmétique et éléments d’algebre et de géométrie
VI-VIII 12-15 Algebre et géométrie
IX-X 15-17 Algébre et éléments d’analyse, géométrie
Classes I II II IV V VI VI VIHIIX X Total

Heures de cours
obligatoires par semaine 24 24 24 24 30 30 30 30 30 30 276

Heures de cours facultatifs
par semaine - - - = - - - 4 6 6 16

Cette structure explique le choix de I'intervalle d’age (7 & 15 ans) auquel
se limite notre communication: c’est ’dge des éléves de I’école de huit ans,
obligatoire pour tous. Il faut remarquer que I’enseignement  I’école soviéti-
que s’effectue selon un programme unitaire.

Passons au systéme d’enseignement des idées et des concepts fondamentaux
dans le cours de mathématique pour les éléves de 7 4 15 ans.

Pour le systtme d’enseignement mathématique de I’école secondaire, le
contenu et le caractere de 'enseignement au niveau primaire est d’une grande
importance. Les données scientifiques contemporaines sur la possibilité
d’assimilation des éléves des petites classes et expérience acquise dans de
nombreuses écoles en URSS et a I’étranger permettent de limiter la durée de
I’école primaire a trois ans (au lieu des quatre ans traditionnelles dans notre
pays).

Comme on voit, I’horaire permet 1’étude quotidienne des mathématiques.
Ceci nous donne la possibilité d’effectuer un travail systématique ayant pour
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but le développement mathématique de I'éléve, qui rencontre tous les jours
des situations mathématiques, travaille avec des concepts mathématiques.

Le volume de connaissances que I’éléve doit acquérir en trois ans correspond
grosso modo au programme en vigueur pour I’école primaire actuelle de
quatre ans.

L’enseignement des mathématiques dés la 4ieéme sera effectué par un pro-
fesseur spécialiste en mathématiques, ayant un diplome d’études supérieures
pédagogiques. Ceci permettra d’élever considérablement le niveau des con-
naissances mathématiques des éleves.

Le cours de mathématique dans les classes liére-3i¢éme est une partie
organique du cours de mathématiques de I’école secondaire. L’arithmétique
des entiers naturels et les grandeurs fondamentales forment I’ossature prin-
cipale de ce cours. Des éléments de géométrie et une propédeutique de
I’algébre s'unissent autour de ces mati¢res. La propédeutique algébrique
entre organiquement dans le systéme des connaissances arithmétiques, per-
mettant une meilleure assimilation de la notion de nombre, des opérations
arithmétiques et des relations mathématiques.

La liaison étroite avec le monde extérieur est un des principes fondamentaux
de I’éducation.

Tout en admettant Pimportance du développement de la pensée abstraite
des enfants, nous sommes toutefois trés prudents vis-a-vis de la modernisa-
tion du cours de mathématiques a ’école primaire. Nous sommes convaincus
que I’éléve ne doit pas considérer les mathématiques comme un systéme de
conventions arbitraires, que I’éléve ne doit pas opposer les mathématiques
aux sciences naturelles.

Le programme prévoit la formation des concepts mathématiques sur la
base de situations concrétes de la vie quotidienne, ce qui permet de montrer
aux enfants a quelles sortes de problémes s’appliquent les connaissances et
les mécanismes qu’il acquiert durant les legons de mathématiques. De cette
maniére, on développe dés le début une compréhension correcte des relations
entre la science et la pratique. Les éléves doivent toujours comprendre
Porigine réelle des systémes étudiés. Cette ligne est systématiquement déve-
loppée par la suite.

La formation du concept d’entier naturel et d’opération arithmétique
commence par une activité pratique avec des ensembles concrets. En classe
de litre on étudie les opérations dans les limites de la centaine, en 2iéme,
dans les limites de mille; en classe de 3iéme les él2ves apprennent 2 écrire des
entiers positifs quelconques et & opérer avec eux dans les limites d’un milliard.
Mais une attention particuliére est prétée aux opérations avec les nombres
a 3 et 4 chiffres.

Dés la classe de liére, les éléves se familiarisent avec la comparaison des
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expressions numériques. Ceci permet une compréhension plus profonde de
la signification des opérations arithmétiques (par exemple, la comparaison
des expressions 10x5+7x5et 17x5,44+4+4 et 3x4, 5+5+5et3+3+3
+343) et une organisation plus rationnelle des calculs.

Le programme prévoit un niveau de généralisation plus élevé (la compré-
hension du réle des principes généraux et des lois), les lois des opérations
étant considérées comme axiomes 2 la base des faits mathématiques étudiés.
Quelques-unes des généralisations sont explicitement formulées dés la classe
de licre: telles que le principe de I’existence du “successeur’” d’un entier
naturel, les propriétés principales de la somme et de la différence, la com-
mutativité de I'addition. En classe de 2i¢éme on étudie la commutativité de
la multiplication et I'on considére sous ses deux aspects les divisions. En
¢étudiant la multiplication et la division on accorde une attention particuliére
aux propriétés du produit et du quotient et & certains cas particuliers de la
multiplication et de la division (classe de 3ieme).

Ce travail est facilité par I'introduction d’éléments de symbolisme littéral.
En classe de li¢re on désigne I'inconnue par une lettre. En classe de 2iéme
on se sert de lettres pour écrire les propriétés des opérations (par exemple
a+b=b+a). En méme temps les lettres peuvent désigner des inconnues.
Les éléves se voient proposer un grand nombre d’exercices ou ils doivent
trouver la valeur numérique d’une expression contenant une variable, pour
une valeur donnée de cette variable (par exemple: calculer la valeur de
Pexpression a+2 pour a=1, 2, 5, 10), ou résoudre des inégalités (a+3<7,
b—2>7) et des équations simples.

L’étude de la géometrie s’effectue en liaison étroite avec I’arithmetique.
Ici les €léves assimilent les mécanismes de constructions importants en
pratique, font la connaissance d’un grand nombre de figures et de leurs
éléments, commencent 3 raisonner, observer, tirer des conclusions au fur et
a mesure du développement de leur imagination spatiale.

Le programme de I’école primaire comprend les notions géométriques
suivantes:

le point, la ligne, la droite et la courbe, la ligne fermée et ouverte, les
angles droits, aigus, obtus, le quadrilatere, le rectangle (classe de liére);

la périmetre d’un rectangle, d’un polygone; le cercle et le disque, la division
du cercle en parties égales (par pliage), la division d’un segment en parties
€gales, les differents types de triangles. Ceci dans la classe de 2ieme.

L’aire d’une figure quelconque par la mesure directe et indirecte, I’aire du
rectangle. Ceci dans la classe de 3iéme.

A TIécole primaire on commence également la propédeutique de certains
concepts qui n’apparaissent que plus tard. On donne les premiéres notions
sur la dépendance de variables, la représentation des variations sous la forme
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de tables; on prépare I’étude de systémes de coordonnées (par exemple en
recherchant le carré du quadrillage du cahier qui est situé & un nombre donné
de carrés A partir du coin inférieur gauche de la page, ou en cherchant la
personne assise au quatriéme pupitre du troisi¢éme rang, etc.).

On emploie systématiquement les représentations visuelles, les illustrations.
Ainsi, pour illustrer la commutativité de la multiplication, on compte de
deux maniéres le nombre de carrés qui forment un rectangle; le calcul de
Iaire du rectangle s’effectue en liaison avec I’étude de la distributivité de la
multiplication.

A I’école primaire les éléves doivent acquérir une solide connaissance des
quatres opérations arithmétiques avec les entiers naturels et posséder quelques
notions sur les fractions ordinaires, savoir résoudre des problémes simples,
reconnaitre les figures géometriques ordinaires.

Ci-dessous nous donnons une liste d’exercices pour les éléves de troisi¢me.

Fcrire les expressions et calculer leurs valeurs:

(a) 406 multiplié par la somme des nombres 568 et 375.

(b) 2278 augmenté du produit des nombres 418 et 310.

(c) 51.712 divisé par la somme des nombres 302 et 201.

Comparer les expressions sans calculer leurs valeurs:

(a) 485x230 et 324 x 230.

(b) 125:68 et 125:86.

Le cours de mathématique des classes de 4iéme et de Si¢me joue un role
important dans le développement mathématique des éleves. C’est dans ce
cours que commence le travail systématique nécessaire pratiquement a la
formation de toutes les idées et de tous les concepts fondamentaux des mathé-
matiques étudiés a I’école. C’est aussi dans ce cours que les éléves regoivent
la préparation nécessaire pour I’étude des disciplines proches des mathémati-
ques, en premier lieu pour étude de la physique et du dessin technique, qui
commence en 6i¢me. La formation des notions fondamentales d’algebre et
de géométrie s’effectue progressivement sur une longue période, ce qui per-
met aux enfants d’apprendre 4 fond les matiéres étudiées; par la suite, comme
le montrent les expériences effectuées, ceci donne la possibilité d’aller plus
vite dans les grandes classes.

Le cours d’arithmétique et d’éléments d’algébre comprend I’étude des
entiers naturels, des fractions décimales (en classe de 4i¢tme), des entiers
relatifs et des opérations avec les fractions ordinaires (en classe de Si¢me).
Pendant toute la durée du cours on étudie les équations et les inégalités,
on préte une attention particuliére a la propédeutique de la notion de fonc-
tion (que I'on définit au début de la 6iéme), ainsi qu’a la méthode des coor-
données; on introduit en 6iéme la demi-droite numérique orientée; en Siéme,
ol I’on considére pour la premiére fois les nombres négatifs, la droite numéri-
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que est souvent utilisée; un peu plus tard on considére les coordonnées dans
le plan.

Le cours de mathématiques de 4iéme commence par une révision systéma-
tique portant sur les entiers naturels. C’est ici que les éléves rencontrent pour
la premiére fois la notion d’ensemble, d’éléments d’un ensemble, d’apparte-
nance i un ensemble, de non-appartenance i un ensemble, de ’ensemble
vide. On introduit les notations correspondantes:

{ LA={.l|.},e¢0N.

Ces concepts sont mis en pratique par des exercices qui portent sur les
ensembles finis numériques et certains ensembles de points, ainsi que sur
des ensembles d’éléments de nature trés variée. En 4ieéme on introduit
’ensemble des solutions d’une équation ou d’une inégalité en étudiant leur
résolution.

Les notions de la théorie des ensembles sont utilisées systématiquement
par la suite.

Ainsi, en étudiant les fractions ordinaires en 5iéme, on propose, par
exemple, aux €éléves de trouver I'ensemble des valeurs de a pour lesquelles
la fraction a/4 est inférieure & I'unité ou de trouver ’ensemble des valeurs
de b pour lesquelles la fraction 12/b représente un nombre entier etc.

Avant d’étudier la divisibilité des entiers en S5i¢me, on introduit les opéra-
tions sur les ensembiles (intersection et réunion) avec les symboles correspon-
dants. Ces concepts sont ensuite utilisés pour la recherche du P.P.C.M. et du
P.G.C.D.

Les figures géométriques en Siéme sont également considérées comme
étant des ensembles de points.

C’est ainsi que dans les classes de 4i¢me et de 5i¢me on introduit pratique-
ment tous les concepts de la théorie des ensembles sur lesquels se base tout
le cours de mathématique de I’école secondaire.

Nous avons déja remarqués qu’une grande attention est accordée 2 la
résolution des équations et des inégalités. Leur introduction est préparée
par un travail soigné sur la notion d’ensemble, de demi-droite numérique,
d’expression contenant des variables, de propositions. Ainsi, en enseignant
les équations, on utilise d’une maniére essentielle certains concepts de la
logique mathématique (propositions vraies ou fausses). Il est bien entendu
qu’on ne donne ici aucune définition — il s’agit d’utiliser d’une manidre
naturelle des mots familiers aux éléves, mais en leur donnant un sens mathé-
matique précis.

En 4ieéme on pose aussi les bases de la notion de fonction. Pour cela,
Pintroduction assez précoce de la notion de variable, de ’ensemble des
valeurs d’une variable, d’expression contenant une variable est essentielle.
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Tous ces concepts sont introduits A 'ordre d’exemples aisément compré-
hensibles aux éléves. Trés souvent le but des exercices proposés est de préparer
P’éléve & mettre en équation les données d’un probleme. Par exemple:

PrROBLEME. La distance entre deux villes est de 560 km. Deux camions
partent simultanément des deux villes & la rencontre I'un de Pautre. L'un
d’eux a une vitesse de 80 km/heure, l’autre de 60 km/heure. Quelle sera la
distance entre eux dans 1 heure, dans 2 heures, dans 3 heures, dans ¢ heures?
A quel moment se rencontreront-ils?

Dans le cours d’arithmétique et d’éléments d’algébre on préte une attention
particuliére au développement des aptitudes au calcul chez les éleves. Déja,
en classe de 4iéme, les éleves effectuent des devoirs de calcul variés, en parti-
culier des devoirs orientés vers la connaissance consciente des régles arithmé-
tiques. Dans ce contexte il est important de noter I'ordre dans lequel on
étudie les fractions selon le nouveau programme: les fractions décimales
avant les fractions ordinaires. Sur la base des notions sur les fractions ordi-
naires acquises déja a I’école primaire, on introduit en 4iéme les fractions
décimales comme une nouvelle représentation des fractions de dénominateur
égal & 10" ou n est un entier positif.

Les opérations avec les fractions ordinaires se rapportent au cours de la
classe de Si¢me.

Le travail systématique sur I’étude des calculs approchés commence
également en 4i¢me; c’est ici que I'on apprend & arrondir les nombres. En
5ieéme on donne quelques notions sur la précision des valeurs approchées et
les fractions décimales infinies.

Les pourcentages sont également introduits en 4ieéme. Ils sont considérés
comme une nouvelle forme de notation d’un nombre 20%,=0,20=1%.

Le niveau d’aptitudes au calcul exigé des éleves de 4ieme et de Si¢éme peut
étre jugé d’aprés les exercices suivants, que doivent savoir faire tous les éleves.

Simplifier:

(@) 28, 6—0, 127-9410, 4—17, 6:2,5 (classe de 4ieme)

©) 45,09:1,5—(2%-45—2,5-23):5% (classe de Si¢me).

Résoudre les équations

() 0,5x—7=0,3x—15 (classe de 4ieme)

(d) 3(2,5x+2,8)—4(1,2x+1,5)=2,7x+2,4 (classe de Si¢me).

En 4iéme et en Siéme on propose un cours de géometrie, ou les éléves
continuent 2 se familiariser avec les concepts géométriques fondamentaux.
On y étudie les concepts suivants:

la droite, la demi-droite, le segment, la ligne brisée, les relations entre les
cotés d’un triangle; I’angle, I'angle droit, la mesure des angles; les angles
adjacents et les angles opposés, la perpendiculaire 4 une droite, la distance
d’un point a une droite (en 4i¢me),
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la symétrie axiale, le parallélisme, la direction; la position d’une droite par
rapport a un cercle, la position relative de deux cercles; la somme des angles
d’un triangle, la construction de triangles, les conditions d’égalité de triangles
(sans démonstration) (en 5iéme).

Une des caractéristiques essentielles de ce cours de géométrie est son
orientation constructive — ici les éléves se familiarisent en pratique avec
toutes les constructions principales, nécessaires, en particulier, au cours de
dessin technique (rappelons que ce cours, obligatoire pour tous, commence
en 6iéme; on y introduit les projections centrales et les projections paraliéles).
Le nouveau programme propose I’étude de la géométrie sur la base des
transformations géométriques. C’est pour cela que dés la classe de 5iéme les
éléves sefamiliarisent  un niveau essentiellement opérationnel, avec troistypes
de transformations de figures: la translation, la rotation et la symétrie axiale.

De méme que dans le cours de géométrie de I’école de huit ans, on s’attache
particuliérement & la bri¢veté de ’exposition. Ainsi, par exemple, 'introduc-
tion du concept de direction et d’angle entre deux directions permet un
exposé assez bref des questions de parallélisme — on pose comme postulat
que ’angle entre deux demi-droites de directions données est indépendant du
choix du point d’origine des demi-droites. Les conditions d’égalité de trian-
gles sont également admises sans démonstration.

Le systéme d’exposition du cours de mathématiques des classes de 4i¢me
et de Siéme prévoit le développement systématique des capacités de pensée
logique chez les éleéves. En 4iéme la considération intuitive des faits reste
le facteur dominant. Souvent des conclusions, en géométrie par exemple,
s’obtiennent en généralisant les résultats de mesures et de constructions. On
utilise souvent les constructions en feuilles de papier, le modelage.

Les éléments géométriques sont également considérés en étudiant les
questions d’arithmétique et d’algébre; en étudiant la distributivité on utilise
la notion de volume; en introduisant la multiplication de fractions décimales,
on introduit la notion d’aire.

A la fin de la 4i¢me on donne une justification déductive des propriétés des
angles opposés. En 5iéme les raisonnements déductifs ont une place plus
importante, on donne la démonstration de plusieurs théorémes: comparaison
de la longueur d’une perpenduculaire et d’une oblique 4 une droite, somme
des angles d’un triangle; la justification déductive des conclusions se fait
également en résolvant les problémes.

En classe de 6ieme-8i¢éme on propose I’étude systématique des cours de
géométrie et d’algebre. En étudiant ces cours on emploie largement les notions
de Ia théorie des ensembles et de la logique introduites en classe de 4i¢me et
Siéme. On utilise les symboles élémentaires de la logique: implication, =,
et I’équivalence logique, <.
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Le cours d’algtbre comprend une grande partie traditionnelle, mais
étudiée sur une base tout a fait nouvelle. Il s’agit des transformations identi-
ques d’expressions entieres et fractionnaires; des équations du premier et du
second degré, des inégalités, des fonctions élémentaires: y=ax+b, y=k/x,
y=ax?; y=ax?, y=./x, y=3/x. La nouveauté est introduction des fonc-
tions exponentielles et logarithmiques (étudiées traditionnellement par les
éleves de 10ieme A I’age de 16-17 ans). Ceci est devenu possible grice & un
exposé assez bref et facilement assimilable par les éléves, dii a ’académicien
A. N. Kolmogorov. Dans cet exposé, 'introduction des exposants fraction-
naires est liée a la construction progressive de la fonction y=a*. L’étude
spéciale de la fonction y=x?, contenue dans les programmes traditionnels,
n’est plus envisagée. Comme exercices recommandés & ce sujet notons la
construction des graphiques de la fonction x* en coordonnées logarithmiques
et de la fonction a@* en coordonnées semi-logarithmiques. Dans les deux
cas, les courbes représentatives sont des droites.

Les nouveaux programmes prétent une attention particuliére au développe-
ment systématique des aptitudes au calcul chez les éléves et des notions sur
les calculatrices électroniques modernes.

Dé¢s la classe de 6ieme les éléves prennent connaissance des exposants
négatifs et apprennent 3 effectuer des calculs avec des nombres, grands ou
petits, notés sous la forme k.10", ou n est un entier relatif et 1 <k<10.

L’aptitude au calcul est exercée par des problémes aux données numéri-
ques “peu pratiques”; en analysant les résultats expérimentaux, effectués
tout aussi bien pendant les legons de mathématiques que dans les disciplines
qui s’y rapprochent: physique, chimie, formation professionnelle etc. Ce
travail s’approfondit lorsque les éléves, en 7iéme, étudient les propriétés des
inégalités. Ces propriétés sont utilisées pour I’étude des erreurs en calcul
approché. Parmi les exercices envisagés on retrouve 1’évaluation des erreurs
par la “méthode des bornes supérieures”.

Un peu plus tard, en étudiant les racines, les éléves apprennent I'approxi-
mation 3 degré prescrit de prévision (envisagée pour la premiére fois en Sieme
en rapport avec le développement d’une fraction ordinaire en fraction déci-
male). Ici ’on considére la “méthode des essais”, la méthode des approxima-
tions successives, on donne I’algorithme itératif pour le calcul d’une racine

carrée:
x
Yn+1 = %(yn + _)'
Vn

En classe de 8iéme on explique le fondement mathématique de la regle
logarithmique (dont on recommande I’emploi pratique beaucoup plus tot,
des les classes de 6ieme et de 7iéme), on se sert souvent de tables, par exemple
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pour calculer les valeur de la fonction y=a*, ou de tables de logarithmes.

Le cours de 8iéme se termine sur le théme “organisation des calculs et
calculatrices” ou I’on systématise les connaissances de calculs approchés,
on introduit les régles des calculs d’erreur, on donne des notions sur I'inter-
polation linéaire, sur I’organisation des calculs manuels — mise en page des
formules et, enfin, on donne certaines précisions sur les calculatrices electro-
niques.

L’acquisition des connaissances durant cette scolarisation de 8 ans se
développe a l'aide d’un grand nombre d’exercices. En voici quelques-uns:

Simplifier:

1 1 1
a b b .
(@) n . ha T (En 7i¢me)
a b a b
a’? + ab + ac + be
(b) a2 _ b2

Résoudre le systeéme d’équations:

2 +yr=1 .
{xz ~ ) =0. (En 7ié¢me)
Résoudre I’équation
x—=17=9—x
J1+x+/1—-x=15. (En8itme)

Calculer
2100 (En 8iéme)

Dans le cours de géométrie de 6iéme-8iéme on utilise largement les trans-
formations isométriques et les similitudes (avec les formules analytiques des
isométries et des homothéties), on y introduit la notion de vecteur (avec la
distributivité du produit scalaire par rapport a la somme), on y étudie les
fonctions trigonométriques des angles de 0° & 180°.

Mais sa particularité la plus importante se situe dans le systtme d’exposi-
tion choisi, systéme grace auquel les éléves doivent prendre connaissance de
la structure déductive de la géométrie, comprendre le rdle des concepts
fondamentaux et des axiomes. Le nombre de propositions du cours de
géométrie admises sans démonstration est considérablement augmenté (en
6ieme, ce sont les conditions de congruence de deux triangles, plus tard on
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admet que deux cercles de rayons r; et r, dont la distance des centres est /,
telle que I<r;+r, et I>|r;—r,| se coupent précisément en deux points.

Les éleves se voient proposer un systéme d’axiomes redondant.

Ainsi se présente, dans ses traits généraux, le systéme de formation des
concepts et idées mathématiques fondamentales dans le cadre du cours de
mathématiques, proposé aux éléves de 7 a 15 ans.

Sur cette base il devient possible d’enseigner, en deux ans (en 9i¢me et
10iéme), une quantité de notions considérables, dont la valeur formatrice est
difficile & sur estimer — il s’agit de la dérivée et de I'intégrale, des équations
différentielles les plus simples, de 1’équation de croissance exponentielle
y'=ky et de I’équation d’oscillation harmoniques y”= —k?2y, des fonctions
trigonométriques, d’un cours systématique de géométrie dans I’espace sur
une base vectorielle avec les axiomes de P’expace vectoriel explicitement
formulés, des notions sur la programmation linéaire et les calculatrices élec-
troniques.

L’acquisition des nouveaux concepts, la compréhension correcte du role
des mathématiques dans I’activité quotidienne de ’homme et la relation entre
la théorie et la pratique, tout cela est assuré par I’élaboration du cours de
mathématique, par les méthodes de son exposition, par le contenu des
problémes résolus. Les relations entre les diverses disciplines, la concordance
des programmes de toutes les disciplines liées aux mathématiques jouent un
grand role.

En régle générale, toutes les connaissances mathématiques nécessaires aux
autres disciplines sont contenues dans ces legons de mathématique. Ainsi,
par exemple, I'introduction des pourcentages en 4iéme est nécessaire au
cours de biologie et de chimie; elle est utile également au cours de géographie;
P'introduction de la méthode des coordonnées en Siéme permet, dans diverses
disciplines, d’utiliser la représentation graphique des lois qu’on y rencontre;
I’étude des échelles de mesure en 4iéme prépare les éléves a la lecture des
appareils de mesure en physique de 6i¢éme; avant I’étude de la physique les
éléves font connaissance, en 5iéme, de certaines formules simples de physique.
En 6iéme, au début de I’étude de la mécanique, les éléves connaissent déja
I’équation du mouvement rectiligne uniforme, ils savent résoudre des pro-
blémes qui se rapportent au mouvement. Des relations de ce genre entre
diverses disciplines peuvent étre citées en grand nombre.

Il est intéressant de noter d’autres relations.

Certaines questions sont considérées en physique avant d’étre étudiées en
mathématiques, parfois méme certains concepts réapparaissent plusieurs fois
dans diverses disciplines. Ceci permet, tout en évitant les répétitions, d’appro-
fondir systématiquement les connaissances des éleéves et de considerer le
méme concept de points de vues différents, d’employer plus largement les
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exemples a contenu physique, de souligner le rdle joué par les mathématiques
en sciences naturelles.

Ainsi, la vitesse instantanée d’un mouvement rectiligne quelconque est
d’abord définie en physique (en 8i¢me), et ensuite, sur cette base, on introduit
la dérivée dans le cours “Algebre et éléments d’analyse” (en 9iéme).

La notion de vecteur apparait d’abord en physique en 6i¢éme dans un
contexte trés restreint — somme de forces qui agissent le long d’une méme
droite. En 7ieme les vecteurs sont considérés en géométrie, et les connaissan-
ces acquises sont utilisées en physique — résultante de forces qui forment un
angle entre elles. En 9i¢me on considére les vecteurs dans I’espace. Les
connaissances ainsi acquises permettent ’exposition de la géométrie sur une
base vectorielle.

Cest un bref exposé des notions et idées mathématiques que nous en-
seignerons 4 nos éléves de 7 & 15 ans. Le succes de ces nouveaux programmes
dépend de la fagon dont nous saurons préparer les maitres et les nouveaux
manuels.



A. ROUMANET

UNE CLASSE DE MATHEMATIQUE:
MOTIVATIONS ET METHODES

Dans cet exposé nous voudrions présenter quelques principes qui nous
paraissent essentiels et qui nous ont guidés dans la pratique pédagogique
de nos classes. Ils concernent 'attitude du maitre, les rapports maitre-éléves,
le comportement des éléves en classe, et aussi I'organisation du travail en
classe. Aprés cela, dans une deuxi®éme partie, nous présenterons des exemples
de ce que nous avons fait au cours de la derniere année scolaire, dans des
classes de deux niveaux différents: en cinquiéme, avec des enfants de 12-13
ans; en terminale A4 (section littéraire ayant une option mathématique)
avec des éléves de 17-19 ans.

1. LES METHODES

Voici donc quelques principes sous-jacents aux méthodes pédagogiques
adoptées.

1. Le professeur

Nous commencerons par parler de 'attitude du professeur. En effet, il est
a la fois le chef d’orchestre, ’'animateur, le coordinateur; c’est lui qui a le
rdle principal dans la détermination des attitudes de chacun, et par suite,
du déroulement de la classe et des rapports a 'intérieur du groupe.

A notre avis, le professeur doit éviter de brimer la spontanéité de I’éleve.
Lorsqu’un éléve ou des éléves ont quelque chose & dire, ils doivent pouvoir
le dire. Pour cela, il faut qu’a certains moments, le maitre accepte qu’il n’y
ait pas un ordre de parole trés bien établi, et qu’il accepte que parfois des
discussions s’installent entre éléves indépendamment de lui. Pour le maitre,
il faut une grande maitrise de soi, il faut se résigner a n’étre pas toujours le
premier personnage de la classe, il doit accepter qu’une séance ne se déroule
pas toujours dans un trés grand calme. Une des difficultés est en effet de trouver
un équilibre entre la discipline stricte qui contraint et brime la spontanéité,
etle chahut qui ne permet pas de se faire entendre. Cette difficulté est d’autant
plus grande que les effectifs des classes sont plus importants.

Les éleves ont la parole: le professeur doit favoriser la découverte, I’éclo-
sion des idées, I'imagination, le sens de I'organisation et 1’expression chez
les éleves. Il devrait &tre non pas “I’accoucheur”, des esprits, mais “le cataly-
seur”. Il ne devrait pas tracer le chemin que les éléves n’auront plus qu’a
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parcourir, mais les amener a déterminer et constuire eux-mémes ce chemin.
La recherche doit aller dans le sens que les éléves lui donnent. Des éleves ou
des groupes d’éleves peuvent s’engager dans des directions différentes et
déterminer leur propre progression. Nous nous trouvons ici en désaccord
avec le maitre accoucheur des esprits a la maniére de Socrate, et avec les
principes de I'enseignement programmé, du linéaire surtout, qui veulent
qu’on guide 1’éléve pas a pas.

Il faut laisser  la découverte le temps de se faire; il est important que les
€léves aient le temps de conduire leur recherche jusqu’ou ils veulent et
peuvent le faire. Dans une classe, pour un travail de recherche effectué
individuellement ou par petits groupes, on peut distinguer deux phases:

1ére phase: chaque éléve ou chaque équipe effectue son travail de recher-
che, le maitre laissant chacun conduire son travail jusqu’au bout, n’interve-
nant que trés peu, a la demande des éléves, pour les obliger a réfléchir et
éventuellement leur poser des questions, mais en évitant d’influencer leur
travail.

2¢me phase: discussion générale sur I’aboutissement des travaux de chacun;
ici le maitre doit éviter de donner une correction, un corrigé type, mais
c’est & partir de la discussion entre tous les éléves que petit a petit doivent
se dégager les résultats essentiels.

Enfin et nous y reviendrons dans le paragraphe sur les rapports psycholo-
giques entre maitre et éléves, le maitre ne doit pas se comporter en censeur,
il ne doit pas non plus écraser les éléves de sa science.

2. Rapports maitre-éléves

Ici encore, c’est I'attitude du maitre qui va étre déterminante, et c’est donc
sur cela que nous allons surtout insister.

Le maitre n’est pas un censeur, un juge; il n’est pas 1a pour juger les éleves et
lesempécher de s’exprimer, mais pour les aider et leur apprendre a s’exprimer.

Le maitre ne doit pas écraser les éleves de son savoir, de ses connaissances;
il ne doit pas apparaitre comme celui qui sait tout en face de ceux qui ont
tout 4 apprendre. Il est 12 pour aider les éléves & se poser des questions, il
doit avoir l'air de réfléchir avec eux, de se poser des problémes avec eux.

Il faut cependant que les éléves aient un sentiment de sécurité, quils
sachent et qu’ils sentent qu’ils peuvent avoir recours au professeur en cas de
besoin. Si celui-ci ne doit pas écraser les éléves de sa science, les éleves doivent
sentir qu’il domine la situation et qu’ils peuvent avoir recours 3 lui.

Pour que les éléves possédent une notion et la maitrisent, il est bien pré-
férable de la faire découvrir par eux-mémes plutdt que la leur imposer avec
autorité.

Dans la classe tous les éléves devraient se sentir concernés. Le professeur
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ne s’adresse pas A un, deux ou un petit groupe d’éléves, mais a tous. Il
faudrait arriver a faire en sorte que tous participent a la classe, a la recherche.
Bien sir, ceci est d’autant moins facile & réaliser que les éléves sont plus
nombreux dans les classes. Comment s’occuper de 35 ou 40 éléves en méme
temps alors qu’il n’ont pas tous les mémes centres d’intérét et qu’ils n’ont pas
tous le méme rythme de progression?

Le professeur ne doit jamais porter de jugement catégorique sur les éleves,
ne jamais dire & quelqu’un pris isolément ou en public: “tu es un idiot”
ou “tu n’as rien compris”; cela risque d’enfermer I'éléve dans une attitude
de refus, attitude de celui qui ne comprend rien, n’est pas capable de réfléchir
ou de résoudre un probléme dés qu’il s’agit de mathématique. Il en est de
méme en ce qui concerne toute une classe, on ne doit pas condamner les
éleves globalement et définitivement par exemple en comparant cette classe
a d’autres ou en disant: “vous &tes tous des idiots’’, ““vous ne comprendrez
jamais rien”...

Enfin il faut refuser et combattre la mentalité, trop courante, de I'éleve
qui se dit “nul en math”. En effet, il s’enferme derriére cette attitude qui lui
sert de paravent et refuse de réfléchir et de comprendre dés qu’il s’agit de
mathématique. Il est 2 noter que le nombre d’éléves qui s’abritent derriere
une telle attitude est d’autant plus grand que I'on s’éléve en dge. Devant de
tels blocages, il faut arriver 2 faire prendre conscience a I'éleve qu’il est
capable, aussi bien qu’un autre, de résoudre des problémes, de comprendre
et méme de découvrir certains procédés. Pour cela il faut arriver a lui donner
d’abord des problémes qui Iintéressent et qu’il soit capable de résoudre.
Pour cela la présentation des sujets de travail aura une grande importance.

3. Présentation du travail

L’essentiel est de partir de situations “familieres” aux éléves et a leur portée.
11 faut éviter les problémes dits “concrets” qui sont peut-Etre concrets pour
le professeur, mais ne le sont pas du tout pour les éleves, et qui de plus sont
totalement en dehors de leurs préoccupations. Je pense en particulier aux
fameux “problémes de robinets” qui ont nourri notre enfance.

Une situation “familiére”! est une situation proche des préoccupations
du public auquel on s’adresse, proche aussi des choses qui P’entourent, qu’il
peut voir ou qu’il peut pratiquer. On pourra partir soit d’un jeu, soit de la
manipulation d’un matériel, soit d’un probléme ouvert.

(a) Les jeux

D’une part, les jeux sont trés proches des préoccupations de nos éleves;
chaque 4ge a ses jeux. D’autre part, ils sont une source inépuisable de situa-
tions qu’on peut étudier et mathématiser.
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Bien siir, il ne s’agit pas de prendre un jeu trés complexe, tel que le jeu
de bridge, et de I'étudier & fond, mais de prendre des jeux plus simples;
on peut en inventer des quantités, qui soient adaptés a la notion mathéma-
tique que I’on veut mettre en évidence.

Il est important que I’éléve arrive a étudier suffisamment le jeu pour le
mathématiser, et, au besoin, poursuivre 'étude sous forme mathématique.
Le jeu doit servir de tremplin pour arriver A la formulation mathéma-
tique.

Quand la situation mathématique est étudiée pour elle-méme, on doit
pouvoir en donner d’autres interprétations. C’est ainsi que petit & petit, les
¢léves prennent conscience de la portée et de I'intérét des notions mathémati-
ques.

Le jeu peut avoir un autre intérét, celui de donner une image de ce qu’est
une théorie mathématique. On a en effet un parallélisme intéressant entre
les deux. D’une part, dans un jeu on peut considérer qu’il y a trois compo-
santes: le matériel, les régles du jeu (ces deux premiéres composantes n’étant
pas indépendantes) et enfin le joueur qui, par son choix, détermine la succes-
sion des opérations effectuées en appliquant les régles. D’autre part, dans
Iélaboration d’une théorie mathématique, on peut, en premiére approxima-
tion, considérer qu’il y a aussi trois composantes: le matériel ou les objets
mathématiques qu’on se donne au départ, le matériel de base; les axiomes
ou régles d’utilisation de ce matériel; celui qui élabore la théorie, qui con-
struit les raisonnements et qui se comporte en partie comme un joueur.

(b) Le matériel
Le matériel utilisé dans I'enseignement peut étre regroupé en deux catégo-
ries:

(1) Le matériel didactique. Le tableau noir et la craie, instruments tra-
ditionnels et qui resteront sans doute encore trés longtemps utilisés.

Le “Vue-graph” qui est le tableau noir moderne et qui permet plus de
fantaisie; on peut préparer les figures a I’avance, on peut superposer des
figures, etc.

Le livre ou manuel.

Les fiches de travail.

Les films longs, en particulier les films de télévision, qui sont en général
assez proches du cours magistral mais I'image permet des illustrations qu’il
serait difficile d’obtenir autrement.

Les films courts de 3 4 4 minutes qui illustrent une idée. Ils peuvent &tre
utilisés de la maniére suivante: le film est projeté une premiére fois devant
la classe, puis une discussion s’engage entre les &leves qui essaient de dire
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ce qu'ils ont vu. Quand les éléves le demandent ou quand le besoin s’en
fait sentir, on projette & nouveau le film, puis la discussion reprend. On
continue ainsi jusqu’a ce que les éléves soient arrivés & dégager Pintérét du
film.

(2) Le matériel destiné aux manipulations des éléves. L’utilisation de ce
matériel se rapproche de celle des jeux. En général, il est destiné a faciliter
I’approche d’une notion mathématique ou a lillustrer.

Au départ, on peut, soit donner 2 I'éléve le matériel déja construit, soit
au contraire 'amener 2 le construire lui-méme. Cette deuxiéme solution a
plusieurs avantages: 1'éléve connait mieux le matériel s’il 'a construit lui-
méme; la construction peut parfois poser des problemes intéressants (ainsi
la construction d’un matériel analogue aux blocs logiques de Dienes pose
des problémes de produits d’ensembles et de dénombrements dont la résolu-
tion est intéressante); il est plus facile de varier; enfin le matériel revient
moins cher.

Lorsque I'éleve dispose du matériel, on le laisse jouer et observer pour
qu’il se familiarise avec, puis progressivement, on peut I’amener A se poser
des questions et a les résoudre.

Enfin un autre type de matériel peut étre intéressant, celui inventé par les
¢laves. I1 faut favoriser et utiliser au maximum ces inventions. Ainsi, il y a
deux ans, aprés 'étude des permutations circulaires, un éléve de 12 ans m’a
proposé une petite machine a calculer.

(c) Problémes ouverts

Nous entendons par problémes ouverts, des énoncés proposés & Pétude des
éleves, énoncés ne contenant pas d’indications sur la solution. On peut les
classer en trois catégories:

(a) Problémes provenant de l'actualité, de I’environnement extra-scolaire:
par exemple, les problémes d’organisation et de dénombrements qu’on
rencontre a propos d’élections ou du tierce.

(b) Problémes rencontrés dans d’autres disciplines: par exemple les pro-
blemes de classifications qu’on trouve en frangais ou en sciences naturelles,
les problémes d’organisation qu’on rencontre dans toutes sortes d’activités.
Les thémes ou exercices qu’on retrouve dans d’autres disciplines provoquent
une excitation qui en fait ne devrait pas &tre, mais qui se justifie pleinement
étant donné la séparation, le cloisonnement qui existe actuellement dans
notre enseignement entre les différentes disciplines. Les éléves imaginent mal
qu’il puisse y avoir des rapports entre elles.

(c) Problémes proposés, soit par le maitre, soit par des éléves sur un sujet
intéressant la classe.
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4. Organisation de la classe

Nous voudrions, maintenant, citer plusieurs maniéres d’organiser le travail
en classe que nous avons utilisées dans le courant de la derniére année
scolaire. Bien siir, il ne s’agit pas de dresser un inventaire complet des
possibilités, mais de donner quelques schémas. La réalité est souvent un
compromis entre certaines de ces situations. Nous distinguerons:

(@) Le cours magistral ou le professeur expose la legon en s’aidant du
tableau noir ou d’autres moyens techniques; parfois un éléve demande un
¢claircissement ou une explication complémentaire. Pendant le cours, les
¢leves prennent des notes. Le cours est ensuite illustré par des exercices;
un éleve (ou parfois le professeur) est au tableau, les autres éléves prennent
des notes et réfléchissent pour aider a trouver une solution ou comprendre
celle proposée par leur camarade.

(b) Les séances de discussion et de recherche entre tous les éleves de la
classe. Cette recherche peut porter soit sur une question qui s’est posée a
la classe au cours d’un travail, soit sur un probléme proposé par le maitre
ou un éléve en début de séance. Ce sont les éléves qui par leurs réflexions,
leurs remarques et leurs échanges de vues font progresser le groupe. Suivant
les circonstances, le maitre peut &tre, soit un simple observateur, soit le
catalyseur des débats, soit ’animateur.

(¢) Les séances de travail et de recherche par petits groupes. Pour de telles
séances, les éléves se répartissent par groupes de deux, trois ou quatre. Cette
répartition peut se faire soit par affinité, soit au hasard, soit aprés entente
entre le maitre et les éléves. En général, tous les groupes travaillent sur le
méme sujet, et chacun progresse dans la direction choisie par lui et & son
propre rythme. Le maitre passe d’un groupe a 'autre, répond aux demandes
de chacun, tout en essayant de ne pas trop influencer les recherches et de
ne pas trop donner d’indications.

(d) Le travail sur fiches. Les éléves sont seuls ou en petits groupes, et le
travail 4 faire est présenté sur une fiche plus ou moins détaillée. Le professeur
intervient en cas de difficulté, et quand les éleves le lui demandent. Chaque
groupe ou chaque éleve travaille au rythme qui lui convient. On peut prévoir
des séances de synthése plus ou moins fréquentes suivant les besoins.

(e) Les legons programmées. Dans nos établissements scolaires, étant
donné I’équipement actuel, nous ne pouvons les envisager que présentées
sous forme de fascicules imprimés ou ronéotypés. Chaque éléve travaille 3
son rythme; le maitre passe auprés des éléves et intervient en cas de besoin.

Bien siir, ce ne sont pas 13 les seules maniéres d’organiser une classe. On
aurait pu envisager d’autres présentations ou d’autres classifications de ces
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différentes techniques: par exemple en séparant travail individuel, travail
par groupes, travail collectif; ou encore participation active et passivité.
Pour le maitre Pessentiel est de pouvoir s’adapter aux besoins de sa classe,
de pouvoir varier les méthodes afin de maintenir et renouveler Pintérét. 11
doit rester toujours trés disponible et pouvoir faire face a toutes sortes de
situations.

1I. LES EXEMPLES

1. Classes de terminale A4 (sections littéraires)

A. Les classes

Au cours de la derniére année scolaire, j’étais chargé de I'enseignement de
mathématique dans deux classes de Terminale A4. Les €leves, ages de 17 2
19 ans, ont une épreuve orale de mathématique au baccalauréat, et un
enseignement de deux heures par semaines pour la préparer. La plupart de
ces éleves ne s'intéressent pas aux mathématiques et s’abritent derritre
Paffirmation “je suis nul en math” pour ne rien faire. Beaucoup ne possédent
pas les connaissances correspondant au programme de premiére A néces-
saires pour aborder celui de la classe.? Il y avait 37 éléves dans I'une des
classes, 34 dans l’autre.

B. Travail de I'année

Au début de I’année, les séances étaient du type ““cours magistral”. Je pensais
qu’avec une classe 4 examen, et un programme assez lourd, c’était la seule
méthode qui permette de terminer le programme. On pouvait ainsi prévoir
la répartition des chapitres dans le temps.

Assez vite, les controles ont montré que beaucoup d’¢leves n’assimilaient
pas le cours. En fait, le cours et les exercices étaient peut-étre un peu trop
rapides et les éléves, en général trés passifs, n’avaient pas toujours le temps
de voir pourquoi ils ne comprenaient pas, ce qu’ils ne comprenaient pas et
donc de poser les questions convenables. Certains pensaient que le langage
utilisé leur était incompréhensible.

Nous avons étudié ainsi: dérivée d’une fonction, utilisation des dérivées
3 I’étude des variations (parties du programme de premicre nécessaires a
I’étude du notre), primitives d’une fonction, calculs d’aires, fonctions loga-
rithmes.

Un peu avant les vacances de Noé€l, devant la difficulté éprouvée par les
&laves 2 résoudre des exercices sur les logarithmes, j’ai essayé de changer de
méthode. J’ai posé un exercice aux éléves en les laissant chercher a plusieurs,
discuter entre eux des solutions. A la fin de la séance, nous avons discuté des
solutions proposées par chacun. Ainsi, nous avons, sous forme d’exercices
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résolus par les éléves eux-mémes, étudié la plupart des questions qui se
posent & propos des logarithmes.

Pour les exponentielles, nous avons procédé de méme: aprés un cours
magistral de 4 heure ou £ d’heure qui nous a permis de présenter la définition
et quelques propriétés, I'étude des autres propriétés a été faite par les éléves
eux-mémes en travail de groupe.

Pendant le reste de I’'année nous avons continué ainsi.

C. Quelques questions sur logarithmes et exponentielles

Ainsi, a titre d’exemples, les éléves ont été amenés, par des exercices appro-
priés, & découvrir:

(a) les formules de changement de base des logarithmes;

(b) la dérivée de log, x connaissant celle de logx;

() les symétries entre les courbes représentatives de log, x, log, , x, log; x
et log;,3x, en les tragant par points;

(a) le tracé des mémes courbes a partir de I’étude des variations des fonc-
tions;

(e) les symétries entre les courbes représentatives de 2* et log, x, en les
tragant par points;

(f) les comparaisons des croissances des exponentielles, des puissances et
des logarithmes;

etc...

Un certain nombre de propriétés sont a établir, et toutes ne se retrouvent
pas forcément treés vite. Dans la mesure du possible, nous avons essayé de
faire sentir et prévoir sur des exemples appropriés, quelles sont ces propriétés,
et, aprés, nous les avons laissé démontrer par les éléves ou nous les leur
avons démontrées.

D. Parties d’ensemble, dénombrement des parties d’un ensemble, intersection,
union, ...

En principe, ces questions ont déja été étudiées au cours des années précé-
dentes. Un cours sur ces sujets risquait d’apparaitre comme une répétition
ennuyeuse de ce qui a déja été étudié et pourtant souvent mal assimilé. J’ai
choisi de laisser les éléves réfléchir sur les exercices suivants:

ler exercice: on se donne un quadrillage limité A gauche et en bas, illimité
a droite et en haut. Les bords des carreaux représentent des chemins a sens
unique; on ne peut se déplacer sur les chemins horizontaux que vers la droite,
sur les chemins verticaux que vers le haut (sens indiqué par les fleches).
Etant donné un sommet quelconque sur le quadrillage, le probléme est de
trouver un procédé qui permette de compter le nombre de chemins qui vont
de Porigine O a ce sommet (Figure 1).
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C—_

Fig. 1.

Laissant aux éleves le temps nécessaire pour qu’ils trouvent eux-mémes
des solutions, je circulais de groupe en groupe en essayant de les aider a
réfléchir. Dans 'une des classes de terminale, les premiers sont arrivés a
une solution au cours de la troisitme séance (la durée des séances est de
50 4 55 minutes); dans 'autre, les premiers sont arrivés & une solution au
cours de la deuxiéme séance. Il faut noter que ces éléves ont en général été
aidés par des apports extérieurs: fréres ou camarades scientifiques, livres, ....
Cela nous montre qu’ils étaient suffisamment interéssés pour parler des
problémes de mathématique a I’extérieur. Enfin, et la comparaison est inté-
ressante, des éléves de cinquiéme (12-13 ans) ont résolu le méme probléme
en 1 heure et quart, sans apport extérieur.

Quand quelques éleves eurent résolu le premier exercice, je leur proposai
un deuxiéme énoncé en demandant aux autres de continuer & réfléchir sur
le premier.

2¢me exercice: On se donne un alphabet de deux lettres: {a, b}. Un “mot”
est un assemblage quelconque de ces deux lettres avec autant de répétitions
qu’on le veut. Comment compter les mots de longueur 3? 4? ...? Parmi les
mots de longueur 5, comment compter les mots qui contiennent exactement
1 fois a? 2 fois a? 3 fois a? ...? Méme question avec les mots de longueur 6.

Au fur et 3 mesure que les groupes avaient trouvé une solution au premier
exercice, ils abordaient le deuxiéme. Ensuite, je leur ai proposé un troisiéme
énoncé:

3&me exercice: Quelqu’un a cing stylos différents. Il décide que tous les
matins il en prendra trois. De combien de maniéres peut-il choisir ces trois
stylos?
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Quand certains éléves eurent résolus ces trois exercices, je leur ai posé la
question suivante:

Y a-t-il un rapport entre ces trois exercices?

Aprés un temps de réflexion et de recherche, nous avons organisé une
séance de synthése des résultats. Les éléves ont exposé les différents procédés
utilisés pour trouver une solution & chacun des exercices, et les résultats
obtenus. Ensemble, nous avons ensuite essayé de répondre a la derniére
question. Un éléve a d’abord établi I’analogie entre le deuxi¢me et le troisi¢éme
exercice de la maniére suivante: on représente I’ensemble des cinqg stylos par
cinq cases, chaque case représentant un stylo bien déterminé; choisir trois
stylos revient alors & choisir trois cases qu’on peut repérer par exemple par
la lettre a, les autres étant marquées par la lettre b; on établit ainsi que choisir
trois stylos revient & construire un mot de longueur 5 contenant exactement
trois fois a et deux fois b (Figure 2).

En codant par un a le parcours d’un c6té horizontal d’un carreau, et par
un b le parcours d’un cdté vertical, on voit que chaque chemin partant de

baaba
Fig. 2.

abbabaa
Fig. 3.
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Porigine peut &tre représenté par un assemblage de a et de b (Figure 3).
On établit ainsi le parallélisme entre les exercices 1 et 2. Aprés avoir bien
défini les rapports entre ces trois exercices, les éléves ont pu remarquer que
les résultats trouvés dans un cas pouvaient trés facilement se transposer dans
les deux autres, et ainsi on élargit et généralise chacun.

En outre, la discussion nous a permis d’étendre tous les résultats aux
dénombrements des parties d’un ensemble et de retrouver le triangle de
Pascal avec sa signification habituelle. Ensuite, nous avons prolongé cette
étude dans deux directions différentes:

(a) Unions, intersections d’ensembles, complémentaire, et les problémes
correspondant sur les cardinaux;

(b) Applications d’un ensemble dans un autre.

E. Applications d’un ensemble dans un autre

L’introduction des applications a été préparée par des exercices tels
que:

(a) Cing chevaux prennent le départ d’une course; combien y a-t-il de
résultats possibles pour le tiercé dans I'ordre, dans le désordre?

(b) Un questionnaire comporte quatre questions; & chaque question on
peut répondre de trois maniére différentes. Combien y a-t-il de réponses
possibles a ’ensemble du questionnaire.

(c) Des boules sont a ranger dans des cases. De combien de fagons peut-on
les ranger si on peut mettre une seule boule par case? Méme question si
on peut mettre autant de boules qu’on le veut dans chaque case?

Ces problémes sont des problémes de dénombrements d’applications. Ils
nous ont permis d’introduire la définition des applications et des différents
types d’applications: injection, surjection, bijection.

Apres avoir étudié les définitions et les modes de représentations des
applications, les éléves ont eu a reconnaitre le type de certaines applications
et a en construire d’autres.

F. Opinion des éléves

Aprés avoir étudié les autres questions du programme, a la finde I’année,
j’ai demandé aux éleves de dire rapidement et par écrit, leur opinion sur la
méthode utilisée. Voici quelques-unes de leurs réponses. Dans ’ensemble la
méthode semble avoir plu:

“Méthode quelque peu déroutante au début, puisque entiérement nouvelle.
Ses principaux avantages sont les suivants:

(a) elle oblige I'éléve a travailler et 3 découvrir lui-méme les résultats au
lieu d’assister 3 un cours rébarbatif. L’intérét porté aux mathématiques
devient plus grand a chaque fois.
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(b) d’autre part, I’él¢ve ayant découvert lui-méme les résultats, il les retient
mieux.”

“Je crois, sincérement, que la méthode adoptée cette année, a été bonne
et fructueuse:

Au départ (sans habitude) on est un peu “dérouté” et on aurait tendance
a croire qu’aucun travail ne se fait.

Et puis finalement, tout parait plus évident quand, au lieu de se cantonner
dans la théorie, on passe tout de suite & I’'application pratique.

En fait, en essayant d’élaborer (de découvrir) les régles, par des exercices,
les exemples deviennent beaucoup plus frappants et les souvenirs plus précis.”’

“...La recherche de nombreux systémes nous obligeait au travail, a la
réflexion, a la recherche.

Cela m’a donné du golt pour essayer de trouver, méme si au début je ne
trouvais pas.

Je m’intéressais aux exercices du fait de la concurrence dans le groupe.”

‘““...Chacun allait & peu prés a son rythme de travail et vous aviez la
possibilité de nous aider individuellement ....”

“...Tous les €léves sont obligés de chercher par eux-mémes les solutions
des exercices. C’est un encouragement mutuel par le fait que si un éléve y
arrive, il n’y a pas de raison qu’un autre n’y arrive pas....”

“...On éprouvait méme un plaisir certain & chercher par nous-mémes,
mais surtout par le groupe.

Ce que I'on a trouvé personnellement, on le retient beaucoup plus facile-
ment, ...”

Quelques critiques et suggestions: .

“... D’autre part il faut s’employer 2 systématiquement corriger les exer-
cices et cela dans un temps relativement bref aprés les énoncés, chose qui
n’a peut-€tre pas tout a fait été réalisée.

Il faudrait peut-&tre aussi un tout petit peu plus de cours et également un
rapprochement constant entre le cours et les exercices, c’est-a-dire reprendre
au besoin aprés chaque exercice le cours, lorsque celui-ci n’a pas été compris.

On pourrait également essayer de faire polycopier une liste d’applications
a faire chez soi avec les corrigés, ce qui permettrait de voir si on est capable
de les faire seul, et consacrer 10 minutes au début du cours 2 ces exercices
d’applications ....”

“... Mais je crois que trop de temps est laissé pour la résolution d’un
probléme. Je ne pense pas qu’il soit bon de s’embourber trop longtemps dans
Perreur. Il serait préférable pour ma part d’indiquer la ou les voies a suivre
pour la résolution du probléme. Pour ce faire, quelques éléves pourraient
exposer leurs méthodes au tableau, ce qui, en outre, rendrait positif le travail
de chaque groupe ....”



92 A.ROUMANET

‘... Par contre ce qui constituait une lacune, c’était le manque de directives,
deux assistants de plus auraient été les bienvenus.

Une mise au clair des résultats obtenus des recherches effectuées, me parait
une chose indispensable que vous avez mal organisée. Le cours magistral
est ici pratiquement indispensable.”

“On ne s’ennuie pas pendant vos cours, mais un peu brouillon, je veux
dire pas assez net, un jour on fait ceci, un jour on fait cela, les grandes lignes
ne sont pas tracées clairement. ...”

“Cette méthode a été certainement profitable & I'ensemble de la classe.
Néammoins, quelques contrdles des connaissances seraient nécessaires.

Ainsi, aprés chaque chapitre, une petite interrogation permettant a I’éleve
de savoir ou il en est.”

2. Classe de cinquiéme

A. La classe
Pendant I’année scolaire 1967-68, j’avais une classe de sixi¢éme expéri-
mentale. J’ai retrouvé les mémes él&ves en cinqui¢me I’année suivante (1968
69). Les éléves, alors 4gés de 12 & 13 ans environ, étaient au nombre de 34.
Trés souvent au cours de cette année de cinquiéme les éleéves ont travaillé
en groupe; nous avons aussi organisé de nombreuses séances de discus-
sion.

B. Exploitation d’un questionnaire

Un jour, en classe, nous avons décidé de faire un questionnaire auquel
chaque éléve aurait & répondre. Les éléves ont rapidement proposé un certain
nombre de questions. Nous avons choisi celles qui allaient constituer notre
questionnaire. Aprés cela chaque éléve a répondu au questionnaire.

Un probléme s’est alors posé & nous: dépouiller et organiser les réponses
a ce questionnaire. En particulier nous avions la question suivante: “quels
sports aimez-vous?” Comment présenter les réponses a cette question?

Trés vite, les éléves ont proposé les deux méthodes suivantes:

(a) faire la liste des éléves de la classe et, en face de chaque nom, indiquer
la réponse de I’éleve;

(b) faire la liste des sports et en face de chaque nom de sport inscrire les
noms des él¢ves ayant cité ce sport dans leur réponse.

Nous avons observé que ces deux méthodes avaient le méme inconvénient:
’une permet de donner trés vite la réponse a la question “quels sports aime
X ?’; I’autre permet de répondre 4 la question “‘qui aime le sport Y?”’; aucune
ne permet de répondre facilement au deux questions. Comment faire pour
éviter que les noms d’éleves ou les noms de sports soient privilégiés?
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Aprés un temps de réflexion et de discussion, un éléve a proposé de con-
struire un tableau & double entrée. D’un cdté, sur une entrée, on indique
les noms des éleves; de l'autre cdté, sur Pautre entrée, on indique les noms
des sports. Pour chaque éléve, il suffit alors de marquer d’une croix les cases
qui correspondent & un sport qu’il a cité.

Ainsi, nous retrouvons la représentation cartésienne du produit de deux
ensembles, et la représentation par un tableau & double entrée d’une relation.
La relation apparait comme un sous-ensemble du produit. A priori, cette
présentation a 'inconvénient de ne pas distinguer nettement la relation de
sa réciproque. Seule une distinction entre le rdle de chacune des entrées
permet de le faire.

On peut signaler que les éléves n’avaient encore jamais utilisé cette repré-
sentation du produit cartésien de deux ensembles. Par contre ils ont été aidés
par les représentations en listes de fonctions caractéristiques d’ensembles sur
lesquelles nous avions déja travaillé.

Aprés avoir introduit ainsi les relations, nous avons pu passer a d’autres
représentations des relations, et a I’étude d’autres relations.

Par ailleurs le dépouillement de ce questionnaire nous a permis de parler
a nouveau des opérations élémentaires entre parties d’un ensemble. Enfin
ayant traduit les réponses de chaque éléve sur des fiches perforées, nous avons
obtenu une autre représentation de ces opérations.

C. Ecriture des entiers naturels

Voulant faire étudier aux éléves les systémes de numération, je leur ai
proposé de se placer dans les conditions suivantes: “Imaginez que pour une
raison quelconque, (vous &tes un homme préhistorique, vous vivez isolé sur
une ile déserte, ...) vous n’avez jamais appris & compter. Pourriez-vous
inventer un systéme qui vous permette de compter et d’écrire tous les nom-
bres?” Jai ajouté & cela que je leur demanderai ensuite de faire des additions
et des multiplications dans leur systéme d’écriture.

Les éleves, répartis en douze groupes de travail, ont réfléchi et ont proposé
des réponses & cette question. On peut regrouper les systémes proposés en
plusieurs catégories:

(1) Les systémes tels que dans ’écriture d’un nombre, la juxtaposition de
signes représente toujours I’addition des nombres correspondants. Ainsi si
le signe ‘|’ signifie 1, si le signe ‘[7’ signifie 5 et si le signe ‘¢’ signifie 20,
alors le nombre 68 qui est égal & 20+20+20+5+1+1+1 va s’écrire:
oooalll

Huit groupes ont construit des systémes de ce genre. Parmi les avantages
indiqués par les éléves on peut relever: “On peut écrire tous les nombres, les
retenir facilement. Facile 4 déchiffrer.” Parmi les inconvénients: “Beaucoup
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de signes pour écrire les nombres.” “Notre systéme est assez compliqué pour
faire les opérations.”

(2) Les systémes qui dans I’écriture des nombres utilisent a la fois ’addi-
tion et la multiplication. Cela permet d’écrire tous les nombres avec un
nombre fini de signes. Ainsi un groupe se contente de quatre signes: ‘I’ qui
représente 'unité, ‘C’ qui représente cing, ‘-’ qui représente le signe de
multiplication et /> qui représente le signe d’addition.

Deux groupes ont construit un syst¢éme de ce type. Parmi les avantages
signalés par les éléves, on peut relever: “Nous pouvons écrire n’importe quel
nombre sans avoir de nouveaux signes a inventer.”

(3) Un systéme utilisant les 26 lettres de I’alphabet francais et ou la liste
des entiers naturels est la liste de tous les mots que I’on peut construire avec
cet alphabet, ces mots étant rangés dans I'ordre du dictionnaire des mots
croisés: a, b, ¢, d, e, f, ..., y, z, aa, ab, ac, ad, ae, af, ..., az, ba, bb, ...,
7z, aaa, ....

(4) Enfin un groupe a étudié le systtme de numération a base quatre a
partir de la liste des premiers nombres: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, ....

Dans une réunion de synthése, nous avons essayé de dégager les avantages
et inconvénients des systémes proposés par les groupes d’éléves. Aprés avoir
repris les critiques déja cités ci-dessus, certains éléves se sont demandés quel
est le role du zéro dans I’écriture décimale.

Dans la discussion les éléves sont arrivés & dégager les principes de I’écriture
de position dans I’écriture décimale habituelle et le role du ‘0’. Aprés cela,
nous avons pu résoudre facilement des exercices de changement de bases, et
des exercices dans d’autres bases de numération.

D. Introduction des entiers relatifs et opérations

Pour l'introduction des entiers relatifs et la définition de I’addition, nous
avons utilisé une méthode analogue a celle exposé par E. Dehame dans le
Bulletin de I'A.P.M.E.P. (no. 259). Aprés avoir discuté de I'ordre, et avoir
choisi un rangement des relatifs, nous avons construit une table d’addition
de ces nombres.

La comparaison des tables d’addition dans Z et dans N nous a montré
que d’une part les “positifs” se comportaient entre eux comme les naturels,
d’autre part les “négatifs” se comportaient entre eux comme les naturels.
Apres discussion nous avons décidé que nous allions définir une opération
qui serait telle que soit les “positifs soit les “négatifs” se comporteraient
entre eux comme les entiers naturels; pour le reste on prolongerait ’opera-
tion ainsi partiellement définie de maniére A conserver la distributivité (en
fait ce travail a été effectué sur les tables d’opération, et conserver la dis-
tributivité revenait & conserver une certaine symétrie dans la table).
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E. Triangle de Pascal

Le probléme de dénombrement de chemins dans un quadrillage cité plus
haut, a aussi été posé aux éléves de la classe de cinquieme. Assez vite les
éleves ont découvert la symétrie. Alors que certains éléves en étaient encore
a compter de maniére empirique, d’autres essayaient de s’organiser et de
trouver des procédés plus rationnels.

Au bout d’une heure et quart de recherches, un groupe avait découvert
la loi de récurrence qui en termes de combinaisons peut s’écrire: C2=CP_, +
crol.

Ensuite nous avons pu prolonger cette étude en la rapprochant d’autres
exercices comme nous I’avons fait dans les classes de terminales A.

F. Ecritures algébriques

Voulant apprendre aux éléves I'usage des parenthéses dans les écritures
algébriques usuelles, comme nous avions déja eu I'occasion d’utiliser des
organigrammes, je leur ai proposé quatre organigrammes du type de celui
reproduit dans la Figure 4, en leur demandant d’essayer de réécrire les mémes
choses, mais sur une seule ligne.3

[ Inscrire 187 ]

| Ajouter 87 ]

[ Muttipiier par 7 |

Laisser ce résultat
dans le registre A

[ Inscrire 6° ]

|  Retrancher 9~ |

[ Multiplier par 8* |

Y

Ajouter ce resultat
aA

| Muitiplier par 2* |

FIN

Fig. 4.
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Voici quelques propositions des éleves:

)

- - -+ -
Fig. 5.

Ici les fleches définissent un ordre sur les opérations & effectuer.

(2) Ici (Figure 6) les “‘boites” ou rectangles remplacent les parenthéses
habituelles, et les opérations sont numérotées dans I’ordre ou elles doivent
étre effectuées.

Fig. 6.

(3) Autre proposition ou les opérations sont étagées:

Fig. 7.

Ensuite, nous avons écrit la troisiéme de ces propositions sous la forme
d’un arbre, comme dans la Figure 8.

Nous avons alors décidé de retenir quatre formes d’écriture: sous forme
d’organigramme, avec des parenthéses, avec des encadrements d’expressions,
sous forme d’arbre. Aprés avoir effectué de nombreux exercices de traduc-
tions d’une forme dans les autres, nous avons essayé d’établir les régles qui
permettent de reconnaitre si une expression avec des parenthéses est bien
écrite. Cela nous a permis de faire des exercices purement formels de recon-
naissance d’expressions bien écrites et des exercices formels d’écriture d’ex-
pressions. En particulier en remplagant les signes d’opérations par les signes
d’opérations logiques, et les nombres par des lettres, on retrouve certaines
expressions de logique.
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N

PAANVAN
VAN

Fig. 8.

G. Opinion des éléves

A la fin de 'année, j’ai demandé aux éléves de dire par écrit et trés rapide-
ment ce qu’ils pensaient de la méthode utilisée en mathématique. Voici
quelques-unes de leurs réponses. Dans I’ensemble la méthode semble avoir
plu, quelques éléves suggérent des améliorations ou des modifications, d’au-
tres sont inquiets a I'idée qu’ils vont changer de professeur et peut-&tre de
méthode:

“Ce que j’ai trouvé de formidable dans ces cours c’est, tout d’abord, les
liaisons professeur-éléves. Les discussions que nous avons faites sur le travail
intéressant a faire en classe nous permettent de donner notre avis. On se
sent vraiment concerné. Le professeur n’est pas le “dictateur absolu”.

Contrairement & beaucoup d’éléves, je pense que les mathématiques mo-
dernes ne sont pas différentes des “classiques”, mais que c’est seulement une
maniére plus intéressante de nous présenter ces mathématiques. En effet,
dans cette classe tout le monde aime les cours.

Je préfére de beaucoup ces mathématiques a celles que I'on nous faisait
faire & I’école primaire. Dans ces derniéres la logique a bien siir une grande
part mais on résout surtout les problémes avec ce qu’on a appris par cceur,
par mécanisme. Dans les autres nous sommes obligés de chercher, non dans
notre mémoire pour se rappeler la formule, mais c’est la logique qui fait
découvrir la solution du probléme. De plus nous avons la chance d’avoir
a notre disposition des machines a calculer et un peu plus tard un petit
ordinateur. C’était vraiment trés intéressant de redécouvrir, pour la machine
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a calculer, le systéme qui permettait de faire marcher la machine. Je pense
que nous sommes restés trop longtemps sur la méme chose (pour ’ordinateur)
tout en allant trop vite. Je crois qu’il aurait fallu rester moins de temps sur
un méme probléme (temps de la recherche) et prendre plus de temps pour
expliquer 4 certains éléves, qui, je suis slire, n’ont pas encore trés bien compris
les boucles, les doubles entrées. Par contre, les “+” et “—”, je crois que
c’est trés bien d’y &tre resté assez longtemps, car maintenant tout le monde
a compris.”

“J’ai trouvé que les maths de cette année étaient biens. On a fait des choses
intéressantes et on est arrivé a définir certains points en discutant ensemble
que I'on n’aurait pas pu définir seul ....”

“... Ce qui m’a intéressé le plus ce sont le travail sur machine, les discus-
sions, les débats, le travail en groupe. Je préfére le travail de cette fagon
que celle des autres classes. Ce qui améliore beaucoup notre logique: faire
un probléme, sa solution de plusieurs maniéres ...”

... Et aussi quand quelqu’un dans notre groupe n’avait pas compris
quelque chose, on se mettait en groupe et on lui expliquait. Je crois que
I’éléve en question comprenait mieux car c’était entre éleves. ...”

“J’ai trouvé que le cours de math était intéressant. Je pense quand méme
que nous n’avons pas assez approfondi les idées: souvent nous avons arrété
de parler d’'un probléme sans vraiment I’avoir terminé. Je pense aussi que
certains éléves qui n’avaient pas compris quelque chose (a l'intérieur d’un
groupe) n’ont pas osé le dire et qu’on aurait di faire pour chaque probléme
un petit exercice permettant de savoir si tout le monde avait compris ...”

“Toute la méthode en général est trés bonne, mais je trouve qu’il devrait
y avoir beaucoup plus de devoirs a la maison. Cela manque beaucoup a
Passimilation du travail ...”

Il parait possible, aussi bien dans les classes 4 examen que dans les classes
ou le programme est moins strict, d’utiliser des méthodes ouvertes de dis-
cussions ou de travail en groupes. Pour cela, il faut auparavant repenser
le programme et le reconstruire par grands thémes. Cependant on peut €tre
géné par le trop grand nombre d’éléves par classes; on peut aussi rencontrer
un handicap: I'absence de matériel, d’ouvrages adaptés a cette sorte d’enseig-
nement. Les éléves peuvent regretter 'absence d’ouvrages de référence. Pour
certains chapitres, des fiches de synthése, ou bien méme des legons program-
mées introduisant certaines notions pourraient &tre utiles (je pense ici a
certains passages sur les exponentielles et les logarithmes). D’autre part, des
films ou du matériel audio-visuel pourrait dans de nombreux cas étre d’une
grande utilité. Il semble que dans I'ensemble les éléves soient davantage
attirés par ces méthodes.
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NOTES

1 Le mot ‘familier’ est de M. Revuz dans Mathématique moderne, mathématique vivante,
Edition O.C.D.L., Paris, 1963.
2 Dans le systéme frangais, la classe de premicre précede celle de terminale.

Le programme de mathématique de terminale A4 comprend en gros trois parties:

(a) Une partie analyse: définition des primitives d’une fonction, utilisation des primitives
pour les calculs d’aires; définition, propriétés et étude des fonctions logarithmes et ex-
ponentielles. (Au programme de premiére on trouve: dérivée, étude des variations d’une
fonction.)

(b) Une partie sur les ensembles: application d’un ensemble dans un autre; loi de
composition interne; définition de groupe, anneau, corps; exemple de construction axio-
matique: les nombres complexes.

(c) Dénombrements. Probabilités totales et probabilités composées.

3 Les signes des nombres sont placés en indices.



E. G. BEGLE

THE ROLE OF RESEARCH IN THE IMPROVEMENT
OF MATHEMATICS EDUCATION

The enormous changes in mathematics education all over the world which
we have seen in the last decade have been paralleled by, and in fact have
been to a considerable extent shaped by, a long series of discussions about
the problems of mathematics education. I do not wish to review the substance
of these many discussions. Instead, I want to point out that these discus-
sions were concerned with a small number of general categories of questions
about mathematics education. One of these categories is made up of ques-
tions about the ultimate objectives of mathematics education. The questions,
“What topics of arithmetic would we like all students to master?”” or “Should
all students be expected to grasp the nature of algorithmic processes suf-
ficiently well so that they can understand what a high-speed electronic com-
puter can do and what it cannot do?” are examples of questions in this cate-
gory. Indeed, any question asking whether a particular topic is valuable in
its own right is in this category.

A second category consists of questions about the order and sequence of
the various topics to be included in the mathematics curriculum. Here we
place questions which ask, for a specific mathematical topic, what other bits
of mathematics a student must know or be able to do in order to master that
topic. Also, if two routes to a particular mathematical topic are known, it
can be asked whether one is better, or more efficient, or quicker than the
other.

Still another category consists of questions about pedagogical procedures.
Here I place questions about the effectiveness of discovery teaching, the
value of using structured materials in the teaching of primary school arith-
metic, the relative importance of inter-student versus teacher-student class-
room discussions, etc. In this category I also place questions about the
nature and extent of training programs for the preparation of mathematics
teachers.

Finally, there is a large category of questions about the nature and
capabilities of the mathematics learner. For example: Can all students
learn the rudiments of algebra? Can all students be brought to understand
the algorithm for long division? Do some students learn better when mathe-
matics is presented in a geometric mode while other students find a symbolic
presentation more effective?

During the discussions of the past decade, a large number of questions
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in each of these categories has been provided with answers, and in fact in
many cases with more than one and sometimes with contradictory answers.

I do not intend to review these many questions and their many answers
nor do I intend to provide my own answers to any of these questions. I do,
however, wish to make two basic points about the questions and the answers.
My first point is that the answers to almost all of the questions that have
been raised have a factual aspect. It is true that there are a few questions
that can be asked about the ultimate objectives of mathematics education for
which the answers are pure value judgements, about which we can differ but
not argue rationally. Most of the questions, however, demand answers which
purport to be factual statements about real students, real teachers, and real
classroom situations.

My second point is that the factual aspect has been badly neglected in
all our discussions and that most of the answers we have been provided have
generally had little empirical justification. I doubt if it is the case that many
of the answers that we have been given to our questions about mathematics
education are completely wrong. Rather I believe that these answers were
usually far too simplistic and that the mathematical behaviors and accom-
plishments of real students are far more complex than the answers would
have us believe.

In order to provide some empirical foundation for these remarks, let
me turn now to a few specific questions. As an example to show that the
real situation may be considerably more complex than one would have anti-
cipated, let me describe an experiment carried out recently by one of my
colleagues, Professor Jon Higgins, at Stanford University [4]. Many mathe-
maticians, and an even greater proportion of scientists, believe that science
is an excellent motivator and source of ideas for mathematics. With this
in mind, the School Mathematics Study Group prepared a few years ago
some short chapters designed for classroom use along this line. The eighth
grade chapter which was used in this experiment requires the student to
carry out a number of physical experiments, take measurements, and graph
the results. This experimental phase was used to introduce and motivate the
mathematics of linear equations and their graphs. The chapter takes appro-
ximately four weeks of class work.

Twenty-nine eighth grade teachers participated in this experiment and
taught the chapter to one class each. The average age of the students was
about 14 years and the average size of a class was about 33 students. Four
preliminary meetings were held with the teachers in order to acquaint them
with the physical equipment which the students were to use.

A Dbattery of tests was administered before the teaching started. The
battery contained one short reasoning test, three mathematics tests relevant
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to the mathematics to be considered in the chapter, and eighteen short scales
measuring various facets of students attitudes towards mathematics and other
school subjects. After the unit had been taught, the initial battery, except
for the reasoning test, was readministered.

Differences between the pretest scores and the posttest scores were com-
puted. It was found that significant gains were made on the three mathe-
matics tests and that there were significant changes on six of the attitude
scales. In five of these six cases the changes were in the negative direction.

In order to analyze these attitude changes more closely, a statistical
procedure called Hierarchical Grouping Analysis was used. This procedure
starts with the profile of attitude change scores for each student and separates
the students into groups in such a way that all the students in any one group
have profiles of attitude changes that are as similar as possible while two
students in two different groups have profiles of change scores that are as
dissimilar as possible.

Eight separate groups were formed by this statistical procedure. (Of
course if the attitudes of all the students had been affected the same way,
there would have been only one group.) Analysis of the data showed that no
single teacher was responsible for the placement of students in a particular
group since, except for the very largest group, the number of teachers repre-
sented in any one group was approximately the same as the number of students
in it. The various attitude changes apparently were not a function of the
class a student was in.

This result illustrates very well my claim that the precepts we have been
given for improving mathematics education have usually been too simplistic
and that reality is usually complex.

In fact, these results are even more complex than I have so far indicated.
Analysis of variance showed that there were essentially no significant differ-
ences between seven of the eight groups on any of the scores obtained from
the pretest. (The eighth group consisted of those students who had very low
initial scores on the one attitude scale for which there was an overall improve-
ment. This group showed little significant change on any other scale.) Thus
the many kinds of information obtained from the initial battery of tests
gave no clues as to the underlying reasons for these different patterns of
attitude changes and provided no suggestions as to how we might influence
them.

Let me turn now to another matter on which I think that most of us hold
opinions that, despite the strength with which we hold them, are lacking in,
or even contrary to, empirical findings.

I imagine that most of us would feel quite confident about being able
to judge the effectiveness of a particular teacher after sitting for, say, half
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an hour at the back of the classroom watching the teacher in action. How-
ever, I do not share this confidence. Numerous studies of teacher effective-
ness have been carried out in the United States (the review [1] is quite
illustrative of these studies). One finding is clear. Judgement of teacher
efficiency made by one kind of person, for example school principals, is
quite uncorrelated with judgements made by another kind of person, for
example fellow teachers. Judgements about teacher effectiveness that are
based on observation, or interviews, are therefore quite unreliable. In addi-
tion, judgements of teacher efficiency, no matter who makes them, are usually
not correlated with measures of student learning.

Nevertheless, the question of teacher effectiveness, the problem of meas-
uring it, and the problem of predicting it are extremely important. In any
educational system a vast number of decisions are made which require some
knowledge about teacher effectiveness. The decision to admit a candidate
to a teacher training program involves, at least implicitly, a prediction of
his potential effectiveness as a teacher. Decisions to employ, promote, or
dismiss teachers take into account teacher effectiveness. Decisions about
changes in the curriculum should be based, in part, on information about
the effectiveness of the teachers who will be called on to implement the
changes.

Because of the importance of this matter, the School Mathematics Study
Group during the course of a rather large five year longitudinal study of
mathematics achievement which started in the fall of 1962, gathered a con-
siderable amount of information about a large number of teachers. We have
just completed an analysis of some of these data in an attempt to find out
more about teacher effectiveness.

Because judgements of teacher effectiveness had proved unreliable, we
decided to measure teacher effectiveness solely in terms of pupil achieve-
ment. Of course it would not do to say that one teacher was more effective
than another if his students scored higher on a test at the end of the year
than did the second teacher’s. It might be that the first teacher’s students
were of higher mental ability, or knew more about the topic at the beginning
of the year, or both. Our procedure, therefore, took into account a number
of measures taken at the beginning of the school year, both of general rea-
soning ability and of initial mathematics achievement. By means of regression
analysis we computed that combination of these initial scores which best
predicted average achievement on a particular test at the end of the year,
and thus were able to assign to each student a predicted score on that test
which took into account his initial status. The difference between his actual
score on the test and his expected score showed how much better (or if
negative, how much worse) he had achieved than would have been expected
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on the average. The average of all these differences over a class was taken
to be a measure of the effectiveness of the teacher of that class.

Actually these computations were carried out for a number of different
sets of teachers. We had one set of fourth grade teachers who were using
what we considered to be modern textbooks and another set of fourth grade
teachers using what we considered to be conventional textbooks. There were
similar pairs of sets of teachers at the seventh and at the tenth grade level.
We also separated teachers by sex and investigated each sex separately. In
some cases we deemed it appropriate to investigate male and female students
independently. Finally we used two different measures at the end of the
year, the first a measure of computational skill and the other a measure of
understanding of mathematical concepts. Thus two different efficiency indices
were computed for each teacher.

The results that we obtained were, to me at least, discouraging. In each
case there were significant, and in most cases, rather large variations in
teacher effectiveness. But this variation in teacher effectiveness did not seem
to be correlated with anything else we knew about the teachers. We had
collected a considerable amount of information of two different kinds about
the teachers. The first kind of information consisted of factual matters such
as age, sex, amount of teaching experience, amount of training beyond that
minimally required for the job, amount of recent inservice training, etc. We
had been persuaded that teacher personalities and attitudes towards teaching,
towards mathematics, and towards students could affect student achieve-
ment. The second kind of information therefore was extracted from a lengthy
questionnaire that provided us with information about these teacher attitude
and personality variables.

Regression analyses showed that in no case did this rather extensive amount
of information about the teachers account for more than a small fraction
of the variance in the teacher effectiveness scores, in most cases less than
10 percent.

This matter of teacher effectiveness is, I believe, one on which many
people consider themselves quite knowledgeable. My inspection of the re-
search literature and of our own analyses convinces me that this knowledge
is very shaky indeed. That this situation, incidently, is not unique to the
United States is clearly indicated in Chapter 6 of Volume 2 of a report on
the International Study of Achievement in Mathematics [7].

As a final example, let me report some recent empirical findings that cast
doubt on what has been an universally held belief. This is the belief that
mathematical ability, like intelligence, is not shared equally among individ-
uals, that some individuals have high mathematical ability, others have low
mathematical ability, and the rest are somewhere in between. In fact, we
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believe that in any natural population of reasonable size the distribution
of mathematical ability is closely approximated by the normal distribution.
We also assume that students of low mathematical ability cannot learn as
much mathematics or learn it to as great a depth as those of high mathe-
matical ability.

Most of our school programs are based on this assumption. They are
arranged to filter out, at some appropriate stage, those who have so far done
poorly in mathematics and thus have demonstrated low mathematical ability.
These students are placed in programs which are less demanding mathe-
matically or which require no mathematics at all.

A few years ago John Carroll, a distinguished psychologist and educator,
suggested another way of looking at scholastic ability in general, and there-
fore mathematical ability in particular [2]. He advanced the hypothesis that
all, or almost all, students could be brought to the same level of achievement
in any particular scholastic topic, but that the amount of instruction that
would be needed to bring a student to a particular level of achievement would
vary from student to student. At about the time that Carroll made this
suggestion the School Mathematics Study Group was organizing an experi-
ment which, as it turned out, provided evidence in favor of this hypothesis
[5]. This experiment involved two groups of experimental students and two
corresponding groups of control students. The first experimental group con-
sisted of students entering seventh grade (and thus between 12 and 13 years
of age) who were between the 25th and 50th percentile in ability, whether
measured by a standard IQ test or by a standard mathematics achievement
test. The other experimental group consisted of students in the same ability
range who were entering the ninth grade. The control groups, which were
selected a year later, consisted of students entering seventh or ninth grade
who were between the 50th and 75th percentile in ability.

Both the experimental and the control seventh grade students followed
the same mathematics curriculum and used the same textbook, a seventh grade
text prepared by SMSG. Similarly, the experimental and the control ninth
grade students followed the same mathematics program and used the same
SMSG algebra text.

What was different was that the experimental groups were given two
school years to study the material which the control groups studied for the
usual one school year. A battery of tests was administered at the end of
the experiment. Analysis of the test results showed that the seventh grade
experimental students performed almost, but not quite, as well as the con-
trol students on this battery. Analysis of covariance using scores from a
battery of pretests strongly indicated that the experimental students had
learned considerably more, given two years, than they would have if they
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had only the usual one year. At the 9th grade level the results were in the
other direction. The experimental students outscored the control students
on the final battery of tests.

Here is a case then where students of below average ability were able
to reach about the same level of achievement as students of above average
ability as a result of an increase in the amount of instruction provided them.

Early this year I carried out a similar experiment, but one which was
much smaller both in number of students involved and in duration. The
students were in the middle of the fourth grade. A very small topic in mathe-
matics, completely new to the students, was used and was taught for one,
two, or three days. In the longer teaching sessions, no new ideas were
introduced, but there was time for a wider variety of illustrations of the
ideas introduced and for more student discussion and questioning than was
possible in the shorter sessions.

On the basis of a test of arithmetic reasoning, the students were grouped
into three ability levels — low, medium and high. The average scores on a
posttest were not significantly different along any of the three diagonals
leading from lower left to upper right.

1 day 2 days 3 days
Low Ability | |
Medium Ability | |
High Ability | |

This then is another example in which students of lower ability reached
the same achievement level as students of higher ability when they were pro-
vided with more instruction on the material.

While these two studies are rather limited in scope, together they do cast
doubt on a fundamental belief which lies at the foundation of our educational
systems.

I could go on with further reports of empirical findings, but I believe that
I have given you enough. I may not have convinced you, but I think you
see why I am convinced that many of the guide-posts we have followed in our
attempts to improve mathematics education are of dubious value and that the
answers we have been given to our fundamental questions about mathematics
education generally cannot be relied on.

Why are we in this unhappy state of affairs?

In the arguments that have led to recommendations for changes in sub-
ject matter or changes in pedagogical procedures, I have been able to detect
few, if any, logical errors. I am forced to the conclusion that the assumptions
from which these arguments started must have been erroneous. The strong
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opinions which each one of us holds about how children learn mathe-
matics and how teachers should teach are often erroneous and almost cer-
tainly too narrow.

We have not recognized that no one of us has been in a position to gather,
during the course of our ordinary activities, the kind of broad knowledge
about mathematics education that we need. The classroom teacher after
many years of experience knows quite a lot about how students learn mathe-
matics and do mathematics in Ais classroom. But this seems to tell us very
little about what happens in the next teacher’s classroom. The research
mathematician was probably atypical when he was a student and in any case
has certainly forgotten most of what went on in his classrooms when he was
young. Mathematics educators have, on the one hand, been too cut off until
recently from the main stream of mathematics and, on the other hand, have
been unable to organize the kind of empirical investigation needed to provide
useful information. Even our colleagues in psychology whose main interest
is in the ways in which people learn have been of little help because they
have mainly concerned themselves with how people learn things that are
irrelevant to mathematics.

Our major mistake in mathematics education has been our failure to
recognize that we have not possessed the tools needed to do a good job in
improving mathematics education, and that in the course of carrying out our
normal activities as teachers and as mathematicians we are not likely to be
provided with these tools.

Let me hasten to say that I do not believe that this mistake has had
disastrous results. On the contrary, I am convinced that even though the
guide-posts we followed and the tools we used in our attempts over the last
decade to improve mathematics education were of dubious validity, we did
move in the right direction and we have achieved positive results. All of
us have received large amounts of anecdotal evidence both from student and
teachers to the effect that what we have done has been good. I might say
that we are very pleased at the results we are getting in our analyses of
the data collected in our longitudinal study [9]. The mathematics provided
in the School Mathematics Study Group textbooks seems to provide a better
understanding of mathematics and a greater ability to analyze and solve
problems than the mathematics provided in the more classical textbooks.
The time and effort we have devoted to reform during the last decade has
not been wasted.

Nevertheless, we cannot stop now. Further improvements are essential.
Our children will live in an even more complicated and more quantified world
than that of today. They need a better mathematics program than they now
are getting. We still have many difficult problems to solve before we can
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make further improvements. In fact, I believe that so far we have attacked
only the easier problems of mathematics education.

Let me review a few of these problems to illustrate the magnitude of the
task that lies ahead. A major part of the mathematics teacher’s job is to
develop in his students’ minds a large number of mathematical concepts.
We know of many ways of going at this, ranging from straightforward expo-
sition to open-ended discovery methods. Both the number and variety of
exemplars (or nonexemplars) of a concept can be varied. The relationships
of the concept to other more familiar concepts can be stressed or ignored.

There have been many experimental investigations of all this. ([8] provides
an excellent recent review of discovery teaching. [3] is a useful bibliography
on concept learning.) Unfortunately, the outcomes of these studies have been
so varied that no pattern is clearly discernable. It will be a long time before
we can say that for this particular student and this particular teacher and
this particular mathematical concept, the best pedagogical procedure is thus
and so. But this matter is so important that continued investigation on a
wide scale is imperative.

A closely related problem concerns formal reasoning. Certainly most of
the mathematics taught at the university level is treated in a formal, deductive
or even axiomatic fashion. Equally clearly, formal reasoning plays no part
in the primary school program. When should the transition be made?

As a case in point, let me mention the topic of multiplication of negative
numbers. How should this be introduced? Should one draw on the structural
properties of the non-negative numbers? Or is it best to start with a variety
of concrete situations? There has been much discussion of this and a number
of different approaches have been tried. Unfortunately, not enough empirical
information has been extracted from these trials to provide us with any
guidance.

Computational skill is a topic that is dear to the heart of many. It seems
clear that each student should acquire a certain degree of computational
skill, but how much? Preliminary results from some analyses we are now
carrying out indicate that the amount is somewhat less than has been accepted
so far.

But even when this is settled, the problem arises as to how best to reach
the proper level. There are some who claim that a sufficient degree of com-
putational skill can be developed incidentally through a sequence of care-
fully selected problems or through playing a variety of mathematical games.
On the other hand, others are sure that a certain amount of carefully managed
computational drill is necessary. There seems to be very little empirical
information as yet about this problem, and until it is obtained we are hindered
in preparing better curricula.
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I have already mentioned the suggestion that all, or almost all, students
can achieve equally well in mathematics but that the length of time and
instruction needed for this achievement varies from student to student. I
pointed out a small amount of empirical information that agrees with this
suggestion. However, our entire educational system assumes that the contrary
is true. Widespread empirical investigation of this problem seems called for.

I have already pointed out that we have very little sure knowledge about
what makes the effective teacher. Until we know much more, when we
attempt to improve our teacher training procedures, we will just be flound-
ering about, trying innovations in a hit or miss fashion. Our chances of a
lucky hit, a real improvement, are microscopically small.

Let me conclude this sample of problems about mathematics education
with one to which mathematics educators have as yet paid little attention.
This is the problem of cultural effects on mathematics learning and mathe-
matics achievement. This is of great concern in my country at the moment.
The U.S. is culturally heterogeneous in that we have there a number of
substantial minority groups, each of which is relatively homogeneous cultur-
ally, but which are quite distinct. Examples are the American Indians, a
substantial group that is of Mexican origin, the Negro population, a large
group of immigrants from Puerto Rico, etc. Undoubtedly the majority group
in the U.S. can be subdivided also into a number of relatively homogeneous
but quite distinct cultural subgroups.

The question arises as to what are the effects of the culture in which
a student is brought up on his ability to learn and do mathematics. A related
question is whether pedagogical procedures that are effective in one culture
will be equally effective in another culture. These are not silly questions.
Let me cite an extreme case. To a resident of the country of Nepal, the
phrase “law of nature” is meaningless [4]. For them, nature is ruled by gods,
spirits and devils. Is it possible to teach concepts of science to Nepalese
students? If it can be done, should it be done the way we teach science to
students in Palo Alto, California? Most important, if the basic concepts
of science can be taught to Nepalese children, what is the effect on them of
adopting a point of view towards nature which is in basic conflict with their
culture?

Practically nothing is known about this crucial problem. I might also
point out that the problem is not one for the U.S. alone. Many countries
are asking not only the U.S., but also others of the affluent countries, for
assistance in improving their mathematics education programs. Having
looked into a number of attempts to honor these requests, I am convinced
that failure to study the cultural milieu of the proposed reforms has often
resulted in a serious waste of time, effort and money.
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There is no need to continue this list. I trust that by now I have convinced
those who are concerned for the improvement of mathematics education
that we are faced with many serious problems. I trust that you are also
convinced that progress towards solution of these problems can only come
from careful empirical research. Let me conclude, therefore, with some com-
ments about the nature of empirical research in mathematics education.

I see little hope for any further substantial improvements in mathematics
education until we turn mathematics education into an experimental science,
until we abandon our reliance on philosophical discussion based on dubious
assumptions and instead follow a carefully correlated pattern of observation
and speculation, the pattern so successfully employed by the physical and
natural scientists.

We need to follow the procedures used by our colleagues in physics,
chemistry, biology, etc. in order to build up a theory of mathematics educa-
tion. (Let me emphasize that I am talking about scientists, not science
educators. Science education today is in no better condition than mathe-
matics education.) We need to start with extensive, careful, empirical obser-
vations of mathematics teaching and mathematics learning. Any regularities
noted in these observations will lead to the formulation of hypotheses.
These hypotheses can then be checked against further observations, and
refined and sharpened, and so on. To slight either the empirical observations
or the theory building would be folly. They must be intertwined at all times.

Most of the empirical studies which I mentioned earlier involved rather
large numbers of students and teachers. However, I don’t want to give the
impression that empirical investigations must always involve large numbers.
By limiting the size of the population being studied, it is sometimes possible
to carry out a much more penetrating and detailed study than can be
attempted with the paper and pencil type of instrument that must be used
when large numbers are involved. Of course the hypotheses developed from
such intensive investigation must be considered quite tentative and need to
be tested against wider selections of students and teachers.

This clinical kind of investigation has been extensively employed by our
colleagues in the Soviet Union. Both their procedures and their observations
have turned out to be extremely interesting, and we are now busily engaged
in translating into English a large part of the recent Russian literature on
mathematics education [10]. Those of you who are not acquainted with this
literature are advised that it is well worth careful study.

On the other hand, we should observe that in one sense, the physicist’s
job is much easier than ours. (Again, I am talking about the physicist, not
the physics educator.) He has only a small number of particles to study and
one electron is just like another electron, one proton just like another proton,
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one neutron just like another neutron. The biologist’s job is more complicated.
No two blossoms on an apple tree in the spring are exactly alike. Nor do
they all unfold at exactly the same time or at exactly the same rate. Never-
theless, these blossoms are sufficiently similar so that generalizations can
be made and hypotheses entertained which can be tested against the same
or other trees the next spring.

Our task is vastly more complicated, since the mind of a child is vastly
more complex than an apple blossom and the variations to be found within
a single classroom are vastly more complicated than to be found on a single
apple tree.

This points out the need to make many, though not necessarily all, of
our observations on groups of students and teachers that are large enough to
include a wide range of values of the relevant variables. These numbers
probably need not be as great as those we have dealt with in our SMSG
studies, since even our preliminary analyses seem to be demonstrating that
a considerable number of variables which seemed potentially relevant are in
actuality not relevant. Nevertheless, to restrict ourselves to small scale
observations would be to sacrifice the generality of our theories.

And now I have finished saying what I wanted to say. I have argued that
first, the study of mathematics education should become more scientific and
second, that the way forward has already been demonstrated by our colleagues
in science. We are starting far behind them. We are now where they were
many decades or even centuries ago. But their success augurs well for our
future success. I hope that my argument has been persuasive, because I am
convinced that only by becoming more scientific can we achieve the human-
itarian goal of improving education for our children and for everyone’s
children.

Stanford University
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A. DELESSERT

DE QUELQUES PROBLEMES TOUCHANT A
LA FORMATION DES MAITRES DE MATHEMATIQUES

1. PREAMBULE

Ceux qui ont suivi I'évolution de I’enseignement mathématique au cours de
ces vingt derniéres années ont pu observer que la “modernisation” s’est
d’abord manifestée au niveau des programmes et des manuels. Ce n’est
qu’assez récemment que I’on s’est apergu que les réformes proposées reste-
raient lettre morte tant qu’on n’aurait pas imaginé de nouvelles techniques
d’enseignement et, surtout, tant qu’on ne disposerait pas d’un corps en-
seignant capable de faire passer les idées nouvelles dans la pratique. En
étudiant le probléme de la formation des maitres de mathématique, on em-
brasse d’un seul coup d’eeil tout ce qui touche i ’enseignement mathéma-
tique avec I’assurance de ne pas perdre de vue I’essentiel : la réalisation con-
créte dans les classes.

Mais T’histoire nous apprend aussi que ce n’est pas parce qu’une idée
reléve de la plus simple évidence qu’elle s’impose rapidement & ceux qui
auraient intérét a s’en servir. C’est pourquoi je me propose de formuler
d’abord quelques constatations banales. Aprés quoi j’essaierai de montrer
quelques-unes des conséquences que 1’on peut raisonnablement en tirer.

Jajoute que ceux qui m’ont fait I’honneur de me lire ou de m’écouter sur
ce sujet retrouveront peut-&tre quelques-uns de mes thémes de prédilection.
Tout en m’excusant auprés d’eux, je dirai, en parodiant I’humoriste, que
tant qu'on s’obstinera & méconnaitre certaines banalités lourdes de consé-
quences, je m’obstinerai & proclamer qu’elles sont lourdes de conséquences.

IL. LES ETAPES DE LA FORMATION DES MA{TRES

La formation des maitres s’effectue au cours de trois périodes également
importantes. Le temps d’école d’abord, o le futur maitre va s’initier aux
mathématiques élémentaires et & I'issue de laquelle il va choisir de faire des
études mathématiques. Ensuite le passage @ I’Université, ou il va passer du
rang de mathématicien amateur 2 celui de professionnel et o il va recevoir
sa préparation didactique. Son activité magistrale enfin, durant laquelle il
doit s’astreindre 4 un “recyclage continu”.

De tous temps, on a beaucoup insisté sur la deuxiéme étape. C’est évi-
demment la plus spectaculaire et, 2 premiére vue du moins, la plus exaltante.
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Certains candidats au diplome d’enseignement font 1a un effort intellectuel
qu’ils ne parviendront plus jamais & égaler par la suite. Cela les incite parfois
a accorder a leur diplome une vertu surnaturelle. Sous prétexte qu’ils sont
gradués 2 vie, ils se considérent comme indéfiniment compétents. Je connais
de trés médiocres licenciés qui écrasent de leur mépris des maitres qui, bien
que parvenus a I’enseignement mathématique par d’autres voies, leur sont
infiniment supérieurs par 'ouverture d’esprit et I'aptitude a renouveler leurs
connaissances et leurs procédés didactiques.

Toutefois, depuis quelques temps, on s’est avisé que les idées, en mathé-
matiques, évoluent trop vite pour qu’on puisse admettre qu'un professeur
passe toute sa carriére a exploiter les connaissances acquises en une fois au
cours de ses études universitaires. La formation continue est devenue une
obligation pour le maitre; ’organisation scolaire doit lui faire sa place et
I’Université doit en assumer la responsabilité technique.

Or, on parle moins, me semble-t-il, des influences que subit le futur maitre
de mathématique dans les classes ol il enseignera lui-m€me par la suite. Je
ne pense pas a la formation mathématique qu’il y regoit, qui doit s’accorder
a celle qui lui sera dispensée a I'Université, cela va sans dire. Je songe plutdt
3 I'opinion qu’il se fait du métier de maitre de mathématique. Je connais
plusieurs jeunes mathématiciens brillants qui reconnaissent avoir été con-
vertis a la mathématique durant les derniéres années de leur scolarité secon-
daire, qui s’intéressent méme 2 I’enseignement, mais qui se sont promis de
ne jamais professer les mathématiques élémentaires, afin de ne pas devenir
semblables & tel ou tel maitre qu’ils ont connu. Ce qui montre que si le
message mathématique a bien été transmis, le statut de messager s’est révélé
peu attirant.

Peut-étre ces jeunes ont-ils pu observer un excellent technicien, bardé de
diplomes, mais incapable de trouver le contact avec des non-mathématiciens.
Son enseignement s’adresse uniquement aux futurs savants. Quant aux
autres, il veut ignorer ce que peut représenter pour eux la mathématique.
1l n’en attend rien, ne leur apporte pas grand-chose, éveillant chez tous un
vague respect dénué de sympathie. Peut-étre ont-ils vécu sous la férule d’un
maitre qui, parvenu essoufflé au terme de ses études universitaires, s’est ré-
fugié dans I’enseignement. Pour se justifier & ses propres yeux, il défend la
doctrine suivant laquelle la fonction d’enseignant et la carri¢re de mathé-
maticien s’excluent mutuellement. Dés lors, il s’enferme dans un systéme
scolaire dont il accuse encore la rigidité, I’ceil rivé sur '’échéance des examens.
A moins encore qu’ils ne soient tombés sur un amateur de vulgarisation
décidé a briller & peu de frais par 'emploi d’un langage obscur et prétentieux
auprés d’enfants obligés par I’école & I’écouter assis sans résistance appa-
rente. Nous avons tous entendu parler de ces classes qui savent & merveille
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aiguiller leur maitre vers ses domaines de divagation favoris, de sorte que la
legon se passe tout entiére 4 des diversions ridicules. On en retire I'impression
ambigué€ que nul ne sait, du maitre ou des éléves, qui a dupé I'autre.

Ces maitres insuffisants sont dangereux par la répulsion qu’ils inspirent
a de bons candidats a ’enseignement. IIs le sont encore plus par la séduction
que leur comportement peut exercer sur des esprits médiocres dont 1’école
n’aura pas a s’enorgueillir.

De toute fagon, I'atmosphére qui régne dans les classes de mathématique
et le comportement des maitres ont une grande influence sur le recrutement
du corps enseignant mathématique.

III. QUEL EST L’OBJET PRINCIPAL DE LA FORMATION DU
MAITRE DE MATHEMATIQUE

Pour la mathématique comme pour toute autre discipline, le futur maitre
doit d’abord acquérir des connaissances plus approfondies et plus étendues
sur le domaine qu’il va enseigner; il doit ensuite prendre conscience de ses
moyens pédagogiques et enrichir le bagage de ses possibilités didactiques.
Mais en plus de cela, la préparation a I'enseignement mathématique pose
un probléme qui lui est propre et dont je me propose de souligner ici toute
Pimportance.

L’enseignement de la mathématique peut se dérouler suivant deux ordon-
nances que nous appellerons respectivement la présentation de type avancé
et celle de type élémentaire. La premiére, dont le traité de N. Bourbaki reste
'exemple justement célebre, place d’abord les notions les plus fondamentales,
C’est-a-dire des notions sous-déterminées qui, par composition, donneront
naissance a tous les objets mathématiques. La présentation élémentaire, en
revanche, s’échafaude a partir des notions les plus concrétes dont la men-
tion s’impose par des applications matérielles. Ainsi on peut trouver d’un
coté d’excellents exposés avancés de géométrie élémentaire et de I’autre des
cours élémentaires sur les équations aux dérivées partielles. On voit bien
par 12 en quoi les deux démarches se distinguent. Beaucoup de notions sim-
ples dans un exposé avancé peuvent n’apparaitre que tardivement dans un
expos¢ ¢lémentaire, comme I'idée de “topologie”. A Iinverse, la notion
d’“angle”, si intuitive dans les traités élémentaires, est plutdt élaborée dans
les présentations avancées. 1l serait un peu simpliste de croire qu’un exposé
avancé n’est rien d’autre quun texte élémentaire lu a rebours, comme le
croient certains, car il existe des notions a la fois fondamentales pour le
mathématicien avancé et intuitives, commodes dans le domaine élémentaire
(comme la notion d’“application”, par exemple). Il n’en reste pas moins
que les deux processus doivent &tre clairement distincts.
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Et bien, si absurde que cela puisse paraitre, il s’est trouvé des auteurs qui
les ont confondus. Prenant prétexte du fait que Bourbaki “prend les mathé-
matiques 4 leur début”, ils se sont appropriés sa table des matiéres dont ils
ont fait celle de leurs ouvrages. Il faut dire que pendant quelques temps, la
“modernisation” de ’enseignement mathématique a consisté uniquement a
remplacer les présentations élémentaires périmées par une présentation
avancée, toujours la méme d’ailleurs. L’erreur est aussi grave que celle de
I’enseignement mathématique de jadis qui ne connaissait qu’une seule pré-
sentation élémentaire et oubliait de la confronter a la présentation avancée.

Nous sommes maintenant en mesure de préciser ce qui parait bien &tre
I’objet principal de la formation du maitre de mathématique: apprendre a
connaitre une présentation de type avancé et quelques présentations de type
élémentaire se rapportant a la matiére d enseigner puis savoir situer constam-
ment ce qui se fait en classe relativement a ces deux démarches.

Evoquons une image. Une présentation avancée est semblable 4 un
ouvrage d’art, un pont en ciment armé, construit en une matiére a la fois
raffinée, durable et indifférenciée, donc susceptible de se couler dans des
formes économiques. Une présentation élémentaire serait analogue & un
échafaudage: plus facile & mettre en place, il tolere I'utilisation de matériaux
moins élaborés, associés entre eux d’une maniére plus liche. Le professeur
de mathématique est une sorte de maitre d’ceuvre qui unit dans une méme
vision la construction de I’échafaudage et celle de ’ouvrage définitif.

Il faut se méfier des métaphores. Ainsi dans notre cas, il serait abusif de
considérer la présentation avancée d’une question mathématique comme un
objet parfait et immuable: il existe aussi des degrés dans I’avancement des
mathématiques constituées. D’autre part, il est évident que I’enseignement
de type élémentaire ne débouche pas nécessairement pour tous sur une pré-
sentation avancée. La plupart des utilisateurs des mathématiques se con-
tentent de connaissances ou de procédés qui, aux yeux du mathématicien,
ne sont guére plus que des motivations intuitives.

Il n’en reste pas moins que ’art propre du maitre de mathématique con-
siste A situer sa démarche didactique par rapport a une présentation avancée
qui en garantit Pauthenticité. Il bénéficie par 1a-méme d’un surcroit de liberté
dans le choix de ses stratégies et de ses motivations.

1V. DANS QUEL SENS LA FORMATION ACTUELLE DES MAITRES
DOIT-ELLE INFLECHIR L’ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE?

Une réforme de ’enseignement mathématique, de ses programmes, de ses
méthodes, de ses objectifs ne peut réussir que si les maitres chargés de la
réaliser en ont compris la portée et les tendances. Elle doit donc &tre précédée
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par la mise a jour de la formation des maitres. On peut donc se demander:
quel but cherche-t-on i atteindre demain en reconsidérant aujourd’hui la
préparation des maitres de mathématique?

On a justement reproché a I’enseignement traditionnel de s’étre enlisé
dans un fatras de recettes anecdotiques et de subtilités stériles qui 'apparen-
taient aux mathématiques amusantes. Par la suite, les programmes se sont
orientés vers les présentations de type avancé et il faut bien admettre quils
ont délibérément cessé d’étre amusants. Il est difficile d’imaginer quelque
chose de plus ennuyeux que les ouvrages de mathématique moderne de la
premiére génération. En ce qui concerne les problémes, on atteint 3 peu preés
le paroxysme de la drolerie en cherchent a prouver que Z n’est pas un groupe
pour la loi “(a, b)—>a—sup(a, b)”.

Cette évolution était prévisible. D’abord, I’enseignement de ce qu’'on a
appelé les mathématiques modernes ne bénéficiait pas de cette accumulation
de problémes variés a laquelle avaient collaboré pendant des centaines
d’années des mathématiciens de grande valeur. On peut observer ensuite
que la richesse des problémes attachés & un chapitre de mathématique croit
avec le degré de désorganisation de ce chapitre. Il suffit de penser a la géo-
métrie euclidienne classique d’une part et 4 I’algébre des espaces vectoriels
réels de petites dimensions d’autre part. Tout ouvrage de géométrie classique
comporte des centaines de problémes dont I'intérét mathématique est quasi-
ment nul, c’est entendu, mais qui exigent une ou plusieurs associations
d’idées originales et qui impliquent une découverte de la part de I’éleve.
L’étude des espaces vectoriels réels de petites dimensions limitée a ce quil
est possible et souhaitable de traiter a I’école, peut &tre présentée en une
cinquantaine de propositions, a peine. C’est moins énorme qu’on pourrait
le croire, si 'on songe qu’il faut une bonne dizaine d’entre elles rien que
pour établir 'existence et les propriétés élémentaires des déterminants. Exa-
minez maintenent les problémes correspondants: ils sont pratiquement tous
traités explicitement par 'une ou I'autre des propositions mentionnées. Cela
parle en faveur de la théorie. Mais si 'on ne considére que Iintérét que ces
problémes présentent pour les éléves, il faut reconnaitre qu’ils n’exigent que
trés peu d’invention et qu’ils n’apportent aucune découverte. Si I’on préfére,
ils ne sont guére que des exercices. On peut toutefois créer de véritables
situations “problématiques”. Par exemple, on peut faire une incursion vers
des espaces fonctionnels qui ne sont plus de dimension finie. On peut de-
mander de montrer ce qui subsiste de telle proposition quand on y remplace
les espaces vectoriels par des Z-modules de type fini ou encore de prouver
que telle hypothése d’un théoréme n’est pas supprimable en étudiant un
contre-exemple ad hoc. En bref, on ne retrouve de vrais problemes que dans
la mesure ol on réintroduit le désordre dans un chapitre initialement si bien
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ordonné. On encourt alors le grief fait naguére & ’enseignement traditionnel,
a savoir de traiter par des méthodes qui relévent du bricolage des problémes
qui se résolvent d’eux-mémes dans une théorie plus élaborée.

Admettons que “faire des mathématiques”, c’est essentiellement aller &
la découverte, c’est augmenter par soi-méme son bagage de connaissances
et d’expériences mathématiques. On peut résumer ce qui précéde en disant
que les mathématiques modernes de la premiére génération ont conduit a faire
de meilleures mathématiques, mais & en faire moins.

Pour échapper 4 ce dilemme, il suffit de bien vouloir reconnaitre que
I’apprentissage mathématique comporte deux phases. La premilre vise a
I’acquisition de connaissances, de mécanismes automatiques. C’est une dé-
marche de mémorisation et d’exercice absolument indispensable, qui se
référe 2 un fondement théorique solide et économique. Elle fait 'objet d’un
enseignement systématique qui appelle des techniques appropriées comme
I’étude programmée. La seconde phase est I'invitation a la découverte. Cest
la mise en ceuvre des facultés d’intuition, d’imagination, de comparaison,
de critique devant des problémes nouveaux. Elle requiert du maitre le sens
de 'improvisation et une intense curiosité de I'esprit mathématisant.

On peut me reprocher d’évoquer dans cet ordre les deux phases de ’ap-
prentissage mathématique. La recherche ne précéde-t-elle pas I'organisation
des découvertes? Je m’en voudrais de ressuciter sous cette forme éminem-
ment distinguée I’antique probléme ontogonique de I'ceuf et de la poule. Je
désire simplement souligner que la mémorisation et I'exercice ont toujours
fait partie de la formation mathématique et que la nouveauté consiste &
consacrer systématiquement une partie de 'enseignement a la recherche.

Notons que I'aveu de I'existence de ce double mouvement de I'enseigne-
ment mathématique est bien plus qu’une simple concession & la pédagogie. I1
revient & admettre que cet enseignement doit vivre de la vie propre de la
mathématique qui, elle aussi, connait une phase d’expansion, de découverte,
et une phase de régénérescence interne & la lumiére des acquisitions nouvelles.
Cela revient donc 2 admettre que le maitre de mathématique est aussi un
mathématicien professionnel.

Pour en revenir A notre propos, disons que les réformes de la premiére
génération ont eu pour but d’aligner les programmes, le contenu et les textes
de I'enseignement mathématique élémentaire sur ceux des enseignements
avancés. Les réformes de la deuxieme génération, sans compromettre les
acquisitions déja faites, visent 3 augmenter P'activité personnelle de I’éleve
au sein d’une classe engagée dans des processus de recherche.

Résumons-nous:
(a) Le recrutement des maitres, dont dépend la réussite ou I’échec de
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toute réforme, dépend dans une large mesure de ce qui se passe effectivement
dans les classes. (b) L’art d’enseigner la mathématique consiste A équilibrer
subtilement les exigences d’une présentation nécessairement élémentaire
destinée a de jeunes éléves et celles des présentations avancées qui la sous-
tendent. (c) L’enseignement, qui était naguére plutdt descriptif, ou si I'on
préfére, normatif, doit déboucher sur des mathématiques “engagées”.

Quelles conséquences peut-on tirer de 13 quant 3 la formation effective
des maitres?

Partons de notre premiere remarque. Il est évident que I’éveil de la vo-
cation des futurs maitres de mathématiques n’est pas une des tiches majeures
de I'enseignement secondaire. Toutefois, si I’enseignement est organisé de
telle maniére que I'on ne trouve plus de jeunes qui aient envie d’enseigner
les mathématiques, on ne peut vraiment plus cacher qu’il est un échec. La
carriere de maitre de mathématique n’est attirante ni par les perspectives
de promotions, ni par les activités paralléles qu’elle comporte. Au moins
peut-on exiger que le maitre, loin d’&tre un exécutant subalterne, soit investi
de l'autorité que confére une information précise sur la signification et la
portée de son travail et qu’il dispose d’une véritable liberté de manceuvre
dans les classes qu’il conduit. Ces conditions ne peuvent &tre réalisées que
dans un systeme scolaire adéquat. Mais au-deld, c’est toute la formation
du maitre qui est en cause.

Pour examiner les choses de plus prés, passons & notre deuxiéme re-
marque. Supposons que le candidat & I’enseignement ait assimilé une pré-
sentation de type avancé des mathématiques enseignées a I’école secondaire.
Admettons aussi qu’il a regu la préparation pédagogique habituelle. Est-il
prét & enseigner les mathématiques?

On va lui demander de se charger de quelques classes qu’il devra suivre
sur une petite portion de la trajectoire de leur formation mathématique.
S’il aime le confort, il lui suffit de se mettre & ’abri d’un programme et d’un
manuel choisis par d’autres et d’attendre que I’année se passe en veillant
que les enfants réservent dans leur cahier des marges suffisantes a droite et
quils ne désobéissent pas trop a la régle des signes. Mais s’il a conscience
d’€tre un maillon dans une chaine unique, il va s’efforcer d’exploiter et de
consolider ce que ses éléves ont acquis auparavant et aussi de préparer la
compréhension de ce que ses collégues aborderont & des niveaux plus élevés.
11 évitera d’enfermer prématurément une notion dans des notations et des
usages pédagogiquement et provisoirement commodes, mais qui en inter-
disent le développement ultérieur. Il saura mesurer ’écart entre I’état actuel
d’une question et sa position dans une présentation plus avancée. Il aura
surtout le courage de ne pas dire tout ce qu’il sait sur les questions traitées,
exploit difficile entre tous.
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Il est clair que pour réussir tout cela, le maitre devra garder constamment
devant les yeux un panorama complet des mathématiques élémentaires. Il
devra pouvoir reconstituer rapidement tous les avatars d’une notion jusqu’a
ce quelle ait acquis un statut vraiment mathématique. Pour me borner a
ce que j’ai pu observer dans mon pays, bien rares sont les maitres qui ont
une telle vision, et je vois mal & quel moment de leur formation profession-
nelle ils ont pu 'acquérir.

Avec mon collégue Théo Bernet, nous sommes en train de mettre sur pied
une réforme de I’enseignement mathématique qui ne se borne pas aux seuls
programmes (sur ce point, la mise a jour se réalise par morceaux depuis de
longues années déja), mais qui vise surtout la technique d’enseignement et
la formation des maitres. Nous avons essayé de matérialiser le panorama
des mathématiques élémentaires dont nous parlions tout a I’heure, pour ce
qui concerne I’école secondaire générale entre la Se et la 11e année. La mode
étant aux graphes, nous avons dressé des diagrammes de fléches, diagrammes
symétriques d’ailleurs. Les sommets en sont constitués par des notions
appartenant aux mathématiques élémentaires. Les unes sont assez générales,
comme celles de “groupe”, d’“équivalence”; les autres sont plus particu-
liéres: “nombre premier”, “tracés élémentaires dans le plan”, “fonction
logarithmique™. Par souci de clarté, nous avons réduit au minimum le nom-
bre des sommets. Ainsi, par exemple, la fiche “figures élémentaires du plan”
est censée recouvrir 1’étude intuitive des droites, du cercle, des polygones les
plus simples. Ces sommets sont reliés par des fleches indiquant tant6t des
liaisons mathématiques nécessaires comme “Z? — équivalence — Q”, tantdt
des connexions plus didactiques comme “équation — parties d’un ensemble”.
Pour des raisons de commodité, nous avons découpé le graphe total en sous-
graphes. Une description plus poussée de ces diagrammes nécessiterait un
exposé complet. Je me bornerai & dire que, pour mon collégue et moi, le
résultat de ce travail a dépassé ce que nous en attendions. Nous avions le
sentiment d’avoir une vue claire sur I’enseignement élémentaire des mathé-
matiques, mais nous avons fait des découvertes surprenantes. D’emblée,
nous avons été abasourdis de I’énormité du bagage mathématique que
I’école secondaire doit transmettre A tous ses éléves, futurs universitaires ou
non. Par ailleurs, nous avions centré nos sous-graphes autour de quelques
notions que nous considérions comme particuli¢rement accrocheuses. Et
nous avons eu la surprise de voir que la matiére s’organisait & notre insu
autour de centres que nous avions sous-estimés comme les “groupes de
transformations planes” ou méme de notions apparemment anodines comme
celle d’“exposant”.

Nous pensons que c’est ’exemple d’'une documentation qui devrait étre
fournie aux maitres. Elle leur permettrait de mieux se représenter les inter-
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actions entre ce que nous avons appelé les présentations de type élémentaire
et les présentations avancées qui leur donnent un sens.

Formulons encore a ce propos une remarque un peu paradoxale. L’har-
monisation entre les types de présentations dont nous avons parlé est par-
ticuli¢rement délicate au niveau des jeunes éleves. Plus I’Age des éléves croit,
plus ces deux formes d’exposés se rapprochent. Il serait donc naturel d’at-
tribuer aux plus jeunes éléves les maitres les mieux formés. Or chez nous en
tous cas, c’est exactement le contraire qui se produit: la promotion des
maitres est calquée sur celle des éleves.

Reprenons maintenant notre troisiéme remarque, celle qui concerne la
double démarche de I’apprentissage mathématique: assimilation et décou-
verte. Cette fois, ce n’est pas seulement le comportement local du maitre qui
est en cause, c’est tout le systtme d’enseignement. Il n’est pas question de
traiter ici le probléme, méme superficiellement. Bornons-nous a quelques
observations de bon sens.

L’introduction systématique d’une véritable activité de recherche dans le
plan d’étude mathématique est de nature & modifier complétement le style
de I’enseignement. Il n’est donc pas possible de s’en remettre pour tout 3
I'improvisation personnelle. On ne peut pas se contenter de dire aux maitres:
“Amis! Faites-nous donc un peu de recherche avec vos classes!” Nous
allons considérer rapidement ce probléme du point de vue des organisateurs
de I’enseignement, puis du point de vue du maitre et enfin de celui des res-
ponsables de la formation des maitres.

L’organisateur doit prévoir une activité de recherche, avec ce que cela
comporte d’autonomie, tout en assurant une avance normale et la coordi-
nation entre les classes et les niveaux. Une stratégie possible consiste a:

(1) Déterminer d’abord quelques points de ralliement ol maitres et éléves
dressent le bilan des notions acquises.

(2) Réserver ensuite des périodes de travail presque individuel consacré a
la mémorisation, a ’apprentissage du calcul, a ’acquisition de divers méca-
nismes. Pour 'aider dans cette tdche délicate 4 accomplir au sein de la col-
lectivité d’une classe, le maitre devrait pouvoir disposer de moyens tech-
niques spéciaux qui allége sa besogne tout en améliorant son rendement.

(3) Octroyer enfin un temps largement compté a la recherche en classe.
C’est alors la technique des situations qui s’impose: la classe est placée
devant un probléme susceptible d’éveiller son intérét; les données en sont
peut-étre vagues ou incomplétes; la solution n’est préfigurée ni dans 1’énon-
cé, ni dans une théorie préalable, ce qui nécessite des enquétes, diverses
tentatives et des choix critiques.

Précisons que les trois activités que nous venons d’énumérer ne coincident
pas avec ce que ’enseignement traditionnel appelle: théorie, exercices et
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problémes. Ainsi, par exemple, la mise au point d’une question théorique,
sa présentation axiomatique peut fort bien constituer une situation de
recherche.

De plus, les organisateurs doivent évidemment préparer et maintenir a
jour toute la documentation indispensable pour réaliser ce plan de travail.

Venons-en au point de vue du maitre. Il a un vaisseau a conduire a bon
port. Certaines étapes lui sont imposées. Mais entre deux escales, il est seul
maitre & bord. Il doit pouvoir choisir sa route suivant les circonstances. Une
méme situation peut se développer dans des directions tres différentes. Par
exemple, I’étude des lois de composition internes sur un petit ensemble con-
duira peut-&tre a I'invention d’une notation de type matriciel ou bien a la
construction (imaginaire ou réelle) d’'une machine a réaliser de telles lois.
Une situation peut réussir beaucoup mieux dans telle classe que dans telle
autre. Il faut savoir ’arréter avant qu’elle ne devienne exubérante. Si elle
échoue, il convient de pouvoir en choisir une autre qui aborde les mémes
choses sous un angle différent.

Comment préparer les maitres a enseigner de la sorte? Nous avons déja
dit qu’on va exiger d’eux P'aptitude a évoluer sans contrainte dans un climat
de recherche ouverte. Il faut donc commencer par les initier a la technique
méme des situations, afin de leur donner confiance en leurs capacités d’in-
vention. Pour reprendre notre métaphore nautique, I’enseignement tradi-
tionnel était semblable au cabotage, le maitre ne perdant jamais de vue le
probléme-type ou le théoréme de secours. L’enseignement nouveau requiert
la navigation en haute mer. Affronter un probléme, c’est sortir des théories
bien établies, comme nous I’avons vu. C’est méme généralement quitter le
cercle des mathématiques. La physique, la biologie, ’économie, le droit, la
circulation routiére, que sais-je, fournissent de merveilleuses situations pour
la mathématisation. Le maitre doit étre capable de s’orienter au moins parmi
les données les plus simples touchant ces domaines. La recherche didactique
a fait d’énorme progrés dans cette direction depuis quelques années. Mais
il faut reconnaitre qu’en général la documentation élaborée ne parvient pas
aux maitres auxquels elle est essentiellement destinée. Il y a 13 une tdche
d’information urgente, tant en ce qui concerne les nouveaux maitres que les
enseignants chevronnés.

Mais ce n’est pas tout. Les parts attribuées a la recherche, a I’acquisition
de mécanismes mathématiques et & lactivité de mise au point, ainsi que
leurs interactions respectives dépendent du systéme scolaire envisagé. Quel
que soit le niveau ou ils enseignent, les maitres doivent étre informés avec
précision sur le plan d’étude mathématique considéré dans son ensemble.

Nous voyons donc que si I’'on désire réellement renouveler 'enseignement
des mathématiques élémentaires, il faut donner aux maitres:
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(@) Une vue compléte sur ce que nous avons appelé le panorama des
mathématiques élémentaires, avec son double aspect; ce tableau ne dépend
que peu du systéme scolaire en vigueur.

(b) La description d’une stratégie: apprentissage de mécanismes, activité
de recherche, points de ralliement; ces données caractérisent le plan d’étude
mathématique propre a I’école considérée.

Cette documentation n’apparait pas au programme des études propre-
ment mathématiques. Elle ne figure que d’une maniére trés fragmentaire
dans les cours ordinaires de pédagogie. Par sa nature méme, elle est en con-
stante évolution. Elle reléve donc essentiellement de la formation continue.

D’autre part, le matériel nécessaire & ’enseignement par les situations ou
a Papprentissage programmé doit faire 'objet d’une prospection suivie. Ce
sont les maitres qui sont le mieux & méme d’effectuer cette tiche passion-
nante. Nous voyons donc que la formation continue des maitres, qui con-
stitue certainement I'un des rouages principaux du systéme, ne peut se
réaliser qu’avec la participation active du corps enseignant lui-méme.

L’information dont nous venons de souligner I'importance comblerait
une lacune entre la formation du mathématicien proprement dit et la prépa-
ration pédagogique du maitre de mathématique. Cet hiatus explique pour-
quoi I’enseignement mathématique s’est si souvent fourvoyé en adoptant
des slogans pédagogiques dénués de sérieux, tels que le “passage du concret
a I'abstrait” ou la “découverte du vrai par le faux”.! Je suis stir que bien des
faux problémes didactiques disparaitront quand les maitres seront mieux
initiés a la stratégie d’enseignement que nous avons évoquée. Mais pour
tempérer un peu I’enthousiasme que pourraient faire naitre ces considé-
rations idylliques, il me faut signaler un obstacle majeur que doit surmonter
une formation plus approfondie du corps enseignant. Si je considére ce qui
se passe dans mon pays, je constate qu’une grande partie des maitres n’a
pas eu de contact récent avec une présentation avancée d’un chapitre de
mathématique, ou méme n’en a peut-étre jamais eu. Or une régle dont la
validité semble de plus en plus certaine veut qu’une interruption de quelques
années dans la formation mathématique rend impossible 'accés  un niveau
supérieur d’abstraction, sauf exception remarquable. On voit immédiatement
quelles conséquences vont en découler pour la préparation du corps en-
seignant. Les initiateurs de la formation continue doivent savoir que si
celle-ci est continue a droite de I’origine, elle est fortement discontinue &
gauche, ce qui doit les inciter & une infinie patience.

V. CONCLUSION

Ce qui précéde repose sur I’hypothése que, dans leur ensemble, les maitres
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de mathématique souhaitent évoluer avec plus d’autonomie dans un cadre
moins rigide. Je dois avouer que j’ignore si cette condition est satisfaite. Ce
que j’ai pu observer dans mon pays m’incline au pessimisme: & plusieurs
reprises, il a été possible de faire figurer & I’horaire de certaines classes des
lecons que le maitre pouvait utiliser librement & des introductions intuitives
ou des travaux pratiques: les maitres intéressés n’ont cessé d’assourdir de
leurs plaintes le ciel et les autorités scolaires que lorsqu’on leur a fourni un
programme strict et ennuyeux, comme tous les programmes.

Nous voici ramenés 3 notre point de départ. L’enseignement mathéma-
tique d’aujourd’hui tend 2 attribuer un rdle plus important au maitre. Ce
surcroit de responsabilité ne peut s’exercer que dans une liberté accrue. Le
prix de cette autonomie consiste en une meilleure connaissance des fonde-
ments de la mathématique élémentaire et des procédés d’enseignement ac-
tuels. Les maitres d’aujourd’hui aiment-ils assez la liberté pour en payer le
prix? Les futurs candidats & l'enseignement qu’ils forment maintenant
seront-ils disposés a en faire autant?

De la réponse 4 ces questions dépend I'avenir de I'enseignement mathé-
matique.

Riex
NOTE

1 Cf. ‘Connections between the Reform of Mathematical Education and the Further
Training of Teachers’, Educ. Stud. in Math. 1 (1968-69), 365-77.
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THE RELEVANCE OF MODERN FIELDS OF APPLIED
MATHEMATICS FOR MATHEMATICAL EDUCATION

Our age is one of the great ages of mankind. It confronts the teacher with an
exciting challenge, the challenge to cope with rapid progress. Continuous
education and continuous reform must become a way of life. Every few
years you must relearn almost everything you know. In teaching we must
concentrate on durable tools. What the student needs are some fundamental
modes of thinking, flexibility, and a strategy for self-education. The ultimate
goal of precollege education is to shift to the student the burden of pursuing
his own education.

The idea of a permanent reform is a nightmare to many teachers. They still
hope that the reform will soon be over and peace will return. Then at last
they can teach exactly the same topics for the rest of their lives. The best
teachers realize that permanent education and permanent reform are here
to stay. They are willing to share the burden of pioneering work, but they
are disoriented by too many contradictory proposals. There should be some
guiding-star to show which way the reform should go. I propose to use the
modern fields of applied mathematics as a guiding-star. This is not a fixed
star, and if you follow it, permanent education and adaptation to the modern
world becomes self-evident.

I believe that in the near future we will be forced to turn to applications,
by the students. All great ages are times of ferment, old values are questioned.
When I started my teaching career, the student asked “What” and very
seldom “Why”. Today he asks vehemently “Why do it?”, “What is the
relevance of your subject to human society?”. Since the bulk of what we
teach is completely useless and sometimes even harmful, we are obviously
in deep trouble. The selfimposed isolation of most mathematicians and of
the topics they cultivate from science, technology, and the great problems
of society is responsible for much discontent among students and teachers.

The world is becoming more and more complicated. We are rapidly
approaching an unbearable and even dangerous situation: Only a small
fraction of the population will know what is going on and the great majority
will be condemned to be merely passive spectators. Mathematics is the only
subject broad enough to prevent this. Not the mathematics actually taught,
but a new mathematics inspired by all fields of applications. It must be taught
as fundamental science which provides indispensable modes of thinking and
tools to cope with the real world: the physical world, and the man-made world.
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Let us now look at some topics of applied mathematics and their relevance
for education. The selection of topics is somewhat arbitrary. It is the spirit
that counts, not the letter. I will expound the philosophy and motivation
of my own teaching. I am teaching grades 5 to 13.

Applied mathematics has undergone a profound and irrevocable change
because of the computer. The computer stimulated many new branches of
mathematics and brought about a rejuvenation of mathematics. There is
a loose unity in modern applied mathematics. All of it belongs to the broad
area of discrete combinatorial mathematics, all its branches are computer-
related disciplines.

I begin with a science of greatest scope which is a big consumer of mathe-
matics. It is the new science of decision making which has a strong impact
on the whole national life of every advanced nation. It is called Operations
Research or Management Science.

Everyone is a decision maker. We make decisions every minute of the
day, mostly small decisions with small consequences. We are guided by in-
tuition or rule of thumb. In industry, business, government, and defence
there are decision makers facing big decisions with grave consequences. For
these big decision makers intuition and rule of thumb are no more adequate.
During the past 20 years many tools were developed to cope with the various
problems facing decision makers. These tools are known under the label
Operations Research or Management Science. But Operations Research is
not a collection of mathematical techniques, it is a mode of thinking. In
every science we must distinguish two separate components: on one side
a mental attitude, a mode of thinking, a way of looking at the real world.
On the other side the tools used by that science. For general education the
mental attitude is of prime importance, but mathematicians tend to concen-
trate on the mathematical tools. They consider the rest to be somebody else’s
business. But if mathematical tools are taught separately from their fields
of application they become a useless box of tools.

Operations Research deals with systems, large and complex systems of
men, machines, materials, and money. If the student looks around with the
right state of the mind, he will see that the whole world is a vast collection
of systems: economic, engineering, physical, military, biological, medical,
etc.

To understand, to control, or to design a system, you must construct a
model of the system. Here mathematics comes in. Applied mathematics is
the art of model building.

An unknown system S can be thought of as a “black box” which accepts
inputs and generates from them outputs. What tools are needed to analyse
a system? The simplest and most versatile tool is a graph. Because of the
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great generality of their mathematical structure, graphs can be used to model
any discrete system. Graphs are used extensively in all fields of modern
applied mathematics. Thinking in graphs is a fundamental mode of thinking.
It is the main part of the more comprehensive combinatorial thinking. When-
ever a student is confronted by a system, he should start by drawing a graph
of the system. He should know that a graph can be represented by a matrix.
A graph is intuitively suggestive and easy to grasp. The matrix lacks this
intuitive appeal, but it can be handled quantitatively, and a computer can
understand it. Connectedness and path problems can be studied by matrix
operations. The powers of the matrix are especially useful, for instance for
Markov chains, linear automata, or linear economic models, like Leontieff
models.

The usefulness of graphs can be explained by an example from systems
engineering. This is the art of turning a conceptual system into reality. Here
a new group of simple techniques under the name CPM (Critical Path
Method) and PERT (Project Evaluation and Review Technique) have had
far-reaching repercussions. Suppose you want to plan and schedule a large,
complicated project, e.g. the construction of a bridge. Break down the pro-
gramm into many individual jobs. Certain of these jobs will have to be
finished before others can be started. The order relations among the jobs
can be depicted by a graph whose arcs represent jobs. This graph is the basis
for all further planing.

Students should analyse some projects. A good project to start with is
the construction of a house. First they collect information from parents
and relatives who have built houses. Then a list of jobs is drawn, starting
with the making of the plans and ending with a big celebration in the new
house. The order of precedence is determined, a graph is drawn and analysed.

Here is another project popular with students: You are handed a billion
dollars and are told: build a tunnel under the channel. A general outline is
made with rough cost estimates. Then the design is refined in several stages.

I cite another instructive example: An island is colonized by newly wed
couples. All men are 25 and all women are 20. You are governor of the island.
Make plans for the next 100 years. What is your biggest problem? The most
formidable problem is easily overlooked. This is of course the age distribu-
tion. It results in a birth rate with a large oscillation whose period is about
one generation. Only gradually these oscillations subside as the successive
generations merge into each other.

In analyzing projects another point becomes clear. A single man cannot
conceive, plan and implement a modern complex system. The importance of
teamwork becomes clear, and the student works for the first time in a team.
Teamwork is systematically encouraged by solving large scale problems
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which can be split. Teamwork is a fundamental educational goal grossly
neglected by teachers.

The mathematical methods of Operations Research comprise the extensive
field of mathematical programming: linear programming, dynamic program-
ming, nonlinear programming, integer programming, and network flow
theory. Few mathematicians realize that there are beautiful theorems in
programming which rival in elegance results of number theory. These are
often fundamental theorems, and their proofs and applications provide a
paradigmatic insight into the current direction of research. These results can
sometimes be reached in a few lessons, starting litterally from scratch. I will
give no example since this would take away my whole lecture.

The treatment of linear programming in high school is inadequate. As
a rule two-variable problems are solved in a formal way. It is ignored that
linear programming is a model building technique. And the purpose of a
mathematical model is to provide insight, and only in the second place to provide
numbers. You have a big system, which is a complex of machines, people,
facilities, and supplies. You decompose the system into a number of ele-
mentary black boxes into which flow supply and money, and out of which
flow products. What goes on inside the boxes is somebody else’s business.
You are only interested in the rates of flow in and out of the boxes. In a
linear programming model you assume that outputs are proportional to
inputs. Your aim is to optimize some flow, e.g. profit or cost. With this back-
ground in mind one can turn to the purely mathematical task of optimizing
a linear form subject to linear inequality constraints.

One should start with the transportation problem, which is a special linear
programming problem. It is easy to formulate and to understand, and large
scale problems can be solved by paper and pencil in a few minutes. No
prerequisites beyond the arithmetic of integers are necessary. You can do
these problems with 12 year olds. Starting with a feasible transportation
plan one uses the stepping stone method for improving the plan by a sequence
of iterations. The calculations involved can be split and handed to different
students. Later, refinements can be introduced, like the use of potentials.
In higher grades one can tackle the related area of network flow theory.
Several beautiful theorems and algorithms are easily accessible.

How can we treat more adequately general linear programs? Problems
with two variables present no difficulty. Teachers often overlook that prob-
lems with two constraints and any number of variables can also be inter-
preted in the plane. The only new concepts you need are the convex combina-
tion and the convex hull of a finite set of points in the plane.

The simplex algorithm is a modification of the Gaussian algorithm for
solving systems of linear equations. It is easily explained by examples and
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makes the manipulation of linear systems more interesting. If you want to
go further this has sweeping consequences. The usual treatment of linear
algebra must be modified. It must be developed from an algorithmic point
of view. The central algorithm is the pivot step operation, which is an ex-
change of two variables. All algorithms of linear algebra are simple se-
quences of pivot steps. The Numerical Mathematics by E. Stiefel shows how
to develop linear algebra from this point of view. In the computer age this
might be the right way.

Linear programming alone is not interesting enough. It must be combined
with game theory. This is the most natural road to duality. To solve a matrix
game you have to solve a feasible pair of dual linear programs.

Next in importance comes Dynamic Programming which is used to solve
multistage decision problems. Here the possibilities are limited. And yet it
is possible to skim off all important ideas by solving a sequence of 12 to 15 well
chosenproblems. When you are through the student should gain these insights:

(a) The idea of imbedding a given problem within a family of similar
problems. By broadening the scope of the problem we simplify its solution.
This idea has many applications inside and outside of mathematics.

(b) The idea of backward induction or recurrence.

(c) Reduction of an n-dimensional optimalization problem into a sequence
of onedimensional problems.

(d) Decision-making is almost always multistage decision making. This is
because time goes on and you make a sequence of decisions over time.

Discrete dynamic programming problems can always be viewed as seeking
an optimal path in a network. Suppose d;; is the length of the directed road
connecting nodes i and k. Consider the problem of shortest paths to destina-
tion i=0. Let D; be the length of the shortest path from i to 0. The node
function D, can be found by the simple recurrence D,=miny,;(dy+D;)
starting with D=0 at i=0 and working backwards. For longest paths one
replaces “min” by “max” (Figure 1).

Fig. 1. [The shortest path from 4 to B is indicated by double arrows].
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Integer programming is linear programming with integer solutions. It is
not suitable for high school. But you can solve or merely discuss two prob-
lems, like cutting paper rolls and steel plates, and then show that the whole
world is full of integer programming problems. It is important that the
student sees problems, even if he cannot solve them. The real world is an
inexhaustible source of challenging unsolved problems. But you can see the
problems only if you approach the world with the right state of mind. The
student sees nothing because he wears gigantic intellectual blinders, the
product of a misguided education. He is hopelessly spoiled by being given
only artificial problems which can be solved. These problems have no relation
to the real world.

Up till now I have deliberately ignored the most crucial aspect of decision-
making: Every decision-making is Decision-Making Under Uncertainty.

Uncertainty is more fundamental than the very special case of certainty
and it is treated before the deterministic case. The first models of reality a
student ever constructs are stochastic models.

You must start when the student is very young, about 11 years. Your aim
should not be to teach probability as a branch of mathematics, but as a
way of looking at the real world. The whole world is one big stochastic
process. This is not obvious, because we have no probabilistic intuition.
Statistical thinking, a most fundamental mode of thinking, must be developed
by a long training. The student must experiment with countless random
phenomena in different settings. If this intuitive background is missing,
probability becomes a useless game, useless and dull, and the time wasted
on it could be put to better use.

How do you start? The student first observes random phenomena and
records his observations. Examples: (a) Look out of the window and record
the sexes of people passing by. Ignore couples. A record might start like this:
00001 00010 1010 11101 00000 11100 11100... (1 stands for males). (b)
Record cars passing by. Let 1 stand for a VW and 0 for any other car. You
could get 00010 00001 00110 11010 00110 10001 10001 00010.... (c) Here is
the weather record for four weeks: 0000 111 00 1 000 1111 0 111 0000000.
1 stands for a dry day and O for a wet day. The student records daily births,
deaths, fatal accidents etc. In each case the record is a long string of digits
in some alphabet.

Now we try to construct models for these phenomena. The first stage of
abstraction is a mechanical model. The student studies wheels of fortune or
random digit generators. Here are some wheels of fortune (Figure 2). They
too generate long strings of digits. The decisive idea is this: Real processes
can be simulated by random digit generators so closely that you cannot tell
if a record was produced by some wheel or by observing the real phenomenon.
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Instead of the real process you might just as well study the output of some
random device. Simulation by random digits is called Monte Carlo Method.
It is an indispensable tool of Operations Research for dealing with the
complexities of the man made world.

0o q

A sequence like 010110001101 ... can be interpreted as the path of a random
walk in the plane. Start at the origin and use this coding: O—one step to the
right, 1—one step up (Figure 3). This interpretation turns probability into
a dynamic subject.

If the student looks around with the right state of the mind he will see
nothing but wheels of fortune turning out long strings of digits. Or, alterna-
tively, he will see random walks everywhere.

Simulation is the best means to develop the intuitive background of prob-
ability and to learn thinking in statistical terms. It should be conducted on

T
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Fig. 3. The path 010110001101,
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a big scale. Every student should have a table of at least 10000 random
digits in base ten. Then you can start simulating economic, physical, biologi-
cal, and medical phenomena. Most phenomena are not discrete, but they
can be made discrete by quantization of space or time. In real life simulation
is done on a computer. But a class which is organized into one team is a
reasonable substitute for a computer, provided the experiments are carefully
planned and each student plays his part well. Team work and design of
experiments are additional valuable dividends of simulation.

There are many interesting examples suitable for simulation, for instance
growth of plants, spread of rumours and epidemics. Examples from Opera-
tions Research are especially numerous: production problems, inventory
problems, queues, reliability problems. Instead of discussing specific examples
I will make a few general remarks:

(a) The aim of education is not to teach some theorems about some
exotic structures. Rather we want to change the student, we want to influence
the way he sees the real world, and the way he acts. Hence we should treat
important problems, and we must show that they really are important. The
student does not see this. Take for instance queues. If you look around with
the right state of the mind you see queues everywhere. You wait to cross the
street, you wait for the bus, the bus waits for green light. You wait in cafeteria
lines, drug stores, banks, post offices, elevators, gas stations, barber shops,
at the movies, in doctors and dentists offices. We are waisting a good deal
of our time waiting in a line. But our time is our life. Overpopulation is
increasing and queues will get longer. Hence it makes sense to study queues
in the hope to master them. Now simple queues are studied by simulation:
the parking lot, the dentist’s office, etc.

(b) Real life data are usually not available. This does not matter. Data
not available can be assumed. Take this example: In a 100 by 100 miles
forest a rabies epidemic breaks out which is sustained by red foxes. You
want to wipe out the disease by decimating the red fox population below the
critical density. The foxes must be thinned out to the point where infected
animals infect on the average less than one other animal before they die.
Then the virus dies too. To simulate the problem all necessary data about
the foxes and the disease are assumed.

(c) Operations Research is the most prolific source of model building
situations accessible to high school students. But interesting models involve
chance. This does not mean that you can treat them only after an extensive
course in probability. Almost any probabilistic topic can be reached in less
than six hours starting from scratch. Let us take symmetric random walk.
A particle starts at the lattice point x of the line and jumps each second
one unit to the right or left with equal probabilities 1. As soon as it reaches
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n or —n it stays there. One is interested in two problems:

(1) What is the probability p(x) of absorption in n?

(2) What is the mean time m(x) to absorption?

Even if the student has never heard of probability he can solve these
problems in at most two hours. After a short intuitive discussion the problems
are reduced to two discrete boundary value problems: (1) Find a function
p with p(—=n)=0, p(n)=1 such that the value of P at an interior point x
is the average of its values at the two neighboring points, i.e. p(x)=4p(x—1)
+3p(x+1). Such a function is called a discrete harmonic function. Obviously
p is linear and hence p(x)=(n+x)/2n.

(2) Find a function m with m(—n)=m(n)=0 such that the value of m
at an interior point x is by 1 larger than the average of its values at the
two neighboring points, i.e. m(x)=1+4m(x—1) +4m(x + 1). This is a super-
harmonic function. One finds by simple algebra

m(x) =n? — x2.

MATHEMATICS IN THE BIOSCIENCES

Biology is the science of the future, it is the last frontier. For this reason
it is important that mathematics gains firm foothold in this field. Our past
record is not impressive. The area that really counts is molecular biology.
Thus far physicists and chemists have been undisputed leaders in this branch
of biology. The main goal of present-day molecular biology is the determina-
tion of the structure of organic molecules. There is reasonable hope that
discrete combinatorial mathematics will make fundamental contributions in
this area in the near future.

Let us look at some achievements of the past. I mention four names:
D’Arcy Thompson, A. Lotka, V. Volterra, N. Rashevsky. Some of their
work is very interesting, but it did not have a decisive impact on biology.
Little of it, if any, is relevant for education.

Statistics has always been enormously successful in biology. Modern
statisticsisdue to R. A. Fisher who developed it to tackle biological problems.
Biology provides numerous interesting examples for statistics.

Mathematics has been tremendeously successful in genetics, especially in
population genetics. This is an area of highest relevance for education.
Everyone should study genetics before he starts practicing it. Hence it must
be a part of general education. It is a subject cutting across many disciplines.
The mathematics involved is highly interesting. Results of fundamental
importance can be derived with little biological knowledge in a short time
by use of intermediate algebra. In genetics we have a paradigm mathemati-
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cal model building. It would be outright foolish not to exploit this unique
topic.

Small-scale problems can be tackled as early as grade 7. For instance
students are given data of twin births and their sex distribution. Here are
the data for 500 successive twin births in Stuttgart: 170 bb, 174 bg, 156 gg
(b and g stand for boy and girl). Estimate the proportion of identical twins.

In population genetics models are constructed which describe the changes
in frequencies of various genotypes within a population from one generation
to the next. I treat substantial amounts of population genetics as early as
grade 8 and 9. Biological prerequisites are not necessary. I introduce a pond
populated by frogs of three types A4, Aa, aa with respective frequencies
a, v, w, u+v+w=1. The 44 and Aa frogs look exactly alike, while the aa
frogs look different. All the frogs die in autumn, but before they pass away
each deposits two chips in a genetic pool. An 44 frog deposits two A chips,
an Aa frog an 4 and an a chip, and the aa frog two a chips. In early spring
new frogs are fabricated from the pool, by sampling pairs of chips with
replacement. By simple algebra you can prove that the gene frequency does
not change from one generation to the next, and hence evolution is all over
after one generation. This is the Hardy-Weinberg law, a cornerstone of
population genetics. By killing the aa frogs immediately after birth you can
study the elimination of a lethal recessive gene. By segregating the three
types of frogs you can study inbreeding, etc. Genetic problems involve in-
teresting mathematics, like difference equations and iterations.

I will close my lecture with a few random remarks about Computer Science.

Every citizen of an advanced nation is greatly affected by computers.
Hence a general education should include enough information to comprehend
computers at a fundamental level.

The whole mathematics course must be revised stressing the algorithmic
point of view. An easy and very useful step in this direction are flow-charts
and an informal step-by-step description of an algorithm. Lack of experience
prevents me from going into more detail.

In explaining the logical design of computers switching algebra and logic
should be introduced. The student is already familiar with related topics,
like Boolean algebra of events (sets), indicator functions, and reliability.
Synthesis of switching systems from simple components presents no difficulty.
Many successful experiences at the high school level are available.

Automata theory is a branch of logic, but it also uses extensively algebraic
tools. Turing and Post machines are universal machines that can be program-
med to execute any algorithm. Because of their simplicity they are relevant
for education. The student can write programs for simple algorithms, or
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analyse programs of more complicated ones. My own experience is restricted
to linear feed-back shift registers.

Figure 4 is an example of a shift register. Initially its registers are
loaded by four binary digits (except 0000). To the beat of a clock the content
of each register is shifted to the next one to the right, and the last one, which
becomes empty is loaded by the mod 2 sum of the registers 1 and 2. In this
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Fig. 4.

way a sequence of zeros and ones is generated. Shift registers have an amazing
number of significant applications. And they have a beautiful mathematical
theory based on finite fields. For instance all the properties of the shift register
above can be unraveled by studying the “primitive polynomial” f(x) =x*+x
+1 over the finite field with two elements.

The importance of finite fields is increasing at a surprising rate. Their
classical use for constructing orthogonal latin squares is well known. Latin
squares are used in designing statistical experiments. This is a fascinating
topic for high school. New applications of finite fields are to automata
theory, computer technology and Information Theory.

The coding problem of information theory should be discussed in high-
school. In fact there are two distinct coding problems.

(1) The removal of redundancy. This is a statistical problem, and it leads
to the famous definition of information H= Y’ p, log, p;.

(2) Protection against noise. This is a purely algebraic problem. The topic
of error correcting codes is extremely interesting. Here extensive use is made
of abstract algebra, like groups, rings, fields, and vector spaces. Finite fields
are especially important. The central problem in this area can be discussed
at an elementary level suitable for high school.

Stuttgart
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ANDRE REVUZ

LES PREMIERS PAS EN ANALYSE

I.INTRODUCTION

11 est inutile de souligner I'importance de I’analyse. Contentons-nous d’en
rappeler deux aspects essentiels pour I’enseignement:

(a) L’analyse est un des domaines ou les différentes structures fondamen-
tales interviennent naturellement en relation les unes avec les autres, ou il
est possible de mettre en valeur leur efficacité et d’apprendre & les faire
intervenir 4 bon escient.

(b) Les applications de I’Analyse sont innombrables et il n’est sans doute
pas exagéré de dire que le probléme de la coordination des enseignements
de Mathématique et de Physique serait résolu si ’on attendait moins pour
commencer ’enseignement de I’Analyse.

Je crois qu'aucune difficulté intrinséque ne s’oppose a ce qu’on aborde
I’étude de I’Analyse beaucoup plus tét qu’il n’est actuellement d’usage de
le faire. L’obstacle essentiel est le respect d’une tradition, non formulée et par 1a
d’autant plus pernicieuse, qui veut que I’enseignement traite les questions
dans Pordre et dans Pesprit ou elles ont été abordées pour la premiere fois
ou cours de I’histoire. L’ordre historique n’est pas souvent ’ordre le plus
rationnel, et les plus vieilles méthodes sont loin d’étre les plus simples ou les
mieux adaptées a leur objet.

La tAche spécifique primordiale de I’enseignement est de repenser les
questions fondamentales et leur exposé élémentaire a la lumiére de la totalité
du développement scientifique, et non de ses seuls premiers stades: il ne
parait nullement utopique d’obtenir dans la plupart des domaines mathé-
matiques des présentations simples et préparant bien I'avenir.

En ce qui concerne I’Analyse, 'usage le plus répandu actuellement est de
ne Pintroduire que tardivement (4 des éleéves de plus de 16 ans et souvent
de plus de 18 ans). L’excuse de la difficulté du sujet n’est guére valable si
I’on songe aux études de géométrie relativement savantes, encore que sou-
vent mal orientées, que I'on a imposées aux éléves avant d’aborder 1I’Analyse.

L’influence de I’histoire ne se manifeste pas seulement par le retard avec
lequel I’enseignement aborde I’Analyse, mais aussi par les erreurs de per-
spectives commises dans les exposés élémentaires classiques:

(a) les exposés concernant la mesure sont souvent dérivés de la théorie
compliquée élaborée par les grecs; théorie que I'on présente habituellement
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dans un état de décomposition plus ou moins avancé, qui en conserve la
maladresse mais non la rigueur.

(b) 1a notion de limite est présentée sans préparation adéquate, et avant
celle de continuité qui est plus simple.

(c) les nombres réels sont utilisés sans que leurs propriétés aient été nette-
ment explicitées.

(d) les premiéres fonctions étudiées sont des fonctions algébriques (poly-
ndmes et fractions rationnelles) qui ne sont sans doute pas les plus simples
a tous les points de vue.

(¢) on traite la différentiation bien avant I'intégration, en mettant ’accent
sur la premiére plus que sur la seconde qui n’intervient que par Pinter-
médiaire des primitives.

Au lieu de se tourner constamment vers le passé, & chaque niveau I’en-
seignement doit, tout en fournissant des idées et des méthodes immédiate-
ment utilisables préparer ce qui sera traité aux niveaux supérieurs. A cet
égard un enseignement d’initiation a I’ Analyse est souhaitable et possible dans
le premier cycle du second degré (éleves de 10-11 ans 3 14-15 ans), et je
voudrais dans ce qui suit en esquisser les grandes lignes. Le présent exposé
tient compte d’une part des expériences menées par le Département de la
Recherche Pédagogique de I'Institut Pédagogique National 4 ’occasion du
changement progressif de I’enseignement mathématique dans le premier
cycle du second degré qui va commencer en octobre 69 par la mise en
vigueur d’un nouveau programme dans les classes de sixiéme (éleéves de
10-11 ans), d’autre part des études faites par PFIREM de Paris en vue
d’éclairer les transformations ultérieures. Il s’agira ici d’indiquer les objec-
tifs et quelques idées sur des progressions possibles: il est bien entendu que
le contenu doit étre réparti sur quatre années d’enseignement et que bien
des répartitions différentes et également valables entre ces quatre années
peuvent &tre envisagées.

Les objectifs sont d’une part de fournir un matériel minimum: matériel
numérique (les nombres réels) et matériel fonctionnel (des fonctions simples
et des espaces de fonctions simples), et d’autre part de familiariser avec le
role des espaces vectoriels et de ’approximation (c’est a dire sous une forme
plus savante, des aspects algébriques et topologiques de I’Analyse). La no-
tion d’approximation apparait dans toute opération concréte de mesure et
dans tout calcul numérique méme trés élémentaire ("ensemble des décimaux
est un anneau et non un corps!): il est assez piquant de constater qu’elle
est cependant passée sous silence par I’enseignement élémentaire qui feint
de ne pas la voir quand il la rencontre et qui donnant a ses éléves des idées
fausses sur ’exactitude des calculs, leur ferme I’esprit et rend ainsi artificielle-
ment difficiles les notions de base de I’Analyse.
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Un autre préjugé aux conséquences néfastes consiste & considérer que les
mathématiques fournissent, non pas des modeles plus ou moins adéquats de
la “réalité”, mais une description authentique de cette réalité: la conséquence
en est qu'on privilégie implicitement un modele au détriment d’autres qui
peuvent étre intrinséquement plus simples et rendre les mémes services dans
certaines situations, et qu’on dte a Iesprit la liberté dont il a besoin pour
aller de I’avant et imaginer d’autres modeles.

On peut proposer, pour I’enseignement d’initiation a I’Analyse trois lignes
d’attaque:

(a) élaboration de I'outillage numérique;

(b) édification d’une théorie élémentaire de la mesure;

(c) étude de quelques types de fonctions simples et d’espaces de fonctions.

11 faut souligner tout de suite que ces trois sujets ne doivent pas €tre con-
sidérés comme indépendants les uns des autres mais que chacun d’eux, et
surtout le second, peut et doit fournir aux autres des motivations et des
applications. Chacun donne d’autre part de nombreuses occasions de déve-
lopper le théme de I’approximation.

II. ELABORATION DE L’OUTILLAGE NUMERIQUE

Au cours de la 1ére année (classe de sixiéme), les éleves prennent contact
avec les opérations ensemblistes et rencontrent des exemples de relations et
d’applications. La notion d’entier naturel est rattachée a celle de bijection
(entre ensembles finis).

(1) Partant de I’ensemble N des entiers naturels muni de ses deux opéra-
tions et de son ordre usuel, on peut passer & I’anneau ordonné Z des entiers
relatifs par diverses méthodes. Les deux suivantes ont été expérimentées
avec succes:

(a) faire manipuler 2 partir de jeux divers des couples d’entiers et con-
struire le groupe (Z, +) sur un quotient de 'ensemble de ces couples. Iden-
tifier N & une partie de Z (deux identifications possibles). Prolonger I'ordre
de N a Z, puis prolonger la multiplication de N & Z (en lui imposant de
conserver la distributivité par rapport a I’addition, ou en cherchant les endo-
morphismes de (Z, +). Cette derni¢re méthode apparemment plus savante
a été essayée par certains professeurs et mérite d’€tre prise en considération).

(b) considérer un ensemble totalement ordonné, sans premier ni dernier
élément, et tel qu’il n’y ait qu'un nombre fini d’éléments entre deux éléments
quelconques. Un tel ensemble qui peut aussi etre trés avantageusement
utilisé pour une théorie de la longueur peut étre appelé, pour cette raison,
une graduation. Des bijections s’introduisent naturellement: celles qui a
tout élément font correspondre le n° qui se trouve “aprés”, ou le n® “avant”.
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L’ensemble de ces bijections muni de I'opération “composition des appli-
cations” fournit (Z, +), a partir duquel comme plus haut, on passera a
(Z,<, +, -). Choisissant une origine sur la graduation, on peut repérer
chacun de ses €léments par un élément de Z. (Z opére fidelement sur la
graduation qui apparait comme espace homogene de Z.)

(2) De Z, on peut passer aux décimaux relatifs (ou plus généralement aux
“nombres 4 virgule” pour une base quelconque b, 2 en particulier). Une
bonne motivation en est le passage d’une graduation G a une graduation G,
plus fine, obtenue en insérant b— 1 éléments entre chaque couple d’éléments
consécutifs de G. Itérant I'opération, on obtient le groupe additif ordonné
D des décimaux relatifs, auquel on prolonge la multiplication de Z. Il faut
a chaque pas, mettre nettement en lumiére les propriétés des opérations que
’on définit (pour chaque prolongement, c’est la conservation des propriétés
qui permet de déterminer le prolongement), et en outre, exercer pratique-
ment au calcul sur les divers nombres définis, en insistant moins sur la créa-
tion d’automatismes qui s’établiront spontanément a I'usage, que sur le role
que jouent les propriétés des opérations dans la technique du calcul: I'utili-
sation des machines & calculer de bureau s’est révélée extrémement profi-
table & cet égard. Elle incite & la réflexion sur les propriétés des opérations
et permet de traiter de bien plus grandes quantités de données numériques
que le calcul & la main ou le calcul mental (qu’il ne s’agit pas d’abandonner,
mais auquel les éléves ont spontanément recours pour les opérations simples
pour lesquelles la machine n’offre pas d’aide).

On insistera dés le départ sur les structures d’ordre total de Z et de D,
qui sont compatibles avec les opérations, sur la notion de valeur absolue
(Ix| est le plus grand des deux nombres x et —x), sur les propriétés de cette
valeur absolue (inégalité triangulaire) et sur la distance qu’elle permet de
définir (d(x, y)=|x—y]).

Dés le départ aussi, on étudiera soigneusement la conduite de calculs
approchés, I'approximation pouvant &tre définie par un encadrement, ou
par la distance rappelée ci-dessus: on vérifira que pour toutes les opérations
définies sur D, une amélioration de I’approximation sur les données se tra-
duit par une amélioration de I'approximation sur le résultat, préparant ainsi
introduction de R et ultérieurement des notions de continuité et de limite.

(3) L’introduction de R est sans doute un des obstacles qui ont le plus
contribué a repousser vers les classes supérieures ’enseignement de 1’Ana-
lyse. Mais méme dans ces classes, si une construction de R (3 partir de Q
ou de D) était présentée (coupures de Dedekind ou suites de Cauchy) il
était rare qu’elle fit intégralement développée, tandis que les éléves utilisaient
en fait les nombres réels depuis plusieurs années sans avoir pris nettement
conscience de leurs propriétés.
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L’attitude qui parait la plus raisonnable est sans doute celle qui consiste
a renoncer a toute construction de R, mais en revanche a préciser les pro-
priétés fondamentales de R et en fournissant la liste (que I'on résume en
disant que R est un corps commutatif totalement ordonné vérifiant ’axiome
des segments emboités) et en déduisant les autres propriétés, et en montrant
enfin que R contient Z, D, Q. Les exigences que I’on émet a I’égard de R
(c’est-a-dire les axiomes de R) sont facilement acceptées, si I'étude des opé-
rations dans D et de ’approximation dans D a été faite avec assez de soin.
D’autre part, ces axiomes fournissent les régles fondamentales de calcul dans
R, d’ou toutes les autres se déduisent, et il est beaucoup plus profitable de
procéder a cette déduction, que d’en faire apprendre et appliquer méca-
niquement les résultats. Par exemple tout ce qui concerne les “inégalités”
se raméne a la compatibilité de I’ordre et des deux opérations, exprimée par
les deux axiomes:

(Va)(Vb)(Ve)[a<b = a+c<b+c]
(Va) (Vb)) [0<aet0<b=0<ab].

On peut caractériser R par des propriétés moins riches que celles que je
propose ci-dessus, et par exemple le définir comme un groupe commutatif
totalement ordonné contenant D vérifiant ’axiome des segments emboités,
et retrouver la multiplication de R en cherchant les endomorphismes
monotones. Ceci pourra étre proposé aux excellents éléves, mais est d’une
importance mineure a 1’égard de I’objectif primordial qui est de donner avec
R aux éleves un outil dont ils sachent parfaitement se servir.

I1I. EDIFICATION D’UNE THEORIE ELEMENTAIRE DE LA MESURE

La théorie de la mesure n’a pas, dans I’enseignement élémentaire et secon-
daire la place qu’elle mérite, pour son intérét intrinséque et celui de ses
applications. Il est possible cependant de donner un cadre unique simple
pour toutes les mesures usuelles y compris les probabilités, et de préparer
la voie a la théorie de l'intégration.

Les principes qui doivent présider & un premier enseignement de la théorie
de la mesure me paraissent étre les suivants:

(a) Résolument présenter dés le départ toute mesure comme ‘““fonction
additived’ensemble”, ce qui sous une forme plus précise s’énonce ainsi: un clan
&/ de parties d’un ensemble X est une partie de P (X) qui posséde la propriété:

(VA) (VB)(Ae L et Be s/ = AuBeo/ et A— Bedl).

Une mesure (positive, mais on ne considérera au début que celle-13) est une
application d’un clan 7 dans R* vérifiant 'une des propriétés équivalentes
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suivantes:
€)) (Vv4) (VB) (AnB=0=>m(AUB) = m(A4) + m(B))

@) (v4)(VB) m(AUB)+ m(AnB) = m(A)+ m(B)
m(0)=0

La situation fondamentale de toute théorie de la mesure est la donnée d’un
tel triplet (X, <7, m).

Une mesure étant une application d’un clan de parties dans R*, nous
éviterons dans la langue mathématique de parler de mesure de longueur,
d’aire, etc., mais parlerons de la longueur, de aire, de la probabilité comme
de mesures (définies respectivement sur des clans a préciser chaque fois).

Des deux notions d’additivité et de clans de parties, c’est la premiére qui
dans la mentalité actuelle des éleéves et de leurs professeurs parait la plus
facile et la plus naturelle. Mais, dés que ’on veut préciser en quoi consiste
cette additivité, on est amené & dégager la notion de clan (on peut commen-
cer par le cas plus simple ol X € &, et ou la condition relative 2 la différence
A— B peut étre remplacée par la condition (VA) (4 € o/=(x4 € ).

(b) I1'y a intérét & donner de nombreux exemples de clans et de mesures,
et d’exemple de mesures différentes sur un méme clan.

L’exemple le plus simple et qui est fondamental, car on peut le considérer
comme le germe de toute la théorie, est celui du clan des parties d’un en-
semble fini avec pour mesure I'application qui & une partie attribue son
cardinal. Si chaque élément est affecté d’une masse, la masse de chaque
partie (somme des masses de ses éléments) fournit une autre mesure trés
naturelle sur le méme clan. Des exemples un peu plus élaborés peuvent étre
obtenus & partir du clan des parties finies d’un ensemble infini.

(©) Un dangereux écueil a éviter est la confusion entre la technique de la
mesure (du “mesurage”) qui reléve des sciences expérimentales et la con-
ception du modele, ou des modeles, qui rendent compte de I'activité de
I'expérimentateur ou du technicien et qui servent de support au raisonne-
ment mathématique.

Cest la tiche du physicien, plus spécialement du métrologue, de garantir
que les repéres d’une graduation soient “réguli¢rement espacés”: le raison-
nement mathématique est totalement impuissant a I’égard de ce probleme.
11 pourra effectuer des calculs a partir de nombres de repéres d’une gradua-
tion, mais il n’a aucune prise sur la régularité physique de la graduation.

Le schéma mathématique d’une graduation linéaire est un ensemble to-
talement ordonné tel qu’entre deux éléments il n’y en ait qu’un nombre fini,
modele que nous appellerons (cf. plus haut) lui-méme une graduation G.
Les graduations réalisées matériellement ont toujours un premier et un
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dernier élément. L’idéalisation mathématique de la situation améne rapide-
ment & considérer des graduations sans premier ni dernier élément. Sur une
graduation, les parties dont la considération s’impose sont les semi-segments
du type Ja, b]={x | a<x<b}, le clan qu’ils engendrent n’est autre que celui
des parties finies de G, et sur ce clan, il existe une mesure canonique qui a
Ja, b] fait correspondre card Ja, b]. C’est ce qui se produit pour les longueurs
(les éléments de G peuvent étre les reperes d’une régle graduée, les bornes
d’une route, les points ou les talons d’'un homme qui “compte ses pas”
heurtent le sol, etc.). Un exemple trés concret d’une telle graduation est
fourni par ’ensemble des stations d’un moyen de transport reliant un lieu
3 un autre, et sur le clan correspondant on peut considérer pratiquement de
nombreuses mesures représentant respectivement (a) le nombre de stations,
(b) le nombre de kilométres séparant deux stations, (c) dans certains cas, le
prix du transport entre deux stations, (d) le nombre de voyageurs transportés
entre deux stations pendant une période donnée, (€) le nombre de voyageurs-
kilometres fournis par I’entreprise de transports entre deux stations pour
une période donnée, (f) I’énergie consommée entre deux stations pendant
une période donnée.

L’étude de graduations de plus en plus fines conduira a des clans de plus
en plus riches et & des mesures ayant pour valeurs des nombres & virgule.
La théorie élémentaire de la mesure peut étre une motivation a I'introduction
de ces nombres, ou a Iinverse, en étre une application: il me parait difficile
de trancher définitivement entre ces deux points de vue. L’essentiel est qu'au
moment de la synthése qui doit couronner I’étude, les propriétés des nom-
bres et celles des mesures soient nettement formulées. La théorie de la lon-
gueur est étroitement liée a celle des nombres réels: c’est un avantage si 'on
considére que la premitre fournit une motivation a la seconde, c’est un
inconvénient a cause de la difficulté que peuvent éprouver certains a dissocier
les deux points de vue. Aussi certains professeurs préférent-ils, non sans
raison, ni sans succés, prendre comme premier exemple de mesure laire
plane définie sur le clan engendré par les carreaux d’un quadrillage. L’aire
est alors A valeurs entiéres, la loi d’additivité s’exprime aisément et le clan
est aisément congu et visualisé. Quel que soit I'ordre adopté il est en tous
cas important de dégager 2 cette occasion la notion de mesure produit, que
I’on retrouve en probabilité, ol elle est le meilleur moyen de faire comprendre
les notions relatives a la probabilité conditionnelle.

En ce qui concerne la notion de probabilité, je m’associe pleinement aux
conclusions de la conférence de Mars 69 organisée par la Southern Illinois
University et le Central Midwestern Regional Educational Laboratory, qui
recommandent P'organisation d’un enseignement de probabilité aux niveaux
élémentaire et secondaire. Au niveau ou je me place ici, c’est-a-dire pendant
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les quatre premiéres années de ’enseignement secondaire, il me parait indis-
pensable de montrer que le schéma qui est & la base de I’évaluation des
probabilités est le méme (le triplet (X, 2/, m)) que celui qui rend compte
de I’évaluation des longueurs ou des aires. Cela débarrasse la notion de
probabilité du halo mystérieux dont son introduction est trop souvent ac-
compagnée. Cela n’exclut en rien la présentation d’exemples nombreux et
variés, et permet de faire comprendre comment une méme théorie mathé-
matique permet de grouper des modeles variés représentant de nombreuses
situations dont les aspects concrets sont extrémement différents. On pourra
se limiter 4 ce niveau a des probabilités définies sur des ensembles finis, mais
méme dans ce cadre trés simple il est intéressant de dégager la notion d’ap-
plication mesurable,! ce qui peut étre fait & partir d’exemples trés simples
et permet d’effectuer des transports de mesure qui rendent de grands services
dans la description des phénoménes et conduisent en particulier & des con-
structions naturelles de répartitions non uniformes de probabilité.

IV. FONCTIONS NUMERIQUES

Les éleves auront été familiarisés avec la notion d’application la plus géné-
rale; il y aura lieu en leur présentant les fonctions numériques, c’est-a-dire
ici, les applications a valeurs réelles, de les situer dans ce cadre général et de
mettre en lumiére ce qu’il y a de particulier pour les fonctions numériques,
C’est-a-dire la structure de ’espace d’arrivée qui permet de définir une struc-
ture d’algébre réticulée sur I’ensemble des applications d’un ensemble E
dans R, dont la plupart des sous-ensembles intéressants en sont des sous-
algébres ou des sous-espaces vectoriels (assez souvent aussi des sous-espaces
vectoriels réticulés). Considérer les fonctions comme éléments d’un nouvel
ensemble a été une conquéte assez difficile parce que les esprits avaient été
¢duqués dans une mauvaise direction, et il semble quaujourd’hui il n’y ait
pas de difficulté et en revanche, d’incontestables avantages 2 le faire dés le
départ.

Dans la présentation élémentaire des fonctions numériques, les points
suivants méritent une attention particuliére:

(@) Donnée pratique d’une fonction. Elle peut intervenir par I'intermé-
diaire d’une table de valeurs, d’un graphique, d’une loi permettant le calcul.
Dans tous les cas se poseront des problémes d’approximation, dont I’étude
préparera trés bien a la conception de la continuité.

(b) Donner des exemples variés. Outre les polynomes et les fractions
rationnelles (qui sont analytiques), il y a lieu de présenter des fonctions
affines par morceaux (tels les graphiques de chemin de fer) et aussi des fonc-
tions discontinues, telles que les fonctions en escalier et les fonctions carac-
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téristiques d’ensembles. Si I'on considére un segment [a, b] avec une gradu-
ation donnée x,=a<x;<--<x,=b, les fonctions en escalier, constantes
sur chaque intervalle ]x;, x;,,[ décrivent un espace vectoriel de dimension
2n+1 (nombre que I'on peut réduire en imposant des conditions de con-
tinuité & droite ou & gauche en certains points x;): on a 1a un excellent
matériel de présentation d’espaces vectoriels de dimension finie. En outre,
si une mesure a été définie sur le clan fini engendré par les intervalles
1%, x;.+1[, on peut facilement définir 'intégrale des fonctions en escalier relati-
vement A cette mesure et étudier la forme linéaire positive ainsi obtenue. Les
fonctions en escalier ne sont autres que les combinaisons linéaires finies des
fonctions caractéristiques des ensembles du clan: on procéde donc 13 & une
linéarisation de la mesure qui permet le passage du caractére additif de la
mesure au caractére linéaire de I'intégrale. La technique est trés simple pour
n petit, mais on a le germe, et les propriétés de base de I'intégration.

L’intégrale indéfinie correspondante est une fonction affine par morceaux.
L’étude de son lien avec la fonction en escalier permet de procéder a des
calculs de différences qui conduisent (comme ils ont conduit Leibniz!) au
calcul différentiel.

Rien de ce qui est proposé dans ce qui préceéde n’est trés révolutionnaire:
une bonne partie en a déja été expérimentée dans de nombreux pays. La
mise au point de ce qui ne I’a pas encore été, ou ne I'a été que de fagon
restreinte ne présente pas de difficulté: la matiére est riche, les exercices
ayant une origine concréte et un intérét théorique ne manqueront pas, non
plus que les triplets ‘“‘situation, modgle, théorie”. Le probléme essentiel est
celui de la mise en application généralisée: elle est conditionnée par la publi-
cation de documents étudiant le détail des théories et les manieres de les
présenter, mieux de les faire découvrir par les éléves.

C’est une des tiches importantes de I’enseignement mathématique actuel,
et une de celles auxquelles, en particulier, les IREM créés ou a créer en
France devront consacrer une part importante de leurs efforts.

Paris
NOTE

1 Le mot n’est pas trés heureux, mais il n’est pas aussi catastrophique que celui de variable
aléatoire qui est A proscrire dans I’enseignement élémentaire, et peut-étre méme au-dela.
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CERTAINS PROBLEMES DE L’ENSEIGNEMENT
DES MATHEMATIQUES A L’ECOLE

1. Le probléme principal, qui domine tous les autres — c’est le probléme du
contenu des études: quelles sont les mathématiques qu’il faut étudier a
I’école générale aujourd’hui? Ce probléme peut étre résolu sans difficulté
dans les écoles de spécialisation mathématique ot les éléves se préparent a
continuer leur études mathématiques au niveau universitaire. En fin de
compte il s’agit, dans ce cas, pour le maitre d’école et le professeur d’uni-
versité, de se mettre d’accord sur la répartition du temps et du travail voué
a une méme tache — la formation d’un mathématicien professionnel. Le
choix méme des matiéres a étudier dans une école de ce type, organisation
de ces matiéres dans un systéme cohérant, et leur présentation aux éléves se
déterminent alors par les nécessités de la profession de mathématicien.

Mais il est autrement important du point de vue social, et a la fois bien
plus difficile, de batir un cours de mathématiques en considérant celles-ci
comme €lément de la culture générale de ’homme moderne, indépendam-
ment de sa position sociale et de sa profession. Cette tache est alors d’une
importance centrale dans la mesure ol sa solution rationnelle créera des
conditions favorables a la révélation et au développement des vocations
mathématiques dans toutes les couches sociales de la jeunesse et, par consé-
quent, a leur orientation professionnelle vers les mathématiques et leurs
applications.

La solution de ce probléme central présuppose non seulement une analyse
détaillée et une évaluation des mathématiques d’aujourd’hui, de leurs per-
spectives de développement, de leur place parmi les autres sciences, de leur
role dans les diverses branches de I’activité humaine, mais aussi I’étude de
effet des idées et des méthodes mathématiques sur la personnalité de 1’éléve
— son esprit, sa volonté, son caractére, sa capacité d’effectuer un travail
organisé et orienté vers un but précis.

Evidemment, des problémes de ce genre ne sont pas nouveaux, ils se
posaient déja, par exemple, pendant la deuxiéme moitié du 19ieme siécle au
cours de la querelle entre les adeptes des études “classiques” et les adeptes
des études “scientifiques modernes”. Mais dans le monde d’aujourd’hui les
mathématiques occupent une place relativement bien plus importante qu’a
toute époque antérieure. Nous pouvons nommer trois aspects d’importance
fondamentale pour le probléme considéré:

(a) Tessor sans précédent des idées et des méthodes mathématiques qui
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se manifeste dans le développement des théories classiques telles que la
logique mathématique, I'algébre, la topologie, I'analyse fonctionnelle, les
équations différentielles, la théorie des probabilités, ainsi que I'apparition
de nouvelles disciplines, liées aux nouvelles branches d’application des ma-
thématiques (théorie de I'information, théorie des graphes, théorie des jeux,
programmation linéaire, programmation dynamique etc.),

(b) P'utilisation croissante des ordinateurs qui permettent la solution nu-
mérique de problémes aussi complexes que I'on veut, et qui rendent sensibles
les plus larges couches de la population aux succes de la théorie mathé-
matique,

(c) la mise en valeur des principes et des conceptions générales, la systé-
matisation de 'immense accumulation de connaissances mathématiques, qui
permet de s’orienter sans difficulté dans cette richesse de faits et d’idées.

Ce qui a été dit, explique pourquoi les chercheurs de méme que les en-
seignants et les psychologues, en nombre croissant, travaillent, avec espoir
de succes, pour tracer un nouveau chemin — je ne dirais pas “royal”, car ce
concept a vieilli aujourd’hui, mais plutét un nouveau chemin “pour les
enfants” vers les trésors de la pensée mathématique.

2. Mais les questions essentielles: quelles doivent étre les matiéres a aborder
dans le cours de mathématique de I’école générale, quelle doit étre leur place
dans la structure du cours, quel degré de généralité et de profondeur doit
caractériser leur étude et, enfin, 4 la lumiére de quelles idées fondamentales
doivent-elles se présenter aux éléves — toutes ces questions essentielles n’ont
pas de réponse unique. En sus, les réponses sont influencées par le but pour-
suivi par ’éducation générale du pays en question, ainsi que par les formes
sous lesquelles ’éducation se présente. Sans chercher 3 faire une liste com-
plete des facteurs susceptibles d’influencer les réponses aux questions ci-
dessus, je me borne & mentionner le choix de la conception philosophique
selon laquelle on envisage la science mathématique. Nous sommes tous
d’accord qu’il existe une différence essentielle entre le point de vue du mathé-
maticien convaincu par I'idée que les mathématiques n’ont rien 4 voir avec
la réalité (par exemple Brouwer d’aprés Heyting: Les mathématiques pures
sont une création libre de la raison et non liées a I'expérience) et la concep-
tion des mathématiques comme science des relations quantitatives (“‘rela-
tion” dans le sens philosophique) les plus générales du monde réel (Engels).

Dans ces conditions, il est impressionnant de constater que les chercheurs
et les enseignants de divers pays arrivent a des conclusions trés proches sur
les questions primordiales.

Tout d’abord, on s’accorde, avec plus ou moins de résolution, & rejeter
les limitations imposées aux mathématiques scolaires par le cadre des mathé-
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matiques dites “lémentaires”. Celles-ci comprennent, comme on le sait, des
thémes tels que I’étude approfondie des méthodes arithmétiques de solution
de problémes algébriques (sans se servir explicitement d’équations), les con-
structions géométriques avec des moyens limités (compas et régle sans gra-
duations, compas seul, régle seule, etc.,), géométrie du triangle (et du tetra-
&dre), transformation d’expressions & I'usage des calculs logarithmiques,
équations logarithmiques, exponentielles et trigonométriques, étude des
variations d’une fonction et représentation graphique (sans utilisation de
dérivées), calcul des aires et des volumes (sans utilisation d’intégrales), etc.
On voit ainsi que dans la majorité des cas il s’agit de résoudre un probléme
d’un intérét certain sans se servir des moyens les plus naturels, qui sont, en
général, beaucoup plus efficaces. On peut donc qualifier les mathématiques
traditionnelles comme étant, dans une certaine mesure, les mathématiques
des limitations artificielles, les mathématiques de toutes sortes de tabous,
tabous qui ont depuis longtemps perdu leur signification, quoique leur
portée historique soit bien claire, Pour ne pas &tre injuste, il faut tout de
méme remarquer que certains de ces thémes ont joué un role considérable
dans le développement de la science et ont enrichi les mathématiques par
des idées fécondes. A titre d’exemple il suffit de mentionner Phistoire des
constructions a Iaide de la régle et du compas. Néanmoins il est clair que
aujourd’hui il n’y aucune raison de bétir le cours de mathématiques s’adres-
sant 3 la totalité des €leves, avec des matériaux de ce genre.

Voici donc la premiere partie générale du programme de presque tous les
scientifiques et enseignants qui s’occupent de la rénovation de I’enseignement
des mathématiques. Elle a, pour ainsi dire, un caractére négatif, car elle
montre ce qu’il faut restreindre ou totalement €liminer dans le cours scolaire,
Evidemment, les propositions de ce genre ne sont pas nouvelles. Dans leur
essence, elles étaient déja presentées au début de notre sigcle par F. Klein
et ses collaborateurs. Néanmoins, les positions des mathématiques élémen-
taires traditionnelles restaient fortes dans un grand nombre d’écoles. Ceci
est le cas, par exemple, pour I’enseignement mathématique 3 I’école sovié-
tique. Mais, sans doute, on peut constater le méme état de choses dans les
écoles d’autres pays.

De toute fagon J. Dieudonné, dans Ia préface de son livre Algébre linéaire
et géometrie €lémentaire, ne cesse de s’indigner que les Iycées en France
accordent une place importante a des sujets tels que:

(1) La construction “3 1a regle et au compas”,

(2) Les propriétés des “figures” traditionnelles, telles que le triangle,
toutes sortes de quadrilatéres, cercles et systémes de cercles, sections co-
niques.

(3) Les “formules trigonométriques” et leurs transformations kaléido-
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scopiques, qui donnent la “solution” de “problémes” qui se rapportent aux
triangles, au cas échéant méme 3 Taide de ““calculs logarithmiques”.

Cest 4 F. Klein que remonte également la partie positive du programme
du renouveau, partie qui stipule ce qu’il faut inclure dans le cours scolaire
de mathématiques. Mais si le programme de Klein se limitait aux seuls noms
de Descartes, Leibniz et Newton et se rapportait donc au 17iéme siécle
(éléments de géométrie analytique et d’analyse), la liste des mathématiciens
d’il y a trois siécles se compléte alors par les noms de Pascal et de Jacob
Bernoulli (éléments de la théorie des probabilités) et d’autre part — ce qui
est essentiel — il 8’y ajoute des noms du siecle dernier: Grassman et Hamilton
(vecteurs) et G. Cantor (ensembles). Du 20iéme siecle on ne garde que le
point de vue général, en dépendance plus ou moins étroite de Desprit et de
la lettre du traité de Bourbaki. Par ailleurs, le nouveau programme de mathé-
matiques a I’école soviétique, grice 2 Dinitiative du président de 'académie
des sciences de 'TURSS M. V. Keldys, comprend I’étude des principes direc-
teurs des machines électroniques, ce produit typique du milieu du 20iéme
siécle.

3. L’insuffisance des principes généraux mentionnés plus haut pour la réso-
lution concréte des problémes du contenu et de la structure du cours scolaire
apparait clairement si 'on examine le cours de géométrie. Il s’agit 1a d’un
probléme des plus aigus et des plus difficiles. Dans son contexte se trouvent
concentrés, comme dans le foyer d’une loupe, les difficultés des interrelations
entre les données de I'expérience physique et les propositions abstraites,
entre Pintuition et la logique, entre la science classique et moderne.

Une vieille 1égende bien connue raconte comment Euclide niait Pexistence
d’un “chemin royal” en géométrie, chemin qui ménerait 2 la connaissance
des mathématiques plus rapidement et plus facilement que le chemin proposé
par ses Eléments. Clairaut et Legendre au 18ieme sigcle firent un essai fruc-
tueux pour rendre plus facilement abordable aux enfants cette route éclairée
par la tradition. Mais ce n’est qu'avec F. Klein et son “programme d’Er-
langen” qu’une nouvelle route de I’étude géométrique est devenue possible,
route qui ouvre de larges perspectives nouvelles et ameéne une révalorisation
du contenu de la géométrie. De ce nouveau point de vue, les objets principaux
considérés en géométrie ne sont plus telles ou telles figures, remarquables
par la simplicité de leur structure, comme c’était le cas chez Euclide, mais
ce sont les transformations géométriques.

D. Hilbert dans ses Fondements de la géométrie perfectionna d’une fagon
définitive I'idée d’Euclide et par son systéme d’axiomes parvint & convaincre
les professeurs de mathématiques qu’un cours bati & partir de cette base
axiomatique était trop complexe et donc inutile a I’école.
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En mé€me temps, I'axiomatique d’Euclide-Hilbert, basée sur les concepts
de longueur, d’angle et de triangle “cache parfaitement”, comme P’exprime
G. Choquet, “la structure vectorielle de I’espace”. Dans son essence, cette
structure vectorielle peut &tre retrouvée dans I'interprétation arithmétrique
de la géométrie proposée par Hilbert lui-méme. Mais elle a été mise en
valeur explicitement tout d’abord, semble-t-il, par H. Weyl. C’est justement
dans la découverte de la structure vectorielle de ’espace euclidien, dans les
notions d’espace vectoriel et de produit scalaire que Choquet, dans son livre
L’enseignement de la géométrie voit la “route royale” en géométrie. Mais il
croit que ces concepts ‘“‘ne peuvent &tre ‘parachutées’ sans préparation”, et
par conséquent, il commence par les axiomes d’incidence et d’ordre, étudie
ensuite les axiomes de structure affine, puis de structure métrique pour intro-
duire le produit scalaire.

C’est sur le chemin, proposé par Choquet (ses premiéres propositions
remontent 4 1959), que s’engagea avec enthousiasme et une conviction pas-
sionnée le talentueux mathématicien et pédagogue belge G. Papy. Papy con-
sidére le concept d’espace linéaire vectoriel comme concept fondamental du
cours scolaire de mathématique dans sa totalité et propose déja en classe de
3ieéme (numération francgaise) la définition générale de la dimension d’un
espace vectoriel. J. Dieudonné, souvent cité par Papy, est a la fois plus
radical et plus modéré.

Radical lorsqu’il considére, tout en admirant 'ingéniosité et le bel esprit
de Choquet, que le systéme d’axiomes de celui-ci, étant un compromis entre
“Iéchafaudage” élevé par Euclide et Hilbert et ’axiomatique nue de P'algébre
linéaire, reste “parfaitement inutile et méme nuisible”. Il remarque que des
disciplines telles que la “géométrie pure”, la “géométrie analytique”, la
“trigonométrie”, la “géométrie projective”, etc., ne sont que des masques
sur le visage d’'une méme science — I'algbre linéaire, et c’est celle-ci qu’il
veut voir couronner le cours de mathématique a 1’école. De ce point de vue
son axiomatisation de P’espace euclidien de dimensions 2 et 3 se présente
comme celle d’un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (soit 13 axio-
mes en tout, y compris ’axiome qui détermine la dimension).

La modération de Dieudonné se manifeste avant tout lorsqu’il trace la
ligne de démarcation entre I’école et I'université au niveau de I’espace 2 trois
dimensions. D’autre part, il ne rapporte ses propositions qu’au deux ou trois
derniéres années du lycée. En ce qui concerne le cours dans les classes
moyennes (2 partir de la 6i¢éme en numération frangaise), il propose d’y faire
connaitre les idées et les faits géométriques au niveau de la “géométrie
physique” et d’étudier quelques enchainements déductifs relativement courts,
sans chercher a ramener toutes les idées et les faits & un petit nombre de
positions fondamentales. Ce genre d’étude doit préparer ’étude de ’algebre
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linéaire. Ces considérations nous semblent convaincantes. Nous n’aurions
aucune objection aux idées du célébre auteur s’il n’adressait son cours qu’aux
futurs mathématiciens. Mais il souligne avec force que I’étude des mathé-
matiques dans le second cycle ne poursuit pas le but de former des futurs
mathématiciens: ni méme des futurs professeurs de mathématiques. Le mal-
heur, c’est que I'auteur est forcé d’admettre que son livre (qui ne contient,
d’ailleurs, aucun croquis) n’est accessible qu’a un bachelier sur mille. Nous
sommes donc encore trés loin de la solution du probléme dans cette di-
rection.

4. Je voudrais consacrer cette partie de ma communication & quelques
problémes du contenu du cours de mathématiques scolaires en URSS. Je
suppose qu’un congres sur I’enseignement tel que le ndtre n’a pas tellement
pour but la recherche d’une solution unique valable pour tous les pays:
mais avant tout la possibilité de se convaincre en toute objectivité du droit
d’existence de différents points de vues et de solutions diverses. De nos jours
il se passe dans I’enseignement quelque chose d’analogue & ce qui se passait
en mathématiques au milieu du siécle dernier, lorsqu’on a progressivement
compris qu’il ne doit pas rejeter catégoriquement des systémes géométriques
différents de celui d’Euclide et que la science se trouve enrichie par le rem-
placement du mot “géométrie” au singulier par le mot “‘géométries” au
pluriel. Néanmoins, contrairement aux géométries fixées d’Euclide, de
Lobacevsky-Bolyai ou de Riemann, qui s’écroulent si Ion modifie les
axiomes a leur base, les points de départ et les postulats a la base de I'édu-
cation dans un pays déterminé ou dans un groupe de pays peuvent changer
et évoluer, permettant ainsi le progrés des systémes scolaires. Un des moyens
les plus efficaces pour stimuler ce progrés est ’échange d’expériences entre
pays. Voila pourquoi un tel échange a une importance non seulement thé-
orique, mais aussi pratique; voilad pourquoi il est nécessaire, méme en dis-
cutant une question aussi spéciale que I’enseignement des mathématiques,
de pendre en considération les conditions générales sous-jacentes a la solu-
tion du probléme dans le pays en question.

En Union Soviétique les nouveaux programmes pour toutes les matiéres
du cours scolaire ont été élaborées a partir de décembre 1964 par une grande
commission qui s’occupait du contenu de ’enseignement et qui groupait
plus de 500 chercheurs, personnalités culturelles, et enseignants. Cette com-
mission, qui travaillait sous ma présidence, devait réévaluer le contenu de
I’enseignement scolaire en prenant en considération I'introduction dans le
pays entier de ’éducation secondaire compléte obligatoire de 7 & 17 ans.
Une attention spéciale était accordée A la correspondance entre 1’enseigne-
ment scolaire et les progrés de la science, de la technique et de la culture.
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Cette position du probléme impliquait une grande responsabilité et des
difficultés énormes. Dans la richesse des idées et des faits, il s’agissait de
choisir ce qui est nécessaire a chaque individu participant au développement
social, indépendamment de sa profession, mais tel qu’il suffit pour que
I’éléve, ayant quitté ’école, soit capable, dans le délai le plus bref, de s’initier
4 une des professions de masse ou bien de continuer ses études au niveau
supérieur.

Pour ne pas créér des difficultés supplémentaires a I'introduction de I’édu-
cation secondaire obligatoire compléte, la commission décida de conserver
la durée de scolarisation a son niveau actuel, c’est-a-dire 10 ans (de I'dge de
7 a 17 ans).

Pour comparer notre école aux écoles occidentales, par exemple & 1’école
frangaise de 12 ans, oil les études commencent 3 6 ans, il faut prendre en
considération le fait que nous avons 6, et non pas 5, jours de classe hebdo-
madaires. Par conséquent notre écolier a, grosso modo, le méme nombre de
jours de classe que I’écolier frangais en 12 ans, bien qu’il quitte I'école un
an plus tot.

Se basant sur les recherches entreprises depuis de nombreuses années par
les psychologues et les pédagogues, la commission a proposé de réduire la
durée de I’école primaire de 4 & 3 ans, en regroupant d’une maniére corres-
pondante les matiéres du programme et en conservant le niveau terminal de
I’école primaire. Cette réduction de durée ouvre les portes de la quatriéme
(les enfants de 10 ans) au professeur diplomé (d’études supérieures pédago-
giques, en particulier d’études supérieures mathématiques).

Avec la durée totale invariante de 10 ans, les matiéres enseignées aprés
I’école primaire pendant 6 ans (de la 5iéme a la 10idme) se répartissent
maintenant sur un intervalle de 7 ans (de la 4i¢me i la 10i¢me).

Il en résulte que certaines matiéres se trouvent déplacées de la classe
supérieure a la classe inférieure, déplacement parfois d’un an et demi. Par
exemple, les nombres négatifs qui faisaient jusqu’a présent leur apparition
au second semestre de la 6ieéme, vont &tre introduits au premier semestre de
la Si¢me. II est bien entendu que de tels déplacements ne s’effectuent pas
d’une maniére mécanique, ils sont accompagnés par les changements néces-
saires dans le systéme et le style d’exposition. Restant fidele a I'idéal de
I’éducation générale, la commission n’a pas cru possible d’établir des classes
specialisées telles que cycles “arts et lettres” ou ““sciences naturelles et mathé-
matiques”, mais elle a élaboré un seul programme obligatoire pour tous les
€léves, portant sur les disciplines humaines, les sciences naturelles et les
mathématiques.

En méme temps, pour favoriser I’éveil et le développement des intéréts
individuels et des capacités particulieres des éléves, le nouveau programme
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propose, dans toutes les classes, & partir de la 7i¢me (14 ans), des cours
facultatifs supplémentaires au choix. Ces cours, ainsi que toute une tradition
de formes d’études scolaires et extra-scolaires variées, permettent de réaliser
une certaine différentiation dans ’enseignement. Il est néanmoins nécessaire
de souligner ici au moins trois considérations qui font contraster cette forme
de différentiation avec les formes de différentiation rencontrées couramment
dans les écoles du pays de ’Ouest.

Premiérement, les éléves qui ont choisi des cours facultatifs différents,
continuent leurs études dans une méme classe, de sorte que les jeunes mathé-
maticiens et physiciens, chimistes et biologistes, littéraires et historiens,
peintres et techniciens travaillent tous ensemble pendant les cours obliga-
toires pour tous.

Deuxiémement, les cours facultatifs, méme dans les deux derniéres classes,
ol 6 heures hebdomadaires leur sont consacrées, n’occupent pas plus de
20% du volume total des cours communs a tous les éleves.

Troisiémement, les connaissances requises aux examens d’entrée en faculté
se basent seulement sur les connaissances et les mécanismes enseignés dans
le programme obligatoire de ’école secondaire. Mais il est naturel que ceux
parmi les éléves, qui, pendant plusieurs années, suivant leur vocation, ont
travaillé les mathématiques en cours facultatifs, auront un avantage de fait .
aux examens d’entrée, disons en faculté physico-mathématique des uni-
versités.

11 reste A ajouter, que toutes les propositions de la commission, le nouvel
emploi du temps scolaire, les projets de nouveaux programmes pour toutes
classes et toutes les matiéres ont étés acceptés — apres de longues discussions
dans les milieux scientifiques et pédagogiques, ainsi que dans la presse
spécialisée et dans la grande presse — avec des rectifications, des amende-
ments et additifs nécessaires, puis sanctionnés, par le ministére de I’éducation
de PURSS.

Au fur et & mesure de la préparation des manuels et des livres spéciaux
pour les enseignants, ces programmes seront mis en vigueur dans les écoles.
Le processus de passage aux nouveaux programmes doit prendre fin en
1975.

Tout le travail relatif 3 la rédaction des programmes de mathématiques
et a P’étude des nouveaux manuels est effectué par une sous-commission
présidée par ’académicien A. Kolmogorov. Je voudrais m’arréter plus spé-
cialement a quelques traits essentiels en liaison étroite avec les particularités
de I’école soviétique d’aujourd’hui mentionnée tout a ’heure.

Tout d’abord il faut souligner la place importante que notre école con-
sacre aux cours de mathématiques. Ces cours ont lieu une fois par jour
pendant 10 ans (3 I'exception des deux classes terminales, oll un jour par
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semaine est libre de cours obligatoires en mathématiques). En ce qui con-
cerne le choix des matiéres enseignés, les auteurs du programme ont accordé
leur préférence aux questions les plus générales, qui contribuent A univer-
saliser la culture et dont I’étude aide a la formation d’une philosophie
scientifique et permet de comprendre le role des mathématiques dans le
systéme des sciences et dans ’activité pratique de ’homme. C’est pour cette
raison que dans les classes terminales, par exemple, les éléments d’analyse
et les vecteurs occupent une place prépondérante. Malheureusement, les
éléments de la théorie des probabilités n’ont pas trouvé une place dans le
programme des cours obligatoires et ont été renvoyés aux cours facultatifs.
Les éléments d’analyse combinatoire étudiés en classe de 9iéme en forment
la base nécessaire.

Je voudrais attirer votre attention a I'introduction assez précoce des élé-
ments d’analyse — & partir de la 9i¢me (éléves de 15 2 16 ans), rendue possible
par le déplacement de certaines matiéres de la fagon déja expliquée.

Nos programmes ne contiennent pas de thémes qui se rapportent expli-
citement aux notions générales de la théorie des ensembles, i la logique
mathématique et & I’algebre. Ceci ne veut pas dire que nous n’y accordons
pas d’importance, mais seulement que nous ne croyons pas nécessaire d’in-
clure ces notions dans le cadre des examens. Dans les nouveaux manuels ces
notions sont introduites progressivement, en quantité assez restreinte, il est
vrai. Ces limitations se rapportent tout aussi bien au symbolisme. Nous ne
croyons pas que le symbolisme mathématique moderne, important pour le
spécialiste, soit nécessaire & la culture générale de Iindividu. L’expérience
montre que cette langue est rapidement et facilement assimilée par ceux qui
choisissent de faire des mathématiques leur profession. Il n’est donc pas
nécessaire de commencer son étude & un 4ge trop jeune, lorsque la vocation
et les intéréts de I’enfant ne se sont pas encore manifestés.

Comme exemple de concepts généraux de la théorie des ensembles et de
la logique, notons, dans le nouveau manuel de la classe de 4ieéme (pour les
enfants de 10 ans), les notions d’ensemble, d’élément, de sous-ensemble,
d’ensemble vide, de relation d’appartenance et d’inclusion, d’opérations de
réunion et d’intersection, avec les symboles correspondants. En méme temps
les notions de proposition ouverte et fermée sont explicitées. A partir de la
classe de 6ieme on emploie, en algebre et en géométrie, les symboles d’im-
plication (=) et d’équivalence logique (<>); la négation d’une proposition
est également symbolisée. Dans cette méme classe de 6ieme le cours de
géométrie familiarise les enfants avec certaines propositions admises sans
démonstration et avec le rdle des axiomes, des définitions et des théorémes
dans la structure logique des mathématiques. Dans son projet de manuel de
géométrie pour les classes de 6i¢me-8ieme, I’éminent géométre soviétique
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A. Pogorelov a dressé une liste de 12 axiomes pour la géométrie plane, dont
deux axiomes pour la mesure des segments et des angles.

Les auteurs des nouveaux programmes se sont servis, avec beaucoup
d’égards, de I'expérience d’un demi-siécle d’enseignement mathématique a
I’école soviétique, enseignement qui a permis d’obtenir des résultats satis-
faisants sur une grande échelle. Suivant une tradition qui s’est avérée payante,
nous continuons a insister sur ’assimilation compléte des techniques essen-
tielles, sur la capacité d’effectuer sans erreurs les calculs arithmétiques et
algébriques, sur le développement de 'imagination spatiale. Pour atteindre
ces buts, un entralnement systématique et prolongé des éléves a la résolution
de probleémes et d’exercices judicieusement choisis est nécessaire.

Le programme prend en considération les liaisons variées de la mathé-
matique avec la physique, la chimie, la géographie physique, le dessin indus-
triel, la formation professionnelle. Nous croyons fermement que certaines
notions mathématiques doivent étre préalablement considérées dans les legons
de physique (les vecteurs, ou la dérivée considérée tout d’abord comme
vitesse d’'un mouvement rectiligne quelconque) et que certains problémes
physiques doivent étre traités en cours de mathématiques (par exemple, les
oscillations harmoniques). Une place considérable du programme est ré-
servée au développement de la rationalisation de la technique des calculs,
jusqu’a la compréhension des principes de I'usage des ordinateurs. A la fin
de 10ié¢me I’étude des systémes d’équations et d’inégalités permet la démon-
stration, sur quelques exemples, de la solution de certains problemes éco-
nomiques qui se rapportent a la programmation linéaire.

5. En conclusion, quelques mots sur un des aspects de I’enseignement ma-
thématique auquel les mathématiciens n’accordent généralement pas I’atten-
tion qu’il mérite. Ces derniéres années un grand nombre de personnalités du
monde culturel, tout en accusant les jeunes de manque d’intérét pour les
plus nobles activités de I’esprit telles que les arts et la poésie, expliquent cette
situation par l'influence néfaste des sciences exactes et de la technique mo-
derne, qui détruisent, disent-ils, ce qu’il y a d’humain chez I’homme.

Jai da, a ’époque, consacrer pas mal d’efforts a réfuter cette critique que
je considére profondément injuste, particulidrement en ce qui concerne les
mathématiques et les sciences exactes.

Mes adversaires ont cité, parmi leurs arguments, ’'exemple des éléves d’une
de nos écoles formant de futurs spécialistes de la programmation des cal-
culatrices électroniques. Ces sympathiques enfants avaient écrit au-dessus
de l’entrée de leur école le mot d’ordre suivant: “Nous voulons étre non
seulement des mathématiciens, mais aussi des hommes”. Evidemment, ce
veeu est digne d’égards et d’approbation; sans doute est-il partagé par tout
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le monde dans cette salle. Mais pourquoi, peut-on se demander, des mots
d’ordre analogues ne doivent-ils pas apparaitre sur les frontons des écoles
artistiques? Pourquoi les éleves d’une école musicale n’expriment-ils pas
leur désir d’&tre non seulement des musiciens, mais aussi des hommes?
Est-ce que I’étude méme des arts ou I’éducation a orientation artistique est-
elle une garantie certaine du développement des meilleurs aspects de la
personnalité? Les écoles artistiques n’ont-elles pas donné naissance, parmi
les jeunes, & la bohéme, avec ses traits sympathiques (bien entendu sur la
scéne) et moins sympathiques? Non, dans toutes ces tendances qui cherchent
dans le développement des sciences exactes une menace pour I'idéal huma-
nitaire, je vois une recrudescence des préjugés séculaires qui nous viennent
encore de I’époque de la Renaissance. Doit-on conclure que nous autres
mathématiciens ne soient responsables que de lintellect et n’avons rien a
faire avec les émotions, I'imagination, I'idéal social et la morale des jeunes
que nous formons? Non, certainement non! Je suis convaincu que I’étude
judicieusement organisée des sciences naturelles et des mathématiques est
capable d’avoir sur la formation de la personnalité des jeunes, une influence
bien plus grande que celle que I'on observe dans la plupart des cas. Les
mathématiciens peuvent aider par leurs propres moyens i I’épanouissement
de la nature humaine.

Et il ne s’agit pas, surtout ou seulement, de développer les qualités de
Pesprit, de caractére, la capacité de travail et d’appréciation critique des
résultats de son travail. L’étude des mathématiques et des sciences naturelles
peut développer les émotions humaines, le désir de servir ses prochains.
Toute science véritable est la création du génie de ’homme, création a
laquelle ont participé les peuples du monde entier. Et nous n’aurons ac-
compli notre devoir envers la jeune génération que lorsque nous aurons fait
comprendre aux enfants, par nos legons, que la science est une recherche
infinie pour une vie meilleure de ’humanité, recherche qui demande une
grande opintreté, un travail et une énergie héroique; ce devoir sera rempli
lorsque nous leur aurons fait ressentir quel courage sans limites, quel amour
envers les hommes, quels sacrifices se cachent sous les lignes laconiques des
principes des sciences, des formules et des théorémes.

Moscou
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ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE ET
DEVELOPPEMENT INTELLECTUEL

I. LE DEVELOPPEMENT INTELLECTUEL

Une idée presque communément admise dans la psycho-pédagogie contem-
poraine est que I’évolution psychique de I'enfant a un caractére stadial. Cela
signifie que:

(1) L’évolution se réalise par paliers successifs et chaque étape est carac-
térisée par une organisation spécifique relativement stable, devenant labile
aux extrémités.

(2) L’évolution a un caractére sequentiel. Méme si, au point du vue chro-
nologique, on peut constater certains décalages, ’ordre de succession des
stades est le méme chez tous les enfants.

(3) Le passage au stade supérieur ne signifie pas 'abandon des acquisitions
précédentes et non plus une simple adjonction de nouveaux aspects. Chaque
étape commence par la revalorisation des acquisitions précédentes avec
les moyens caractéristiques de la nouvelle étape, aprés quoi devient pos-
sible la valorisation compléte des ressources offertes par les nouveaux
moyens.

Jean Piaget est celui qui nous a offert la théorie la plus consistante de
P’évolution stadiale, résultat de recherches poursuivies pendant presque cinq
décennies.

Rappelons bri¢vement ces stades:

Apreés la premiére étape de lintelligence psycho-motrice et aprés celle de
la pensée préconceptuelle, se développe entre 4-7 ans la pensée intuitive.
Elle apparait comme une pensée en images, qui se sert de configurations
d’ensemble et non plus de collections syncrétiques comme celles du niveau
précédent. La coordination des informations se soumet a certains rudiments
de logique, mais c’est une coordination instable, incompléte, que les informa-
tions perceptives immédiates, peuvent, toujours, désorganiser (Piaget, 1967,
p. 139-149).

L’age de 7-12 ans représente le stade des opérations concrétes. L'enfant
arrive 4 une coordination mobile et réversible de ’activité mentale, mais qui
fonctionne seulement par rapport a la réalité concréte des choses.

La confrontation cohérente des points de vue a ce stade, rend possible la
compréhension des rapports spatiaux et temporels objectifs. La synthése
opératoire entre déplacement (I'invariance de I’étalon y comprise) et partition
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rend possible 'apparition du concept de mesure (des longueurs, des surfaces,
des volumes) (Piaget et Inhelder, 1948a, b).

Le stade des opérations concretes correspond a la possibilité d’inclusion
hiérarchique des classes, de sériation, de méme que de synthése, dans une
action unique de la classification et de la sériation — ce qui permet la formation
du concept de nombre (Piaget et Szeminska, 1940).

Apres I'age de 11-12 ans on assiste au développement des opérations
Jformelles. La pensée devient capable de se dérouler dans le domaine du
possible, en effectuant des opérations sur des opérations par I'intermédiaire
d’un systéme propositionnel. La pensée formelle est donc capable de procé-
der de maniére hypothético-déductive, en passant du possible au réel. Con-
trairement a la pensée concréte qui ne dépasse le concret que de proche en
proche, la pensée formelle est capable d’inventorier et de comprendre I’en-
semble des possibilités offertes par les conditions en cause (Piaget et Inhelder,
1955).

Nous venons d’esquisser, trés briévement, I’évolution mentale de I’enfant,
telle qu’elle est vue par Piaget. Cette théorie constitue aujourd’hui le principal
systéme de référence pour les psycho-généticiens méme si elle suscite certains
désacords.

1I. DEVELOPPEMENT ET APPRENTISSAGE

Tels sont les traits généraux de I’évolution stadiale. Quel pourrait-&tre I’ap-
port de 'apprentissage?

Au premier abord, la réponse parait simple: I’apprentissage facilite,
accélere le développement. Mais une analyse plus poussée montre que les
choses sont plus compliquées.

En réalité, ’apprentissage ne se réduit pas a une simple absorption d’infor-
mations et a la formation de mécanismes mentaux sur un terrain neutre.
L’apprentissage implique un processus actif de reconstruction, avec des
moyens intellectuels propres, des données fournies. Ce qui signifie qu’il doit
exister, en premier lieu, un tel syst¢tme de moyens qui permette la reconstruc-
tion et I’assimilation des connaissances. Nous sommes, tout au moins en
apparence, en plein cercle vicieux: le développement dépend de Papprentis-
sage, mais les effets de ’apprentissage dépendent, & leur tour, du niveau de
développement des moyens intellectuels.

Il y deux catégories de réponses a ce probléme.

(a) Le point de vue de Piaget et de ses collaborateurs. En se rapportant
au progres intellectuel on doit distinguer le développement des structures
mentales fondamentales des différentes acquisitions particuliéres ou empiri-
ques (voir aussi la profonde analyse de Gréco, 1959). Les structures fonda-
mentales ne peuvent pas étre acquises par un simple exercice, comme c’est
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le cas pour les acquisitions empiriques. Les structures dérivent des structures.
Leur progrés ne peut étre accéléré ou dévié que dans des limites trés étroites.
Citant les résultats expérimentaux de Inhelder et al. (1967), de Laurendeau,
etc., Piaget conclut: “Le principal enseignement de ces expériences est que
le succés de 'apprentissage est nettement subordoné au niveau de développe-
ment” (Piaget, 1968, p. 291). Autrement dit, tout ce que la pédagogie peut
faire est d’étudier les traits de chaque étape pour mettre en valeur, le mieux
possible, ses disponibilités. Les données plus récentes obtenues par les
collaborateurs de Piaget les ont menés & la conclusion que Papprentissage
opératoire est, dans une certaine mesure, efficient, dans les phases de transi-
tion, accélérant le passage au stade ultérieur (Inhelder, 1966, p. 183).

(b) La seconde tendance, opposée a celle-ci, considére que le rapport de
subordination est en réalité inverse. L’exercice, I’apprentissage, jouent le role
fondamental. “We begin with the hypothesis that any subject can be taught
effectively in some intellectually honest form to any child at any stage of
development” (Bruner, 1965, p. 32). C’est la fameuse affirmation de Bruner
qui a déclenché tant de controverses et qui exprime au fond un changement
d’optique quant au rdle et aux possibilités du processus pédagogique. Les
expériences de Bruner (voir surtout Bruner et al., 1966) 'ont mené a la
conclusion qu’un apprentissage réalisé par des moyens appropriés est capable
d’accélérer la construction des structures intellectuelles fondamentales.

Dans la conception de Bruner I'ambiance sociale joue un rdle essentiel
dans le développement intellectuel. Il y a, selon Bruner, trois modalités
principales pour représenter le monde dans la culture d’une société: (a) la
modalité enactive, c’est-a-dire la représentation par action (& prédominance
motrice), (b) la modalité iconique, c’est-a-dire la représentation par images
et (c) la modalité symbolique représentée, surtout, par le langage.

Le développement intellectuel de I'individu humain se réalise “par un
processus d’intériorisation des procédés d’action, imagination et symbolisa-
tion qui existent dans la culture de la société” (Bruner et al., 1966, p. 321).
Les trois modalités se succédent dans le développement intellectuel de I'indi-
vidu, non pas comme des procédés exclusifs, mais bien dans le sens qu’elles
acquiérent successivement un rdle dominant. Quand I’adolescent arrive a
pouvoir utiliser systématiquement la modalité symbolique dans ses raisonne-
ments, il ne cesse pas, naturellement, de se servir d’actions motrices et
d’images.

Le processus de développement est vu par Bruner en dépendance directe
du systéme de valeurs de la société, de I'action des facteurs éducatifs, des
méthodes d’enseignement utilisées. Le concept de readiness perd compléte-
ment le caractére absolu qui résulte de la théorie de Piaget: “Readiness for
learning” devient, dans la vision de Bruner, un paramétre relatif, dépendant
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du processus d’instruction. Il ne faut pas attendre passivement I’apparition
de certaines structures intellectuelles. Le processus d’instruction peut in-
fluencer activement, peut accélérer I'apparition des structures correspon-
dantes, si 'on utilise des méthodes adéquates (Bruner, 1966, p. 28). Chaque
systéme de connaissances doit étre préparé — avant de pouvoir étre enseigné
dans une forme compléte — par son anticipation dans les stades antérieurs,
en utilisant des procédés appropriés a ces stades: “Puisque la plupart des
thémes peuvent étre transposés en formes qui mettent 1’accent soit sur I’action,
soit sur une représentation imaginative adéquate, soit sur la coordination
symbolique verbale, il est souvent possible que le résultat final, qu’on se
propose de réaliser en enseignant, soit présenté dans une forme plus simple,
plus facile 2 manceuvrer, afin que I’enfant puisse progresser avec plus de
facilité et de solidité vers la maitrise compléte des connaissances” (Bruner,
1966, p. 10).

Piaget a amené, récemment, un nouvel élément dans cette controverse:
“... pour chaque sujet la vitesse de passage d’un stade au suivant correspond
sans doute & un optimum, ni trop lent, ni trop rapide, la solidité, et méme
la fécondité d’une organisation (ou structuration) nouvelle dépendant de
connexions qui ne peuvent &tre ni instantanées ni indéfiniment retardées,
sous peine de laisser échapper leur pouvoir de combinaisons internes”
(Piaget, 1968, p. 290).

C’est une hypothése séduisante, mais qui ne tranche pas la dispute fon-
damentale. Cette hypothése de 'optimum peut concorder tout aussi bien
avec la conception de Piaget qu’avec celle de Bruner. Un “optimum” peut
avoir un caractére absolu, dépendant exclusivement des caractéristiques
individuelles (tel qu’il est dans la conception de Piaget) ou peut &tre variable,
dépendant a son tour des conditions extérieures de développement, de ’am-
biance, de ’éducation. On revient ainsi au point de départ. Il y a probable-
ment un rythme optimum de développement intellectuel de I'individu, ou
d’acquisition d’un corps déterminé de connaissances. Mais ce rythme n’est-il
pas dépendant des moyens didactiques utilisés, de la motivation, des. sys-
temes d’intéréts que le processus instructif peut construire? Or, la réponse de
Bruner est affirmative.

La difficulté de trancher le probléme tient aussi & des raisons méthodologi-
ques: (a) il est difficile pour I’expérimentateur de se rendre compte si une
réponse apprise exprime seulement une acquisition locale, empirique (plus
ou moins conformiste) ou une conviction réelle, une restructuration de fond,
(b) il est difficile de délimiter les obstacles soulevés par Pincompréhension
du langage (Uenfant ne comprend pas exactement ce qu’on lui demande).
(Voir sur ces discussions: Laurendeau et Pinard, 1966, p. 191-209; Inhelder
et al., 1967; Vinh Bang, 1967, etc.) Kohnstamm a critiqué les techniques
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d’apprentissage utilisées par I’école piagétienne pour leur caractére artificiel
(Kohnstamm, 1966). Patrick Suppes de Stanford — qui s’occupe depuis
plusieurs années de la réalisation d’un modele structural pour 'interprétation
de apprentissage des mathématiques — fait la remarque suivante: les théories
cognitives actuelles ne sont pas suffisamment spécifiques pour permettre la
prévision des résultats de I'apprentissage dans un domaine déterminé — en
espéce, les mathématiques. (Suppes et al., 1967, p. 162).

Nous pensons qu’une solution théorique, a larges implications pratiques,
peut étre cherchée dans la direction suivante:

Du moment qu’il s’agit de paliers successifs, de structures psychiques
caractérisées par une organisation hiérarchique et par un ensemble de dépen-
dances intérieures, le passage d’un stade a P'autre ne peut pas avoir lieu par
fragments. La nouvelle structure peut remplacer la précédente seulement au
moment de ia constitution, dans le cadre du stade précédent, d’'un ensemble
de moyens intellectuels dépendant les uns des autres, se conditionnant et
s’engrenant réciproquement. Certains décalages, certains retards isolés peu-
vent, bien siir, se produire, mais un concept ou un procédé mental dépendant
d’une structure ne peut devenir vraiment efficient avant que I'ensemble ait
été constitué. On ne peut pas dissocier le concept de nécessité de celui de
généralité et les deux d’une certaine capacité d’abstraction. Un raisonnement
déductif n’a pas de sens en dehors de ces modalités.

Un apprentissage des structures intellectuelles est donc irréductible a
I'apprentissage empirique. Mais ceci ne signifie pas qu’il serait impossible.
Si I’instruction se propose de favoriser le passage & une stade supérieur, elle
doit avancer sur un front large, en agissant simultanément sur tous les aspects
importants. Il est possible que dans de telles conditions I’optimum dont parle
Piaget puisse étre réellement modifié.

En discutant de I’évolution des structures psychiques il faut tenir compte
aussi d’un autre aspect. Les composantes de I'intellect ne présentent pas
toutes une évolution ascendante. (En dehors de toute préparation spéciale
un enfant de 12 ans est plus apte & comprendre, disons, le principe d’Archi-
méde ou le concept de proportionnalité qu'un enfant de 8 ans. C’est le cas
commun.) I y a d’autres aspects qui ne se développent pas en dehors d’un
apparentissage spécial. On peut déceler des aspects stagnants, ou méme des
involutions.

Je citerai deux exemples de nos travaux:

(a) Nous avons constaté a I'occasion de recherches concernant I'initiation
en géométrie que les enfants de 11 ans ne sont supérieurs que de quelques
pourcents, négligeables du point de vue statistique aux enfants de 8 ans, en
ce qui concerne la capacité d’opérer avec des images mentales (déroulement
et génération des figures géométriques) (Fischbein et al., 1964, 1967a).
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La question est sans doute d’un grand intérét pratique. La géométrie, la
physique, la géographie, etc., font appel 4 une capacité imaginative que
personne ne cultive & I’école d’une maniére systématique. Beaucoup de
difficultés pourraient &étre expliquéees par ce fait.

(b) A Poccasion de recherches consacrées a I'intuition probabiliste chez
I'enfant nous avons constaté que ce sont les petits (les préscolaires) qui
apprécient mieux les chances que les plus Agés (13-14 ans) dans des situations
a probabilités objectivement égales.

Nous avons expliqué ce fait par la tendance des plus Agés de rechercher
partout des liaisons strictement déterminées, permettant une prévision uni-
voque. On peut supposer que cette tendance & des prévisions univoques —
cultivée sans doute par I’école - représentera un obstacle & Papprentissage du
calcul des probabilités.

III. FACTEURS DYNAMISANTS DE L’EVOLUTION INTELLECTUELLE

Quels sont donc, les moyens pédagogiques qui peuvent &tre proposés pour
favoriser ou accélérer I'acquisition des structures aux différents paliers de
I’évolutions intellectuelle?

A. L’enseignement structural

Pour contribuer 4 I’élaboration des structures mentales, P’enseignement doit
étre lui-méme structural. L’enseignement doit mettre accent sur les concepts
fondamentaux, sur les idées directrices, sur les techniques essentielles de
découverte, d’organisation, d’interprétation des faits dans un domaine de
connaissances.

Or, l'esprit dés mathématiques modernes se préte merveilleusement 2 cette
conception didactique.

“Le faisceau divergent est regroupé. Les mathématiques utilisent les mémes
concepts, le méme langage dans toutes les branches: il est légitime de parler
non plus des mathématiques, mais de la mathématique” (Revuz, 1965, p. 49).
En apprenant les mathématiques d’une maniére moderne (et non pas simple-
ment les concepts modernes des mathématiques) I’éléve apprend tout d’abord
a découvrir au déla de la variété apparente, les relations fondamentales et
leurs propriétés, les modes fondamentaux d’organisation des entités mathé-
matiques et surtout la dynamique vivante de ces relations et classifications.

A quel 4ge I'assimilation de certaines notions de la théorie des ensembles
est-elle possible ? Les résultats des expériences psycho-pédagogiques indiquent
'age de 6-7 ans. Nous mentionnons a cet égard les expériences concluantes
décrites par Picard (1966), Sulbout (1965), Hug (1968), etc. Des données de
Sulbout résulte I'accélération déterminée par Penseignement dans I’assimila-
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tion des concepts et des opérations respective (I'appartenance a un ensemble,
I’intersection etc.). Tous les auteurs relévent I'intérét particulier des enfants
pour ce genre d’activités, 'action stimulative exercée sur leur capacité d’in-
vention (voir surtout Hug, 1968, p. 227-239).

Assimiler une connaissance fondamentale c’est gagner un nouvel instru-
ment d’action. Apprendre ce que c’est une relation d’équivalence ne signifie
pas purement et simplement apprendre une définition de plus, mais encore
a acquérir un ensemble de techniques mentales qui nous permettent de saisir
la parenté profonde entre entités, en apparence différentes, de généraliser
un procédé, une solution, etc. “Une espéce de structure”, écrit Revuz,
“correspond 2 un mode de pensée et chaque structure particuliére a des
possibilités d’action sur les ensembles qui en sont munis. La pensée qui a
pris conscience de ces structures est obligatoirement active et spontanément
agressive 4 'égard des problémes a résoudre. Dans ce contexte, un théoréme
n'est plus Iénoncé d’une vérité conservée dans un ciel platonicien mais
Passurance de pouvoir agir d’une certaine maniére, dans des conditions
données” (Revuz, 1965, p. 49-59).

Une pareille vision dynamique de ’organisation des mathématiques nous
protége d’un danger auquel on doit faire attention. Selon Popinion de
G. Polya les manuels modernes se limitent fréquemment & des probleémes de
routine — mais d’un autre type que ceux des manuels traditionnels, notam-
ment 2 ceux de terminologie (cf. Krygowska, 1966, p. 308). Hypnotisés par
cet édifice grandiose de la mathématique contemporaine, il existe le risque
qu'on réduise I'apprentissage des mathématiques a la mémorisation d’une
nomenclature. Je pense que c’est surtout contre une telle description de type
anatomique, contre un pareil mode statique et descriptif de présenter la
mathématique moderne qu’a protesté Louis Couffignal (1964). En procédant
ainsi on va exactement contre le sens profond des mathématiques contempo-
raines.

Dire que tel ensemble est un groupe ne doit pas signifier, tout simplement,
coller une étiquette. Invoquant ce concept nous mettons en évidence certaines
parentés fondamentales, certaines modalités d’organisation, certaines filia-
tions virtuelles. Or, c’est justement cette dynamique que l'enfant doit
apprendre.

Ces structures, pour étre réellement efficientes, doivent &tre distillées de
I’expérience pratique, la plus élémentaire de I’enfant. Il nous semble absurde
de parler de I'associativité ou de la commutativité de Paddition avant que
’enfant ait eu 'occasion d’additionner, en groupant des billes ou des boutons,
avant qu’il et I’occasion d’expérimenter et de découvrir lui-méme ces pro-
priétés.

“On s’efforce de partir du premier niveau, celui de notions abstraites ou
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méme de niveaux plus élevés. Ce qui devrait étre le point de départ, apparait
aprés coup sous le titre d’applications. On fait un dessert non digérable de
ce qui aurait été bon comme hors d’ceuvre” (Freudenthal, 1963, p. 36).

Affirmer que I’enseignement traditionnel des mathématiques se réduit a
des techniques de calcul, & une comptabilité prosaique, pendant que la mathé-
matique moderne peut &tre enseignée seulement au niveau olympien des
raisonnements purs, c’est &tre injuste envers 'un comme envers I’autre.
L’enseignement traditionnel armait I'éléve de bonnes régles de calcul (dont
il aura toujours besoin non pas simplement pour la vie courante, mais comme
ingénieur, économiste etc.). Mais en méme temps I’éléve trouvait des modali-
tés pour exercer et assouplir sa pensée mathématique en résolvant des pro-
blémes, trouvant des démonstrations, inventant des artifices originaux, etc.
Ce sont, sans doute, des activités mathématiques.

D’un autre c6té ce serait une illusion de s’imaginer que I’éléve puisse
assimiler la structure moderne des mathématiques sans un fondement algo-
rithmique étendu et solide. Cette opposition entre algorithme et invention,
entre habitude et raisonnement est absolument fausse. La souplesse et
Pefficience d’un raisonnement supposent, sans doute, ’automatisation des
chainons dont il se sert. Pour assurer une liberté compléte de mouvement
la pensée, dans ses démarches créatrices, il faut lui assurer un réseau souple
mais trés solide d’habitudes mentales, un édifice bien consolidé de symboles
permettant de véhiculer et d’engrener les concepts et les relations en struc-
tures variées.

Si ces choses sont bien comprises il nous semble qu’on peut alors trouver
des voies efficientes pour dépasser certaines difficultés actuelles dans I’ensei-
gnement mathématique. La mathématique moderne congue — comme nous le
disions — non par comme un édifice inerte, mais dans sa dynamique intrinsé-
que, n’exclut pas, mais par contre, implique une bonne maitrise de certains
automatismes — depuis le calcul élémentaire jusqu’aux opérations plus diffi-
ciles exigées, disons, par le calcul différentiel.

Il n’est pas permis —~ comme se plaignent quelquefois les maitres — que
Iéleve sorti de I'école élémentaire ne sache pas parfaitement la table de
multiplication sous prétexte qu’il a appris ce que c’est un ensemble, une
réunion et une intersection d’ensembles, un élément neutre, etc. Il n’y a pas
de raisons pour négliger 'automatisation des techniques de calcul et ’appren-
tissage de certains schémes courants de résolution seulement par ce qu'on
désire que les éléves apprennent les propriétés de certaines structures mathé-
matiques.

Nous revenons au réle de I’enseignement mathématique dans le développe-
ment intellectuel de I'éléve. L’accélération du passage a un stade intellectuel
supérieur suppose la possibilité d’un enseignement structural, c’est-a-dire la
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possibilité de I’assimilation par exercice de certains schémes intellectuels
fondamentaux concernant la lecture de 'expérience, la conceptualisation, le
raisonnement, etc. Il s’agit, évidemment d’une assimilation organique, c’est-
a-dire de l'intégration du fait nouvellement appris dans la hiérarchie d’en-
semble de lintellect. Une telle intégration, méme si elle a quelquefois en
apparence un caractére explosif (ce que la psychologie de la Gestalt appelle
“Einsicht™), suppose toujours une élaboration préliminaire, minutieuse et
systématique. Les concepts fondamentaux de la mathématique moderne
pourront contribuer effectivement au progrés intellectuel de I'éleve s’ils vont
engrener et entrainer un ensemble d’automatismes intellectuels — parfaite-
ment compatibles avec les techniques traditionnelles de calcul. Dans le cas
contraire il ne s’agira que d’un verbiage vide accompagné ou non par toute
sorte de figures, diagrammes, fléches, etc.

B. Préfiguration des structures

Une seconde modalité pour favoriser le passage aux caractéristiques d’un
stade intellectuel supérieur consiste dans la préfiguration de ces caractéristi-
ques par les moyens du stade précédent.

Nous voudrions relater une de nos expériences a ce sujet (Fischbein et al.,
1969). Pour pouvoir enseigner avec succes le calcul des probabilités au Iycée
il faut que P'instruction se fasse d’une maniére échelonnée et qu’elle commence
le plus tot possible. Le calcul des probabilités n’est pas simplement un
chapitre quelconque de la mathématique, mais un mode de penser qui ne
peut se constituer que par I'inclusion dans sa structure d’intuitions et d’habi-
tudes mentales spécifiques. Conformément a la théorie (Piaget et Inhelder,
1951), la synthése entre I’aléatoire et le nécessaire — fondamentale pour le
concept de probabilité — ne peut avoir lieu avant le passage aux opérations
formelles. Bien plus: la comparaison des probabilités ne pourrait étre réalisée
au niveau des opérations concrétes puisqu’il s’agit de la comparaison de
deux rapports, donc d’une double comparaison pensée simultanément —
action que seulement I’adolescent pourrait accomplir.

Nos expériences ont été effectuées avec des préscolaires, des éleves de 9-10
ans et 12-13 ans, en utilisant dans ce but deux boites en plastique, contenant
chacune des billes de deux couleurs. Les sujets devaient indiquer, en tenant
compte du rapport des billes blanches et noires, laquelle des deux boites est
la plus favorable au tirage par hasard d’une bille d’'une certaine couleur.
Les réponses spontanées ont confirmé la thése de Piaget et Inhelder. Mais
nous avons recours i une instruction simple consistant en essence dans
Pindication d’une technique de groupement, par laquelle on pouvait mettre
en évidence, d’une maniére figurale, le rapport considéré. (Par exemple, §’il
’agissait de comparer 6B/2N:10B/5N, on devait grouper les billes de la
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maniére suivante: dans la premitre boite, deux groupes constitués par
3B/IN et dans la seconde boite 5 groupes constitués par 2B/IN.)

Ce qui est essentiel, c’est le fait que ’enfant de 9-10 ans ne reste pas
simplement a la constatation de la proportionnalité ou de la non-propor-
tionnalité figurale. Il construit un raisonnement explicite, verbal, de la forme
suivante: “C’est plus facile de tirer une bille blanche dans la premiére boite,
parce qu’il y a 3 billes blanches pour une bille noire, tandis que dans ’autre
il n’y en a que deux blanches pour une noire.”

Ce qui signifie que, malgré les moyens utilisés au cours de I’exercice
correspondant au niveau des opérations concrétes, le sujet dégage la structure
formelle des opérations et se rapproche du niveau des opérations formelles.

Un second exemple, toujours tiré de nos recherches (en collaboration avec
I. Pampu et I. Minzat) non encore publiées. Selon Piaget et Inhelder (1955,
p. 222, 287) ce n’est qu’au niveau des opérations formelles que I’enfant peut
mobiliser des disponibilités intellectuelles suffisantes pour pouvoir envisager
I’ensemble des possibilités et des combinaisons possibles dans une situation
donnée.

Cependant nous avons réussi, en utilisant des diagrammes arborescents, &
apprendre a I’enfant de 10 ans a construire un “espace des épreuves” corres-
pondant 4 une expérience stochastique déterminée: par exemple, le nombre
d’arrangements possibles (avec répétition) qui peuvent s’obtenir avec deux
éléments pris 3 par 3, 4 par 4, etc.). La preuve qu’il ne s’agissait pas simple-
ment d’un enregistrement mécanique, mais d’une assimilation structurale a
été fournie par le fait que les acquisitions respectives ont été susceptibles de
transfert: non pas uniquement le transfert de 3 a4 4 éléments, mais aussi
le transfert relativement éloigné du procédé d’arrangements aux permuta-
tions. (Ce résultat a été obtenu sur 80% des enfants.) La “combinatoire” a
pu donc étre construite au niveau des opérations concrétes en utilisant des
moyens figuraux (le diagramme arborescent), mais le schéma a pu étre dégagé
par l'enfant et pensé d’une maniére généralisée avec des moyens corres-
pondants au niveau des opérations formelles.

Cette préfiguration se trouve réalisée dans la pratique didactique de diffé-
rentes maniéres. De I’avis de Dienes (1966) pour qu’on réalise un bon en-
seignement mathématique, I'activité constructive de I’enfant doit précéder
Ianalyse, I'explicitation des régles et des concepts. Mais afin qu’une structure
mathématique puisse étre dégagée, abstraite, il faut, tout d’abord, que le ma-
tériel utilisé soit varié aussi bien du point de vue perceptif que mathématique.
Il est indiqué, par exemple, que la numération ne se limite pas exclusivement
au systtme décimal. Il faut utiliser des bases différentes pour mettre en
évidence ce qui du point de vue mathématique est commun et essentiel. Ce
qui nous semble véritablement nouveau dans la conception et la technique de
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Dienes c’est justement le procédé que P'appellerai “travesti ludique”. Il ne
s’agit pas simplement d’abstraire les concepts mathématiques d’un matériel
concret. Dans la technique de Dienes le concret est inclus dans un jeu et il
faut manceuvrer savamment différents types de jeux afin que la structure
mathématique soit dégagée: jeux manipulatifs, représentatifs et jeux a régles
(“rule-bound play”) (Dienes, 1963, p. 21-32).

La technique de Dienes souléve & mon avis, deux problémes essentiels:
(1) Sommes-nous toujours slirs que le jeu est, pour les enfants, le porteur
effectif de la structure mathématique envisagée par le maitre? N’y a-t-il pas
14 le risque d’une erreur de perspective? Est-ce qu’on ne risque pas une con-
tamination ou méme une restructuration totale déterminée par le syst¢me
conceptuel (ou mieux, intuitif-conceptuel) de ’enfant? (2) N’y a-t-il pas le
risque qu’en projetant des jeux didactiques pour enseigner certains concepts
(systémes numériques, structures algébriques etc.) on tienne compte (en ce
qui concerne Pordre et la systématisation des concepts enseignés) plutdt de
la logique des jeux que de la logique de 1’édifice mathématique?

Ces réserves n’expriment pas du tout un désacord avec les idées du pro-
fesseur Dienes. Nous désirons seulement rappeler la complexité des phéno-
ménes et suggérer la nécéssité d’expérimenter sur un front trés étendu pour
pouvoir dégager une ligne de conduite ferme.

Un autre procédé pour préfigurer le formel est la représentation graphique.
C’est une technique utilisée couramment pour jalonner et stimuler les raison-
nements abstraits et qui a une large application dans la pédagogie des mathé-
matiques — souvent comme étape intermédiaire entre la manipulation con-
créte et le plan conceptuel. Le professeur Papy (1964) dans ses legons et ses
travaux a utilisé une grande variété de telles images graphiques — diversement
colorées pour suggérer les relations entre des ensembles et les opérations avec
ceux-ci. Dans ce cas aussi comme dans celui du jeu se pose, en premier lieu,
un probléme de perspective. Pour I'adulte, pour le professeur le graphe est
'image d’une abstraction élaborée déja. Pour I’enfant I'image graphique
représente une étape intermédiaire entre la diversité du concret matériel et
Pabstraction conceptuelle. Les fonctions sont donc différentes. Il y a 12 aussi,
le risque que le professeur commette des erreurs en manceuvrant la technique
des graphes & cause de cette différence de perspective. L’image, identique
perceptivement pour le professeur et Iéléve, peut acquérir dans les deux
réseaux conceptuels, des significations différentes.

Iy a, d’un autre cdté, le risque qu’une trop grande charge intuitive devienne
déroutante, qu’elle dévie l’attention de I'enfant envers des aspects frappants
pour lui mais non essentiels du point de vue mathématique. “L’emploi des
couleurs peut donc &tre aussi périlleux qu’il est commode; et il oblige a
expliquer que I’espace euclidien est incolore” (Leray, 1966, p. 238).



ENSEIGNEMENT ET DEVELOPPEMENT INTELLECTUEL 169

P. I. Galperin a élaboré, il y a quelques années, une théorie “des actions
mentales” concernant 1’assimilation des concepts. D’aprés la conception de
Galperin le processus se réalise avec le maximum d’efficacité si on parcourt
les étapes suivantes: (a) La présentation explicite des faits considérés (par ex.
les phrases qui définissent le concept). (b) L’accomplissement de certaines
opérations concretes, matérielles se rapportant au concept étudié. (c) La
description verbale par le sujet des actions effectuées. (d) L’intériorisation de
P’action: celui qui apprend résoud les problémes sans explicitation verbale.
(e) L’automatisation des actions mentales intériorisées (Galperin, 1959).

Dans la conception de Galperin le dégagement de la structure conceptuelle
d’opérations concreétes — & 1’aide du langage — est utile a tous les ages et
n’appartient pas nécessairement a un stade déterminé du développement in-
tellectuel.

En réalité il y a toute une dialectique de I'image et de I’abstraction dans
Papprentissage dont les caractéristiques dependent sans doute du niveau
d’age. L’image n’est pas seulement le premier échelon de la compréhension.
L’image revient aux différents niveaux de la compréhension, mais chaque
fois plus subtile, plus raffinée, plus apte a &tre insérée dans la dynamique d’un
raisonnement abstrait (Fischbein, 1963).

C. La pédagogie de I’invention

Quelle place occupe la méthode d’apprentissage par découverte dans notre
discussion?

Meéme si la méthode expositive est plus économique et détermine initiale-
ment une mémorisation plus rapide, elle reste inférieure a ’apprentissage par
découverte, si on se rapporte au critére essentiel qui est la capacité de trans-
fert. C’est un fait fondamental pour notre discussion. Si I’éléve est mis dans
la situation de découvrir lui méme le concept, la régle, le principe etc. — par
une présentation appropriée d’exemples et de matériel didactique — il sera
capable de les utiliser indépendamment, en situations nouvelles. Bien plus:
découvrir la régle par ses propres efforts facilité également ce qu’on appelle
le “transfert éloigné”, c’est-a-dire la découverte indépendante d’une régle
seulement apparentée 4 la premiére (voir: Shulman and Keisler 1966 ; Guthrie,
1967; Roughead and Scandura, 1968 ; Worther, 1968).

Tout ceci signifie qu’en utilisant la découverte comme méthode d’appren-
tissage on obtient plus que ce que Piaget appelait un apprentissage empirique,
strictement localisé aux faits considérés. Les structures elles-mémes sont
affectées dans leur organisation hiérarchique. L’enfant ne peut pas découvrir
tout, évidemment. C’est pourquoi on parle de découverte dirigée. L’enfant
est mis dans la situation de découvrir les solutions des problémes par sé-
quences limitées, dont I’ordre est établi par le maitre. Nous pensons qu’il est
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possible de passer d’une instruction programmée — telle qu’elle est utilisée
aujourd’hui - et dans laquelle 'information précéde la réponse laissant trop
peu de place a la créativité de I’éléve — a une instruction par découverte pro-
grammée (expérimentée déja par nous dans le cas des diagrammes arbores-
cents). Ce qui est essentiel c’est le fait qu'une solution découverte par I’éléve
lui-meme tende a se généraliser mieux qu'une solution indiquée. Une solution
que I’on découvre par ses propres efforts tend a s’intégrer d’'une maniére
organique, dans l’activité intellectuelle et a influencer tout I’édifice des
procédés mentaux dans leur organisation hiérarchique.

Durant la derniére décennie on a accordé une attention particuliere a la
description des stratégies heuristiques. Une stratégie heuristique sélectionne
seulement quelques tracés imaginables, dans la résolution d’un probléme,
selon des critéres d’économie, de plausibilité, d’association, de structure de
symétrie, d’analogie etc. Une stratégie heuristique quoiqu’elle prenne en
considération certaines régles, se distingue toutefois d’un algorithme puisque
les pas ne sont pas intégralement programmés. C’est un schéma souple ou
une hiérarchie de schémas qui guide 'investigation dans un contexte donné.

Peut-on dégager de telles regles heuristiques, les décrire et les faire appren-
dre pour faciliter les efforts créateurs de 1’éleéve dans la résolution indépen-
dante de problémes?

Les faits recueillis ces derniéres années nous permettent une réponse
affirmative. Nous pensons en premier lieu, & la possibilité — aujourd’hui
démontrée — d’incorporer des régles heuristiques dans les programmes des
ordinateurs (Newell et al., 1964).

Avec un programme heuristique adéquat une machine peut trouver la
solution d’un probléme nouveau - ce qui est tout autre chose que la program-
mation a base d’algorithmes dans laquelle tous les pas sont rigidement prévus.

Or, si une machine peut bénéficier d’'une programmation heuristique ne
serait-il pas possible que I’éleve profite lui-m&me des régles heuristiques
méthodiquement enseignées?

On connait dans la littérature psychologique différentes tentatives de ce
genre. On communiquait d’avance aux éléves une série de régles de conduite
quils devaient appliquer ensuite a la résolution des problemes. Quoique les
auteurs soutiennent, en général, que les résultats furent positifs, le procédé
n’a pas été généralisé.

A notre avis, ’apprentissage verbal de régles heuristiques n’est pas utile.
L activité d’investigation du sujet qui résoud un probléme — comme toute
activité créatrice — est consciente dans son orientation d’ensemble, mais pas
dans ses mécanismes. Les détails de ce processus de génération et sélection
d’hypothéses se réalisent en grande mesure par un engrenage extrémement
complexe d’automatismes intellectuels. En essayant de contrdler consciem-
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ment les chainons de ce mécanisme nous ne faisons pas autre chose que de
le dérégler ou méme de le bloquer. Si on essayait, pendant la résolution d’un
probléme de mathématique, d’appliquer un “réglement”, on obtiendrait sans
doute un effet contraire a celui escompté. Dés le début, notre pensée serait
génée par ces immixtions artificielles. Notre attention serait écartée de son
objectif principal, la résolution du probléme, et orientée vers la liste des
régles.

Nous ne nions, pourtant, pas, 'utilité des régles heuristiques. Il nous
semble, a cet égard, que la stratégie didactique doit &tre la suivante: les
régles heuristiques ne doivent pas &tre assimilées seulement d’une maniére
verbale. Elle doivent &tre incorporées par des exercices systématiques, pro-
longées dans la structure hiérarchique de nos habitudes intellectuelles, de
maniere qu’elles y participent non pas du dehors — comme des facteurs
hétérogénes — mais par engrenage automatisé dans le flux de I’action.

On peut envisager aussi au moins deux situations dans lesquelles ’appel
lucide & des regles heuristiques peut &tre profitable:

(a) L’étape préparatoire dans larésolution d’un probléme. Dans cette phase
on fait appel moins a 'inspiration qu’a une exploration systématique. Dans
cette étape nous pouvons nous servir avec succés de I’application délibérée
de certaines régles de conduite apprises. (b) Au cours de Peffort de résolution
apparaissent quelquefois des moments de déroute, de désorientation. Toutes
les voies semblent fermées. Dans une situation pareille on revient & la recon-
sidération intégrale des conditions, on reprend les faits dans une nouvelle
perspective, on pése et on confronte les arguments, on évalue les erreurs
commiises, etc. Tout ceci peut bénéficier de ’appel lucide aux régles heuristi-
ques.

Mais revenons-en au probléme du développement.

Un stade déterminé dans le développement intellectuel ne se caractérise
pas par un clavier de réactions singuliéres programmées d’une maniére uni-
voque. Ce qui est essentiel, c’est ’organisation hiérarchique, souple de
schémas de comportement — irréductible & un assemblage d’algorithmes —
puisque I’enfant doit &tre préparé a tenir téte 4 des circonstances variées,
partiellement imprévisibles.

L’enfant, décrit par Piaget, arrivé au stade des opérations formelles est
capable d’inventorier d’une fagon exhaustive les possibilités dans une cir-
constance donnée, de tirer une conclusion logique correcte & partir des pré-
misses données objectivement. Mais cet enfant ne posséde pas ’équipement
intellectuel nécessaire pour résoudre de maniére indépendante et créatrice
un probléme puisque I'intelligence décrite par Piaget n’inclut dans son pro-
gramme que des stratégies complétes et non pas aussi, des stratégies heuristi-
ques.
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Or, I’évolution des structures intellectuelles — sil’on admet que I'intelligence
signifie la capacité d’inventer une solution dans une situation nouvelle —
suppose également la constitution évolutive de certaines stratégies heuristi-
ques, plus ou moins générales, organisées hiérarchiquement, incluses dans
I’engrenage mental de chaque stade. En réalité nous savons trés peu de choses
aujourd’hui sur I’aspect didactique de ce probléme.

“Malheureusement, la question trés importante de 1’enseignement des
stratégies dans la résolution des problémes n’a pas été suffisamment dévelop-
pée”, affirme a juste titre A. Z. Krygowska (1966, p. 319).

Le probléme peut donc &tre formulé de la maniére suivante: quels sont
les moyens didactiques les plus appropriés a faciliter ’évolution des struc-
tures intellectuelles par 'intégration des procédés heuristiques dans Iactivité
cognitive de ’enfant?

Hans Freudenthal (1963, p. 31) faisait cette affirmation pertinente: “Si
I’on adopte I'idée de I’apprentissage de I'invention, la matiére qui doit &tre
analysée, avant qu’on ne construise un systéme d’enseignement, n’est plus
la matiére a enseigner, mais le processus d’invention de cette matiére”.

La préoccupation du développement, par une instruction adéquate, des
capacités créatrices en mathematiques (et, évidlemment dans toutes les
matiéres), doit conduire a une pédagogie de I'invention, qui prenne en con-
sidération tous les éléves et non pas uniquement ceux qui sont doués. Al
Rosca (1969, p. 23) a constaté cette chose trés importante pour notre dis-
cussion: seulement 209 des mathématiciens qu’il a interrogé, ont montré un
intérét constant pour les mathématiques a I’école secondaire.

IV. CONCLUSIONS

Admettant I’hypothése qu’un apprentissage structurel est possible (ou, ce
qui est la méme chose, que I’évolution des structures intellectuelles peut
étre accélérée), nous proposons qu'on envisage les stratégies didactiques
suivantes: (1) L’enseignement doit &tre structurel. La systématisation moderne
des mathématiques se préte trés bien & une telle stratégie, a deux conditions:
(a) ne pas oublier le cdté dynamique des relations conceptuelles en cause,
(b) ne pas oublier qu’un raisonnement éfficace n’est pas possible sans un
échafaudage d’automatismes. (2) Les connaissances et les habitudes mentales
correspondant A un certain niveau intellectuel, peuvent &tre assimilées plus
vite et d’une maniére plus durable si elles sont préfigurées dans le stade précé-
dent avec les moyens spécifiques A ce dernier. (3) L’enseignement par dé-
couverte facilite le transfert et la généralisation hiérarchique des procédés
acquis. Un enseignement qui vise les structures — et non seulement un simple
conditionnement —, doit donc susciter les efforts investigateurs de I’enfant.
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Un enseignement des stratégies heuristiques est possible et utile & condition
quelles soient effectivement integrées, par des exercices systématiques dans
les automatismes sous-jacents des raisonnements mathématiques.

Institut de Psychologie, Bucarest, Roumanie
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EMMA CASTELNUOVO

DIFFERENTES REPRESENTATIONS UTILISANT
LA NOTION DE BARYCENTRE

Mon exposé est, tout simplement, le compte rendu d’une expérience que je
viens de faire dans mon école 2 Rome, je dirais mieux que je viens de vivre
avec mes €éleéves de 13-14 ans, tellement le sujet nous a passionnés.

Permettez-moi, tout d’abord, de vous présenter bri¢vement I’organisation
de I’enseignement secondaire en Italie, et de situer mon école et mes éléves.
L’enseignement secondaire couvre chez nous huit ans: trois ans pour le
premier cycle qui est le méme pour tous les enfants (Agés de 11 A 14 ans) et
cinq ans pour le second cycle. Je suis professeur dans le premier cycle et
j’ai conduit mon expérience pendant trois mois dans les deux classes de
troisitme année, chacune d’une trentaine d’éléves (gargons et filles) 4gés de
13-14 ans. Les enfants appartiennent a tous les milieux sociaux. Je vous dis
tout cela car vous vous trouverez dans un moment en plein cours et il est
bon que vous sachiez d’ol viennent les observations, les discussions, enfin
toute cette vivacité.

Encore une précision, avant de commencer: ces enfants ne connaissent
presque rien du calcul littéral. Ce manque de culture a été fort significatif
car, pour surmonter des difficultés d’ordre algébrique, ils ont été obligés,
bien souvent, d’avoir recours a 'intuition géométrique ou physique, et ce
‘plongement’ dans le concret nous a fait revivre quelquefois les voies de la
pensée.

Le titre que j’ai donné a cet exposé est, sans doute, fort sibyllin. Je vais
m’expliquer: bien de fois, dans les années précédentes, j’avais remarqué
combien la notion de barycentre est formative: P'intuition géométrique dans
des sujets de mécanique conduit fort souvent a des erreurs, car il y a le
poids, la masse qu’on doit considérer et qu’on néglige lorsqu’on est ‘pris’
parla vision géométrique. Cette année j’ai voulu pousser I’étude jusqu’au cal-
cul barycentrique de Mobius dans le but de donner une idée des applications
modernes de ce calcul. Je dois dire que c’est la lecture d’un fort joli livre
de M. Freudenthal, La mathématique dans la science et dans la vie, qui m’a
suggéré ce sujet: dans un des chapitres M. Freudenthal traite, justement,
le calcul barycentrique et son application a la programmation linéaire. Or,
il s’agissait de mettre tout cela a la portée des enfants.

J’ai divisé le sujet en deux parties:

(a) le calcul barycentrique;

(b) quelques applications.
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A. LE CALCUL BARYCENTRIQUE

1. La loi d’équilibre du levier

Je dirai tout d’abord que bien souvent j’ai utilisé la notion de poids au lieu
de la notion de masse dans le but de mieux exciter la sensibilité des enfants.

On a pris une petite barre ‘sans poids’, on I’a pendue en utilisant un petit
anneau dans lequel la barre peut glisser (Figure 5) et on a écrit la condition
d’équilibre que les enfants avaient déja rencontrée & propos de la propor-
tionalité inverse:

my by =my by,

my, m, désignent les poids appliqués aux extrémités de la barre 4,4, (Figure
1) et b,, b, représentent les bras. Le point P autour duquel la barre s’équi-

by P by
A1' } ; F : 'A2

my

mp
Fig. 1.

libre est le barycentre du systéme. En P est concentré le poids m=m,; +ms,.
On a introduit, d’une fagon naturelle, le symbolisme

miA + myA=mP,

c’est-a-dire une masse multipliée par un point pour indiquer la masse con-
centrée dans ce point.

Par exemple, le barycentre du systéme 24, et 34, est un point P ol est
concentré un poids 5; brievement, on écrit:

2A1 +3A2 =5P.

La position de P est vite trouvée: il suffit de partager 4,4, en 5 parties
égales et d’en prendre 3 2 partir de 4, (et donc 2 a partir de 4,).

11 est évident que I’équilibre n’est pas altéré si I’on double en méme temps
les deux poids m,, m,, ou si 'on les multiplie par un nombre quelconque.
Donc, en général, a tout point P d’un segment 4,4, on peut faire corres-
pondre une infinité de couples équivalents. Pour fixer un couple on fait la
convention de choisir m,, m, de fagon que leur somme soit égale a 1:

(1) m1+m2=1.
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my, m, avec la condition (1) sont les coordonnées barycentriques du point P.
Les coordonnées barycentriques d’un point sont donc des poids.

Dans le cas précédent les coordonnées barycentriques de P sont et 2

Or, tout cela, qui pour un adulte ne pose pas de problémes, a susmte un
tas de questions de la part des éleves. En effet — et il suffit de rappeler les
recherches de Jean Piaget & propos de 1’équilibre du levier — cette loi marque
le passage de la logique de I’enfant a celle de I’adolescent, et concerne donc
I’age des nos éleves. Les enfants, en effet, sont amenés a substituer a la loi
additive (poids plus bras) la loi multiplicative. Dés qu’ils arrivent 3 se rendre
compte que c’est la loi multiplicative qui donne I’équilibre, ils sentent le
besoin de comprendre le pourquoi par des moyens qui ne sont pas seulement
expérimentaux: ‘“d’autant plus — remarquent certains — que si ’on voyage
vers la lune le poids n’a aucune signification”. En regardant encore le levier
en équilibre ils sont conduits & remplacer la sensation physique par la vision
géométrique: ils ‘voient’ des rectangles pendus ayant la méme surface

(Figure 2).

A
T

P
—— 4
e
—
|
|
1

==

Fig. 2.

2. Le triangle barycentrique

On est vite passé de la droite au plan: de la barre a un triangle ‘sans poids’,
réalisé avec un filet & mailles serrées (Figure 6). On a appliqué des poids
aux trois sommets et on a suspendu le triangle. On a vu que si les poids sont
égaux, par exemple égaux a 1, le barycentre se trouve dans une position
particuliére qu’on a établi en se basant deux fois sur la loi du levier (Figure
3): si le triangle est ABC on determine le barycentre 2D entre 14 et 1B, et
puis le barycentre 3P entre 2D et 1C.

Les enfants connaissaient déja la propriété du point d’intersection des
médianes: on I’avait obtenue a partir de considérations géométriques sur le
triangle équilatéral, et on I'avait généralisée 3 un triangle quelconque en se
basant sur les propriétés de I'affinité. Maintenant, en s’appuyant sur la loi
du levier, chaque point P du triangle (Figure 4) — et nous prenons un triangle
équilatéral, bien que toutes les considérations qu’on va faire soient valables
pour un triangle quelconque — reste caractérisé comme barycentre de trois
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poids convenables m,, m,, my appliqués aux sommets. C’est-a-dire que,
pour tout triplet m,, m,, ms, il existe un point et un seul (car on peut dé-
montrer que si, pour la determination du barycentre, on suit une autre voie
on tombe toujours sur le méme point) tel que le triangle suspendu par P est
en équilibre.

1c

1A 1B

Fig. 4.

Afin d’établir une correspondence bi-univoque entre chaque point du
triangle et un triplet m,, m,, m; on fait la convention:

) my+my;+my=1.

m,, m,, my avec la condition (1) sont les coordonnées barycentriques d’un
point P du triangle. Les coordonnées barycentriques d’un point sont donc
des poids. Or, exactement comme cela s’était passé pour la barre-levier, les
enfants ne sont pas satisfaits de la seule signification physique. Tous sou-
tiennent que les coordonnées barycentriques doivent étre liées aux distances
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Fig. 5.
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Fig. 6.
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PA;, PA,, PAy: “Si le poids m, est plus grand, la distance PA, est plus
petite”. L’idée d’une proportionnalité inverse surgit. “Mais non — dit quel-
qu'un - il 0’y a pas un rapport constant car si I'on réduit m, a la moitié,
tout en gardant égale la somme des trois poids, il n’est pas vrai que la dis-
tance P4, devienne le double.” Alors on pense au levier, mais, en raisonnant
mal par analogie, on tombe encore une fois dans Ierreur. Une fillette dit:
“Je vois trois rectangles pendus qui ont pour base la distance de P 3 chaque
sommet et pour hauteur les poids ‘stylisés’ en vecteurs”. On donne des
valeurs aux poids, on applique le théoréme de Pythagore pour déterminer
les longueurs PA,, PA,, PA;, mais, hélas! ... les surfaces qui en résultent ne
sont pas égales.

Pendant ces discussions auxquelles tout le monde participait avec — dirais-
Je — ‘éxubérance’, un gar¢on avait fait le dessin de la Figure 7. Ce dessin
suggére deux solutions. L’un dit: “Voila, nous sommes dans Pespace; il ne

As

Fig. 7.

peut pas s’agir de surfaces égales mais de volumes”. Et il vérifie par le dessin
de la Figure 8 que les volumes des trois parallélépipédes ayant pour bases
les parallélogrammes de diagonales PA,, PA,, PA;, et pour hauteurs les
vecteurs représentant des poids appliqués respectivement 4 4,, 4,, A, sont
égaux.

Le méme dessin suggére & d’autres camarades une interprétation physique
(Figure 9): “C’est comme si le point 4, était tiré par une corde en direction
4, avec une force égale a 1, et par une corde ayant la direction A3 avec une
force égale & 2”. On a donc été conduit 2 étudier la composition des forces,
des vecteurs. Un éleve a réalisé le dispositif que vous voyez dans la Figure
13; il s’agit de ceci: trois fils liés par un nceud portent a I'extrémité des poids.
En superposant cet arrangement 3 un triangle rigide tenu horizontalement,
de sorte que les fils descendent des trois sommets, on observe que le nceud
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Fig. 8.
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se deplace ici et 1a selon les poids appliqués. En particulier, il prend la po-
sition du centre du triangle si les trois poids sont égaux. Ce dispositif montre
la composition des forces et, en méme temps, caractérise chaque point du
triangle comme barycentre de poids convenables.

C’est toujours le méme dessin qui a suggéré une autre observation. Un
éléve a mis en évidence que les segments (Figure 10) A5 E, A,F, A, M, A;L,
A H, A,K indiquent graphiquement la valeur des poids m,, m,, m,. Voild
Pinterprétation classique de la signification géométrique des coordonnées
barycentriques.

3. L’équation d’une droite

La signification géométrique des coordonnées barycentriques conduit tout
naturellement & donner un ‘nom’, c’est-a-dire une équation aux droites
paralléles aux cotés du triangle: par exemple (Figure 11) la droite qui ‘dé-

>n®
v, m

/ KA 3
mA, {/ F—1 maAz

_ 2
mz=-g m

=3
)

11}
ol

Fig. 11.

tache’ un segment m, =% 4 partir du c6té opposé a 4, aura ’équation m; =%;
celle qui détache un segment m,=2 a partir du cdté opposé 4 A, aura
P’équation m,=2%; et 'autre aura 1’équation m;=2. On comprend donc que
les droites paralléles & 4,45, A3A;, A, 4, ont respectivement pour équation

m1=k, m2=k, m3=k.

On pourrait aussi trouver 1’équation de ces droites en exprimant la condition
d’équilibre d’un triangle matériel qui ‘se balance’ sur un axe, comme s’il
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s’agissait d’une lame de couteau. Dans la Figure 14 vous voyez un triangle
en bois qui est en équilibre sur une planchette trés mince. Voila le raisonne-
ment qui vient tout spontanément: si le triangle doit étre en équilibre sur
une droite, par exemple sur la droite r de la Figure 12, une partie m} du

m3As

Fig. 12.

poids m, doit équilibrer le poids m,, tandis que I’autre partie m] doit équi-
librer le poids m,. C’est comme §’il y avait deux leviers 4,4, et A;A5. Les
conditions d’équilibre

mi S=m 2° 1

m’l, ¢ 5 = m3 ¢ 1

donnent, par addition, I’équation de la droite »
6)) Smy =my + my.

De cette équation, qui a un aspect plus significatif du point de vue physique,
on peut passer a la forme

my =%’

qu’on avait trouvé tout a I’heure, en se rappelant que m, +m, +m3=1.
C’est toujours la méme méthode, voir la division d’un poids en deux, qui

nous a conduit & écrire I’équation d’une droite quelconque. Par exemple,

pour trouver ’équation de la droite s dessinée dans la Figure 15 on a par-
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Fig. 13.
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Fig. 14.
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tagé le poids m; en deux parties, 'une mj équilibrant le poids m,, et 'autre

mj équilibrant le poids m,. En additionnant les deux conditions d’équilibre
on trouve I’équation

6M3 = 9m1 + 2m2 .

m3Az

Fig. 15.

1l faut remarquer que pour établir 'équation d’une droite on pouvait aussi
se baser sur la notion de moment axial, en ‘se libérant’ ensuite de cette notion
métrique par des considérations sur la similitude des triangles, considéra-
tions qui permettent de remplacer les distances des trois sommets de la droite
considérée parles segments determinés par cette droite sur les cotés. De cette
fagon, au lieu de partager un poids, on est conduit & ‘altérer’ les bras: dans
I'exemple précédent on reduit les bras 43P et A;Q de m; au méme nombre
de parties: 6 (Figure 16). Les bras de m, et m, deviendront évidemment
composés de 9 et 2 parties. On peut alors écrire tout de suite la condition

mzA;

Fig. 16.
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d’équilibre qui est ’équation de notre droite s:
m3'6 = m1‘9 + m2°2.

4. Droites paralléles

On avait remarqué avec les enfants a propos des droites paralléles aux cotés
que la forme non homogene de ’équation indique si deux droites sont paral-
Ieles: par exemple les droites m;=% et m;=% sont paralleles; I'équation
différe seulement par le terme connu. La méme chose arrive pour une droite
quelconque. Par exemple la droite d’équation

6m; =9m, + 2m,

peut s’écrire, par élimination de m; (étant donné que m; +m,+my=1),
comme Ceci:

15m1 + 8m2 =6.

Le terme ‘6’ a une signification géométrique: il distingue les droites d’un
faisceau de droites paralltles. On peut, de cette fagon, écrire I’équation de
la parallele A cette droite passant par n’importe quel point: par exemple,
les paralleles passant par 4, A,, A5 (Figure 17) auront pour équations

Fig. 17.
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respectives:

15m, + 8m, = 15
15m, + 8m, = 8
15m1 + 8m2 =0.

De maniére générale, I’équation d’une droite paralléle a la droite issue de
Aj; et d’équation:

amy; + bm, =0
est la suivante:
amy + bm, =k.

5. Inéquations et demi-plans

Pendant notre travail sur les droites on avait trouvé qu*une droite passant
par un sommet du triangle a une équation bien simple. Par exemple, la

Aj

Aq Az
Fig. 18.

droite ¢ (Figure 18) passant par 4, et le milieu P de 4,4, a I’équation
m2 = m3 s

car C’est justement 13 la condition d’équilibre du triangle sur ‘la lame de
couteau’ ¢.
11 est évident que si ’on a I'inéquation

m, > msy

le triangle penche du c6té de 4,.
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L’inéquation
m, < ms

caractérisera le demi-plan contenant 4.
Ces considérations d’ordre physique sont valables évidemment aussi pour

I3

une droite quelconque. Par exemple, la droite v (Figure 19) d’équation

2m1 = 3m2 + 5m3
Az

A } i } Az
\V

Fig. 19.

partage le plan en deux demi-plans & chacun desquels correspond une in-
équation, et précisement: I'inéquation

2m; > 3m, + Smy

caractérise le demi-plan contenant A, car le triangle, si cette inéquation est
valable, penche 