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LES REPERCUSSIONS DE LA RECHERCHE SUR L'ENSEIGNEMENT

par
H., Behnke
(Miinster)

La liaison étroite entre Recherche et xnseignement est
une vieille tradition dans les Universités européennes.
£n se trouvant devant la liberté de 1l'enseignement uni-
versitaire et le travail de recherche, le nouvel étudiant
ressent dés son entrée en faculué l'atmosphere exaltante
qui s'en dégage et qui est tellement différente de celle,
autoritaire, du lycée. En méme temps les evuaiants consta-—
tenv, avec regret, gque leurs proresseurs de raculu€ sonu
Trop absorbés par leurs travaux de recherche pour s'occu-—
per d'eux comme l'ont fait ceux du lycée. L'équilibre en—
Tre ces deux expressions de la science - enseignement evu
recherche — est conuinuellement remis en question. Chez
Gauss la recherche prédominait a tel pbinm que l'enseigne-
ment ne jouait qu'un rdle secondaire et souvent génant pour
lui. Il est vrai gu'il n'enseignait jamais les mathématvigues
pures, mais uniquement l'astronomie et la géodésie. Chez
Weierstrass et Félix Klein, la recherche et 1'enseignement
s'équilibraient. £nfin les cours brillants de Herglotz
furent des chefs-d'oeuvre en leur temps.

Auxdifférentes époques et dans les différents pays
1'importance attachée & la recherche et & 1l'enseignemens
ont varié, De nos jours la recherche est genéralement beau-
coup plus estimée que l'enseignemeni. ies chaires de re—
cherche ont €té créées pour des professeurs déchargés de
toute tlche d'enseignement, et ce sont ces chaires qui sont
les plus enviées de l'université. Le conge qu'un proiesseur
demande par intervalles pour son travail de recherche, de-
vient de plus en plus chose courante. Il est tris rare gutun
professeur de mathématiques fasse par exemple deux cours



a quatre legons hebdomedaires par semestre. Pourtant on
ne travaille pas moins qu'autrefois, bien au contraire!
La vie d'un professeur a pris un rythme affolant. On pu—
blie de plus en plus. Ln outre l'augmentagion du nomore
des mathematiciens dauns les universicés s'est répercusee
a son wour sur le nomore ei le volume des publications.
Les trois grandes revues mondiales spécialisées dans le
recensement des publications mathématiques en donnent la
preuve: elles éclatent.

Pourtant cela ne signifie nullement que la recherche
mathématigue prolifere & la fagon désordonnée du cancer.

Si nous voulons examiner de prés 1'influence directe de

la recherche sur l'enseignement universitaire et 1l'influen-
ce indirecte sur l'enseignement secondaire, il faut parler
de la nature méme de la recherche mathématique. Ce faisant
je veux prendre position devant le livre de A.J. Witten—
berg: "Bildung und liathematik", qui atteint incontestable-—
ment des sommets et révéle des possibilités, mais & mesure
gue je me plonge dans ce livre il me paralt de plus en plus
dangereux, voire destructeur pour notre vie mathématigue.
Je suis d'avis que VWittenberg méconnait précisément la na-—
ture méme de la recherche.

La recherche mathématique se situe entre les sciences ex—
périmentales d'une part et les sciences humaines telles que
philosophie, littérature etc. d'autre part. Un grand nombre
de disciplines mathématiques sont issues de 1l'effort d'expli-
cation et de conguéte de la nature, mais en tant que théories
mathématigues elles ont une existence indépendante de la
réalité concrdte. Dens les sciences expérimentales se po—
sent des questions - concrites - qui réclament une solution
indépendamment du point de vue - subjectif — du savant.

A 1'opposé de cela, toute recherche littéraire ou philoso-
phigue contient dans sa présentation 1'empreinte subjective
de chaque savant et le risque inévitable de présenter peu
d'intérét et de rester en marge du développement scienti-
figue ou littéraire ultérieur. L'influence d'un travail
mathématique sur le monde scientifique dépend souvent de
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la fagon dont le savaent traduit sa pensée. Un autre pourra
écrire "la méme chose" et passer totalement inapergu. Il en
va tout autrement dans les sciences expérimentales: ces
qualificatifs ne s'y appliguent pas de la méme fagon. Si
un exposé est exact et si les résultats contens n'ont pas
fait l'objet de travaux antérieurs, on pourrc toujours leur
attribuer la mention suivante "un jour on devait trouver
cela" ou "nos connaissances s'en trouvent enrichies". Voi-
14 en guoi les mathématiques se rapprochent des discipli-
nes philosophiques et littéraires. Le risgue gu'un travail
mathématique original, conduisant méme & des résultats
nouveaux, soit sans aucune portée mathématijue est inévi-
table. Tout mathématicien un peu en vue se voit dans 1'0b-
ligation de se défendre contre ce genre de travaux ou de
conférences ol 1l'on ne peut relever aucune faute, gqui ap-
portent des résultats nouveaux et qui sont pourtant sans
intérdt. La rédaction de toute revue consacrée aux recher-
ches methématiques doit se soucier du contenu du travail
qu'on lui présente. I1 ne suffit pas d'apporter des résul-
tats nouveaux pour qu'un article soit accepté. Evidemment
ces criferes extra-mathématiques sont tres aitfticiles a
appliquer et donnent lieu & des discussions incerminaples
ey des divergences d'opinion insolubles. 1ls doivent pour-
tant &tre appliyués dans l'interct de la répuvation de la
revue, Les critéres se resumeni dans les gquesvions concer—
nans la valeur d'un travail, la concision de l'exposé, la
fécondité des réflexions, l'économie des moyens mis en
oeuvre, l'opportunite des démonstrations. Ce sont la des
criteres voisins et pourtant distvincts. 5i leur énoncé
parfois manque de précision, c'est leur emploi judicieux
qui est le propre du mathématicien qualifie et lui permet
de se retrouver dans 1'énorme flot de résultats, certes
possibles, mais souvent en dehors des courants actuels.

Le mathématicien chargé de trier ces communications ne

8'y sent pas trop & 1l'aise, parce gqu'il lui est difficile
de faire comprendre les principes de son choix au non—
initié.
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Tout cela est évident pour le mathématicien, mais je
tiens & souligner que ces criteres s'appliquent automatique—
ment et péremptoirement & la recherche mathématique. Dans
son livre A.J. Wittenberg les cite comme étant le signe dis-
tinctif des mathématiques scolaires. Zn lisant ce livre on
2 l'impression que contrairement aux mathématiques scolaires
idéales - qui sont pourtant un important domaine de la Mathé-
matique - la recherche n'est gu'une plante folle poussant de
fagon désordonnée. Pourtant, il n'en est rien!

Les critéres cités ci-dessus se réduisant & des appré-—
ciations du genre "sans intérét" ou "du plus grand intéretn,
contiennent donc des facteurs subjectifs variables au cours
des temps; la recherche mathématique, plus que celle des
autres sciences naturelles, dépend donc des préoccupations
actuelles de ses adeptes. Certaines disciplines ont été
considérées & un moment donné comme fondamentales et du
plus haut intérét. Tlles ont paurtant été releguées ensuite
& l'arriére-plan et méme purement et simplement oubliées.
C'est le cas des développements apportés & la géométrie
élémentaire grecque et de l'analyse combinatoire, tels
qu'on les étudiait vers 1800. De méme la théorie géomé—
trique des courbes algébriques, la géométrie descriptive
et la théorie des fonctions elliptiques ont perdu le rdle
prépondérant gu'elles avaient au cours du 19°me siécle.

Les résultats de ces disciplines, qu'on croirait oubliées,
se retrouvent implicitement dans les théories actuelles
beaucoup plus générales et abstraites, mais méme le mathé-
maticien qui ne se serait pas tenu au courant des idées nou-
velles ne saurait les y retrouver.

De méme des branches de la recherche qui sont actuelle-
ment en pleine croissance tomberont peut-8tre pour un temps
ou & jamais dans 1'oubli. Ceeci n'arrive jamais par hasard
ou comme résultat d'un caprice de la mode. Il y a toujours
des raisons concrétes a4 un tel recul. Les mathématiciens
sont beaucoup trop individualistes et ont trop peu de res-
pect envers leurs prédécesseurs pour accepter a la longue
le point de vue ou l'appréciation de quelqu'un d'autre sans
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les soumettre & une critique serrée. Tout est continuelle-
ment remis en question et réexamineé.

La jeunesse mathématique veut se ruer vers ses creations
propres. Elle ne veut pas commencer par apprendre Trop de
choses pendant trop longtemps d'une fagon purement passive.
Un savoir trop encyclopédique de l'enseignany lui répugne.
Seul le meitre qui sait la confronter de bonne heure avec
des problémes intéressants non résolus, qui est capable
de lui montrer des vues nouvelles et qui lui apporte des
suggestions, peut attirer a lui cette génération montante
férue d'indépendance. De ce point de vue, David Hilbert
(1862-1943) reste inégalé. Aucun autre mathémaiicien - dans
la mesure ol je suis 4 méme de juger 1'hisioire de ces der—
niers siécles — n'a pu se mesurer avec lui de ce cdté. 11
a tracé la voie des recherches a toute une geénération de
mathématiciens allemands et méme étrangers. On se demande
ce qu'il faut admirer le plus chez lui: ses créations per-
sonnelles exceptionnelles ou son efficacité d'enseignant,
dont la manifestation la plus éclatante reste la conféren—
ce faite & 1'Exposition Universelle de Paris en 1900, ol
le maitre énuméra les fameux 23 problémes, dont la solution
serait d'un intérét capital pour le progrés de la science.

Dens les rares ouvrages consacrés a la recnerche mainé—
matique elle-méme, la notion de liberte du chercheur occupe
une place importante. Hilbert et Poincare ont particuliere-
ment insisté sur ce point.

Cette liberté a un triple aspect:

19 elle existe du fait que les recherches ne sont pas sub-—
ordonnées aux moyens matériels. On connait des découvertes
methématiques faites dans des camps de prisonniers, des
prisons ou des asiles d'aliénés.

2% On fait de la recherche pour la connaissance et non
pour l'application des solutions a des problemes extra-
mathématiques des sciences expérimentales ou de la tech-
nique. Ce point de vue a été défendu passionnément notam—
ment par l'éminent mathématicien anglais H.H. Hardy au
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cours d'une conference faite au cours de la premiére guerre
mondiale. 11 a dit, et on doit tenir compte des circonstan—
ces, que les mathématiques sont une science inutile, par
Tapport p.ex. a la défense militaire.

D'autres opinions s'opposent a cela. Je citerais en exem—
Ple l'oeuvre de toute la vie de Hermann Weyl, ce grand clag-
sique des mathématiques des derniéres décennies. Les be-
soins constants de la physique en moyens mathématiques nou-
veaux lui ont donné des impulsions toujours renouvelées.

Que celui qui veut ressentir le sentiment de satisfaction
caugé par la prise de conscience de l'harmonie entre mathé-
matigues, physique et philosophie, lise les oeuvres de H.
Weyl! Lt'idée que la liberté des mathématiques puisse &tre
menacée par les exigences des sciences expérimentales, ne
lui viendra jameis a l'espris.

3° I est vrei que le mathématicien est libre en créant ses
notions, théorémes et théories conformément aux lois de la
logigue. Néanmoins, cela peut mener & 1'étroitesse de vues,
au grotesque, voire & l'absurdité. Mais en fin de compte,
les mathémetigues se développent suivant des nécessités in—
ternes absolues. Il ne s'agit pas seulement de trouver des
résultats nouveaux, mais il s'agit de faire comprendre au
monde scientifique leur importance et la justification de 1la
maniére particulidre dont ils sont présentés. D'une con-
férence qui ne respecterait pas ce critére élémentaire, il
ne resterait gue de la poussiire de craie, d'un tel article
Trien que du papier giché. La famille universelle des savants
fait en peu de temps une sélection qui n'est soumise & aucu-
ne volonté humaine individuelle. Ce tri se fait uniquement
suivant les besoins de la spécialité., Celui qui a suivi le
développement de 1'algibre au cours du dernier demi-sgizcle,
doit &tre fasciné, suivant les propres termes de H. Weyl
par la fagon dont se sont enchainées, voire encastrées les
démarches intellectuelles propres 2 chaque savant dans la
marche inéluctable de toute la discipline vers le progrés.
On ne s'en rend compte qu'apres coup. 4uparavant on avait
remarqué tout au plus que les mdmes découvertes étaient
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souvent faites simultanément en des lieux différents.
L'exemple le plus conmi est la découverte du calcul infi-
nitésimal par Leibnitz et Newton. hinsi la liberté indivi-
duelle Gu chercheur n'esv nullemeni synonyme a'arpitraire
dans le developpement de nosre science.

Cela est trés important pour les réflexions qui vont
suivre, puisque nous tenons a connaitre les liens entre
les trois grands domaines de la vie mathématique: la re—
cherche, 1'enseignement universitaire et 1'enseignement se-
condaire et & discuter la critique qui leur est faite. Seule
la recherche ayant une signification objective, étant autre
chose qu'un jeu entre chercheurs, justifie 1l'influence con-—
tinue qu'elle exerce sur l'enseignement. liais nul ne saurait
contester qu'en dépit de gquelques floraisons étranges et
éphémétes aux limites de 1l'immense domaine de la recherche,
celle-ci se développe sainement et vigoureusement.

Des connaissances nouvelles ménent toujours a réexaminer
et a repenser ce qu'on avait acquis antérieurement pour que
les résultats anciens, éclairés par les découvertes nou-
velles gagnent encore en clarté dans leur forme nouvelle.
Lthomme plus &gé, qui a tout appris autrement, se méfie fa-
cilement des notions nouvelles et des édifices nouveaux.

I1 a de la peine & saisir les notions nouvelles, a réviser
ses connaissances et & réorienter sa pensée. Il serait dé-
plorable que cela entraine implicitement des motifs de
refus du nouveau. &n tant que representant de la vieille
génération, je ne saurais donner raison & ceux qui accusent
la jeunesse actuelle de courir apreés tout ce qui est nou-
veau, uniquement par godt du nouveau, &lle suit en réalité
celui qui sait lt'impressionner, la convaincre. Aucune ca-
tégorie de jeunes n'est aussi réfractaire a toute autorité
que la jeunesse matnématique, en commengant par les étu-
diants des premieres années jusqu'aux jeunes professeurs.

Dang le premier domaine mathématique, celui de la re-
cherche proprement dite, les méthodes qui ne s'appuient
pas sur les faits énoncés, ne sauraient avoir de consgé-
quence concréte, qu'elles soient appliguées par la vieille
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génération ou par la jeune! Les caprices de l'individu sont
compensés par l'action d'un nombre immense de gens qui se
font indépendamment les uns des autres une idée du sujet
en le traitant dans des cours, des séminaires de recherches
et des examens. Le fait que les recherches mathématigues
sont totalement accessibles & tous les intéressés n'a eu
que des conséquences heureuses.

J'ai @éja indiqué dans guelle mesure prodigieuse la re-
cherche mathematique et la littérature correspondante se
développent. Cela méne nécessairement a une spécialisation,
un phénomene qui a pris une allure inquiétante au cours des
derniéres décennies.

I1 y a pourtant, comme H., Veyl le montre, une tendance
unificatrice qui s'oppose & cette division en spécialités:
c'est la méthode axiomatique qui est devenue le signe dis—
$inctif de la mathématique contemporaine Autrefois, et cela
est encore valable pour tout le 19* eme siecle, on s'en est
servi avant tout pour assurer les fondements de la géométrie
et a la fin du siecle aussi pour les fondements de l'analyse.

Aujourd'hui elle est 1l'outil principal de la constructim
de toutes les disciplines. Cela a commencé par l'algdbre.
Les notions de groupe, d'anneau et de corps en sont des
exemples. Ce développement a gagné ensuite la théorie des
espaces topologiques, la topologie combinatoire, les grou-
pes continus, l'analyse fonctionnelle, les variétés com—
plexes etC...

Ce qui fait la plus grande force des mathématiques con-
temporaines, ce sont les interactions entre les efforts de
la méthode axiomatigue et les efforts d'améliorer les démon-
strations. Lorsqu'on peut restreindre le nombre des axiomes
nécessaires pour la démonstration d'un théorecme fondamen—
tal, celle-ci devient la plupart du temps plus claire. Une
telle généralivs_ation par la réduction du nombre des axiomes
se présenie soujours dans le cas ol la demonstration la
plus simple et la plus claire est fournie.

L'gxiomatisation des mathematiques a eu une autre conse-
quence au cours des dernieres décennies. La question est
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maintenans de savoir si les mauthematiques dans leur totali—
%€ ne doivent pas &tre reconstruites, Les divisions tra-
ditionnelles en algebre, géométrie et analyse, ne sont-elles
pas complétement dépasséés? Les mémes systemes d'axiomes
"interprétés un peu autrement" se retrouvent dans plusieurs
disciplines. Il y a par exemple des groupes algébriques

et des groupes géométriques que nul ne penserait a disso-
cier et a traiter séparément.

De méme on ne sépare plus la divisibilité des nombres en—
tiers d'un corps algébrique de la divisibilité des polyndmes
sur un corps. Il s'agit plutbét de deux réalisations de la
méme structure, et leur théorie est construite indépendamment
de ses représentants. Les relations d'ordre et de divisibi-
1ité — des nombres réels - ont une structure identique. Les
mathématiques se simplifient précisément davantage, lors-
qu'on étudie ces relations sans se demander & quel objet
elles s'appliquent., Cette théorie des relations n'a plus
sa place dans 1'algtbre ni dans l'analyse, mais forme une
structure-mére & elle.

11 existe trois types de ces structures-méres: celle de
l'algebre, celle de la topologie (caractérisée par la no—
tion de voisinage) et celle que je viens de mentionner. =n
combinant les différentes structures-meres on arrive a
des systémes d'axiomes plus vastes avec des congéguences
plus étendues, et finalement on retrouve les fondements de
la liathématique classiquex la géométrie euclidienne et les
nombres réels. Comme on rassemble ainsi tant de sujets qui
sont restés éparpillés jusqu'ici, toute la mathématique
s'est condensée, et ses disciplines qui s'étaient éloignées
de plus en plus les unes des autres au cours du dernier
sitcle ont été réassemblées.

La premiere grande tentative d'une telle oeuvre complé—
te est une entreprise collective frangaise. Aujourd'hui
les "Eléments de Mathematique" de Bourbaki sont connus de
tous les spécialistes. Il se peut que Bourbaki bouleverse
de lui-méme sa présentation ou que de nouvelles recherches
apportent des améliorations importantes, mais cette ten—
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dance d'unifier & partir de l'axiomatisation et de l'abstrac-
tion restera, parce qu'elle rend plus efficaces et plus clai-
res les conclusions mathématiques.

Regardons maintenant le deuxiéme domaine des mathémati-
ques: 1'enseignement universitaire. Aucune discusgsion ne
semble nécessaire en ce gqui concerne 1l'enseignement s'adres-
sant 4 des étudiants qui ont déji fait trois ans et plus
d'études & l'université.

La question se pose tout a fait autrement pour les débu~-
tants. Récemment j'ai remis l'accent sur le fait qu'il est
nécessaire par principe de tenir compte de considérations
didactiques, lorsqu'on écrit des manuels ou lorsgu'on fait
des cours z ces étudiants. Cette thise est loin d'étre in-
contestée et les universités allemandes ne s'y conforment
pas en général. Un enseignement donné par des professeurs
engagés dans la recherche et qui croient méme devoir se 1lé-
gitimer par leurs recherches personnelles, est dans la na-
ture méme de 1l'Université. C'est pourquoi on trouve si na-—
turel que l'esprit de leurs recherches se retrouve sans
cesse dans leurs cours. Pour rester dans la tradition uni-
versitaire européenne, on se doit de respecter cet état de
choses, tout en faisant une part plus large aux considéra-
tions didactiques. C'est urgent surtout en ce qui concerne
la répartition des matieres. La formation de .base donnée
par 1'Université ne doit pas &tre spécialisée outre mesure.
La spécialisation viendra toujours assez t6t!

Ces considérations didactigues sont indispensables pour
traiter certains sujets, et dans beaucoup de pays on n'y
pense pas suffisamnent. Sans aucune formation pédagoziiue,
des professeurs font leurs cours en raisonnant en mathéma-
ticiens expérimentés devant des étudiants dévutants. En
général, c'est trop abstrait et la motivation est insuffi-
sante, si elle n'est pas tout simplement inexistante. Cela
repousse bien des jeunes qui auraient pourtent pu étre
gegnés & une bonne formation mathématique, si le passage
du Lycée a 1'Université s'était fait d'une fagon un peu
moins abrupte. Chez beaucoup d'entre-eux cela giche jusqu'a
la compréhension.méme de la nature des mathématiques, si
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bien que celles-ci leur apparaissent comme un pur jeu de
i'esprit et non comme un monde qui, tel qu'il est, se dé-
veloppe selon ses lois internes. "Au cours des derniéres an—
nées, ce probléme a été traité en détail et j'ai pris une
part active a ces avertissements.

Les restrictions précédentes, qui s'appliquent avant
tout & 1'enseignement universitaire, ne doivent pas nous
faire oublier notre thése principale, & savoir que les étu-
des doivent étre dominées & tout moment par les méthodes
actuelles. Donc les notions modernes telles gque 1'axioma—
tisation et 1'abstraction doivent revenir constamment, ne
flt—ce que pour concentrer et harmoniser les résultats par-—
ticuliers. Si cette condition n'était pas remplie, il ne
saurait 8tre question d'un cycle complet d'études dans le
sens traditionnel des universités européennes.

Evidemment on pourrait se demander s'il vaut vraiment
mieux de faire faire &4 un futur professeur de lycée ses
études & une faculté, ou s'il ne serait pas préférable de
lui donner sa formation dans un institut pédagogique. Dans
ce dernier cas, le troisidme domaine des mathématiques se—
rait irrémédiablement séparé des deux autres. Personnellement
Je déplorerais une telle séparation comme un désastre gui
mettrait fin a une grande tradition. ligis celui qui approu-
ve les idées fondamentales du livre de Wittenberg, se doit
de se prononcer pour cette separation et par voie de con—
séquence pour la formation des maitres dans des instituts
pédagogiques car — je cite — "Le spécialiste ne veut pas
comprendre sa machine mathématique, il veut travailler
avec elle" (p. 53). Plus loin nous lisons: "Il ne faut
pas transformer en titre de noblesse la contrainte Jui con-
duirait le spécialiste & restreindre artificiellement ses
"rencontres" avec les mathématiques".

A mon avis il serait extrémement dangereux de miler la
notion subjective de'rencontre" & la discussion de 1'ensei-
gnement des mathématiques. Nous tomberions dens un sub jec—
tivisme difficilement contrdlable. Ainsi i1 vourrait arri-
ver qu'un éléve qui - selon les critéres pédagogiques —
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aurait eu une "rencontre" marquante avec les mathématiques,
80it peu doué pour la pensée logique et la découverte, tan-
dis qu'un autre éleve viendrait a2 pout de la matiéere d'une
fagon absolument souveraine, sans qu'il ait eu cette fameu-
se "renconire". Uerriere ce dernier se cacherait un spécia-—
liste dont la rencontre avec les methémati-ues n'aurait été
qu'artificielle et mutilée., Voila ce gu'il faudrait conclu-—
re aprés avoir lu Wittenberg. Quelles étranges conclusions!
ligis Wittenberg n'emt pas seul. On constate souvent la méme
attitude chez les représentents de la pédagogie. le la
vient, me semble-t-il, le plus grand danger pour le lycée,
la disparition du principe du rendement pédagogique. La
dégradation du lycée entrainerait celle de l'université
européenne. Pour cette raison les professeurs de faculté

se doivent de contribuer & la défense de ce troisidime do-
maine de la vie mathématijue.

Pour 1'instant, une part importante de nos étudiants
sont toujours des aspirants-professeurs. Il y a seulement
dix ang, la grande majorité des étudiants des facultés al-
lemandes se destinsient & l'enseignement. Ces temps sont
déja révolus. Soignons donc tout particulisrement la forma-
tion de ces futurs professeurs et gardons-nous bien d'en—
voyer toujours nos meilleurs éléments déhs les administra-
tions et dans les entreprises. Faisons comprendre & nos
étudiants qu'un professeur a une influence intellectuelle
beaucoup plus vaste et profonde qu'un licencié travaillant
dans une administration ou dans l'industrie. Les meilleurs
de nos 4léves apportent de l'oxygene a 1'atmosphére du
lycée. L+ ylus actifs d'entre eux essayeront de repenser
et de réformer les programmes. Seul le professeur qui sait
éxprimer ses idées a lui sera suivi par ses éleves. Pour
cette raison, il est tout naturel que l'esprit gui a in-
fluencé les étudiants pénétre avec un certein retard dans
les salles de classe. Cela arrivera toujours, malgré les
obstacles disposés par une administration qui veut pour
des raisons purement bureaucratiques que les programmes
soient fixés une fois pour toutes, malgré l'obstacle cau—
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gé par le simple tait que les classes changent de proles-—
seur, malgré le "droit" que croignx avoir les redoublants
d'étre confrontés une nouvelle fois avec le programme de
l'année précédente, malgfé enfin les parenvs qui exigenwy
que leurs enfants n'apprennent surtout rien d'autre que ce
gu'ils ont appris eux-mémes il y a quelgues dizaines d'an-
nées.

Le but de cette conférence ne saurait &tre de faire des
suggestions pour la réforme de 1l'enseignement secondaire.
e serait une téche bien difficile puisque les buts de
cet enseignement sont si complexes. Je m'oppose simplement
aux "terribles simplificateurs" et aux dogmatiques. I1 ne
doit pas y avoir une seule partie des mathématiques ol
la maniére de traiter soit déterminée de fagon immuable.
Dans 1'intérét de l'authenticité de 1'enseignement tout
doit &tre continuellement réexaminé et l'on ne doit surtout
en aucun cas interdire par principe l'entrée de toute idée
nouvelle dans l'enseignement.

Pour établir un programme convenzble, il faut tenir comp—
te et des acquisitions nouvelles de la science et des ma-—
thématiques classiques. Je dirais méme que la théorie mo-
derne des structures permettrait de présenter:les program-—
mes des lycées avec une efficacité accrue et de montrer
1l'immense portée des notions des mathématiques nouvelles.
Il n'est pas nécessaire d'énumérer ici les notions fonda-
mentales dont il s'agit, car chacun de nous a déja assisté
a plus d'une conférence magistrale sur ce sujet ou parti-
cipé a l'une ou l'autre legon modéle sur un de ces sujets.
Les défenseurs du troisieme domaine des mathématigues se-—
ront toujours attaqués par ceux qui se réclameront de
l1'"évidence" en sous-entendant purement et simpiement par
la 1t'"évidence" de la géométrie euclidienne. Cela nous
raménerait tout simplement & Kant. Le développement mathé—
matique de ce dernier siécle, en commengant & peu prés avec
Hilbert "Grundlagen der Geometrie" de 1899 nous a montré
gue l'on trouve des "évidences" dans tous les domaines des
mathematiques. Nous sommes tous sous l'emprise de cette
wévidence", lorsque nous étudions une de ces nouvelles



theories!

Naturellement on m'oojectera gue j'abuse du mot de "évi-
dence" et on ajoutera des réflexions philosophiques. C'est
le procédé gu'on a employé déjz dans la lutte contre la
méthode axiomatigue en citant la vieille querelle entre
constructivisme et axiomatique. Je pourrais mime remonter
plus loin et dire gue c'est la vieille guerre de religion
entre platonisme et réslisme. Si nous la reprenions nous
ferions sortir la discussion du troisieme domaine mathéma-—
tigue, de la didactigue mathématigue et meme de notre scien-—
ce en général. hous porterions la discussions dans des ré-
glons lointaines, étrangeres & notre science, ce gui ne
pourrait gue géner notre vie mathématigue.

I1 est toujours déplacé en mathématijues d'exposer des
doctrines philosophigues. Les constructions volymorphe et
monomorphe et la construction axiomatizue sont les deux prin-
cipes fondamentaux des mathématijues. ious ne saurions nous
vasser ni de l'un, ni de l'autre. Les deux doivent trouver
la place guil leur revient dens le troisitéme domaine mathéma-
tique.

Affirmer que l'un de ces principes est défavorisé par
rapport & l'autre, ne veut rien dire. Il s'agit de faire des
propositions concre¢tes. wuant & moi, je ne saurais établir
ici de programme tout fait pour 1l'enseignement secondaire.
Crest 1l'affaire des pédagogues nantis d'expérience. Il est
certes vrali gue nous discutons ce genre de juestions dans
nos séminaires de didactigue.

Je suis ici pour dévlayer le terrain, afin que les trois
domeines methématigues puissent toujours avoir des échanges
intellectuels féconds.
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POUR UNE CONCEPTION GLOBALE DE L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMA TIQUES

par
C. Bréard
(Paris)

Depuis quelques années 1l'enseignement des mathématiques
subit une métamorphose imposée par 1'évolution plus ou moins
rapide de la recherche mathématique et des utilisations de
cette mathématique. Cette rénovation et cette adaptation de
l'enseignement posent des problémes nouveaux gqui, évidem—
ment, s'ajoutent & d'autres probléemes didactiques, plus en-
ciens et plus permanents.

L'enseignement de la mathématigue contemporaine doit te-
nir compte d'un certain nombre d'impératifs:

— rechercher le développement intellectuel maximum de
1'enfant;
— donner des connaigsances qui seront utiles & 1'enfant
dans sa vie professionnelle.
Autrement dit, il sera indispensable de tenir compte:
— de la psychologie de 1‘'enfant;
— des besoins de la société.
Cela améne & distinguer dans la culture contemporaine,
trois composantes:
- Composante esthétique (lettres et arts, langues...).
- Composante scientifique (mathématiques, physique,
chimie, biologie...)
— Composante sociale (formation civigue...).
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Premier cycle

kn ce gui concerne la part de la mathématique contempo—
raine, il apparalt possible actuellement de promouvoir un
plan général pour l'enseignement de la mathématique. Ce
plan doit tenir compte des impératifs précédents et étre
suffisemment rigoureux. Il doit éviter les contradictions
entre les divers niveaux du développement intellectuel de
l'enfant et entre les stades successifs du développement de
la connaissance mathématique.

En gomme, il s'agit d'un tableau & colorier; les couleurs
sont déposées progressivement; le "fignolage" est peut-&tre
lent, mais les résultats sont slrs.

Le point primordial est liutilisation d'un principe perma-—
nent; l'enfant part du concret pour venir a l'abstrait et
revenir ensuite au concret. .

Dens le premier stade les activités sensorimotrices per—
mettent l'acquisition d'une notion; sa compréhension est dé—
Jja un pas vers l'abstrait. Mais cet abstrait manipulé longue—
ment devient familier, c'est-a-dire concret. On peut alors
utiliser cette notion familiére dans la vie pratique (phy—
gique, chimie, etc...). 4Alors cette notion se fixe.

On est donc en présence d'une véritable dialectique trypti-
que de la mathématique. L'exposé suivant mettra en évidence
cette unité dialectique.

Niveau maternel

Dans les classes maternelles l'enseignement de la mathéma—
tique n'intervient pas directement; l'enfant prend contact
avec le monde environnant. Certains jeux peuvent toutefois
8tre considérés comme pré-methématiques.

Par exemple:
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- cubes et poupées gigognes;

- classement de bitons de longueurs diverses;

- clagsement et triage de dessins, lettres, chiffres,

symboles utilisés en mathématiques.

En général de tels jeux utiligent les relations d'ordre,
ou encore les structures de groupe.

Il est méme possible au cours du dernier trimestre de pré-
senter les nombres de O & 20 globalement.

Niveau élémentaire

~u cours préparatoire on présente les nombres de O & 100,
d'abord par globalisation, puis & l'aide du systeme métri-
que.

Pour cela on part de manipulations sur des ensembles. Un
matériel spécialigé et cofiteux n'est pas indispensable; cha-
que enfant peut construire son matériel individuel, cail-
loux, morceau de bois, fiches en carton, figurines & découper
et 4 colorier. Ainsi les éléments des ensembles manipulés
par les enfants ne sont jamais identiques.

Cela permet d'éviter 1l'esbsurdité, hélas classique:

4 pommes + 2 pommes = 6 ‘pommes
comme si on avait jamais défini 1'addition des pommes!

La réunion de deux ensembles méne & l'addition; d'abord
4 l'aide du matériel concret; puis 1l'opération abstraite s'en
dégage par une véritable "éduction". Si 1l'enfant n'a pas ré-
aligé ce passage du concret & l'abstrait, il revient au con-
cret en utilisant des ensembles qu'il doit choisir conve-
nablement; et c'est déja une amorce du raisonnement.

La méme technique didactique est utilisée pour la sous-
traction.

En ce qui concerne la multiplication 1'utilisation du pro-
duit cartésien de deux ensembles s'impose. On emploie d'abord
des jeux qui présentent cette notion et le dénombrement des
ensembles A, B et A x B permet de passer & la multiplication.
Evidemment de nombreuses manipulations sont nécessaires avant
d'arriver &4 la mémorisation de la table de multiplication.

Les epérations sur les nombres sont appliquées & de nom—
breux problémes simples se rencontrant damns la vie. Il est
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méme intéressant et fructueux de laisser les enfants inventer
ces problémes & partir de ce qu'ils voient chez eux,en classe...

Aingi, & partir d'expériences concrétes, des techniques de
calcul abstraites ont été déja dégagées; par utilisation ces
techniques deviennent familitres, c'est-a-dire, finalement
concrétes. Tout s'est donc passé conformément & la dialectique
fryptique.

Dans les classes suivantes (CM 1 et CM 2), vers l'dge de
8 ou 10 ans, l'étude des fractions peut alors &tre présentée
concrétement par des classes d'équivalence; sans aucune thé-
orie bien siir!

I1 est évident gu'alors des exercices d'utilisation des
notions acquises sont indispensesbles; en effet il ne faut pas
perdre de vue le troisiéme volet de notre dialectique trypti-
que; les notions mathématiques acquises doivent pouvoir 8tre
utilisées par l'enfant.

Ces cing années d'études primaires aménent l'enfant 2 1l'en-
trée de l'enseignement secondaire & 1'Age de 11 ou 12 ans.

Cycle d'obgervation

Dang cette période de deux années il est indispensable de
donner des notions sur la théorie des ensembles et d'en tirer
immédiatement des conséquences sur le plan pratique. De méme
il est tout amtant indispensable de présenter la notion d‘'ap-
plication d'un ensemble dans un autre ensemble. Les utilisa-
tions de cette notion sont nombreuses: mesures diverses, ap-
plication linéaire (qui remplace avantageusement la régle de
trois), etc...

L'année suivante (en classe de Cinguiéme) une théorie élé-
mentaire des nombres naturels et des nombres rationnels sera
présentée simplement, dans laquelle 1l'éleve retrouvera toutes
les manipulations effectuées dans 1l'enseignement primaire,
car en fait les méthodes sont absolument invariantes.

Les nombres réels positifs sont introduits rapidement,car
a2 ce niveau une théorie compléte n'est ni indispensable,ni utile.

Bien entendu, il serait trés utile de suivre l'ordre sui-
vant: études successives des entiers naturels (N), des entiers
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rationnels (2), des rationnels (Q) et des réels (R). L'étu~
de des propriétés pemmet de dégager des notions sur les
structures algébriques classiques. Malheureusement les pro-
grammes frangeis ne proposent pas cet ordre, et on peut re-
gretter 1'extrime timidité de nombreux professeurs; beaucoup
trop d'entre eux étant encore atteint de "programmite".

Les notions de structures sont dégagées, mais 1'utilisa—
tion se fera plus tard.

Quelle est la place de la géométrie?

la géométrie doit rester abstraite; elle ne figure donc
pas en tant que géométrie dans les classes du cycle d'obser—
vation.

Les dessins géométriques ne constituent pas la géométrie.
On présentera donc aux éléves sous le vocable de "diagrammes
géométriques" certains diagrammes d'ensembles d'éléments qui
seront précisés plus tard. Les constructions géométriques
constituent un travail manuel, qui releve plus de la physi-
que que de la mathématique.,

Cette méthode a trois avantages:

1) elle ne présente pas de raisonnement géométrique, rai-
sonnements dé ja bien complexes, & des éléves qui ne compren—
nent rien 2 un raisonnement logique.

2) Elle servira de base concréte a 1'étude de la géométrie
abgtraite, car 1'éléve a ainsi dans ses mains les diagrammes
d'Fuler de cette géométrie abstraite.

3) Si un éldve peu doué change d'orientation pour entrer
dans la vie professionnelle, les connaissances acquises de
dessin géométrique lui seront trés utiles.

Enfin, et cela est trés important, en partant des ensembles
on peut, pendant cette période, commencer & donner des noti—
ons élémentaires de logique; ces notions seront utilisdes par
la suite. Il est particuliérement fructueux de présenter ces
notions de logique en dehors du monde mathématique et d'em—
prunter les exemples dans les connaissances non mathémati-
ques de l'enfant. Par la suite ces éléments de logique se~
ront mobilisés dans la théorie des nombres.

L'entrainement au calcul mental, ou mieux au calcul semi-
mental est rentable si ce calcul est commencé et si le profes—
seur en tire tout ce gqui est possible sur le plan des pro-
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priétés des opérations et sur le plan logique., On ne peut,
évidemment, dans ce domaine, se limiter a4 l'acquisition de
techniques et de réflexes.

Cycle d'orientation

Pendant cette période de deux années (4ime et 3tme) le
point le plus délicat pour le professeur est de former le
sens du raisonnement; cette éducation a été commencée l'an-
née précédente, en Cinguidme.

En partant des ensembles, d'exemples pris dans la vie cou-
rante, puis des nombres on peut arriver a mettre au point, de
fagon sfire, la logique de 1'éléeve. Clest 13 le test le plus
important pour l'orientation de 1'éleve. La pensée formelle
doit €tre bien établie dans une classe de Qutritme, apreés
trois mois, chez au minimum 50% des él&ves; ce pourcentage
doit atteindre 80% & la fin de la Quatriime.

La géométrie sera présentée a partir de la notion de nom—
bres réels; le plan ponctuel Rz, puis 1l'espace ponctuel R3.
Aucune difficulté ne se présente; 1l'éléve manie parfaitement
bien les points (x, y). L'espace R? est progressivement struc—
turé, couples de points (ou vecteurs liés), vecteurs libres,
droites. Les propriétés des opérations vectorielles sont mi-
ses en évidence et la notion de structure d'espace vectoriel
prend forme dans la pensée de l'enfant. )

Les diagrammes d!'Euler des ensembles rencontrés sont les
"diagrammes géométriques" étudiés dans les deux années du
cycle d'observation. Ltenfant se sert des diagrammes surtout
lorsqu'il rencontre des difficultés; dans cette initiation a
des connaissances qui, pour l'éléve, sont abstraites, celui-
ci peut revenir & un support concret; il faut le laisser
faire; ce travail de retour au concret est souvent une forme
d'intelligence. I1 est indispensable de se persuader que dans
une classe de Quatriime tous les éléves ne s'ouvrent pas 2
la pensée formelle en méme temps.

Une part trés importante est donnée a 1l'étude des symé-
tries dans l'exposé de la géométrie. Presque toutes les dé-
monstrations peuvent se faire par les symétries, et elles
sont toujours plus simples que les démonstrations tradition-
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nelles. En présentant les notions de rotation et de trans-
lation, on peut se demander si les cas d'égalité des trian-
gles sont encore utiles?

Les vecteurs sont aussi largement utilisés, et le calcul
vectoriel élémentaire doit devenir aussi familier que le cal-
cul sur les nombres, ou sur -les polyndmes.

A la fin de cette période une possession convenable de la -
pensée formelle, des connaissences d'arithmétique, d'algtbre,
de géométrie et une technicité opératoire sont indispensa-
bles & une orientation de 1'éléve vers des études mathémati-
ques ou scientifiques.

Second Cycle

Pendant les trois années de ce cycle, il est tres intéres-
sant de reprendre l'ensemble des mathématiques indispensa—
bles pour l'entrée & l'université en vue d'études scientifi-
ques, ou dans les classes mathématiques supérieures.

A partir d'un exposé agsez copieux de la théorie des en—
sembles, on peut construire les nombres et traiter des géné-
ralités sur l'arithmétique, dégager & mouveau les structures
classiques et montrer la nécessité de l'axiomatisation afin
de réaliser une économie de pensée. Il devient alors possi-
ble au niveau des classes terminales de présenter une étude
axiomatique des structures algébriques.

La notion d'espace vectoriel est d'abord présentée & l'ai-
de des espaces vectoriels R2, RB, ... BB, Ltéleve s'apergoit
alors qu'il est aussi simple de travailler dans un espace de
dimension n que dans un espace de dimension 2 ou 3. L'espa-
ce vectoriel des polyndmes met en contact avec les espaces
dont la dimension est infinie.

On peut introduire, dens R3 par exemple, la notion de pro-
duit scalaire par la forme bilinéaire ¥y = XX+YY'+220.
Cela permet l'extension de cette notion de produit scalaire
aux formes définies positives.

L'orthogonalité est définie par

—_— -5 - -
VIV &= (V; V) =0.

Cela est naturel, car cette définition est alors étendue
facilement aux fonctions orthogonales.
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Aucun diagramme d'Euler n'est nécessaire. Mais ultérieu~
rement l'étude des géométries réelles ponctuelles utilise—
ra les propriétés de l'espace vectoriel R3, et alors les
diagrammes géométriques déja connus des éléves pourront
étre utilisés.

Les équations sont présentées & l'aide de la notion de
fonction.

Si f: x¢ E—»f(x)¢ F,
la solution générale de l'équation f(x) = a est:

S = {x/x € B; £(x) =a} =1 (a)

Les transformations sont étudiées dans l'optique de 1l'al-
gebre linéaire. En effet, symétries, rotations, tramslations,
affinités, dilatations, homothéties, similitudes, sont des
transformations ponctuelles affines, et leur étude se rame-
ne & des transformations linéaires.

Lrintroduction de notions simples de topologie (ouverts,
voisinages...) permet un développement acceptable des pre—
miéeres notions d'analyse. Des notions de géométrie différen-
tielle, de cinématique, terminent 1l'exposé en donnant des
utilisations des connsissances acquises.

Mathématigues et Physique

Un autre probléme se pose. Partant du concret, les étu—
des mathématiques aboutissent pour les éléves valebles &
une connaissance axiomatisée initiale, qui doit &tre complé-
tée en faculté ou dans les classes préparatoires aux con—
cours d'entrée dans les grandes écoles. Cela représente,
pour l'ensemble des études primaires et secondaires, les
deux premiers volets de motre dialectique. Le troisiéme vo-—
let sera l'utilisation des mathématiques modernes en physi-
sique et en chimie.

Cele nécessite une colleaboration des professeurs des di-
vers domeines scientifiques. En particulier les manuels de
physique doivent &tre élaborés par un "couple" formé d'un
physicien assisté d'un mathématicien. Le physicien ne peut
que gagner a cette collaboration, mais il est tout aussi
certain que le mathématicien en tire aussi profit; et ce
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profit peut avoir deé conséquences sur le cours de mathéma—
tiques.

Conclusion

Cette fagon de présenter et d'enseigner la kathématique
contemporaine tient compte du plus grand nombre des données
du probléme mais surtout elle évite d'amener les éléves
dans une impasse, de les conditionner pour avoir a les dé-—
conditionner ensuite. C'est 1& certainement le principal mé-
rite d'une telle présentation.

La dialectique tryptique tient compte des données psycho-
logigues et sociales du probléme.

Au début, pertent d'un matériel idéo-visuel peu colteux,
on améne progressivement 1'enfant vers 1'abstraction en
1'habituant & eesser de voir concrétement pour voir menta-—
lement d'innombrebles fois. La pensée formelle, abstraite,
apparait progressivement et se développe pour se fixer sé—
rieusement vers la fin des études secondaires. Elle est en-
suite utilisée en mathématiques et dans les autres domaines
scientifiques.

Plus est sans doute possible, mais la méthode est sans
prétention; et elle cherche & "toucher" le plus grand nombre
d'éléves, a sortir du domaine du laboratoire pour passer
& la production en série. En un mot elle cherche & former
d'honnétes éléves qui pourront utiliser leurs connaissances
mathématiques, et non & fabriguer des "acrobates" pour le
"cirque mathématique".
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VERSCHIEDENE ASPEKTE DER AXIOMATISCHEN METHODE IM UNTERRICHT 1)

-
von

Hans-Georg Steiner
(Munster)

I. Axiomatische Meinode und bMathematik am Gymnasium

Wenn man zu Fragen des mathematischen Unterrichts sich
aussert, sollte man zundchst Klarheit Uber die Zielsetwzung
eines solchen Unterrichts haben. Fiir den Mathematikunserricns
am Gymnasium mgchte ich das allgemeine Ziel grob so umreissen:
Es kommt darauf an, dem Schiiler unter Konzentration aut die
fundamentalen Einsichten und Fertigkeiten in elementarer wei-
se ein angemessenes Bild von dem zu geben, was liathematik und
mathematische Wissenschaft heute ist. Uies setzt voraus, dass
man vom Gesamtphéinomen Mathematik ausgeht und es in seiner gan-
zen Reichweite versteht, inhaltlich: von den Anwendungsgebieten
und den hier liegenden Modellbereichen der lMathematik bis zu
den logischen und philosophischen Grundlagen; in der Methode:
vom rrfinden und kntwickeln der Mathematik unter Beachtung
ihrer konstruktiven Rrealisierungen bis zur Darstellung in
axiomatisch-deduktiven Systemen.

Ohne im einzelnen auf einen éntsprechenden stofflichen und
methodischen Kanon der Elementarmathematik am Gymnasium ein-
zugehen, méchte ich mich gleich der Frage nach der Stellung
der axiomatischen Methode im Mathematikunterricht zuwenden.
Debei scheint es mir wichtig, zunidchst die verscniedenen Sei-
ten der axiomatischen Methode zu beleuchten und voneinander
abzusetzen., Dies ist umso dringender, als in fritheren Dis-

1) Erweiterte Fassung eines Vortrags, gehalien auf der IMUK-
Tagung in Echternzch (Luxemburg) am 31.5.1965.
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kussionen ilber unsey Problem hiufig sehr Verschiedenes un-
ter "axiomatischer lMethoue" verstanden wurde und dadurch er-
hebliche Verwirrung entstand 1) .

.1, Verschiedene Aspekte der axiomatischen lethode

M?lnes Erachtens sind drei Arten von Axiomatik zu unter-
scheiden: a) die bereichsinterne, konkrete Axiomatik, b) die
abstrakte Axiomatik (als Struksurtheorie), c¢) die formalisti-
sche Axiomatik 2). Wir werden zu ihrer niheren Kennzeichnung
im folgenden systematische und methodische Unterscheidungs-
merkmale angeben:

a) Uie pereichsinterne, konkrete Axiomatik:

- . Als systematische Merkmale dieser Axiomatik flihren wir an:
Sie ist ontologisch verankert, d.h. sie ist bezogen auf ein
~durch Anschauung oder Evidenz, genetisch, konstruktiv, als
‘Erfahfungsmaterial oder sonstwie objektiv Gegebenes, das der
lMathematik ais Gegenstaud zugrundeliegt. Die Grunube griffe
einer solchen Axiomatik haben eine absolute Bedeutung, die
-Axiome sind wahre Aussagen.

In methodischer Hingicht ist hier zunichst die Tdtigkeit
des Axiomatigierens als logisches Ordnen der Aussagen und Be-
griffe hervorzuheben, Dieses Ordnen kann "lokal" geschehen,
das heisst in Teilkomplexen des jeweiligen inhaltlici gegebe-
nen Gebictes, oder sie kann "global" das vollstédndige Gebiet
betreffen., Ziele solchen Vorgehens sind unter anderem das
kKlure Abgrenzen von Voraussetzungen (als evidenten Grundtat-
sachen, gesicherten Erfahrungstatsachen usw.) und die dieser
Abgrenzung entsprechende Sicherung der ibrigen Tatsachen durch
das strenge deduktive Verfahren. Das Problem der Widerspruchs-

1) Siehe etwa die Diskussionen auf der IMUK-'lagungin Aarhus
1960, abgedruckt in ~lementaer Afdeling Nr.7:Lectures on
modern teaching of geometry and related topics.Aarhus Uni-
verset, Matematisk Institut.

2) Siehe hierzu sucu: H.Freudenthal, Was ist Axiomatik, und
welchen Bildungswert kann sie haben?Der ilathematikunter—
richt 4/1963. Dort wird ebenfalls eine Dreiteilung ange-
geven, die sicu von unserer etwas unterscheiaet: tradi-
tionelle Axiomatik (im Sinne Euklids), vollstdndige Axio-
matik, abstrahierende Axiomatik.
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freiheit existiert nicht, wohl aber kann die rrage nach der
Unabhangigkeit und der Yollsténdigkeit des Axiomensyssems,
letztere im Hinblick auf die Definierbarkeit und sbleitbar—
sdmtlicher zum Gebiet gehirigen Begriffe und Sitze. Die Auf-
gave, Definitionen im Rahmen des jeweiligen dedukiiven Sys-
tems zu geben, kann sich dabei als Problem der Segriffsanaly-
se und der Begriffsexplikation mit entsprechenden Adiguat—
heitsansprichen stellen,

Wird eine mathematische Theorie ideell-inhaltlich verstan-
den, wie etwa die euklidische Geometrie bei Kant, so entsteht
als besonderes Problem noch das der Anwendung z.B. in der Phy-
sik, zu dessen Bewdltigung erkenntnistheoretische Hypothesen
erforderlich sind, wie wir sie in Kants lranszendentalphilo-
sophie finden.

Der ersten Art von Axiomatik begegnen wir in praxi vei
Zuklid. Auch gewisse ihrer Prinzipien sind schon friih darge-
stellt worden durch Aristoteles in der Analytica posteria 1).
Zur Beleuchtung der Rolle der Evidenz in der Geschichte der
Axiomatik zitieren wir das Aristotelische Zvidenzpostulat an
die "Grundwahrheiten" einer Wissenschaft 2): "wine Grundwahr-
heit ist eine kussage, die ihre Evidenz sich selbst und nicht
irgendwelchen anderen Aussagen verdankt; denn die Prinzipien
einer Wissenschaft dlirfen nicht mehr einer Begriindung bediir—
fen, sondern miissen unmittelbar evident sein." Diese Evi-
denzverankerung finden wir dann durchgingig vor allem fir
die Geometrie deutlich bei Descartes, Pascal und bis Uber
die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie hinsus sogar
noch bis Frege.

Wir erinnern hier beispielsweise an Pascals Regeln fiir
das Beweisen aus dem "Vermichtnis eines grossen Herzens" 3):

1) Neuere Forschungen zeigen allerdings, dess man mit der An-
wendung der Aristotelischen Theorie der Axiomatik auf die
mathematische Axiomatik der Griechen vorsichtig sein muss.
Hierzu und vor allem zum neueren Verstidndnis der euklidi-
schen Axiomatik selbst: A.Szabd, Anfinge des euklidischen
Axiomensystems. Archive for History of exact Sciences.
Berlin-Gdttingen-Heidelberg Vol. 1, Number 1 (1960). Fer—
ner die dort angegebene Literatur.

2) zitiert nach der ebersetzung von H. Scholz in: Mathesis
universalis, Basel-Stuttgart 1961. rrster Aufsatz: "Die
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"l, Keines von den Dingen beweisen wollen, die so selbstevi-
dent sind, dass es nicht noch Klareres gibt, um sie zu be-
weisen. 2. Alle etwas dunklen Satze beweisen und zu ihrem
Beweise nur sehr evidente Axiome oder schon anerkannte odex
bewliesene Sdtze verwenden,"

Ferner weisen wir auf das hin, was Frege Uber die Axiome
der Geometrie schreibt 1): "Axiome nenne ich S&tze, die wahr
sind, die aver nicht pewiesen werden, weil ihre Erkenntnis
aus einer von der logischen verschiedenen Erkenntnisquelle
fliesst, die man Raumanschauung nennen kann. sus der Wahr-
heit der Axiome folgt von selbst, dass sie einander nicht
widersprechen," Fir Frege ist demgemidss selbstverstandlich,
"dass axiomatische Sdtze keinen Eigennamen, kein Begriffswort,
kein Beziehungswort enthalten diirfen, dessen Bedeutung nicht
vorher feststande."

Die Bindung der axiomatiscn aufgebauten Geometrie an em—
pirische Tatsachen finden wir deutlich ausgesprochen bei
Helmholtz und Pasch. 1in seinen "Vorlesungen liber neuere Geo-
metrie" (1882) schreibt Pascu: "Nach Ausscheidung der auf Be-
welge gestiitzten Savze, der Lehrsdtze, bleibt eine Gruppe von
Sdtzen zuruck, aus denen alle lbrigen sich folgern lassen,
die Grundsidtze; diese sind umnmittelbar suf seobachtung ge-
grﬁhdet%.. "Die Grundbegriffe sind nicht definiert worden;
keine Erklarung ist imstande, dasjenige Mittel zu ersetzen,
welches allein das Verstdndnig der einfachen, auf andere
nicht zurlckfiihrbaren Begriffe erschliesst, némlich den Hin-
weis auf geeignete Nasurobjekte." ...Die Grundsédtze sollen
das von der lMatuematik zu verarbeitende empirische Material
vollsténdig umtfassen, so dass man nach ihrer Aufstellung auf

Axiomatik der Alten, S. 32.

3) Die kleineren Schriften. Uebertragen und herausgegeben
von W. Rlttenauer. Leipzig 1938.

1) Hierzu und zu Freges ontologischem Standpunkt siehe: H,Uu.
Steiner: Frege und die Grundlagen der Geometrie I,Il. Ma-
tn?mati§ch—phys. Semesterberichte Bd X, 2 (1963), Bd. XI,
1 (1964).
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die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zurilickzugreifen baucht."
es.-Der Wert jener lethode besteht darin, dass die ihr ent-
sprechende Auffassung des Beweisverfahrens alle Willkir aus-
schliesst, wihrend bei jeder anderen Auffassung die Unan-
fechtbarkeit der Beweise aufhort, weil der Beurteilung keine
scharfe Grenze gezogen werden kann, Lie Unanfechtbarkeit der
Beweise, durch welche die Lehrsdtze auf die Grundsédtze zu-
riickgefiihrt werden, im Verein mit der mvidenz der Grundsdtze
selbst, welche durch die einfachsten srfahrungen verbirgs
sein sollen, gibt der Mathematik den Charakter hdchster Zu-
Verlassigﬁeit, den man ihr zuzuschreiben pflegt."

_ Die Auffassung von Pasch - wenn auch in abgewandelter Form
— liegt allgemein den seit Newton auitretenden Zemilhungen zu-
grunde, Gebiete der theoretischen Physik axiomatisch aufzu-
bauen, bine genauere Analyse dieses Vorgehens zeigt, dass da-
bei zwischen "Wirklicnkeit" und Lheorie Modellwelten gestellt
werden, die das Problem der Realitédt in der Physik zu einem
fundamentalen erkenntnistheoresischen Problem machen. Auf

der Grundlage eines kritischen Realismus kénnen wir hinsicht-
licn der Axiomatik in der theoretischen Physik von einer pe-
reichsinternen, konkreten Axiomatik sprechen,

Eine Ontologie der gesamten Mathematik im Platonischen
Sinne scheint heute immer noch vielen Mathematikern vorzu-
schweben., Als Grundbestand wird davei vorwiegend eine inhalt-
lich verstandene, axiomatisch geregelte Mengenlehre angese—
hen. Eine Axiomatik der Mengenlehre ist dann in der lat eben-
falls eine Axiomatik der ersten Art, wenn auch der Grundbe-
reich nahezu universellen Charakter hat

Schliesslich gehtrt hierher auch eine auf die konstruktiv-—

konkrete Mathematik bezogens Axiomatik soweit sie an ein kon-
struktives Modell fest gebunden ist. Uie Ableitung der Peano-—
Axiome aus der operativ-koms truktiven Begriindung der natiir-
lichen Zahlen durch P, Lorenzen lédsst sich so als konkrete
Axiomatik interpretieren, namlich als Herausstellung von

1) Siehe hierzu: H. Scholz und G. Hasenjdger, Grundziige der
mathematischen Logik. Berlin-Géttingen-Heidelberg 1961.
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Grundaussagen iiber den die konkrete Arithmetik ausmachenden
Strichmengenkalkiil 1) .

b) Die abstrakte Axiomatik:

Gemeint ist hier die den modernen & strakten Theorien wie
Gruppentheorie, Topologie, Ordnungstheorie zugrundeliegende
Auffassung. Diese Axiomatik ist nicht bereichsgebunden, und

zwar zunichst im Sinne der Unbestimmtheit bis auf Isomorphie,

dariiber hinaus im Sinne der Unvollsténdigkeit oder Polymor—
phie, die besagt, dass es nichtisomorphe Deutungen des #Axio-
mensystems gibt. Hingichtlich der Grundbegriffe und Grund-
sédtze herrscht ein relativer Bedeutungs- und Wahrheitsgsstand-
punks: Die Grundbegriffe erhulten eine Bedeusung erst inner-
halo eines Modelles. Sie haben Variablencharakter und sind
in diesem Sinne "undefinierte Begriffe". Die Axiome sind
Augsageformen. Sie lassen sich als Ausdriicke fir Eigenschaf-
ten konkreter Gebilde auffassen. Gebilde, die alle in einem
Axiomensystem aufgefiihrten Eigenschaften besitzen, erschei-
nen dann als Modelle des Axiomensystems. Manche Gebilde sind
durch geeignete Axiomensysteme bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt. Der abstraxte Stancpunkt besueht dann gegeniiber
einer konkreten Axiomatik nur noch in der gleichzeitigen An-
erkennung verschiedener isomorpher Deutungen.

Interessante Ansdtze zu dieser Axiomatik finden wir be-
reits bei Euklid, etwa in seinen "Axiomen" (fir Grossen) oder
in der mudoxischen Proportionenlehre, auf die sicua Aristote-
les vermutlich mit dem folgenden Text aus der Analytica prio-
ra bezieht 2), wpass die Innenglieder einer Proportion ver-
tauschbar sind, wurde frilher gesondert bewiesen fiir Zahlen,
Strecken, Korper, Zeiten, widhrend das doch gezeigt werden
kann fiir alle durch einen einzigen Beweis. Aber weil dies al-
les keine einheitliche Bezeichmung hatte, Zahlen, Strecken,
Zeiten und Ksrper, und der anschaulichen Gestalt nach sich
voneinander unterschied, wurde jedes gesondert erfasst; denn

1) Siehe: P. Lorenzen, Einfilhrung in die operative Logik und
Mathematik. Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955,S.135.

2) Zitiert nach:0. Becher, Grundlagen der Mathematik, Frei-
burg-Miinchen 1954.
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der Sachverhalt besteht ja nicht fiir die Strecken als sol-
che oder die Zahlen als solche, sondern filir das, was als
im Ganzen bestehend angenommen wird."

Den Variablencharakter der Grundbegriffe der Geometrie
hatte Hilvert in einem Brief an Frege drastisch so ausge-
driickt 1) : "Wenn ich unter meinen Punkten irgendwelche Syste-
me von Dingen, z.B. das System: Liebe Gesetz, Schornstein-
feger... denke und dann nur meine sémtlichen Axiome als Be-
ziehungen zwischen diesen Dingen annehme, so gelten meine
Sédtze... auch von diesen Dingen." Frege vergleicht diese
Au.ffassuné mit der Vorgabe eines Systems von Gleichungen mit
mehreren Unbekannten, ohne jedoch eine solche Auffassung der
Axiomatik zu akzeptieren. Er hat in diesem Vergleich interes-
santerweise einen Vorginger, niémlich J,H. Lambert, der in
seiner bekannten "Theorie der Parallellinien" (1766) schreibt:
"Und da Euklids Postulata und iibrigen Grundsidtze einmal mit
Worten ausgedriickt sind, so kann und soll gefordert werden,
dass man sich in dem Beweise nirgends auf die Sache selbst
berufe, sondern den Beweis durchaus symbolisch vortrage —
wenn er mgglich ist. In dieser Absicht sind Euklids Postula-
ta gleichsam wie eben so viele algebraische Gleichungen, die
man bereits vor sich hat und aus welchen x, y, z etc. heraus-
gebracht werden soll, ohne dass man auf die Sache selbst zu-
ricke sehe". Freilich hat Lambert hier noch nicht an mogli-
che andere Deutungen neben der "Sache selbst", das heisst
der anschaulichen Geometrie, gedacht.

‘Zu den methodischen Mgglichkeiten und Aufgaben der abs—
trakten Axiomatik gehdrt zunichst die Prizisierung des (se—
mantischen) Folgerungsbegriffs: Eine einschlédgige Aussage-

(form) A folgt aus einem Axiomensystem a genau dann, wenn
jedes Gebilde, das Modell von (I ist, auch Modell ist von A.
Mit Hilfe dieses Begriffs lassen sich dann Fragen der Unab-
hiéngigkeit und Vollstiéndigkeit behandeln. Ein berithmtes Bei-
spiel ist der Unabhiingigkeitsbeweis fiir das Parallelenaxiom

1) Siehe meéinen unter 1) S.28 =zitierten Aufsatz.



durch die Angabe geeigneter Modelle von Klein und Poincaré.
Die grosse Bedeutung der abstrakten Axiomatik fiir die heu-
tige Mathematik liegt in der Moglichkeit der Ordmung und des
Aufbaus der Mathematik nach Strukturtypen, wofiir das grosse
Werk von Bourbaki ein beriihmtes Beispiel gibt. In diesen Zu~-
sammenhang gehtrt dann die axiometische Definition abstrak-
ter Begriffe. Zunichst sind das solche Begriffe wie Gruppe,
Korper, topologischer Raum, Mannigfaltigkeit, Vektorraum,
Ordnqu, usw., bei deren Aufstellung hidufig das Problem einer
Begriffsanalyse mitgespielt hat. Heute steht dieser Gesichts—
punkt insbesondere bei der axiomatischen Pridzisierung von
Begriffen in modernen Anwendungsgebieten im Vordergrund, wo-
zu wir im zweiten Teil dieser Arbeit ein ausfilhrlich behan—
deltes einfaches Beigpiel geven werden. Sodann gehdren zu den
axiomatisch fundierten Begriffen die allgemeinen Begriffe in-
nerhald der abstrakten Theorien, wie etwa der Begriff der
Stetigkeit von Abbildungen in der lheorie dexr topologischen
Rdume oder der Begriff der Dimension in der Theorie der Vek-
torrdume.

c¢) Die formalistische Axiomatik:

Diese sieht in konsequenter Fassung génzlich ab von einem
Bezug auf mathematische Objekte als ontologische Gegebenhei-
ten. Mathematische Theorien sind dann formale Systeme, das
heisst Kalkiile, in denen die Axiome nichts als gewisse Aus-
gengsfiguren und die Satze nach bestimmten Umformungsregeln
abgeleitetée Figuren (Zeichenreihen) sind 1),

Diese Auffassung der Axiomatik und entsprechend der gan-—
zen Mathematik hat in mancher Hingicht einen Vorldufer in
Leibniwi Sie setzt zu ihrer vollen Realisierung die Entwick-
lung der von Leibniz geahnten Logik-Kalklile voraus, wobei
vor allem Frege, der selbst den formalistischen Standpunkt
ablehnte, bahnbrechend gewesen ist. Viele Urundlagenforscher,
insbesondere Hilbert, fiihlten sich zum Formalismus gedrangt

1) Zum formalistischen Standpunkt siehe etwa: H.B.Curry, Out-—
lings of a Formalist Philosophy of Mathematics.Amaterdam
1958,
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durch den Verlust des Vertrauens, das man in die Evidenz ge-
setzt hatte. Dazu hat neoen der Entdeckung der nichteukli-
dischen Geometrien vor allem das Auftreten von Antinomien
in den Grundlagen der Mengenlehre und Logik wesentlich bei-
getragen.

Zu den methodischnen lierkmalen der formelistischen Axioma-
tik gehtrt zunichst die binbeziehung der Logik in die exakte
Derstellung. Geht man von inhaltlichen Theorien zur forme-—
listischen Darsvellung iiber, so hat sich an die mathematische
Axiomatisierung noch die Formalisierung und die Kodifizierung,
(deh, die :Angaue eller logischen und mathematischen Zeichen
und der aus diesen gevoildeten Ausgangsfiguren nebst der Umfor-
mungsregeln) anzuschliessen. Dem semantischen rolgerungsbe-
griff entspricht jetzt der syntaktische Begriff der Ablei-
tung, dem absoluven oder relativen Wahrheitsbegriff die Ab—
leitbarkeit. An die Stelle der Existenz mathematischer Objek-—
te tritt die syntaktische Widerspruchsfreiheit des jewelligen
formalen Systems. #uch hier gibt es "konkrete" und "abstrakte"
‘"heorien. Uie "konkreten Theorien" werden gegevben durch die
syntaktisch vollstandigen formalen Systeme.

Die Reichweite des formalistischen Standpunktes wird be-
leuchtet durch die beriihmten Sdtze von Godel. Debel besagt
der Godelsche Unvollsténdigkeitssatz unter anderem, dass die
Mathematik sich schon in hinreichend grossen Teilen (geschwei-
ge denn als Ganzes) nicht als ein einziges formales System
darstellen ldsst, dass es dazu vielmehr nicht abbrechender
Reihen immer reicherer Systeme bedarf.

2. Unterrichtliche Moglichkeiten

Die Mathematik wird in der Schule zunichst auf einer halb—
empirischen, naiv anschaulichen Basis als die Lehre von den
Zahlen und den geometrischen Figuren entwickelt. Es geht hier
darum, dass die Schiller einige elementare mathematische Ob-
jektbereiche inhaltlich kennen und beherrschen lernen. Dabei
spielen axiomatische Gesichtspunkte zuerst explizit Uberhaupt
keine Rolle, hochstens implizit in der Hand des Lehrers als
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Mittel zur Auswahl und Rechtferviguns bestimmter inhaltlicher
Einkleidungen und Realisierungen..Ist jedoci erst ein gewis-
ser "Inhalt" durch Recuanen, Messen, Zeichnen, Vorstellen usw.
vorhanden, so ergeven sich bald auch Ansatzpunkte fiir die
axiomatische Methode., Dabei handelt es sich selbstverstind-
lich zuerst um bereichginterne, konkrete Axiomatik.

In der euklidischen Geometrie ist die Situation am Gymna-—
sium etwa die folgende: Im Alver von 10 bis 12 Jahren lernt
der Schiiler propddeutisch die grundlegenden geometrischen
Gestaiten und Vorstellunsen kennen: Korper, Fléchen, Figuren,
Geraden, Punkte, elemenvare Symmetrien uswe... In Verbindung
mit der auslibung einfacher Konstruktionen wird er dabei in
die "idealie Wirklichkeit der euklidischen Geometrie" einge-
fihrt. Das eigentlicue Schwergewicht im fortgefuhrten Geo-—
metrieunterricht (dev 13 bis 1l4-jahrigen) ist dann die Ana—
lyse des Kongruenzbegriffs, die heuve besonders frucatbar
von Kongruenzabbildungen aus unter Auszeichnung der Geraden—
spiegelungen vorgenommen werden kann. Es handelts sich hier
um ein lokales Ordnen und partielles Axiomatisieren. Inzi-
denz- und Anordnungszusammenhange werden noch nichi einer
vollstandigen Analyse unterworfen, sondern im wesentlichen
als anschaulich bekannter Tatsachenhintergrund genommen.
Anders beim Kongruenzbegrifi. Die Rickfilhrbarkeit aller Kon-
gruenzabbildungen auf die Geradenspiegelungen wird phanomeno-
logisch herausgearbeitev und eine Zusammenstellung von Eigen-
schaften der Geradenspiegelungen dann als Axiome filir die
Theorie der Kongruenz verwendet 1 .

Die Begriffe Punkt und Gerade sind auf dieser Stufe also
noch ganz an die anschauliche Geometrie der afelebene ge-
bunden, freilich gereinigt in dem Sinne, dass der Schiller
z.B. akzeptiert und veachtet: durch zwei Punkte geht genau
eine Gerade. Auf der Oberstufe ist es dann aber erforderlich,
dass der Schiiler diese problematische "ontologische Bindung"

1) Siehe hierzu etwa: H.Nickelsen, Unterrichtserfahrungen mit
Abbildungsgeometrie, Der Mathematikunterricht 9. Jg. 1963,
Heft 1.
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abwirft, zundchst in aem Sinne, dass er Hilberts einleitende
Worte zu den "Grundlagen der Geometrie" versteht: "Wir den-
ken uns drei verschiedene Systeme von Dingen..." Dazu kann
im Unterricht hervorragend eine Beschidftigung mit der ebenen
Inzidenzgeometrie dienen, in deren Rahmen Modelle mit end-
lich vielen "Punkten" und "Geraden" betrachtet werden und be-
gonders einfach - (ohne Anordnung) der Uebergang zur projek-—
tiven Geometrie studiert werden kann ‘. Zur drastischen Ver-
deutlichung der Interpretierbarkeit der Axiome im Sinne der
abstrakten Axiomatik kann man fiir die rdumlichen Inzidenz-
axiome Hilberts etwa folgende Deutung verwenden: Wir wollen
sagen

wigt Mitglied der FPamilie ligier" statt "ist ein Punkt",

"igt ein Ferientag" statt "ist eine Gerade",

"igt ein besonders schoner Ausflugsort" statt "ist eine tbene".
PFerner wollen wir die Inzidenzrelation ALja (der Punkt A in-
zidiert mit der Geraden a) deuten: "A macht am Tage & einen
Ausflug mit dem Auto der Familie Meier". Ferner deuten wir
die Belationsaussage A12¢ (der Punkt A inzidiert mit der Ebe-
nea): "A besucht den besonders schénen Ausflugsort a ." Man
kann dann beweisen: Uie Familie Meier ist nicht leer. Im Mi-
nimalfall hat sie 4 Mitglieder. In diesem Fall gibt es (wie
man am Tetraedermodell sich sofort klar macht) 4 besonders
schone Ausflugsorte, die Dauer der Ferien ist genau 6 Tage,
Jeder Ausflug wird genau von zweien der Meiers mitgemacht,
Jjeder darf dreimal mit, jeder besucht drei besonders schine
Ausflugsorte, jeder besonders schtne Ausflugsort wird von
genau drei Meiers besucht.

* Schon verhiltnismissig friih ktnnen Uminterpretationen im
Geometrieunterricht in Verbindung mit dem Kugelmodell oder
dem durch eine offene freisscheibe (oder eine Postkarte als
offene llenge) gegebenen lModell ersrtert werden. Die Unab-—
hiingigkeit des Parallelenaxioms kann man so0 schon 1l4-jahri-
gen wenigstens plausibel machen.

I)’Si;ge hierzu: G. Pickert, Ebene Inzidenzgeometrie., Hamburg
19 L d
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Als Fragenkomplexe aus der Elementargeometrie, die sich
als Uebungsbeispiele fiir das lokale Ordnen auf der Stufe ei-
ner bereichinternen konkreten Axiomatik eignen, nenne ich
noch: die Winkelsdtze 1 , die verschiedenen Winkelbegriffe,
die verschiedenen Fassungen des Parallelenaxioms 2) , die
Viereckslehre, ein Lehrstiick iiber kommensurable und inkom-
mensurable Strecken, die Satzgruppe um den Pythagoras.

Aehnlich wie in der Geometrie kamn man in der Arithmetik
vorgehen, hier also das Zahlensystem etwa bis zu den rationa-
len Zahlen konkret aufbauen und dann die logischen Zusesmmen—
hinge zwischen den Rechen-— und Anordnungseigenschaften die—
ser Gebilde untersuchen 3).

Von stédrkerer Wirksamkeit diirften aber solche Axiomati-
sierungsiibungen sein, die friihzeitig auf die abstrakte Axio-
matik, also auf die Erschliessung solcher Begriffe wie Grup-
pe, Ring, Kérper, Vektorraum, geordnete Menge usw. abzielen,
gsoweit diese Begriffe im Unterricht fruchtbar werden kdnnen.
Letzteres ist in starkem Masse sicher fiir den Gruppenbegriff
der Fall 4). Entscheidend ist dabei, dass dieser Begriff
sich induktiv erschliessen lésst, wobei das Studium von Ver—
kniipfungsgebilden bereits fiir 13-14~jdhrige eine angemessene
Induktionsbasis liefert 5 . Von den Gruppen zu den Ringen und
Kérpern ist deann kein grosser Schritt mehr. Die entsprechen-
den abstrakten Begriffe vermtgen im Unterricht ausserordent-

lich wirksam zu werden , insbesondere erlauben sie solche

1) Siehe etwa: H.Griesel, Lokales Ordnen und Aufstellen einer
Ausgangsbasis, ein Weg zur Behandlung der Geometrie der Un-—
ter— und Mittelstufe.Der Mathemastikunterricht 9.Jg.(1963),
Heft 4.

2) Siehe hierzu: K. Fladt,Ein Kapitel Axiomwatik: Die Paral-
lelenlehre. Frankfurt—am—Mein-Hemburg 1956.

3) Hierzu: A, Kirsch, Die Anordnungseigenschaften der Zahlen
als Gegenstand flir Axiomatisierungsibungen. Erscheint in
den Math.-phys. Semesterberichten.

4) Siehe etwa:H.G.Steiner, Zur Didaxtik der elementaren Grup—
pentheorie.Der Mathematikunterricht 11.Jg.(1965),Heft 1.

5) Siehe hierzu auch: H.G.Steiner, Einfache Verknipfungsge-—
bilde:als Vorfeld der Gruppentheorie. Erscheint in: Der
Methematikunterricht.

6) Siehe etwe: H.G. Steiner, Quadratische Gleichungen und
Quadratwurzelfunksionen in Esrpern (Eine Thematik des Al-
gebra-Unterrichts der Oberstufe). Mathem.-phys. Semester—
berichte Bd XII, Heft 2 (1965).
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im Unterricht hi#ufig angewendete Prinzipen wie das Perma-
hen@rinzip peim Aufbau des Zahlensystems mit der notigen
logischen und begrifflichen Klarheit zu formulieren und fiir
die Hand des Schiilers anwendungsfihig zu machen 1,

Eine Induktionsbasis fiir die Erschliessung des Begriffs
der geordneten Menge kinnen die Relationsgebilde sein, also
Mengen mitsamt einer in ihnen gegebenen zweistelligen Rela-
tion. Ueber den Begriff der angeordneten abelschen Gruppe
und des angeordneten Kérpers sind dann nach der Methode der
Strukturenverbindung die Grundlagen fiir eine axiomatische
Charakterisiemng der raivionalen und vor allem der reellen
Zahlen gegeben. Dabei kann die Frage der Archimedizit&dt der
Anordnung und die Pridzisierung des Begriffs der unendlich
kleinen und unendlich grossen Elemente in einem nicant-archi-
medisch angeordneten Korper eine bedeutseme Thematik im Ober-
gstufenunterricht abgeben 2) .

Mit der Aufstellung eines Axiomensystems fiir die reellen
Zahlen ist zugleich eine axiomatische Grundlage fir die reel-
le Analysis gewonnen. Aehnlich kann im Oberstufenunterricht
mit Hilfe des Axiomensystems fiir den zwei- bzw. dreidimensio-
nalen euklidischen Vektorraum eine Grundlage fiir die eukli-
dische Geometrie gewonnen werden 3)
Unterricht bedeutsame abgtrakte Begriffe seien hier ferner
genannt: der Massbegriff und der Begriff des Verbandes 4 .

Wie schon angedeutet, bietet die avbstrakte Axiomatik her-
vorragende Moglichkeiten zur semantischen Begriindung der Lo-
gik, insbesondere zur Prédzisierung des folgerungsbegriffs

. Als fiir den elementaren

1) Siehe etwa: H.G. Steiner, Moderne begriffliche Methoden
bei der Behandlung der komplexen Zahlen. Der Math.Unterr.
10 Jg. (1964), Heft 2.

2) Siehe hierzu: H.G., Steiner, Aequivalente Fassungen des
Vollstindigkeitsaxioms fiir die reellen Zahlen. Erscheint
in den mathematisch-physikalischen Semesterberichten.

3) Hierzu: J. Dieudonné, Algébre lindaire et géométrie élémen—
taire, Paris 1964. Ferner: J. Dieudonné, Winkel, Trigono-
metrie,komplexe. Zahlen. Der Mathematikunterricht, 12. Jg.
(1966) , Heft 1.

4) ®iehe hierzu im ganzen: H.4. Steiner, Menge, Struktur, Ab—
bildung als Leitpegriffe fiir den modernen mathematischen
Unterricht. Der Mathematikunterricht, 1l., Jg. (1965),Heft 1.
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und damit solcher Begriffe wie Unabhingigkeit und Vollstén-
digkeit, Polymorphie, die fiir das moderne strukturelle Mathe-—
matikverstindnis grundlegend sind. Auch dazu liegen bereits
interessante didaktische Ueberlegungen und Erfahrungen vor l)v.
Zur formalistischen Praxis und Auffagsung der Axiomatik
sind Beschéftigungen mit Kalkilen wesentlich, wozu insbeson-
dere wenigstens teilweise auch Kalkilile aus der Logik im Un-
terricht behandelt werden sollten. Wiéhrend sonst vor allem
der klassische Grundlagenstandpunkt im Vordergrund stand
und die im Unterricht gelehrte Methodologie beherrschte, kann
Jetzt auch der konstruktive Standpunkt zur Geltung kommen 2).
Der moderne Mathematikunterricht muss wie die mathematische
Wissenschaft selbst polyglott sein. Die Beschiftigung mit
Kalkiillen, die damit zusammenhingenden Fragen der formaligie-
rung und Kodifizierung stellen die Verbindung zur Theorie
und g:;'axis der modernen programmgesteuerten Rechenautomaten
her .

II. Ein Beispiel zur axiomatigschen Methode im Unterricht:
Methematisierung einer politischen Struktur.

Wir wollen im folgenden an einem Beispiel im einzelnen
zeigen, in welcher Weise die axiomatische Methode sachlich wie
paddagogisch im Unterricht zur Geltung kommen kann. Debei stel-
len wir solche richtingsweisenden Ideen in den Vordergrund,
wie sie neuerdings gerade im Zusammenhang mit der Frage nach
der Lehrbarkeit der axiomatischen Methode hervorgetreten

1) Siehe hierzu: (1) H.G. Steiner, Die Verbindung von Logik
und Mathematik im mathematischen Unterricht. Mathem.-phys.
Semesterberichte 9. Bd. (1963), (2) 4. Eisenbach, Elemen-
tare Beisgpiele zur Axiomatik. Der Mathematikunterricht 7.
Jg. (1961), Heft 1. (3) #. Kirsch, &ndliche Gruppen als
Gegengtand fiir axiomatische Uebungen. Der Mathematikunter—
richt 9. Jg. (1963), Heft 4.

2) Zur Bewertung dieser Standpunkte fiir den Aufbau des Mathe—
matikunterrichts siehe: H.G. Steiner, Mathematische Grund-
lagenstandpunkte und Reform des Mathematikunterrichts.
Math.-phys. Sem. Ber. Bd. XII, Heft 1 (1965).

3) Siehe hierzu: H.,G. Steiner, Kalkiile und Rechenautomaten im
Unserricht.Der Mathematikunterricht 11.Jg. (1965),Heft 2.
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sind 1) : Entwickeln der dathematik von Situationen aus, lla-
thematisieren, lokales Crdnen, Axiomatisieren. Das Beigpiel,
das wir ausfiihrlich ertrtern entstammt dem Unterricht in
einer Oberprima (13. ®chul jahr, 19. Lebensjahr) des mathema—
tisch-naturwissenschaftlichen Gymnasiums, Es ist in seinen
Voraussetzungen und Anforderungen jedoch nicht an diesen -
Schultyp gebunden. Auch diirfte es sich bereits flir eine Be-
handlung in einer friiheren Klasse eignen.,

1. Abgtimmungsmengen.

Bei der unterrichtlichen Einfiihrung in unser Thema ge~
hen wir von Situationen aus, wie sie in der menschlichen Ge-
sellschaft vorliegen, wenn eine Gruppe von lMenschen Entschei-
dungen durch #bstimmungen zu treffen hat. Die Schiiler bringen
schnell eine Fiille von Beispielen: der Rat einer Stadt, der
die Frage, ob eine neue Schule gebaut werden soll, entschei-
det, eine Schulklasse, die fiir oder gegen einen Kandidaten
zum Klassensprecheramt stimmt, eine Aktionidrsversammlung, ein
Schoffengericht, eine Priifungskommission, der Bundestag usw.
Es wird herausgefunden, dass dabei jedesmzl eine (extensional)
wohlbestimmte MMenge von lMenschen vorausgesetzt wird, die fiir
die jeweilige Betrachtung die Grundmenge A bildet 3) . kine

2)

1) Hierzu: (1) H. Freudenthal, Was ist Axiomatik und welchen
Bildungswert kann sie haben. Der Mathematikunterricht 9.
Jg. (1963), Heft 4, S. 5 ff. (2) H.G. Steiner, Wie steht
es mit der Modernisierung unseres Mathematikunterrichts?
Mathematisch-physikalische Semesterberichte Bd. IX (1965),
Heft 2, S. 186 ff. (3) OECD-Schrift: mathematics to-day.
Resolutions and recommendations, S. 306, Uebersetzung in:
H. Athen, Internationale Arbeitstagung der OECD iiber neue
Methoden im Mathematikunterricht. MNU, 17. Bd. (1964),
Heft 2, S. 78.

2) Auf das ich durch den Abschnitt "Voting Coalitions" in
dem Buch "Introduction to finite mathematics" von Kemeny,
Snell, Thompson (Prentice-Hall, Inc., 1957) gestossen bin.

3) Abstimmungsfragen zwingen zur extensionalen Auffassung sol-
cher Einrichtungen wie Rat eine Stadt oder Bundestag als
Hengen. Schon bei der ersten Einfithrung in die Mengenlehre
ist es wichtig, die extensionale von der intensionalen
Auffagsung abzusetzen. Die Klasse "Sexta b" einer Schule
ist intensional unverindert, wenn ein neuer Schiiler hinzu-
kommt, nicht aber extensional, Bereits 12-14-jihrige sind
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solche Menge A heigse eine Abstimmungsmenge 1) .

Bei einer #bstimmung so0ll es sich stets mur um die Alter—
native "daflir oder dagegen" handeln. Stimmenthaltungen wol-
len wir der Einfachheit halber ausschliessen oder nach der
Regel "qui tacet, consentire videtur" behandeln., Die Mit-—
glieder der Menge A kiénnen eine verschiedene Anzahl von Stim~
men > O haben. Die Teilmengen der Menge A nennen wir (msg-
liche) Koalitionen. Eine Koalition KC A heisse dann eine Ge-
winnkoalition, wenn auf sie geniigend viele Stimmen entfal-
len, um je nach der Entscheidungsregel (etwa: einfache Mehr-
heit oder 2/3-Mehrheit) die Entscheidung fiir sich erzwingen
zu. konnen,

Aus den Beigpielen, die von den Schiilern zusammengetragen
oder fiir die Diskussion verschiedener Situationen ausgedacht
wurden, wihlen wir einige aus:

Beispiel 1: Es sei A = {a,b,c,d}, d.h. A bestehe aus vier
mit "a", "o", "c", "d" bezeichneten Mitgliedern. Jedes Mit-
glied habe eine Stimme., ks gelte einfache ehrheit. Eine Ge-
winnkoalition muss also wenigstens 3 Stimmen haben. Die Ge-
winnkoalitionen sind demnach die Mengen: {a,b,c}, {a,‘o,d} N
{a,c,d} ’ {b,c,d} und {a,b,c,d}.

Beispiel 2: A sei dieselbe Menge wie in Beispiel 1 mit dem
Zugatz, dass a Vorgitzender ist und bei Stimmengleichheit der

an solchen Fragen obrennend interessiert und steuern von
sich aus eine (oft in Oberklassen nicht mehr zu findende)
Vielzahl von Beigpielen und Pridzisierungsvorschligen bei.

1) Welche Bezeichnungen wir verwenden wollen, ist natiirlich
Angelegenheit von lUiskussionen in der Klasse. In nicht
standardisierten Theorien wie der vorliegenden sind wir
da ganz frei. Sonst ist im allgemeinen eine Standarbezeich-~
nung zu Ubernehmen, dabei jedoch die meistens in der Wahl
der Bezeichnung steckende lntention herauszuarbeiten. Im
Laufe einer liéngeren Unterrichtsperiode kann den Schiilern
80 ein Einblick in die Probleme einer Wissenschaftsspra-
che gegeben werden. Den Begriff "Abstimmungsmenge" werden
wir spédter noch genauer fassen.
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Vorsitzende den Ausschlag gibt. Zu den Gewinnkoalitionen von
Beispiel 1 kommen jetzt noch hinzu: {a,‘o} , {a,c} . {a,d} .
Dieser Fall ist z.B. realisiert durch eine Friifungskommission
beim juristischen Refereﬁdarexamen (in Nordrhein-Westfalen)
oder durch ein erweitertes Schiffengericht beim Amtsgericht,
bestehend aus zwei Berufsrichtern und zwei Schoffen.

Beispiel 3: Es sei wieder A = {a,b,c,d} , die Stimmenvertei-
lung jedoch (der Reihe nach): 6,5,5,1. Es seien wenigstens
13 Stimmen zum Erfolg erforderlich. Die Gewinnkoalitionen
sind jetzt {a,b,c} und {a,b,c,d} . La insgesamt 17 Stimmen
vertreten sind, kénnten wir hier von einer 13/17-Mehrheit
sprechen. Bei inwendung des 3/4-llehrheitsprinzips kommen aber
dieselben Gewinnkoalitionen heraus. lieses Prinzip wird an-
gewendet in Aktiondrsversammlungen bei Abstimmungen lber
Satzungsénderungen.

Beispiel 4: A = {a,‘n,c,d} mit der Stimmverteilung 5,2,1,l.
Eine Gewinnkoalition soll wenigstens 5 Stimmen haben. Uies
entspriche einer 5/9-Mehrheit, die hier aber mit der einfa- -
chen Mehrheit ibereinstimmt. Gewinnkoalitionen sind [a| und
alle Obermengen von ia} . Solch eine Situation ktnnte wie-—
derum in einer Aktiondrsversammlung gegevben sein, wenn a mehr
als die Hilfte aller Aktien hat und es sich um gewthnliche
Abstimmungen handelt.

Beigpiel 5: A& = {aj, «.., an} . Jedes der n Mitglieder habe
genau eine Stimme. Zum Gewinn sind n Stimmen erforderlich,
d.h. A selbst ist einzige Gewinnkoalition. Diese Situation
liegt vor, wenn Einsﬁimmigkeit erforderlich ist.

Anhand der Beispiele machen die Schiiler gewisse Beobach-
tungen, die wir zusammenstellen. Die Beobachtungen veranlas-
sen, dass Begriffe eingefiihrt werden, die zum Erfassen der
verschiedenen Situationen besonders geeignet sind:

Beobachtung 1: Mit jeder Teilmenge K von A sind auch alle
Obermengen von K Gewinnkoalitionen, Es geniigt offensichtlich,
die "minimalen Gewinnkoslitionen" zu kennen.

Damit ist Anlass gegeben, (in einer Definitvionsilibung) fest-—
zulegen, was unter einer "minimalen Gewinnkoalition" verstan-




den werden soll l).

Definition l: Eine Teilmenge K von A heisst minimale Gewinn-
koalition genau dann, wenn K, aber keine echte Teilmenge von
K, Uewinnkoalition ist.

Es igt eine einfache Aufgabe, fiir die Schiiler, in den ver-
schiedenen beispielen jeweils die minimalen Gewinnkoalitionen
herauszusuchen. Im Beispiel 4 etwa ist dies nur {a}, also die
Menge, deren einziges flement a ist.

Beobachtung 2: Wenn K eine Gewinnkoalition ist, so ist die kom-
plementire Koalition K eine "Verlustkoalition", keine Gewinn-
koalition.

Unter den verschiedenen (#quivalenten) Vorschldgen zur De—
finition von "Verlustkoalition", von denen einige wieder auf
die Stimmenzahl zuriickgehen, wihlen wir denjenigen Vorschlag
aus, der den Begriff Verlustkoalition auf den inzwischen ge-
léufig gewordenen Begriff "Gewinnkoalition" zuriickfihrt:

Definition 2: K heisst Verlustkoalition genau dann, wenn K
Gewinnkoalition ist.

Beobachtung 3: Es gibt Abstimmungsmengen, in denen Koalitionen
vorkommen, die weder Gewinn- noch Verlustkoalitionen sind,
z.B. {a,b} in Beispiel 1 oder a in Beispiel 3. Solche Koa-
litionen "plockieren" die Entscheidung. Wir geben ihnen einen
besonderen Namen:

Definition 3: K heisst Blockkoalition genau dann, wenn K we-
der Gewinn- noch Verlustkoalition ist.

1) Es wiirde fiir diese Darstellung zu weit fiihren, hier schon
verschiedene Schiilervorschldge zu nennen und zu diskutieren.
Wir haben weiter unten noch fruchtbarere Gelegenheiten,auf
Definitions- und Prizisierungsiibungen einzugehen. BEs sei al-
lerdings wenigstens hingewiesen auf die Bedeutung der Ver-
wendung von "heisst" anstelle von "ist" und auf das "“genau
dann, wenn" etwa in der folgenden Definition, was im Unter-
richt bereits an Beispielen aus anderen Gebieten erdrtert
worden war. Ebenso mochte ich mich hier mit der Andeutung
begniigen, dass den Schiilern die Symbolsprache der mathema—
tischen Logik bekannt war, so dass sich an die Definitions-
iibungen noch dusserst wichtige Formalisierungslbungen an~-
schlossen, also Uebungen, die Definitionen (und spater die
Axiome und Sdtze) in formalisierter Gestalt wiederzugeben.
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Die in Beobachtung 1 getroffene Feststellung, dass es zur
Kenntnis der Struktur einer bestimmten Abstimmungsmenge of-
fensichtlich genligt, die _minimalén Gewinnkoalitionen zu ken-—
nen, wird noch eimmal folgendermassen verdeutlicht:durch
die Obermengen der minimalen Gewinnkoalitionen sind alle Ge~-
winnkoalitionen gegeben, durch deren Komplemente alle Ver-
lustkoalitionen und durch die lUbrigen Koalitionen die Block-
koalitionen. Die Schiier gewinnen so erstmals den Eindruck,
dass es auf ein vorheriges Verteilen von Stimmen auf die Mit-
glieder einer Abstimmungsmenge garnicht ankommt. Insbesondere
macht ja die Einflhrung eines ausschlaggebenden "Vorsitzenden"
im Beispiel 2, deren Sirn fir Abstimmungsfragen darin erkannt
wird, das Auftreten vor Blockkoalitionen wie in Beispiel 1
zu vermeiden, bereits von dieser iatsache Gebrauch. Es wird
die einfache Aufgabe gictellt, fiir Beispiel 2 eine Stimmen-—
verteilung anzugeben, bei der genau die dort genannten mini-
malen Gewinnkoalitionen herauskommen. Offensichtlich ist die
einfachste derartige Verteilung: 2,1,1,1 bei einfacher liehr-
heit.

kg ist niitzlich, flir die verschiedenen Beispiele den Aus-
schnitt, den die Gewinnkoalitionen im vollen ‘‘eilmengenver-—
band einer Abstimmungsmenge bilden, durch ein Ordnungsdiagramm
(Hasse-Diagramm) darstellen zu lassen. Die Schiller gewinnen
s0 einen tieferen Einblick in die mengentheoretische Struktur
der Abstimmungsmengen. Ist A = {a,b,c,d} wie in unseren obi-
gen Beisgpielen, so stellt sich das volle Koalitionssystem von
A folgendermassen dar:
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Fir die Beispiele 1 und 2 erhalten wir dann die folgenden
von den Gewinnkoalitionen gebildeten Ausschnitte:

Beigpiel 1:

A
4
@ i) ic} @ 2
Beispiel 2:
4
fa} {b \ 3
{a.d} {a,c} {ab 2

Die nun sich stellende Frage nach dem Zugammenhang zwi-—
schen dem Typ und der relativen Stimmenzahl einer Koalition
ergibt eine Thematik, die vollig selbstédndig von den Schii-
lern bearbeitet wird. Es sei o (K) die Anzahl der Stimmen,
die in K vereinigt sind. Die Anzahl aller Stimmen von A sei
a, also 0(A) =a . Die Schiler finden:

a) bei einfacher Mehrheit:

K ist Gewinnkoalition <= 0 (K) > a/2

K ist Verlustkoalition === 0(K)< a/2

X ist Blockkoalition <==>0(X) =a/2
b) bei p/q-Mehrheit (3<p/a < 1):

K ist Gewinnkoalition <=3 6 (K)> ap/q

K ist Verlustkoalition <= o(K)<a(l - p/a)

K ist Blockkoalition <==a(l - p/q) < 9o(X)<ap/q
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DXe Sedeutung dieser krgebnisse wird an verschiedenen Hei-
spielen diskuviert. sesonders die =zrgeonisse von b) sind fir
einige schilder Uberraschend.

2. snalyse von lachtpositionen. Logische Jurchdringung.

lie ZBeurteilung dcr lachistelluns, aie einem h.itglied in
einer sbstimmungsmenge zukommt, f.hrte unter anderem zur

seobachtung 4: das ditglied d hat im sSeispciel 3 wie im sei-
spiel 4 keinerlei _influss auf die -ntscheidung. d ist eine
“machtlose Figur".

Die sevrachtung der zu den seispielen 3 und geijrenden

Gewinnkozlitionen und dezs iuftreten von d in iknen machite dann
deutlich, worin die ™.achtlosigkeit" von d begrindet ist.
Definition 4: x €A heisst machilose Figur gereuw dann, wenn x
zZu keiner minimaslen Gewinnkoalition gehirs.

Diese DLefinition eriffnet unerwartete Liglicikeiten. Of-
fensichtlich waren wir in der lage, mechtpolitische SBegriffe
zu gdefinieren. Das veranlasste uns, unmittelber die Defini-
tion weiterer solcher Begriffe zu versuchen, Ich stellte zu-
nachst die isufgepbe, ou definieren, was ein Uiktztor ist.

Den meisten Schilern war «lsr, dass diese Definitionsauf-
geve im Rzhmen des vereits entwickelten begrifflichen Systems

zu Dehandeln war. sndere brachten jedoch lcerkmale eines vik-
tators ins Spiel, die diesen aahmen bei weitem Uberschritten.
»s ist zur unterrichtlichen Verdeutlichung dessen, was i.athe-
matisieren heisst, entscheidend, dass die Schiler erkennen,
wie durch mathematische snsatze im zllgemeinen nur gewisse
Ausschnitte und leilssvekte einer Wirklichkeit erfasst werden.

Hier war die Gelegze:rieit gegebven, in einem llasscngesprach
solche fundamentalen novuodologischen Fragen zu erirtern, ss
wirde hier zu weit finren, ncher darauf einzugehen.

hachden wir uns entscnieden hatten, die Versuche im bis-
her entwickelten begrifflicren dahmen vorzunekmen und die da-
mii gegebenen Ieschruniunzen in ..auf zu nehmen, x<tzmen von den
Schilern drei verschiedene Vorscrlége 1), bei deren Anschrei-

1) Dieszlven VYorsciilige wurdern interessanterseise auch von
einer .rurie von [utlenstislerrern auf elnur 3tudienwoche
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bung wir der Reihe nzch Fir "x ist Dixtator" setzen:
Dy (x), uz(x), D3(x) :

Dy (x) = gf 4lle von x verschiedenen slemente von A sind

machtiose Figuren.

uz(x)<=> gf X gebbrt zu jeder minimalen Gewinnkoalition.

D3(X)<==> af {x} ist (einzige) minimale Gewinnkoalition.

~s erhedt sich die Frage, wie wir uns zu dem Nebeneinan-
der von drei Definition zu stellen haven., Bei ihrer Analyse
wurde folgendes klar: Definitionen sind niciht wahr oder falsch,

konnen also nicht unier diesen Gesichtspunkt alizeptiert oder
verworfen werden. Definitionen stellen hichsicns eine <rizi-
sierunz einer bpestimmten Intention in einem gewlissen vegriff-
lichen Rahmen dar oder — wie man in der ilethodologie der
exaxten Wissenschafiten auch sagt — eine Begrifisexplikation l{

Label geht es dana nicht um ‘zhrheit, sondernum Adaquatheit
der Definition. Zs gilit, ritcrien flir die Adiguatheit auf-

zustellen, die auf ein begrifiliches System vezogen oder auch
selir allgemein sein iinnen, so dass die <riscisierungsversuche
innerhaldb eines Systems miglicherweise schon deshalb Verwor—
ien werden missen, wocil des System zu eng ist 2). Beli Be-
scarinkung auf unsercn vegrifflichen Rehmen ergibt sichh eine
erste Beurteilungsgrundlaze aus der Frazge, ob nicht Uberhaupt
alle drei Definitionen dasselbe besagen, also logisch lquiva—
lent sind. Ist das der *ull, so wird men dorin eine Sestdti—

gung fur die Addquatheit sehen. Ist das nicht der Fall, so

gemacht, denen ich den hier dargelegten Unterrichtsversuch
in einer dem Arbeitsunterricht der Schule verwandten Form
entwickelt habe. SZbenso war es Dei den Definitionsvorschlid~
gen zum "Vetorecht", auf die ich noch eingehe.

1) Hierzu der Abschnitt "Ueber die Zxplikation von Begriffen"
in: R. Carnap, Induktive Logik und ‘ahrscheinlichkeit.
vien 1958. In unserem Beispiel handelt es sich nur ange-
nihert um eine ITxplikation im Carnzpschen Sinne.

2) Vies entspricht dem ersten von Cernap (loc. cit.) angege-
benen writerium,
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wird men - soweit nicht noch andere ariterien ins Spiel kom-
men — derjenigen Definition mehr Gewicht geben, fir die un-
ter DPerilicksichtigunz dquivelenter Formulierungen die Mehr-
zahl der "PFachleute" eintritt 1 .

Wir hatten also zunichst einmal zu untersuchen, welche
der drei Definitionen &quivalent sind. Einige Schiller behaup-
teten sogleich, dass Dl(x)<§==>D3(x), was zutrifft. Die Schii-
ler lieferten selbst die entsprechenden Beweise, Dabei ist
Zu bemerken, dass sie von dieser Stelle des Unterrichtsgangs
an eine genz besondere Aktivitidt im Aufwerfen neuer Proble-
me und im Beweisen zeigten. oine 4nzahl von Bewelsideen war
freilich unbrauchozr. inre rritik aber war lehrreich, weil
sie jeweils unter sicricer seteiligung der lasse vorgenommen
wurde. Die Schiuler verfolgten die rrobleme ausscrhalb der Un-
terrichisstunden intensiv weiter. ich kann die Vielfalt der

Verzutunsen, teberle un

zen, Vorscrl. .ze hier nicnt wiedergeben,
sondern poscnrinie nich auf die verstellun;; sclcher Beitrige,
die hinsicrnilich der zur Diskussion stehenden Sache zu neuen
zinsichiea flihrtea.

Seweis fir Dl(x) ==3>D,(x): Sind alle von x verschiedenen rle-
mente aus A macntlose Figuren, so ist {x} die einzige ilenge,
die als minimele Uowinnsoalition in Frage kommt. Der Schiiler
schliesst weiter: also ist {x} (einzige) minimzle Gewinnkoa-
lition.

fier ist von mir die Frage gestellt worden:"Gibt es denn
in jedex Felle Gewin:icoalitionen?" Die Schiller entgegneten:
"In einer vernunfiigen Abstimmungsmenge ist das der Fall, z.3.
immer dann, wenn Uberhaupt von O verschiedene Stimmenzahlen

1) £1s "Fachleute" gelten im Unterricht natiirlich alle Schii-
ler der xlasse. &in interessantes Beispiel flr die Bestéa=-
tigung der ididquatheit durch die logische Uebereinstim-—
mung verschiedener FPrizisierungen ist die sog. Churchsche
These, die sich auf die <rédzisierung des Begriffs "Algo-
rithmus" bezieht. Siehe hierzu H, Hermes: Aufzihlbarkeit,
zntscheidoarkeit, Berechenbarkeit. Berlin, Gottingen, Hei-
delberg 1951. Ferner o. titgemeyer: Einfiihrung in die Theo-
Trie der Xalkiile und Algorithmen, Der Kathemetikunterricht,
11. Jg. (1965), Heft 2, S. 5 ff.
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vergepen sind." Wir konnten also testhalten als

Beobachtung 5: In einer Abstimmungsmenge gibt es wenigstens
eine uewinnkoalition.

Zine hierzu von einem Schiler gestellte Frage lautete:
"Kann nicht eventuelle die leere lienge Gewinnkoalition sein?"
Zinige Schiler argumentierten von den Stimienverteilungen aus.
zin Schiler schloss auf der Grundlage der visherigen wuseobach-
tungen: Vire die leere i.enge § Gewinnkozlition, so auch 2
als Obermenge von g. indererseits ist A = 6, also als Homple-
ment einer Gewinnxozalition eine Verlust<oalition. Das kann
nicht veides zugleich sein.

is entstand das Provlem, wie wir diese Dinsicht festhal-
ten sollten. Sicher wer such sie an allen Abstimmungsmengen
als Beobachtung zu vestiatigen. Andererseits aber hatten wir
sie durch logisches Schliesscn aus den bereits zusammenge—
stellten seobachtungen gewonnen. uUie Schiller entschieden sich
einmitig dafir, hier von einem 3Satz zu sprecien. #ir hatten
damit also

Satz 1: Die leere lenge ist stets Verlustkoalition.

Beweise fir D3(x)==ﬁ> Lﬁ(x) . a) Ist {x} einzige minimale Ge-
winnkoazlition, so konn kein Element a # x zu einer minimalen
Gewinnkoalition gehiren. b) Ist {x} minimale Gewinnkoalition
und giot es ausser x noch ~lemente By5eeesdy in &, so kann
eine von \g} verschiedene minimale Gewinnkozlition nicht auch
x enthalten, muss clso eine Teilmenge von il = {al,...,ak} sein.
I

ist zls ilomplement von ix} jedoch eine Verlustkoalition. kit
i sind aber auch zlle ‘eilmengen von li Verlustkoalitionen.uie
ay konnen also zu keiner minimelen Gewinnkoalition gehiren.

ws fallt auf, dass der Beweis b) nicht davon ausgeht, dass
\x einzige minimale Gewinnkoalition ist. Vielmehr wird durch
ihn gezeigt, dass, wenn {x} minimale Gewinnkoalition ist, kei-
ne weitere minimale Gewinnkoalition existiert. Die Bemerkung
“einzige" im Definienz von D3(x) kann also wegbleiben. Aller-
dings bleibt in b) noch etwas zu zeigen, was wir wiederum als
Satz aussprechen:
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Satz 2: kit jeder veilmenge K von A sind auch alle Untermen-
gen Verlustkoalitionen.

Beweis: Nach Definition 2 gilt: K ist Verlustkoalition genau
denn, wenn T Gewinncoalition ist. Wegen K'c K<===>K'2K und
Beovechtung 1 ist mit K auch K'c K Verlustkoalition,

zin Schuler brachte dann noch einen direkten Beweis da-—
fur, dass mit %xk ieine weitere veilmenge minimale uewinnkoa-—
lition sein kenn. Jurch diesen Beweis wurde ein anderer Schi-
ler zur fommulierung einer etwas allgemeineren Feststellung

georacht:

Setz 3: Jer Durchsciinitti zweier Gewinnkoalitionen ist niemals

leer.

Seweis: hl und h2 seien uewinnkoalitionen unc es gelte K11K2=Q
Letzteres ist (naci Yigur 1) gleichbedeutend mit Klg Kz. Als

Lomplement einer Gewinnkoalition
ware K2 denn Verlussvitoelition, als fq"\
Opermenge der uvewinikozlition Kl N

vewinnkozalition. #iderspruch!

sach den vorangehenden Ueber-

legungen wzr nun auch sofort klar, Figur 1: [[[D]] K
dass Uj(x) ===>D2(x). vie Versuche 2

Dz(x) ==>.D3(x) zU beweisen, scheiterten jedoch. &s gab eine
Reine von unbrauchboren insiétzen und falschen Bewelsen zu ana-
lysieren, was insvesondere durch Betrachten von Gegenbeigpie—
len geschah. Uegenbels.iele zeigten dann auch, dass

Dz(x) = D3(x) nicht zutriffs: Im beispiel 3 etwa gilt Dz(a),
aber nicht u3(a). 28 sind also nur Dl(x) und D,(x) #dquivalent.
Wir entschieden uns, das befiniendum von u3(x) zur UVefinition

fur "x ist Diktator" zu wihlen:

Definition 5: x€ &4 neisst Diktator in A genau dann, wenn{x)
minimale Gewinnkozlision ist.

Die =ntscheidung fur diese Definition war umso einfacher,
als Dz(x) einen anderen Sachverhalt zu treffen schien, den
einige Schiiler mit "x hat Vetorecht" bezeichneten. Wir kommen
darauf zuriick. Zunichst war es wichtig, alle im Zusammenhang
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mit der Definitionsauswahl gewonnenen cinsichten festzuhal-
ten. Die Feststellung, dass Dl(x) ===>D3(x), ergab jetzt
einen Satz:

Satz 4: x ist genau dann Diktator in A&, wenn alle von x ver—
schiedenen slemente in A machtlose Figuren sind.
Ferner hat Satz 3 unnitvelbar zur Folge

Satz 5: In einer Abstimmungsmenge gibt es hochstens einen Dik—
tator.

&s ist bemerkenswert, wie einzelne Schiiler auf die Auffor—
derung, diesen Satz zu beweisen, reagierten. So meinten sie,
das sei doch selbstverstandlich und brauche nicht bewiesen zu
werden; es wire doch unmoglich, dass zwei Diktatoren in der—
selben Abstimmungsmenge wiren,

Hier galt es erncut, grundsdtzliche methodologische Fragen
zu kléren. Jene Schiiler argumentierten offensichtlich von
ihren inhaltlichen Vorstellungen von "Uiktator", also vom Ex—
plikandum und nicht vom nxplikans ams. Im Rehmen einer Theo—
rie, wie wir sie entwickeln, miissen solche Augsagen aber un-

ter Verwendung des bxplikans bewiesen werden. Uie Bedeutung
der Bemerkung "das ist doch selbstverstandlich", liegt dann
in ihrem Bestédtigunsgscharakter fiir die Adédquatheit der De-
finition. ~ies konnte in Parallele gesetzt werden zu einem
anderen Unterrichtsgebiet. Auch die etwa mit Hilfe von Folgen~
konvergenz im Unterricht gegebene Uefinition der Stetigkeit
einer lrunktion \an einer Stelle und in einem Intervall) ist
eine Begriffsexplikation. ius bestimmten Griinden verwendet
men davei nicht die intuitiv nsheliegende 4wischenwerteigen—
schaft. Diese wird erst spidter (unter Verwendung der Vollstin-
digkeit der reellen Zahlen) flr stetige Funktionen bewiesen.
Wire sie nicht beweisbar, so wiirde man allerdings die Stetig-
keitsdefinition als nicht adaguat verwerfen miissen, ebenso
wie unsere Definition von Diktator zu verwerfen widre, wenn
Satz 4 nicht gdlte.

hls néchstes wurde jetzt die Aufgabe gestellt, "x hat Ve-
torecht" zu definieren, wozu insbesondere D2(x) Anlass gab.
Aus der Klasse kamen wiederum drei Vorschlige:




.57 .

Vl(x) > af X gehort zu jeder minimalen Gewinnkoalition.

VZ(X) <=> 4r X gehirt zu keiner Verlustxoalition.

Vj(x) == 4¢ {x} ist Blockkozlition

hlle Schiler waren zunachst von der Gleicawertigkeit der
drei Definitionen Uberzeugt. Jer kLequivalenzbeweis zu Vl und
V2 war einfacnh.
seweis fir Vl(x)<==:> Vz(x) : Zunichst ist klar, dass Vl(x)
gleichbedeutend demit ist, dass x su jeder Gewinnkoalition
Zenort. Lun ist aber x¢il<=> x{i, was nach Seobachtung 2
unmittelber die Aeguivilenzaussaze bpedeutes.

Beweis fiir ~\:'3(::') =V, (x): Ist {x} slockxoalition, so auch
'{3@ (nech Definition 3). usbe es run eine uewinnkoalition X
ohne x, so wire ¥ C {3:7, also _pq eine Gewinnkoalition. #ider—
spruch!

susserordentlich elfriz war das Lemihen der Schiler, eine
sbleitung fur Vl(x) = Vz'\'x) zu finden. .einer der Schiller
sah sogleich das Gegerbeispiel, das jeder Uiiktator bildet,
insbesonaere also a in seisgiel 5. =s gilt hier Vl(a), aber
nicht V3(a). Der Beweisversuch eines 3Scnilers fiihrte jedoch
voran:

Beweigversuch fir V,{x) == ‘/3(x,‘: ingenommen, X gehirt zu

jeder minimalen Gewinnizozlition und ix} ist keine Blockkoali-
tion. Dann ist {x} 4ewinn- oder Verlustkoalision. Im zweiten
Falle ware {—x'; Gewinnitozlition, was eber im Jiderspruch dazu
steht, dass x zu jeder Uewinnkozlition gekirt. Der erste Fall
~ s0 merktve der Schiller - lisst sich nicht allgemein wider-
legen. Ist x viktator, so {x} vewinnxozlition. Jie interessan—
Te sinsicht brach sich durch: V;(x) und V,(x) sind dann und
nur dann dquivalent, wenn es in & xeinen viksator gibt.

Die Erdrterung dieser Situstion fithre zur sinfiihrung zweier
Begriffe von Vetorecht. Zinige Schiiler traten dafir ein, dass

das Vetorecht keinem Diktetor zukommen konne; es setze wenig-
stens eine "halbdemokratische Struktur" voraus. Wir entschie—
den uns demgemidss, der Jefinition V3(x) die erste Stelle zu
geben:
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vefinition b: xe€ A hat Vevo,-recht in a4 genau dann, wenn
{x} slockkoalition ist.
Definition 7: x¢ £ hat Vetoz-necht in A genau dann, wenn x
zZu Jjeder Gewinnkoalition von A gehirt.

Wir haben sodann den

Satz 6: Genau denn, wern es in A keinen bLiktator zibi, sind
Vetol- und Vetoz—Recht 4guivalent.

zin erster hlickblick auf die Zntwicklung unserer Ueber-
egungen zeigte, dass wir in Uberraschendem Ausmass unabhin-
gig von der Verteiluns von Stimmen auf die Liitglieder einer
Abstimmungsmenge waren, dass wir ohne Sezug auf Stimmenvertei-
lunzen definitorisch und beweisend vorgehen konnten. In die-
sem wLusar

aenhang stellte ein 3chiiler die Frage, ob es miglich
sel, die iunittion eines ausscilagsevenden Vorsitzenden pei
Abstimmungen genzu zu definierem, mdglichst ohne dabei auf
Stimmen zurickzugreifen,

Vorbild zur Orientierung war das Beispiel 2. Unter Verwen-
dung von Stimmen liess es sich nach Vorschlag von Schiilern
folgendermassen verallgemeinern: A habe 2n liitglieder (n>1).
Haben dann alle von x¢ A verschiedenen Mitglieder k>0 Stimmen,
wdhrend x selbst k+1 Stimmen hat, so werden wir bei GUltig-
keit des einfachen ilehrheitsprinzips sagen, dass x ausschlag-
gevender Vorsitzender in A ist.

Betrachten wir hierzu nun die minimalen Gewinnkoalitionen,
so gehiren von den (n+l)-elementigen leilmengen genau dieje-
nigen dazu, die x nicht enthalten, von den n-elementigen ge-
nau diejenigen, die x enthalten. Dies wurde zum Definiendum
erhoben unter Beachtung der Tatsache, dass damit schon alle
minimalen Gewinnkoalitionen festgelegt sind:

Definition 8: x€ A heisst genau dann ausschlaggebender Vor-—
sitzender in A, wenn es 2n (mit n>1) Elemente in A gibt und
von den n-elementigen Teilmengen genau diejenigen, die x
enthalten, und von den (n+l)-elementigen Teilmengen genau
diejenigen, die x nicht enthalten, die minimalen Gewinnkoa-



litionen bilden 17.
Als einfach zu beweisende Sdtze wurden festgehalten:
Satz 7: Ein Vorsitzender. ist kein Diktator.
Satz 8: Bin Vorsitzender hat weder Vetol- noch Vetoz—ﬁecht.
Satz 9: In einer Abstimmungsmenge gibt es hochstens einen Vor—
sitzenden.

Von den weiteren Diskussionen gebe ich noch die folgende an.
wine Schilergruppe war auf die Frage gestossen, ob es eine
Blockkoalition aus lauter machtlosen Figuren geven kdnne. Das
igt nicht der Fall. Wir haben den

Satz 10: Eine Blockkoalition kann nicht nur aus machtlosen
Figuren bestehen.

Beweis: Ist K Blockkoalition, so ist K von @ und A verschieden.

Sind nun alle tlemente von X machtlose Figuren, so sind alle

minimalen Gewinnkoalitionen Teilmengen von XK. Also wire K Ge—

winnkoalition, wihrend es als Komplement von K Blockkoalition

ist. Widerspruch!

Anstelle dieses Bewelses wurde von einem Schiiler zunidchst
anders argumentiert: Sei K = {al,...,é.k} eine Blockkoalition
aus lauter machtlosen Figuren. Denn kenn A = KU X keine Ge-
winnkoalition sein, sonst gibe es eine minimale Gewinnkoali-
tion KU ¥ mit TCXK und T # @,die machtlose Figuren als Mit-
glieder hidtte. Der Schiiller benutzte hier als Argument, dass
jede Blockkoalition in einer minimalen Gewinnkoalition ent-
halten sei. Dieser Auffassung waren viele Schiiler. Beispiel
3 zeigt aber, dass dzs nicht zutrifft: {a,d} ist dort eine
Blockkoalition und nicht Teilmenge der einzigen minimalen Ge-
winnkoalition {a,b,c} .

3. Axiomatigierung

Eine Zusammenstellung der im Rahmen unserer Theorie ent-
wickelten Definitionen und Sdtze und die nochmelige Durch-—
gicht der verwendeten Definitions— und Beweismittel zeigte,

1) Es wurde klargestellt, dass der Begriff des ausschlageben-
den"Vorsitzenden" auch in einem weiteren Sinne gebraucht
werden koénnte.
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dass wir als Voraussetzungen zum asufbau der ‘Theorie nicht
mehr benstigten, als in den Beobachtungen 1, 2 und 5 ausge-
driickt wird. Alles andere liess sich daraus mit Hilfe ein-
facher logischer und mengentheoretischer lMethoden gewinnen.
Nun hatten wir anfangs eine sehr ungenaue Definition des
die gesamte ‘i'heorie bpezeichnenden Begriffs "Abstimmungsmenge"

gegevben. Vir hatten eine llenge A (von Menschen) eine Abstim-
mungsmenge genannt, wenn in & bestimmte Verhidltnisse gegeben
sind. Diese "Verhiltnisse" geben der lienge eine gewisse Struk-
tur. ns galt, diese Struktur genauer zu kennzeichnen.

rine solche Kennzeichnung konnte zunidchst mit Hilfe von
Stimmenverteilungen erfolgen. ievbei liess sich der Begriff
"Stimmenverteilung" auf einer nichtleeren endlichen Menge A
als Abbildung s der lienge & in die liengeN ° aller natiirlichen
Zahlen mitsamt der O verstehen:

s : A ——-»'lo.

I[it a; € o ist dann s(ai) die anzahl der Stimmen, die auf a;
entfallen, Also ist
o (X) = Z s(ai)
aléK
Wir hzatten uns bereits klar gemacht, dass 6(a)>0 sein

muss. Vas ist gleichbedeutend damit, dass wir die konstante
O-Abbildung nicht zu den Stimmenverteilungen rechnen. Damit
ist eine sbstimmungsmenge noch nicht genau vestimmt. Es muss
ausser s auch der liehrheitsquotient p/q mit 3<p/a<l gege-
ben sein. zine Abstimmungsmenge ist danach ein Tripel (A,S,E) ,

pestenend aus einer nichtleeren endlichen ilenge 4, einer
von der lperall nullwertigen verschiedenen abbildung s:a— No
und einer rationalen Zazhl p/q mit #<p/q=<1l.

sine derartige Analyse war mit den Schillern im einzelnen
durchzufithren. Der dazbei 2zu verdeutlichende Begriff der struk-
turierten lienge ist filir das heutige bathematikverstédndnis
fundamental. kEr war im Unterricht schon in anderen Zusammen-—
hingen aufgetreten, etwa bei der ninfilhrung der Begriffe Urup-
pe, iing, Kérper, denen der Begriff des einfachen bzw. zwei-
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fachen Verknipfungsgebildes zugrundeliegt. Verkniipfungsgebil-
de sind ebenso wie die Abstimmungsmengen im obigen Sinne
nicht nur nackte lMengen M, sondern liengen mit einer Struk-
tur, hier Paare (},v) bzw. iripel (M,Vl,vz) worinvV, Vi, V2
innere Verkniipfungen in I sind und die Struktur in X aus-
machen 1 . '

In einer eigenartigen Diskrepanz zur so gewonnenen ersten
genaueren Definition des Begriffs "Abstimmungsmenge" stand
nun aber die Yatsache, dass wir die Theorie der Abstimmungs—
mengen weitgehend unsbhiingig von den Daten s und p/q, ném—
lich allein mit Hilfe des Begriffs der Gewinnkoalition, auf-
bauen konnten. lie Schiller suchten demgemiss wie schon vor-

. her bei den Begriffen innerhalb der iheorie nach einer stim-
menfreien Definition des die rheorie umfassenden Begriffs.
babel wurde bald klar: Wihrend wir sonst auf den Begriff der
Gewinnkoalition und daraus abgeleitete Begriffe zurilickgehen
konnten, stand dieser Begriff nun selbst zur Diskussion.
‘#eren s und p/q in einer Menge A gegeven, so war festgelegt,
was Gewinnkoalitionen in A sind. Wie sollte solch eine Fest-
legung aber allgemein okne s und p/q vorgenommen werden?

Hier halfen Beispiele wie 2 oder das unten noch niher be-
trachtete Beispiel des Sicherheitsrates der Vereinten Natio—
nen weiter. Im Sicherheitsrat sind gewisse leilmengen als Ge-
winnkoalitionen ausgezeichnet, ohne dass Uberhaupt von Stim-
menzahlen die Rede ist. Es geniigt anscheinend, gewisse Yeil-
mengen in 4 direkt als Gewinnkoalitionen auszuzeichnen. Al—
lerdings darf eine solche Auszeichnung nicht willkiirlich sein,
ZeB. darf man nicht eine Teilmenge K und zugleich ihr Komple-
ment X zu den Gewinnkoalitionen rechnen, Der richtige Ge-—
brauch wird offensichtlich durch unsere obigen Beobachtungen
geregelt. Schlagartig brach bei einigen Schiilern die &rkennt—
nig durch, dass wir auf eine ndhere Definition des Begriffs

1) Hierzu meine Aufsétze: (1) Zur Didaktik der elementaren
Gruppentheorie I. Der Mathematikunterricht 11. Jg.(1965),
Heft 1, (2) Einfache Verknipfungsgebilde als Vorfeld der
Gruppentheorie. Der Mathematikunterricht 12, Jg. (1966).
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"Gewinnkoalition" verzichten kidnnen, wenn wir beachten, dass
als Bedingungen erfillt ist, was in den Beobachtungen 1,2 und
5 Uber Gewinnkoalitionen asusgesagt wird. Demit ergab sich die
folgende axiomatigche f'undierung unserer Theorie:

Line nichtleere endliche Menge 4, in der ein nichtleeres
sttem()}von Teilmengen, genannt Gewinnkoalitionen, ausge—
zeichnet ist (genauer: das Paar (A,q, )), heigst Abstimmungs-—
menge genau dann, wenn folgendes gilt:

(1) KeQ p LK = Leo
(I1) Keq =>K¢qr

Die Beobachtung 5 wird dabei schon in der einleitenden
Forderung, dass (f nicht leer sein darf, beriicksichtigt. Die
Axiome (I) und (II) entsprechen genau den Beobachtungen 1 und
2. Zu den methodologischen Erdrterungen, die sich an den jetzt
vollzogenen Umgchlag zur axiomatischen Einstellung und lar-
stellung anschlossen, gebe ich nur einige Hinweise: Der Be-
griff der Uewinrkoalition ist (undefinierter) Grundbegriff.
winer einzelnen Menge kann man nicht ansehen, ob sie Gewinnm—
koalition ist. Vielmehr kann bei passend gewdhlter Grundmen—
ge A jede nichtleere endliche Menge gewinnkoalition sein. Dem—
gegenlber ist der Begriff "Abstimmungsmenge" vollstdndig de—
finiert. Erst hinsichtlich einer bestimmten Abstimmungsmenge
ist genau festgelegt, was "Gewinnkoalition" bedeutet. Diese
eigenartige logische Stellung der Grundbegriffe wird hiufig
durch die Bemerkung "implizit definiert"gekennzeichnet. Re-
lativ zu den Grundvegriffen erscheinen demgegexmiiber alle an—
deren Begriffe der Theorie als "explizit definiert"; absolut
sind sie ebenso undefiniert wie die UGrundbegriffe. Unser
Axiomensystem ist widerspruchsfrei und unabhingig, wie ent-—
sprechende Beispiele von Abstimmungsmengen und liengen mit
Teilmengensystemen zeigen, in denen (I) bzw. (II) nicht erfiillt
ist.

kin besonders interessantes Problem war die Klidrung der
Beziehungen zwischen den beiden Definitionen, die wir fiir
den Begriff "Abstimmungsmenge" gegeben hatten. Zur genaueren
Unterscheidung bezeichneten-wir die (4, s, p/q) als "s-gebun—
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dene Abstimmungsmengen" und die (A,C}) als "s-freie Apstim-
mungsmengen". Es war klar, dass durch s und p/q in A stets
ein System (s, p/q) bestimmt ist derart, dass (A,%L (sy p/9))
eine s-freie Abstimmungsmenge ist. labei kidnnen - wie ein-
fache Beispiele zeigen — verschiedene s-gebundene Abstimmungs—
mengen auf dieselbe s-freie Abstimmungsmenge fiihren. Aus—
schlaggebend fiir alle Apstimmungsangelegenheiten sind allein
die jeweiligen s—freien #bstimmungsmengen. sndererseits wird
in der Praxis meistens mit s und p/q gearbveitet. Las fiihrte
auf die von einem Schiller aufgeworfene entscheidende Frage:
Gibt es zu jeder s-freien sbstimmungsmenge (4,(f ) eine Stim-
menverteilung s und einen lehrheitsquotienten p/q derart
dass $=%(S, p/q)? '

Isi diese rrage zu verneinen, so wird daran deutlich, dass
die begrifflich-axiomatische Methode weiter reicht als die
konkret—numerische Iiethode. Uie Schiiler konnten die Frage
nicht entscheiden. Ich werde abschliessend zeigen, dass sie
tatsdchlich zu verneinen ist. Das entsprechende Beigpiel ist
so einfach, dass es ummittelbar im Unterricht vorgefihrt wer-
den konnte.

ks mbge noch erwihnt werden, dass die Schiller in diesem

Stadium der Untersuchung die Hausaufgabe erhielten, eine voll-
stdndige Deduktion aller bisherigen Resultete aus dem Axiomen-—
system vorzunehmen und dabei die Definitionen und Sitze ms g—-

lichst vorteilhaft anzuordnen, wobei notigenfalls neue Bewei-

se zu finden waren. Hierbei wurde von einigen Schiilern der
#influss des Dualititsprinzips der liengenalgebra auf unsere
Theorie entdeckt: Schon in den Axiomen konnten an die Stelle
der Gewinnkoalitionen die Verlustkoalitionen treten, wenn man
€ durch 2 ersetzte und umgekehrt. Der Satz 2 ist gerade die
Dualisierung des Axioms (I) 1 « Bei der Dualisierung hat fer-—

1) Nachdem ich iiber den hier dargelegten Unterricht auf der
Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1965 in
Freiburg vorgetragen habe, machte mich Herr &L. Kirsch in
einem Brief darauf aufmerksam, dass unser obiges Axiomen-
system auch in folgender Weise ersetzt werden kann: Man
nehme anstelle von eine Abbildung f der Potenzmenge? A
auf {0,1} s wobei 8 einziges Axiom zu gelten hat:
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ner der Durchschnitt an die 3telle der Vereinigung und die
leere iienge an die Stelle von 4+ und umgexehrt zu treten 1).
So werden als ualisierungen zu Satz 1 und Satz 3 (hier in
Fortfihrung unserer Satznumerierung) formuliert:

Satz 11: A igt stets Gewinnkoalition.

Satz 12: Die Vereinigung zweier Verlustkoalitionen ist stets

von A verschieden.

Die Schiiler lernten jetzt in dem bescheidenen Rahmen, in
dem sich der Unterricht bewegte, nach dem Stadium der Ent-
wicklung einer Theorie das Stadium der systematischen Der-
stellung mit seinen spezifischen Aufgaven und Schwierigkei-
ten kennen,

4. s—freie Abstimmungsmengen und Stimmenverteilungen

Ich gehe abschliessend auf das Problem ein, zu vorgegebe-—
nen s-freien Abstimmungsmengen (A,qr) eine Stimmenverteilung
s und einen Mehrheitsguotienten p/q anzugeven, derart, dass

=vf(s, p/q) in A. sntsprechende Aufgaben ergeben sich vor
allem in Verbindung mit der Behandlung der £bstimmungsstruk-
tur des Sicherheitsrates der Vereinten Nationen., Dieses Bei-
spiel wurde erstmals innerhald einer Klassenarveit eingdihrt.
Die zugehirige Aufgebe lautete: '

"Der Sicherheitsrat der Vereinten Nationen besteht aus den
5 stdndigen liitgliedern, genannt die grossen ¥inf, und 6
(wechselnden) Vertretern kleinerer Nationen, genannt die
kleinen Sechs, &s sei F = fl,fz,..,,f5 die iienge der grossen

Finf, S = 8138550495 die Menge der kleinen Sechs. Die mi-
nimalen Gewinnkoalitionen sind die lengen

(™) K,L(-_]OAAKHL = P== £(K)+f(L)<f(XUL). MitOX =iK¢ TA;
f(K) =1} ist dann (I), (II) erfiillt, wdhrend umgekehrt
jedesl)}. it (I), (II) gemdss 1 falls KE g
f i\)={0 sonst

zu einem f fiihrt, das (I%®) erfillt.

1) Zum Dualitétsprinzip der Mengenalgebra siehe: H. Griesel:
nlementare Mengenlehre und Klassenlogik auf dem Schulniveau.
Der Mathematik Unterricht 1959, Heft 4 (logische Probleme I)
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F Uisi’sj}’ i#j.

a) Wie gross ist die Anzahl aller moglichen Koalitionen, al-
ler minimalen Gewinnkoalitionen, aller Verlustkoalitionen,
aller Blockkoalitionen? Gibt es Nitglieder mit Veto.-Recht?
Wlelche? Gibt es machtlose Iiguren?
b) Ist es moglich, eine Stimmenverteilung s festzulegen, bei
der sich mit p/q = 4 genau die angegebenen minimalen Gewinn-
koalitionen ergeben? <st dies bei einem anderen p/a méglich?"

Die Antworten auf die Fragen in a) sind leicht zu finden:
die Anzahl aller Koalitionen ist die Kardinalzahl der Potenz-
menge von A = Fy S, also 21:L = 2048, Es gibt

1

(g) + (g) +oeee + (2) =25 -7 =57 Gewinnkoalitio-
nen, darunter sind (g) = 15 minimal, VYie Anzahl der Verlust-
koalitionen ist so gross wie die Anzahl der Gewinnkoalitionen,
also 57, so dass 1934 Blockkoalitionen vorliegen. Vetol—}lecht
haben genau die fi‘ Es gibt keine machtlosen figuren.,

Wie die Fragen von a) so wurde auch die erste Frage von
D) von den meisten Schiilern richtig beantwortet. Das geschah
etwa in folgender Weise: Es kann keine Stimmenverteilung s
der gefragten Art mit p/q = 3 geben. I'lir eine Blockkoalition
K miisste dann nimlich 0 (K) =a/2 mit @ =0 (4) gelten. Nun
sind {£;}, {£}, {£,} Blockkoalitionen, also o({£1}) =o ({£,))
= 9 ({13} ) =a/2, Blso o ({£),1,,1,]) = $a>0(4), was
nicht sein kann.

Mit der zweiten Frage von b) waren nur wenige Schiiller fer-
tig geworden. Drei von vierzehn Schiilern geben als Vertei-
lung an:

s(f;) =5, s(sj) =1, also 0(A) = 31 und p/q = 27/31. wazu
wurden unter anderem folgende Argumente aufgefithrt:

Die 8y und die fi sind unter sich ihrer Machiposition nach
gleichwertig, erhalten also jeweils gleichviele Stimmen. Da
die 84 nicht machtlos sind, erhalten sie wenigstens je 1
Stimme. Die Macht der f; ist grosser, also muss ihre Stimmen—

zahl grisser sein. Ferner kann in einer minimalen Gewinnkoa—
lition ein fi nicht durch die nicht in ihr enthaltenen 4
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iitglieder von S ersetzt werden, ohne dass die Xoalition die
Zigenschaft verliert, Gewinnkoslition zu sein. Also muss
s(fi)>4 sein. Mit s(fi) = § erhalten wir bei p/q = 27/31
eine geeignete Verteilung.

Im Unterricht wurde dann allgemein das Problem diskutiert
uesichtspunkte zur sufstellung von Stimmenverteilungen zu
vorgegebenen s—-freien Lbstimmungsmengen anzugeven. blas war
keine leichte Aufgebe. Immerhin fihrte die snalyse von Bei-
gpielen, insbesondere des Sicherheitsrats, zu einigen par-
tiell brauchbaren Begriffen und Regeln.

Zuntchst wurde versucht, zu prazisieren, wann Mitglieder
a , aj einer abstimmungsmenge gleichméchtig heissen sollten
und wann auf sie die Relation "igt weniger michtig als" zu-
treffen sollte. liesen relationen gemdss, flr die wir die
Zeichen "~" Dzw., "—<" verwendeten, sollte dann die Stimmen-
verteilung vorgenormen werden, ndmlich unter Beachtung der
degeln:

i J

(32) a; < a; => s(ai) < s(aj).

(57) aj~va, => s(ay) = s(aj).

vie Schiler schlugen vor, wie bei der Definition der Macht-
positionen Diktator, 'V'etoz—Recht, mechtlose figur von den mi-
nimalen Gewinnkoalitionen auszugehen und die relative inzahl
der minimalen Gewinnkozlitionen, deren Mitglied a; ist, di-
rekt als liags fur die liacht von a; zu verwenden. Ist m(ai)
die Anzahl der minimalen Gewinnkozalitionen mit ay und p die
Anzazhl der minimalen Gewinnkoalitionen Uberhaupt, so sollte
e U dieses liass sein. Genau die machtlosen ‘iguren hatten
dann die liacht O, wuhrend genau die litglieder mit Vetoz—
Recht, also insbesondere die Iiktatoren, die liacht 1 hatten.
Fur unsere Zwecke erwies sich dieser lasspegriff jedoch als
ungeeignet. Im Beispiel 4 hatten sowohl b als auch ¢ und d
die Iaaht 4. Sie wiren danach als "gleichmichtig" anzusehen,
also nach (Sl) mit derselben Stimmenzahl auszustatten. Eine
derartige Stimmenverteilung kann aber niemals zu einer s-ge-
bundenen Abstimmungsmenge fiithren, in der {a,b} und {a‘,c,d}
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die minimelen Gewinnkoalitionen sind 2).

s lag nun nahe, statt der minimalen Gewinnkoalitionen
jeweils alle uewinnkoalitionen zu betrachten, in denen a;
liegt. wdhrend ein entsprechendes mit der Anzahl g(ai) aller
ay enthaltender Gewinnkoalitionen gebildetes I.achtmass den
Schillern unpassend erschien, weil jetzt auch den machtlosem
Figuren eine von O verschiedene Macht zugesprochen werden
musste, wirde, ohne die ninflihrung eines Machimasses, folgender
Lefinitionsvorschlas gemacht:

ai’\iaj <= 4 g(ai) = g(aj)

8y <8y <= 4o gla;) < g(aj)

Daneben brachte ein Schiler eine am Leispiel des Sicherneits—
rates erproote zweite Vefinition fur rv ins Spiel, die wir
durch die Verwendung der Zeichen ~ und ~% von der erstven
absetzten:

a; Ny aj = ar vsede Gewinnkoalition, zu der a; ge-

hirt, geht nach Vertauschen von a; mit zaLj wieder in eine ue-
winnkoelition Uber.

ks konnse von den Schiilern sofort gezeizst werden, dass
Nl und 5 Legquivalenzrelstionen sind. Ferner wer klar, dass

a a . . o o> cro o 2 i i hii
4 ™~ j aus ay ", aJ folgt. Dagegen war flir die Schiiler
lange offen, ob auch aifvlaj = aifvzaj gils, was tetsuch-
lich nicht zutrifft. Sodann konnte okne Schwierigkeiten er-
kannt werden, dass ~ undrxé mit < vertriaglicr sind, d.h.
dass gilt:

alNaJA a8, a8y < 8 = aJ-< a .

Wihrend aus aioélaj unmittelbar auf a ;< a;v 85<a; geschlos-

1) =s moge erwishnt werden, dass die Schiler zur LKennzeich~—
nung der Macht eines kitgliedes einer Abstimmunzsmenge
noch weitere Vorschlage machten, die wir hier nicht dis-
kutieren wellen. In s-gebundenen hbstimmungsmengen wurde
unter anderem die Zahl s(ai)/a ergrtert, aver als scnlech-

tes siass verworfen. Sodann wurde als Massgrundlaze die an-
zahl genommen, wie oft jemand "szlinglein an der .asge" {"Pi-
vot") ist. Siehe hierzu auch: semeny, Snell, whomson loc.
cit.



- 68 -

sen werden konnte, gelang es den Schillern nicht, das Ent-
sprechende fur aiﬁfﬁaj zZu entschiiden. Jies hiéngt mit der
obigen "offenen Frage" zusammen .

Selbstverstandlich reichten die Regeln (Sl) und (Se) bei
weitem nicht aus, verhidltnismiéssig schnell zu einer geeig-
neten Stimmenverteilung zu gelangen. Insbesondere das Bei-
spiel des Sicherheitsrates zeigte, dass mehr zu beachten war.
Die oben bereits erdrterten Gesichtspunkte fiihrten unter an-
derem noch zu der Regel:

(33) Ist v die maximale Stimmenzahl der Verlustkoalitionen,
80 setze man fixr alle ay, die in allen minimalen Gewinn-
koalitionen liegen, s(a,)>v.

Sodann erschien es als selbstverstdndlich, folgendes zu
vereinbaren:

(S4) Machtlose Figuren erhalten die Stimmenzahl O. uleich-
michtige Zlemente, die keine machtlose figuren sind und
weniger michtig sind als alle ibrigen nicht machtlosen
Figuren erhalten die Stimmenzahl 1.

Die Brauchbarkeit unserer Regeln priiften wir ausser am
Beispiel des Sicherheitsrates insbesondere an den einleitend
betrachteten HBeispielen, wobei wir jetzt von den zugehdrigen
Gewinnkoalitionen ausgingen. In allen diesen Beispielen
stimmt - wie man sofort pestatigt - ~ mitz~é Uberein. Bei-
spiel 1 fiihrt unmittelbvar zu s(a) = s(b) = s(c) = s(d) =1
bei einfacher Nehrheit. Im Beispiel 2 ist b ~c~d und b,c,d<e.
Wir erhalten bei einfacher Liehrheit s(a) = 2, s(b)=s(c)=s(d)=l.
Im Beispiel 3 ist cAd<b—=a. Mit s(c)=s(d)=1, s(b)=2 und
s(a)=3 gewinnen wir bei p/q = 5/7 eine geeignete Verteilung.
Im Beispiel 4 ist d machtlos, wihrend a~b~sc. Mit s(d)=0
und s(a)=s(b)=s(c)=1 ist dann bei p/q = 2/3 das gewlinschte
Ziel erreicht. Fiir das Beispiel 4 widhlen wir einfach

1) Hier war Gelegenheit, auf die Unterscheidung von klassi-
fikatorischen, komparativen und quantitativen Begriffen
einzugehen. Siehe hierzu: K. Carnap loc. cit.
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s(b) = s(c) = s(d) = v und s(a) = 1. Dies ist dann die ge-
suchte Verteilung bei einfacher Mehrheit. In Beispiel 5 ha-—
ben wir s(a;) =1 zu setzen bei p/q = 1.

Abschliessend soll nun ein Beispiel angegeben werden, wel—
ches zeizt, dass nicht zu jeder s-freien Abstimmungsmenge
(&,%) eine Stimmenverteilung s und ein Mehrheitsquotient
p/q mit ==q(s, p/q) existiert, dass es also insbesondere un—
mglich ist, unsere regeln so zu vervollstdndigen, dass sie
in jedem r¥alle zum Ziele fluhren. Dazu betrachven wir die finf_
elementige llenge & = {a,b,c,d,e} mit den minimelen Gewinnkoa-—
litionen Sa,d,e} und xb,c,e}, also folgendem Hasse-Diagramm
der Gewinnkoalitionen :

{ac,

fad,¢f fbc.e}

Man lberzeugt sich sofort, dass durch (4,0 ) die obigen
Axiome fur eine s-freie Abstimmungsmenge erfiillt sind. Wir
nehmen nun an, es gibe s und p/q, so dass %’: (s, p/a). Mit
P/q =€ > % bzw. p/q = % und ¢(4) =q wire dann - da 5a,d,e}
und {b,c,e} tewinnkoalitionen sind - ,

s(a) + s(d) + s(e) = ea (bzw. > a/2)
s(o) + s(c) + s(e) = ea (ozw. > a/2)
also:

s(a) + s(p) + s(c) + s(d) + 2s(e) = 2ea (bzw.>a )
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Andererseits sind {a,b,e} und {c,d,e} Blockkoalition, d.h.
es galte

s(a) + s(b) + s(e) < ea (ozw. =a,/2)
ste) + s(ad) +sle) < ea (bzw. = a/2)
hlso

s(a) + s(b) +s(e) + s(d) + 2s(e) < 2¢q (dzw. =a ).
Dies steht im Widerspruch zur obigen Ungleichung.

Das Beigpiel zeigt zugleich, dass zwar a/\i‘o, nicht aber
afvzb, also dass nicht aif\—laj = ai’\'?aj‘ ng zeigt damit

auch, dass aus ai"l’zaj nicht auf a;« ajv aj—< ay geschlossen
werden kann, :
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ZUR AXIOMATISCHEN BEHANDLUNG DER NATURLICHEN ZAHLEN IM UNTERRICHT
von
Arnold iirsch
(Giessen)

A. Die vielfiltigen Bestrebungen um eine Modernisierung
des mathematischer Unterrichts haben zu verschiedenen Vor-
schlédgen gefiithrt, die natiirlichen Zahlen an der Schule axio-
matisch einzufihren - oder jedenfalls Axiomensysteme fiir
die natlirlichen Zahlen mehr oder weniger explizit im Unter—
richt zu behandeln. Jie wichtigste Rolle spielt in diesen
Vorschldgen das wohlbekannte axiomensystem von Peano aus
dem Jahre 1891, etwa in der folgenden Form, die es in den
"Grundlagen der Analysis" von &. Landau 0) hat (und die
heutzutage schon ein wenig altertimlich ammutet). Es sei
eine lienge von Dingen, natlirliche Zanlen genznnt, gegeben;
diese enge habe die nLigenschzften:

Axiom 1. 1 ist eine natiirliche Zahl.

Axiom 2. Zu jedem x gibt es genau eine natiirliche Zahl,
die der Nachfolger von x heisst und mit x' be—
zeichnet werden mige.

Axiom 3. Stets ist x' # 1.

Axiom 4. Aus x' = y' tolgt x = y.

axiom 5 (Induktionsaxiom). Es sei ¥ eine Iienge natiirlicher

Zahlen mit den cigenschaften: (I) 1 € M,
(II) wenn x € M, so x' € M.
Denn umfasst M alle natiirlichen Zahlen.

Die erwahnten Vorschliage scheinen mir in dreierlei
Richtung zu zielen: Erstens werden in dem Bestreben, Un—

(Q) Siehe Literaturverzeichnis @7.
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terstufenlehrobiicher zu modernisieren, die Peano-axiome, vor
2llem die ersten vier, als "Grundeigenschaften der natir-
lichen Zahlen" hingestellt. lian will zwar nicht streng de-
duktiv vorgehen, aber doch irgendwie den Aufbau nach Peano
zur Richtschnur des elementaren Unterrichts wihlen. Zweitens
gibt es Vorscnlédge zur "lModernisierung" des Unterrichts
in dem Sinne, dass men die Peano-sxiome explizit nennt,
ohne aber mit ihnen weiterarbeiten 2zu wollen, sondern
gleichsan als eine wissenschaftliche Sehenswirdigkeit, die
man den Schilern einmal vorfithren sollte — so als wenn man
ihnen eine Photographie des berihmten Zxperimentiertisches
von O, :Hahn zeigen wirde. lemgegenliber haben die Vorschlige
der dritten Art eine korrekte Zinflihrung des Zahlbegriffs
auf der Basis der Peano-Axiome zum Ziel, aus der naheliegen-
den Vorstellung hersus, dass die natiirlichen Zahlen als ein
tegenstand des elemenvaren Unterrichts dort auch korrekt bpe-
handelt werden sollten, und dass sie in gewissem Sinn das
"Zinfachste" seien, wes man korrekt behandeln kann. 1

Nun ist die wissenschaftliche Sedeutung der Peano-Axiome
zwar nicht unbestritten; es geht hier aber nicht um eine
grundlagentheoretische Kritik und auch nicht darum, das Fir
und Wider der verschicdenen aquivalenten Fassungen dieses
Axiomensystems zu diskutieren. Ohne Zweifel ist es fur
jeden "naiven" ilathematiker htchst einarucksvoll zu sehen,
dass ein so knappes ~xiomensystem als funuement fur einen
sufbau des gesamven zahlsystems ausreicht. wvoch damit ist
sein Wert fir die VYidaktik nock keineswegs erwiesen; viel-
mehr sind — wie schon hier betont werden soll - fiir jede
der drei skizzierten Richtungen Bedenken anzumelden.

Al. Was die zuerst genannten Bestrebungen angeht, so
widre es durchaus denkbar, dass ein Axiomensystem, das sich
theoretisch so gut bewdhrt, auch eine geeignete Richtschnur
zur Orientierung fiir den elementaren Unterricht abgibvt -
dass in dem Axiomensystem sozusagen komprimiert das "Wesen
der Zahl" oder des "Zihlprozesses" eingefangen wire. In der
pat darf man wohl in der Nachfolgerbeziehung in diesem Sin—
T) Siehe hierzu etwa J.Dieudonné in /127, S. 174.
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ne etwas tfundamentales sehen; es besteht nur die Gefahr,
dass davei mehr in das sehr suggestive Wort Nachfolger hin-
eingelegt wird, als tatsdchlich durch die Axiome gegeben
ist.

Betrachten wir einmal das folgende Axlomensystem: "uege-—
pen seien eine lienge A und in ihr ein ausgeczeichnetes Ele-
ment 2 sowie eine Abbildung v von A in sich (dies wiren die
Grundvegriffe), derart dass folgende Axiome gelten: v pil-—
aev & in A\ {a} ap, v ist injektiv, v Dbildet keine ech-
te weilmenge von », die a entvhalt, in sich ab." Seine
Gleichwertigkeit mit dem Feanoschen Axiomensystem ist leicht
einzusehen., Es handelt sich offenbar im wesentlichen um die
bpekannte Charakterisierung der natiirlichen Zahlen durch R.
vedekind, formuliers schon 1885 .(zlso vor Peano) und ohne
die Yermini wlv, "Nachfolger", aber im Ubrigen mit Begrif-
fen, die neutzutzze in der Schulmathematik durchaus gang
und gibe sind: trotzdem wird men darin nicht mehr so leicht
den izhlprozess und die natirlichen Zahlen wiedererkennen!

ver urund hierfur dilirfte darin liegen, dass zwar durch
das Wort "Nachfolger", nicht aber durch die Dedekindsche
Formulierung das Vorhandensein einer linearen Ordnung in
der llenze der natiirlichen Zahlen, ndmlich der Kleinerbe—
ziehung, suggeriert wird. uies kann man etwa daran erkennen,
dass in manchen varstellungen die Feano-Axiome als die
Grundeigenschaften der "Reihenfolge" der matilirlichen Zahlen
bezeichnet werden; man spricht sogleich von "allen vorher—
gehenden" und "allen nachfolgenden" Zahlen oder auch von
der "ersten" und der "kleinsten" Zahl einer Zahlenmenge —
oder schliesslich direkt von der "durcih die Grundeigen-—
schaften gegevenen Ordnung". Tegen dieser Gefahr einer Miss-
deutung (oder "Jeber-veutung") ist es fraglich, ob man die
Yeanosche fassung der ixiome (die gelegentlich als Verein-
fachung bezeichnet wird) als einen Fortschritt gegeniiber
der urspringlicnen Uedekindschen Fassung anzusehen hat.

Gewiss spielt der Begriff "Nachfolger" in der ''heorie
der geordneten liengen eine wichtige tolle; es ist aber
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deshalb noch keineswegs ganz einfach, von der FPeanoschen
Nachfolgerbeziehung zu einer linearen Ordnung zu kommen. An-—
fanger schlagen hierfur vor: x < y werde dadurch definierws,
dass man durch wiedernolte Anwendung der Nachfolgeroperation
von x zu y kommen kann, geschrieben etwa in der Form

((x') ') 'eee = y. Aber was heisst "wiederholt" — heisst es
vielleicht "endlich oft"? Nun wdre "endlich" in diesem Auf-
bau zu erkléren als "dquivalent mit einem Anfangsstick der
sahlenreihe", und "Anfangsstiick" wdre mi. Hilfe der Kleiner-
beziehung zu definieren., Damiu wiirde mzn also die Ordnung
der natiirlichen Zahlen, die man gerade einfilhren will, be-
reits inhaltlich zum Zdhlen der betreffenden Schritte be-
nutzen! Hier wird die starke ontologische Verankerung (2)
des Uegenstandes "natirliche Zahl'" deutlicn: die ansChau-
liche und unbewusste Vertrautheit mit diesem Gegenstand
macht es dem Lernenden sehr schwer, sich ausschliesslich

an das in den Axiomen Gegebene zu halten.

%8 1st adurcheus méglich, die hleinerrelasion auf Grund
der Nachtolgerbezienung korrekt zu definieren. Dies wird
schon bei Dedekind durchgetihrs, ungefahr so ¢3): Man be-
zeichnet mit N(x) die kleinste Menge natiirlicher Zahlen,
die erstens x enthilt und zweitens mit jeder Zahl auch
ihren Nachfolger. nun detiniert men x< y durch i{y) € N(x),
wobei c echtes znthaltensein ausdriickt. Dann ergibt sich
leicht die Transitivitdt der Relation < und mit nilfe
des Induktionsaxioms (nicht so leicht) auch die Trichoto-
mie. Aber dies ist ein bpegrifflicher Aufwand, der im ele-—
mentaren Unterricht wohl kaum vereinfacht nachvollzogen

oder auch nur fir die Orientierung des Lehrers nutzbar ge-
macht werden kann., Und der bekannte Umweg, bei der Defi-
nition der Kleinerbeziehung uber die (auch nicht einfach
zu pegriindende) rekursive Definition der Addition zu ge—

(2) Die Bedeutung dieses Begriffs fir ein Verstandnis des
axiomatischen Standpunkts wurde bpesonders v. H.PBreu—
denthal in /57 hervorgehoben.

(3) Dies kann heuszutage auch etwas einfacher als der Ueber-
gang zur transitiven Hille der gegebenen Nachfolger-
relation beschrieben werden, vgl./4/.
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hen, ist ein logischer Kunstgriff, der sicn diaakvisch
sicher erst recht nicht fruchtbar machen lusst; denn die
nachfolgerpeziehung fordert ihre unmittelbare Erweiterung
zur Kleinerbeziehung heraus, Die Definition von x < y
durch "es gibt eine natiirliche Zahl z mit x + z = y" ware
in Unterricht nur dann gerechtfertigt, wenn man die Adai-
tion als urundbegriff gewidhlt hatve.

Die vorstehenden Betrachtungen machen wohl hinreichend
deutlich, dass die w=infihrung der natiirlichen Zahlen nach
dem reanoschen Axiomensystem sicher nur mit Vorbehalten als
Richtschnur flr den elementaren Unterricht annehmbar ist.
Die Knappheit an Grundbegriffen, die gerade den theoretvi-
schen reiz dieses hxiomensystems ausmacht, erweist sich
didaktisch gesehen eher als ein Nachteil., — Allerdings ist
es nicht ausgeschlossen, dass eines der bekannten modi-
fizierten rxiomensysteme, in denen die lineare Ordnung (4)
oder auch die Addition (5) primir auftritt, flir die ange-
deuteten Zwecke geeigneter ist. Jir wollen apver diese tra-—
ge hier nicht weitver vertolgen, sondern uns nun den Yor—
schlagen zuwenden, welche die expligzite Behandlung der
FPeano-Axiome im Unterricht betreffen.

A 2. Auf die an zweiter Stelle genannten Bestrebungen,
die darauf hinauslaufen, dem Unterricht mehr einen Husseren
Anstrich von liodernitidt zu geben, braucht wohl nicht wei-
ter eingegangen zu werden., lie blosse Formulierung eines
Axiomensystems ist allenfalls fiir den gelibten Mathematiker
nicht wertlos. Im Unterricht hat eine solche Formulierung
nur dann einen Sinn, wenn man den Schillern wenigstens an—
deutungsweise zeigen kann, dass sich alle weiteren Begrif-
fe und Regeln auf die in dem Axiomensystem genannten zuriick-
fiihren lassen.

(4) bln Seispiel hierfir_ist das bekannte Axiomensystem von
E. schmidt, vgl. /To/.

(5) Ein 5elsp1el hierfiur ist das in /7/ zugrundelegte Axio-
mensystem.
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A 3. Llie zuletzt genannte Auffassung liegt denn auch
den Vorschligen der dritten Richtung zugrunde (die sich
nicht etwa nur auf den Oberstufenunterricht beziehen).
Hier muss jedoch wieder auf die Schwierigkeiten hingewiesen
werden, die in der schon erwahnten starken ontologischen
Bindung des Gegenstandes liegen und die im Unterricht da-—
zu fihren, dass in vermeintlich strenge, axiomatisch fun-
dierte Begrindungen fast unweigerlich anschauliche Argu-
mentationen mit einfliessen. In diesem Zusammenhang sei
auch an die lonomorpnie des Feanoschen Axiomensystems
erinnert, die ja jedenfalls flr den "working mathemati-
cian" vpesteht (also wenn man von grundlagentheoretischen
reinheiten sbsieht, und etwas anderes kommt flr unsere
Zwecke nicht in Frage). Die lionomorphie, d.h. die latsa—
che, dass das Axiomensystem bis auf Isomorphie nur ein lo-
dell besitzt, erschwert das Lisen der ontologischen Bin-
dung und damit das Verstandnis des axiomatischen Vorge-
hens erheblich (b).

vie Schwierigkeiten sind hier von ahnlicher Art wie bei
der axiomatischen Behandlung der euklidischen Geometrie.
Zu der ontologischen Verankerung des Gegenstandes treten
ferner hier wie dort die zu langen Seweiswege (bis zu den
ersten einigermassen interessanten Sdtzen) und die Kompli-
ziertheit des Axiomensystems, die bei Feano zwar nicht so
ins Auge springt wie etwa bei dem Hilbertschen Axiomen—
system der Geometrie, die aber in Wirklichkeit durch die
logisch verwickelse Struktur des Induktionsazxioms durch-
aus gegeven ist. In diesem Axiom ist ja nicht nur von Zah-
len, sondern von beliebigen liengen von Zahlen die Rede.

rs wird heute wohl allgemein anerkannt, dass gich fur
eine erste Einflhrung in das axiomatische Denken besser
die einfachen nicht monomorphen Axiomensysteme der Gruppe
oder der ebenen Inzidenzgeometrie mit ihren endlichen Lio-
dellen eignen. sei diesen benutzt man Ubrigens ganz naiv
die natiirlichen Zahlen (schon indem man von "endlichen Mo-

(6) Siehe hierzu H, Freudenthal in /57/.
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dellen" spricht); man rechnet diese, ebenso wie die Gleich=-
heitsrelation, gewissermassen zur Logik. So ist bei der
axiomatischen Entwicklung der Gruppentheorie auch eine
naive Verwendung der vollstiéndigen Induktion unbedenklich
(etwa wenn man die Potenzen a® fiir natiirliche n durch

ngt - a, a2 = a.a und so weiter" erklért). Dagegen wire

bei einer axiomatischen Behandlung der natirlichen Zahlen
selber eine Argumentation mit "und so weiter" nichi sinn-
voll, wie das Beispiel der Definition der Kleinerrelation
zeigt.

B. Vollig unabhungig von den geschilderten Schwierigkei-
ten ist die Tatsache, dass die Peano-Axiome einen ganz we-
sentlichen, heute auch schon historisch wichtigen uegen-—
stand der tlementarmathematik pilden. Man wird sich also
trotz dieser Schwierigkeiten wiinschen, wenigstems die dSchi-
ler der Operstufe damit bpekanntzumachen und vor allem: ihnen
ein wirkliches Verstindnis dieser Axiome zu vermitteln, Im
folgenden soll dafiir ein Vorschlag gemacht werden, der aber
zweierlei voraussetzt: minmal muss eine erste Vertrautheit
mit der axiomatischen Denkweise vorhanden sein, wie sie et—
wa am Beispiel des Gruppenbegriffs gewonnen werden kann,
Zum andern missen die Schiiler die Methode der vollstdndigen
Induktion inhaltlich beherrschen - dies lernt man nicht
beim Peanoschen Aufbau des zahlsystems (7), gsondern beim
Hewels "interessanter" Formeln, wie etwa der Bernoulli-Un-
gleichung oder der trormel fiir die Summe der ersten n Qua-
dratzahlen.

Wenn ein Verstidndnis der axiomatischen liethode vermit-
telt werden soll, dann kommt es, wie H. Freudenthal ing
Uberzeugend dargelegt hat, nicht in Frage, den Schillern ein-
fach ein fertiges Axiomensystem in seiner reifsten Form
vorzusetzen und sie dann zu zwingen, daraus (psychologisch:
riickwarts) alle die wohlbekannten Tatsachen abzuleiten, zu

(7) -Wir kommen darauf in B 3 zuriick.
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deren kanappster Zrfassung eben dieses Lxiomensystem aufge-—
stellt vurde! Vielmehr kommt es darautf an, dass die Scaiiler
den rrozcss des idiomatisierens kennenlernen, d.h. dass

sie sehen, wie man durch konseguenses Urdnen des inhaltlich
gegevenen umfangreichen liaterials schliesslich zu einer sol-
chen ausgereiften ixiomatik gelangt.

B 1. 7ir miissen nun also etwas weiter ausholen und zu—
nachst zeigen, wie nen im #alle des Zahloegrifts zu diesem
'waterial" kommen lann. dierfir ist es didektisch sicher
zweckmiissig (trotz mancher grundlagentheoretischer Seden—
ken) von der naiven ilencenlehre auszugelien und die natir-
lichen Zahlen in wonlpekannter .eise als spezielle Kardinal-
zanlen einzufilhren., Diese Zahlen und ihre sigenschaften bil-
den dann das inhaltlich gegebene liaterial, das axiomatisch
zu ordnen ist.

Die angedeutete zinfihrung wird etwa in dem bekannten )
Buch "Grundlagen der tlementzrmathematik® von H. Lenz (g
durchgefihrt. ver Verfasser verstcht es dabei, die speziell
pel den ilerdinalzahlen auftretenden grundlagentheoretischen
Schwierigkeiten zu umgehen, indem er sich ein flr allemal
auf ein gegebenes, 2ls geniugend umfassend angenommenes

i.engensystem MW bezient. Pie .ardinalzehlen der leeren
wenge bow. der einelementizen iengen werden mit O bzw. mit
1 bezeicknet, und fiur beliebige wsardinalzahlen wird die
Addition + sowile die ilultiplikation - in nztilirlicher %eise
durci sickgang auf die Vereinigungs- bzw. die Produktpil-
dung von iiengen definiert. =s ergeven sich dann zwangslos
die folgenden Regeln 3) (gegeniuper der larstellung von
Lenz in etwas abgeinderter Schreibweise):

(8) v /9/, “ap. I. Aehnlich geht auch H.G. Steiner in
vor.
(9) "Ar unterdriicken hier und im folgenden die Juantoren
"fiir alle", die sich hier auf die Kardinalzahlen eines
festen ilengensystems T beziehen.



(1) a+ (b+c)=(a+Dd)+c

(2) b+a = a+b

(3) a+ 0 = a

(4) a.(.c)=(a.Db).c

(5) b.a = 8.0

(6) a.l = a

(M a.(b+c)= a.b+ra.c

(8) a.0 =0

(9) a.b = 0 = a=0 oder b =0
(10) a+1 # O

(11) afop = a+1#b+1

Setzt man jetzT von der lienge K aller Kardinalzahlen
ozgl. m voraus, dass sie die kigenschaften

(I) o€ X (II) a¢ K== a+1l¢ K

hat (diese Forderung wird als "Unendlichkeitsaxiom" bezeich-—
net), und geht man dann zu der kleinsten Kardinalzahlenmen-
ge mit diesen beiden Eigenschaften lber, so hat man damit
die Menge N der negirlichen Zehlen (bzgl. . ) definiert.

0 und 1 sind natirliche Zahlen, und weiter zeigt sich, dass
die Addition und die Multiplikation Verkniipfungen in N

(d.h. appildungen von N x N in N) sind, die damit den
sdmtlichen Regeln (1) bis (11) geniigen. Dariiber hinaus gilt
jetzt noch die iegel:

(12) (0 € Mg N; flir alle ag N: ae M = a+le M)==s>M=N

Offenbar besagt (12), das Induktionsprinzip, nichts anderes,
als dass N die kleinste Kardinalzahlemmenge mit (I) und

(II) ist: gerade durch dieses Prinzip werden a2lso die na-
tlirlichen Zahlen unter den Kardinalzahlen abgegrenzt.

Die angedeuseve &infilhrung der natiirlichen Zahlen, die
sich eng an die historische Entwicklung anlehnt, ist zwei-
fellos besonders geeignet, wenn es darum geht, interessier-
ten Scuiilern eine Antwort auf die Frage "wie kommt man zu
den natilrlichen Zahlen?" zu geben - oder darum, interes-

sierten Lehrern eine theoretische Grundlage fiir den elemen-—



taren Unterricht zu bieten, welche ihnen adiquate (und
nicht nur ad hoc gebildete) Veranschaulichungen und LiOTi-
vierungen der fundamentalen Begriffe an die Hand gibt.

Die Einfachheit dieser minfithrung lie gt pesonders darin,
dass die urundregeln der Addition und Multiplikation schon
vor dem Induktionsprinzip gegeben sind und vor allem: dass
die Addition und die Multiplikation nicht erst (wie bel
einem Ausgehen von den Peano-Axiomen) mit Hilfe des soge-
nannten Hekursionsprinzips definiert werden missen. Lieses
Prinzip, das bekanntlich die rekursive Definition von Ab-
bildungen von N in irgendwelche Bildmengen 5 ermdglichw,
ist keineswegs automatisch durch (12/ gegeben, sondern er-
fordert einen Beweis, der nicht ganz einfach ist und - hier
liegt die Hauptschwierigkeit — dessen Notwendigkeit anfan-—
gern nicht recht einleuchten will. Wir brauchen das Rekur-
sionsprinzip erst zu dem (notfalls entbehrlichen) Nachweis
der Tatsache, dass irgendzwei systeme (N, O, 1, +, « ) und
(NE , 0% , 1% | ¥ _*) natirlicher Zahlen (bezliglich
zweier lengensysteme W und M") stets isomorphe uebilde
sind, so dass man - wie wir es schon getan hapen — von
"den" natlirlichen Zahlen sprechen kann.

So weit die Linfiihrung der netiirlichen zZahlen nach H.
Lenz. “ie folgenden betrachtungen sollen zeigen, dass die
Regeln (1) bis (12) in jedem falle eine vorziigliche Basis
fiir die Behandlung der natiirlichen Zahlen an der Schule und
insbesondere fir die angekiindigten axiomatischen Uebungen
bilden — unabhingig davon, op diese Regeln in der angedeu-—
teten Weise gewonnen werden oder ob die matirlichen Zahlen
nach L. Kronecker einfach als "vom lieben Gott gemacht" gel-
ten sollen: im zweiten Falle wire also eine Menge N als
gegehen anzusehen und in ihr ausgezeichnete Elemente 0, 1
gowie Verkniipfungen + und - mit den Eigenschaften (1) bis
(12); alles weitere ist dann auf die Grundbegriffe 0, 1, +, *
und die Grundregelnoder "Axiome" (1) bis (12) szuriickzu-
fiilhren. Hiermit diirfte eine Yrazisierung des vielzitierten
(aber wohl nicht authentischen) Ausspruchs von Kronecker



gegeben gein!

Selbstverstidndlich ist das so gewonnene vorliufige Axio-
mensystem zur Beschreibung der inhaltlich gegebenen natir-—
lichen Zahlen unndtig umfangreich, aver es hat den schon
erwdhnten Vorzug, dass in ihm die Addition und die Mulwi-
plikation bereits als Grundbegriffe auftreten und die Be~
welse der wichtigen Rechengesetze (so weit sie nicht ohne-—
hin als Axiome vorkommen) nicht unnstig langwierig sind.
Die zwolf Axiome gliedern sich in natiirlicher Weise in
vier Gruppen und lassen sich so leicht einpridgen: (1),
(2), (3) betreffen die Addition; (4), (5), (6) betreffen
die Multiplikation; (7) bis (11) betreffen die Addition
(bzw. die Zahl O) und zugleich die Multiplikation (bzw.
die 4ahl 1); (12) betrifft speziell die sigenschaft der
Zahlen "natlrlich" zu sein. Weiter ist das Axiomensystem
im Ublichen Sinne monomorph; es leistet die vollstédndige
Beschreioung eines inhaltlich und anschaulich gegebenen
laterials,

B 2, wuine kritische Diskussion unseres Axiomensystems
kann sich an der Frage nach seiner Unabhingigkeit entzine
den. In dieser Hingicht besitzt es eine zumindest didak-
tisch bpemerkenswerte Zigenschaft: Jedes der Axiome (1)

bis (12) ist unabhungigs von allen vorangehenden Axiomen.

Bei der sukzessiven Einfilhrung dieser "Grundregeln" bringt
also jeder Schritt wirklich etwas Neues, oder mit anderen
Worten: die naheliegende Frage nach der Ableitbarkeit aus
vorangehenden Regeln ist jeweils 2zu verneinen. Viese aus—
sage ldsst sich ohne Mihe noch verschirfen: So sind zum
Beispiel die Axiome (1) bis (6) untereinander unabhingig,
und jedes aer axiome (6), (7), (10), (11), (12) ist von
allen anderen elf Axiomen unabhingig.

Zum bachweis dessen konstruieren wir zu jedem der zwolf
Axiome ein mit der gleichen Nummer versehenes Beispiel,
bei dem das vetreffende Axiom nicht erfullt ist, wohl
aber (mindestens) alle diejenigen Axiome, von denen das
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betreffende Axiom unabhingig sein soll., Yie Beispiele sind
so gewdhlt, dass sie dem Schulstoff moglichst nahestehen;
insbesondere wdhlen wir bevorzugt natiirliche Zahlen als
Elemente der betrachteten Mengen, lassen die zanlen O und

1 die molle der betreffenden ausgezeichneten Zlemente spie—
len und &dndern nur die Verkmiipfungen ab, so weit dies er-
forderlich ist. LUie meisten Beispiele sind maturlich nicht
neu, Besonders hingewiesen sei aber auf das Beispiel 8,

aus dem die vielleicht nicht allgemein bekannte Tatsache
hervorgeht, dass (8) nicht aus (1) bis (7) hergeleitet wer—
den kann - sogar auch dann nicht, wenn man noch (9), (10},
(11) hinzunimmt., Uebrigens lassen sich mehrere Beispiele
vereinfachen, wenn man nur verlangt, dass Jeweils alle
Axiome mit kleinerer Nummer erfilllt sind; wir filhren dies
jedoch nicht weiter aus. Es ist klar, dass zum Verstéindnis
dieser Betrachtungen eine gewisse Vertrautheit mit der
axiomatischen Nethode - die wir ja vorausgesetzt haben -
erforderlich ist.

Beisgpiele

w012 120
1. le\oylyz};

olo12 ., 1 |120

1 100 ? 2 201

2 200 o] 012
2. N, = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ; (Ny, 0, +,) sei nicht-
abelsche uruppe; (N2, 1, .2) sei abelsche Gruppe.
3. Ny o= {0, 1, 2, ...} =N, a+;b=a+dx+l1

a 3 b=a.b.

Jedes der vorstehenden Beispiele j =1, 2, 3 erfillt al-
le Axiome (1) bis (6) ausser (j). Wegen der Symmetrie zwi
schen den Axiomengruppen (1), (2), (3) und (4), (5), (6)

liefert jedes der Beispiele j ein entsprechendes Beispiel

j+3, wenn man O in 1 und + in . umbenennt, und umgekehrt.
(Es braucht ja noch kein Distributivgesetz erfilllt zu wer—
den!) Fiir (6) geben wir noch ein neues Beispiel, das alle
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Axiome ausser (6) erfilllt:

b Ny =1 & +g b =a+Db; a < b=2ab.

1. l\'f..‘,=N; a+7b=a+'b;
{kgv(a,b) , wenn a0 und b&0

0 , wenn a=0 ader b=0

o
i}

Hier sind alle Axiome ausser (7) erfiillt; dass (7) nicht
gilt, erkennt man an

2.7(2+7 3) =2.75=1o;£8=2+76=(2.,7 2) +7(2.7 3) .

8. My =Ny {o} , d.h. zur henge der masvirlichen Zahlen
werde ein weiteres Element "oo" hinzugenommen.
{a+‘n, wenn a € N und b € N

a+8b= 5
® , wenn a = o0 oder b = 00
a.b 4, wenna € N und be N

a-8b= H
00 , wenn a = 00 oder b = ®

Lieses deispiel erfillt alle Axiome ausser (8) und (12); ins-
vesondere ist (8) wegen ®.g 0 =00 verletzt. Mit Hilfe

von (12) kann dber (8) aus den ibrigen Axiomen hergeleitet
werden, wie wir spater zeigen wollen.

9. iy = {0, 1, 2, 3} i (Mg, 0, 1, +g, =g) sei der
itegtklassenring mod. 4. Dieses Beispiel erfillt alle Axio-
me ausser (9) und (10). Wie wir spiter sehen werden, kann
(9) mit Hilfe von (10’ aus den ibrigen axiomen hergeleitet
werden,

10. Ny = 1(0, 1} ; (Nlo, 0y 1, +10» °10) sei der Rest-

klassenring mod. 2. Hier sind alle Axiome ausser (10) erfillt.
kit Hilfe von (10) (und vorangehender iAxiome) kann man be-
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weisen, dass 1 # O ist: im Falle 1 = O wire namlich
a+1 =0 mit a = 0 erfillt, im Widerspruch zu (10).

+ 01 eiq] 01
1. Nqyq = io, 1} . 11 | 11|
I 0 01 ; o0 |oo0o .
1 11 1 |01

Hier sind alle Axiome ausser (11) erfiillst,

12, le sei die Illenge der nichtnegativen rationalen
Zahlen; +1o bzw. *1o sei die Ubliche Addition bzw, Multi-

plikation. Hier sind alle Axiome ausser (12) erfillt; dass
(12) verletzt ist, zeigt etwa die lienge (O, 1, 2, }
der natiirlichen Zahlen, genormen fir I, - Iiit Hilfe von
(12) (und vorangehender Axiome) kann nun a + 1 # a pe-
wiesen werden: Ist I = {a ja+1# a} , dann ist O¢M
wegen 1 # 0, und nach (11) gilt

a+lfga= (a+1)+14#% a+1,

d.h., a2 ¢ M = a+ 1 ¢ M ; damit ist (12) anwendbar
und liefert N = N.

B 3. les recht umfangreiche Axiomensystem (1) pis (12)
fordert trotz der vorstehenden Ergebnisse den Versuch ei-
ner Reduzierung heraus. &s wird flir den Lehrer nicht
schwierig sein, bei den Schillern den Wunsch zu wecken, un-
ter den vielen "urundregeln" nech solchen zu suchen, die
sich auf Grund der lbrigen beweisen lassen, Wir wollen im
folgenden andeuten, wie man hierbei vorgehen und im wesent-
lichen bpis zu dem Peanoschen Axiomensystem gelangen kann.

Als erstes ist wohl zu sehen, dass sich (2) aus (1),
(3) und ‘12) herleiten lasst. wir stellen den Bewels
kurz dar; um eine Vorstellung von den erforderlichen
Schliissen zu gevben (die natlrlich genau durchzufiihren
sind, wenn das Ganze im Unterricht sinnvoll seinsoll). Zu-
nichst beweist man O + a =a (=a + 0) : ist
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A = &a 1 O+a=a },

dann gilt wegen (3) offenbar O € A, und wenn man schon
a ¢ A hat, folgt nach (1) weiter

O+ (a+1)=(0+a)+1=a+1,

also a + 1 ¢ A; damit ist \12) anwendpar und lieferw
A = N, In zhnlicher veise ergibt sich sodann l+a = a+l.
Zum Beweis der allgemeinen Behauptung (2), d.h., von
b+ a =2a+ b betrachten wir endlich die ilenge
B = { bl b+ a=a+ b Tfir alle a} .
Nach dem bereits Bewiesenen ist O € B. Hat man nun b € B,
so folgt hieraus mit 1 + a = a + 1 und wiederholter an-—
wendung von (1):
{(0+1l)+ a = b+r(1l+a) = p+(a+l) = {(b+a)+l = (a+b)+1 = a+(b+l).

Somit ist © + 1 € 8, und nach (12) folgt 8 = N, d.h.(3).

Aus denm Vorstehenden wird klar, dass sich derartige
"langweilige" Beweise keineswegs zur ersten Zinilbung des
Beweisverfahrens der vollsténdigen Induktion eignen! Eine
Schwierigkeit fir den Anfiénger lie gt vielleiche¢ auch aarin,
dass die Behauptung "b+a = a+b" eine Aussage in zwei Varia-
blen ist, so dass man versucht sein konnte, irgendeine Form
doppelter Induktion anzuwenden. Unsere Schreibweise

B:{o|b+a=a+bfura.11e a}
zeigt indessen deutlich, dass nur b als induktionsvaria-—
ble fungiert, widhrend a durch den Guantor "fiir alle" gebun-—
den ist.
Weiter ergeben sich auf Grund von (1), (3), (10), (11),
(12) leicht die beiden Aussagen

(101) a £0 =—> a+bd#£0,
(11+) a £#b == a+c b+ cC .

¥it ihrer Hilfe kénnen dann (9), (8), (4), (5) aus den
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Ubrigen Axiomen hergeleitet werden. Wir fiihren dies nur
fur (9) durch: es ist also zu zeigen, dass (fir alle a,
b€ N

a.b #0 oder a =0 oder b =0

gilt. B sei die lienge der b, filir die dies richtig ist
(fir alle a). Zrsichtlich hat man O ¢ B, und wegen (o)
ist auch 1 € B, weil natiirlich a # O oder a = O oder
1l =0 gilt, =zs sei nun 0 # b € B, d.h. es gelte (fir
alle a) a.b # 0 oder a = 0. Im Falle a.b # C folgt wegen
a.(b+l) = a.b + a nach (10') a.(b+l) # 0; andernfalls
ist a = 0. Also hat man b + 1 € B. — Im Ubrigen sei hier
wieder auf das Buch von Landau verwiesen.

Un das nunmehr crhaltene, schon wesentlich "kleinere"
Axiomensystem

(1), (3, (&), (), (10), (11), (12)

noch weiter zu vereinfachen, ist es naheliegend, die bis-—
her als Grundbegriff angesehene Multiplikation durch die
Ubrigen Grundbegriffe O, 1, + auszudrilicken., In einer der—
artigen reduzierung der Grundvegriffe kommt ein weiterer
wichtiger Aspekt des axiomatisierungsprozesses zum husdruck.
Vir streichen also die Grundregeln (6), (7) und definieren
a.b rekursiv durch:

(a) a . 0 = 0; (b) a.((b+1) =2a.b+a

Dies entspricht der an der Schule gelaufigen aAuftassung
der Multiplikation als wiederholter Addition. Hierbei
(und nicht friher!) wird das Rekursionsprinzip benutzt
Nach diesem gibt es fiir jedes a eine {eindeutig pestimmte)
ADDildung b = a.b von N in sich mit den wmigenschaften

(10)

(10) will man den (auch grundlagentheoretisch problemati-—
schen) Beweis des nekursionsprinzips vermeiden, so em-—
pfiehlt es sich, die Multiplikation . als Grundbegriff
beizubehalten und (a), (b) als Axiome zu nekmen. Siehe
hierzu /I/, 5. 7.
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(a) und (b); wir heben also eine Verknlipfung (a,b)—» a.b
mit diesen Zigenschaften definiert. Auf Grund von (1),
(3), (10), (11), (12) weist man jetzt nach, dass die so
definierte IMultiplikation wieder die wigenschaften (6) und
(7) bvesivzt. rir diesen lachweis wird die oben aus (1),
(3), (12) hergeleitete sussage O + a = a benutzt; im ibri-
gen bietet die Durchfihrung nichts Neues und kann hier
Ubergangen werden.,

Man kann nun noch (1) und (3) durch die etwas schwicher
aussehenden Axiome

() a+ (b+1)=1(a+0b)+1
(3") O+ 0 = 0

ersetzen und zeigen: hieraus und aus (10), (11), (12) er-
geven sich wieder (1) und (3). Wir flhren dies nur fiir
(3) durch: Bereits aus (1'), (3') und (12) folgt O+a = a
wie oben bei der nerleitung von (2); insbesondere gil®
damit O + 1 = 1, wun ist a + 1 =a + (0+1) = (a+0) + 1,
und daraus folgt nach (11) offembar a =a + 0, also (3).
it (1'), (3'), (10), (11), (12) hat man im wesentli-
chen des Peanosche Axiomensystem erhalten, wie es etwa in

[T/ dargestellt ist. mierbei ist wie bisher eine lienge N
mit ausgezeichneten lementen O, 1 und einer Verkniifung
+ zugrundegelegt. Die Axiome (1'), (3'), (1C), (11), (12)
sind voneinander unabhingig.

Ian kann nun auch noch die O "amputieren"; hierdurch
kommt man auf das folgende sxiomensystem flr eine lienge
P mit den Urundvegriffen 1, +, das in einem naheliegen-
den (und genau priizisierbaren) Sinn mit unserem Axiomen-—
system gleichwertig ist (11);

a+ (b+1) =(a+Dd)+1;
a + 1 # 1;
2 £b == a+ 1£b+ 1;

(11) Zs wird in /7/ als "Peanosches sxiomensystem" bezeich-
net.
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(lei.gr; tur elle a: a ¢ b =>a+le 1) => M =P .

Schliesslich kann men die 2ls Grundbegriff auftretende Ad-
dition auf die Nachfolgerbeziehung zurickfihren, um das
Feanosche s~xiomensystem in seiner klassiscaen Form zu er—
nalten. wviese Schritte bringen aber keine wesentliche Ver-
einfachuns mehr. Insbesondere erweist es sicn aus den ein-
gangs diskutierten urinden als unzweckmissiz, die Addition
als Grundvegriff aufzugeben.

as Feanoscne ~xiomensystem erscaeint im vorstehenaen
2ls das szrgebnis eines langen Vereinfachungsprozesses,
dessen Derstellung dem Lehrer mancihie Gelegenheit zur "Ura—
matisierung" gibt. nur das wmachvollzienen eines solchen
rrozesses durfte dei sernenden dag reanoscic .xiomensystem
erschilessen. cier wird erst recht deuslicli, wie weniy nist
einer wlossen Autcchlung une wrluuserung der sxiome gewon-—
nen ist - und wie zweifelhaft es oleiot, 0b eine noch so
eusfihrliche und sovrgfiltige Darstellung des Peanoschen
Aufbaus (wie sie lbrigens in geradezu vorbildlicher Weise
in ZZ7 gegeben wird) dem Schiller einen Zugang zu seinem
Verstundnis $ffnev, wenn dabei dieses axiomensystem an
die spitze der srirserungen gestellt wird.

+ + +
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AXIOMATISATION ET GEOMETRIE ELEMENTAIRES

par
. Servais
(ilorlanwelz)

I. IKTRODUCTION

1.1. La géométrie élémentaire est pour 1'éleve 1'occasion
de la premiere renconire avec les structures mathématiques
complexes.
vans l'enseignement traditionnel, il abordsit la géomé—
trie sans préparation mathématigue, les mains vides.
C'est sur la présentztion de la géométrie au jeune dé-
- outant gu'es porté, en Zelgiqgue, un des plus vigoureux efforts
pédegogiques. la géométrie €lémentaire considérée d'un point
de vue supérieur intéresse toujours le mathématicien.,
Il suffit de citer trois ouvrages récents:
Geometric Algebra
de Zmile Artin,

L'enseignement de la géométrie
de Gustave Choquet,

Al gebre linéaire et géométrie élémentaire
de Jean Dieudonné,

bour prouver combien la modernisation algébrigue de 1l'en—
selgnement de la géométrie est un sujet d'actuzlité.

La "voie royale" de cette construction de 1z géométrie,
comme 1‘'appelle G. Choguet, est bien connue, depuis d'ail-
leurs assez longtemps, puisqu'elle fut tracde var urassmann
et Cayley avant d'8tre popularisée par Klein.
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l.2. I1 y a plus de vingt-cing ans que l'expérience des
classes nous a montré tout le profit que des éleves de 17 et
de 18 ans peuvent tirer de l'étude des vecteurs et de la géo-
métrie affine suivie de 1l'introduction du produit scalaire et
de la géométrie euclidienne. Ce qui est nouveau, c'est qu'une
présentation clairement axiomatisee di vectoriel reel peut com-
mencer dés quinze ans si on a eu soin de mettre en place les
vecteurs et les nombres réels de 12 & 14 ans, C'est a cet &dge
que nous commengons en Belgique.

G. Papy vous donnera le détail de ce gui peut 8tre entre-
pris & quinze ans, au seuil du second cycle des humanités.

1.3, Nous voudrions vous parler du début de 1l'enseignement
de la géométrie, des douze ans, en particulier du point de
vue axiomatigue.

I1 n'est pas posgsible de parachuter les notions de vecteurs
et de nombres réels dans des t8tes des quinze ans. Ces notions
doivent &tre élaborées dans le premier cycle par une voie qui
gsoit acceptable tant du point de vue mathématigue gue du point
de vue pédagogique.

Ve plus, il faut apprivoiser 1'éleve au raisonnement ma-
thématique jui est autre chose que des constatations empiri-
ques relatives a des collages ou z des pliages.

I1 y a peu de génération spontanée du raisonnement mathé-
matigue mais un apprentissage progressif ol lea répétition
et 1l'imitation ont leur part.

Parfois, pour faire bien les choses, on imagine un en-
seignement expérimental pratiqué pendant toute une périede,
auquel succéderait un enseignement déductif. C'est se ber-
cer d'illusions. On oublie qu'il doit y avoir une expérience
de rsisonnement sans laquelle la moindre déduction organi-
sée est une énigme, & moins qu'elle ne devienne une fable
obscure & apprendre par coeur avec les lettres du livre!

Nous pensons qu'il faut apprendre & démontrer et a défi-
nir aussitdt que possible, c'est-a-dire dés que 1l'enfant
fait preuve de conduites intelligentes & ce propos. Il ne
s'agit donc pas, avec une hite inconsidérée, de dresser de
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fagon précoce des éleves & une déduction forcée, mais de rai-
sonner avec eux et de les conduire a raisonner quand ils mon-
trent la capacité de le faire.

L'expérience des classes montre gue des enfants qui en-
trent « l'école secondaire sont capzbles de s'exercer au
raisonnement de fajon significative.

IT. CONNAISSANCES DE BASE

2.1. Comme on sait, dans les écoles secondaires belges qui
ont adopté un progremme moderne de mathématique, les dlives
sont, « 12 ans, dés la premiire annde, introduits activement
aux notions d'ensembles, de relations et de fonctions grice
aux diagrammes de Venn et aux graphes multicolores avec
fleches.

Relativement aux ensembles, ils apprennent, avec le symbo—
lisme consacré, 1'appartenance, 1'inclusion, 1l'intersection
l'union, la différence et le produit cartésien.

2:2. Les notions de réciproque d'une relation et de compo-
sée de deux ou plusieurs relations successives leur sont Tren—
dues familicres. Ils constatent la réflexivisé, la symésrie
ou la sransivivite de cervaines relations.

~n lieison avec la partition d'un ensemble, ils font la
connaissance des relations d'équivalence. L'inclusion d'en—
semnbles et d'autres exemples les conduisent aux relations
d'ordre.

2.3. Parmi les fonctions et applications, un sort particu—~
lier est fait & celles dont la réciprogue est elle-méme une
fonction. A partir de ces fonctions bijectives, est définie
l'équipotence des ensembles. Les dlives remarguent que des
ensembles équipotents ont le mdme nombre d'éléments. Ils re—
trouvent les opérations sur les nombres naturels, avec leurs
propriétés, au départ des opérations sur les ensembles.

III. PRIORITE DE LA GEOMETRIE AFFINE

3.1. En géométrie concréte, un enfant de douze ans a aéja
tout un bagage de connzissances implicites dont seule une
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partie a €té rendue consciente.

Aussi, lorsgue 1l'on commence 1l'enseignenent de la géo-—
métrie rationnelle, a-t-il des difficultés « comprendre qu'on
démnontre ce gu'il voit et sait avec évidence!

Pour nathématiser le capitzl de notions intuitives in-
anclysées que 1l'enfant posséde, il y a plusieurs voies.

L'enseignement treditionnel et certaines tendances plus
modernes s'en prennent d'emblée & la géométrie métrijue dont
1l'agenceneni est cependent complexe. rouryuoi en est-il ain-
si? Sans doute la prégnance des notions de longueurs dans
certzines conceptiors crie-t—elle une sorte de préséance,
toute contestable d'ailleurs.

3.2. zn Belgijue, vour plusieurs reisons, nous commen;ons
délivérément par la geométrie affine.

Tout d'ebord, on szit yue la gcoméitrie affine est auto-
nome par repuvort & 1o glométrie euclidienne. Cette autonomie
est malaisée & voir agres-coup lorsgue l'on veut dégager
lo géométrie effine de st gangue euclidienne.

Cependent, nous en avons une longue expérience, la dé-
termination du groupe d'inveriance d'une propriété géométri-
aue est tris précieuse du point de vue pédagogisue puisgu'el-
le permet de silectionner les modes de démonstretion zdéguats
& l& nature affine ou metrisue ou projective d'une question.

3.3. Drautre part, la géometrie affine, co.we modéle me-
thlnetisue, est tros utile en phiysigue ol des disciplines
entiires, telle la thermodynamigue, font usage d'un outil-

age affin. Four les cuestions physigues qui nicessitent une
métrique, il est souvent profitable d'introduire celle-ci,
au moment propice, dzns le cadre de la g<ométrie affine.

3.4 Clest, dira-t—on, aller chercher bien loin des Jjus-
tificetions! Pourjuoi, guand cela est possible, ne pas dé-
n8ler assez t0t, ce ¢uili est distinct?

Drautant plus gue la géomitrie affine se présente d'une
fa.on beaucoup plus simple gue la métrijue et gue les pro-
oriétés de base y sont moins nombreuses. Cette circonstance



- 95 .

constitue un net avantage pédagogique lorsqu'il s'agit, pour
un débutant, de chercher et de trouver une démonstration.
Comme les rigles de jeu sont moins nombreuses en géomé—
trie affine gu'en géométrie euclidienne, il est plus simple
de les respecter et de ne pas faire des prélivements incon—
scients & 1'évidence physigue.
onfin, nous tenons, en fzit, & marcher vers la construc-
tion des vecteurs et des réels par une voie aussi dégagée
et aussi rapide jue possible.

IV. PLAN ET DROITES

4.1. Les axiomes initiaux gue nous avons choisis sont com—
munément regus,

4 Le plan est un ensemble de points. (1)

A2 Toute droite est une partie propre du plan.

A3 Toute droite contient au moins une paire de points.

A4 Toute paire de points est contenue dans une seule

droive.
Ces propriétés sont dégagées de dessins.
Leur sens intuitif est parfaitement clair.

4.2. Pour amener les éléves & prendre conscience de la gi-
gnification logique de ces propositions, des exercices sont
reésolus ol les droites sont représentées par des diagrammes
de Venn gu'on demande de compléter en indiguant les parties
qui sont nécessairement vides. FPar exemple, si 4 et B sont
des droites et si A\ B =g

on doit avoir une paire de points incluse & 4 N B,
d'ol 4 =Bet B\ A=¢
De tels exercices obligent & raisonner au lieu de voir.

1) En géogétrie plane, tous les points dont il est question
eppartiennent 4 un méme plan,



- 9% -

4.3. Jusque la cependant, les élzves ne se rendent pas comp—
te de ce que les axiomes sont autre chose gqu'une description
fidele des propriétés intuitives des dessins des droites dans
un plan.

sous leur avons proposé des exercices a'inverprétation
des axiomes. wout d'zcord, des inter.rétations physiques.

Si dans les propositions Ay, 4, ORI nous interpré-
sons la droive qui convient une paire de points comme le trait
w la regle joignant ces derniers, est-Ce que les proposisions
sont valabies? wnon!

Lz classe & decouvert une inverpretation baptisée de la
icerte postale": le sroit passant par deux points doit &vre
prolonge juszu'au poras de la carve. slors les axiomes sOnNv
verifiés.

o

a

Tls ont fait des essais anslogues en interprevant le plan
corme 1'ensemole des poinss a'une spieTre €t les droites com—
e des cercles tsracés sur celle-ci.

Une interprétation qui surprend et amuse a la fois les
éleves consiste & considérer que le plan est un ensemble quel-
conque d'éléments et que les droites sont simplement des pai-
res de ceux—ci. De la sorte, on a des modeles finis.

Les éléves ont trouvé gque les axiomes étaient satisfaitls
par un modile minimum & ¥rois élémenis.

V. PARALLELES

S5ele La @éfinition, désormais classique de deux droites

paralleles comme des droites disjointes ou égeles, est intro-
duite sans aifficulté. Ce sont certains professeurs qui Tre-
fusent d'accepter gue l'on puisse dire gu'une droite est
paralldle a elle-mcme.
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L'ensenble des paralleles a une droite donnée est agpelée
direction, L'axiome d'wuclide est présenteé sous deux formes,
équivalenses en vertu de la définivion d'une naritition d'en-
semble.

P. 4 toute droite donnée, passe, par tout point, une paral-
lele et une seule
ou
route direction est une partition du plan.
Le parallé¢lisme est une relation d'équivaience dans 1'en—
semble des droises.

2:2. iens le modtle w trois éléments, il n'y a aucune paire
de parallcles, l'axiome de la paralllle ess Faux.

il en ess de mime dans l'interprevation carive—-postale
ol, par Toutv point eTrenger & une droite, passent autant de
paralleles gue l'on veus.

51 on garde l'inverprétation de la droite comme paire
d'éléments d'un ensemvie, le moacle « quatre eiéments eon-—
vient: chague droitve esv parallele & son conplement, On a
un parallélogramme dont les dizgonales sont paralleles.

Des modtles & 5, 6... éléments admettent 2, 3... paral-
leles & une droite per un point étranger.

5.3 Suivant cette voie, les élives constatens, d'une fa-
yon nafve, deux feits importants:

1° un systéme d'axiomes peut recevoir plusieurs interpréta-
tions dont certaines peuvent parzitre inettendues méme
& celui jui a exprimé les axiomes.

2° comae l'axiome ¥ de le paralléle n'est pes satisfait per
tous les modiles velables pour les axiomes »récédenis,
cet axiome "apporte du neuf".

5-4. Gréce aux axiomes introduits, on définit la pro jec—
tion du plan sur une droite parallelement & une direction.
Cr'est une application du plan sur la droite.

La projection d'une droite 4 sur une droite B, suivant
une direction sécante, €tablit une bijection entre 4 et B.



Toutes les droites sont donc éjuipotentes: elles ont le
méme cardinal de points A. Le cardinzl d'une direction est
aussi A puisgu'il y a une bijection entre l'ensemble des
droites d'une direction et l'ensemble des points d'une sécante.

Les projections coordonnées sur deux sécantes montrent
gue le plzn est éguipotent au produit cartisien de deux
droites. e cardinal du plan est donuc A2,

On trouve szns peine le cardinal de l'ensemble des di-
rections d2 plan,A+ 1, et celui de 1l'ensemble des droites du
plan, x2 ES

I1 est intéressant d'illustrer ces formules par un modele
& 9 points ou chague droite en comprend 3.

Ce gui orécéde est vu dés gue les éleves ont les notions
ensenblisses indispensables.

VI. ORDRE LINEAIRE
5.1. Sur une paire {a,b} il y a deux ordres totaux stricts

{ta, ©)} et {tv, &)} .

Dans un ensemble de trois ¢léments et plus, on peut dé-

finir plus de deux ordres totaux stricts.

.uand on varcourt une droite dans un sens, on lz munit
d'un ordre itotzl naturel., Cette observation intuitive con-
duit & =2dmettre l'axiome:

0, £ toute droite sont associés deux ordres totaux réciproaues
dits nsturels. Ces deux ordres sont donnés des gue la droi-
te est donnée. vhocun d'eux détermine son réciprogue.

i pzrtir de cet axiome, on définit: droite orientée,
demi-droite, ouverte ou fermée, intervalle ouvert, fermé
(segment ), semi-ouvert, contour polygonal, partie convexe
du plan, enveloppe convexe d'une partie, avec application
aux polygones élémentaires.

6.2. La lizison entre les deux ordres d'une droite et les

deux ordres d'une autre est assurée par l'axiome.

O2 Une projection psralldle dtune droite sur une autre
transfere un ordre nzaturel de la premiere sur un ordre
naturel de la seconde.



ou
Toute projection parellele d'une droite oricntée sur une
eutre est une fonction croissante ou décroissente.

Les axiomes O1 et 02 sont vérifiés dans le cas du modcle
o 4 éléments. v

A -
///a P
D
Soit une droite 4, sur laquelle a<b<c . Si dﬁ_A, les
pro jections, sur A, de l'ordre déterminé par (b, d) sui-

vant les directions des droites ad et cd donnent les or-
dres réciproques déterminés par (b, a) et (b, c).

6.3. 03 Si on considére la projection d'une droite orientée
sur une droite paralleéle, l'ordre obtenu sur celle-ci est le
méme quelle que soit la direction de projection,

a b

> >

d b’ a’ b"

Cet axiome, vérifié sur la figure, n'est vas valable
dans le modele & 4 €léments.

Il apporte du neuf!

On définit des droites orientées paralliles et de mime
sens ou de sens contreires.

A partir de l'axiome 03, il est zisé d'établir que,
sur toute droite, il y a2 une infinit€ de poinis.

I1 suffit d'effectuer une suite de pro jections paral-
leles.



On a successivement 2< p, b< ¢, c< d, ... de sorte gue
deux points de la suite a<b<C<d ...s ne veuvent co-
incider.

Cette proposiiion feii exclure dorénavant les modeles
finis sue nous avions considérés.

VII. GROUPZ D=5 DILATATIONS

7.l. Sur la base de situations concretes: ombres chinoi-
ses, acrandissement photographigue, projection cinématogra-
phicue, translation d'une porie coulissante, les éléves sont
arienés & considérer les dilatations.

Définition: une dilateaetiomn est une bijection
du plen sur lui-néme dfu}s leguelle une droite a pour image
une droiie parzllele (L),

Lz pijection ideniigue est une dilatation.

7.2. Per construction de droites paralliles, on établit
qilune dilziation est Géterminée gquend on en donnait deux
points et leurs images. Une dilatation gui a deux points
fixes est donc la transformation identigue.

)

a
a

\

(1) cfr. «. Servais, wilatations, liathematics teaching,no 26.

v
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Te3e Nous admettons un seul exiome d'existencs.

D.VI1 ¥ & au moins une dilatation dans leguelle deux points

distincts donnés a, b ont pour imaegzes deu: woints dis—

tincts donnés a', b' appartenant & une droite paralléle
& la droite a b,
Il suit de 7.2 gue cette dilatation est uni

‘ue.

T.4. Il est menifeste que 1l'ensemble des dilatations du
plan muni de la composition est un groupe.

&n effet, les bpijections du plan sur lui-méme forment
un groupe et le parallélisme est une relution d'équivalence.

7.5. Dens une dilatation, la droite joiznant un point &
 80n imege est inveriante: on 1l'appelle une t ra c e de la
dilztation.

Deux dilatations réciprogues ont les mémes traces.

On reconnailt sans pelne gue, dens une dilatation qui n'est

vas identique, toutes les traces scut, soit varalléles, soit
concourantes en un méne point C.

Dans le premier cas, la dilatation est, per définition,
une translation, dans le second, une hom o -
thétie de centre C.

La transformation identijue est considérée comme trans—
lation: toute droite est une trace parallile i elle-méme
et comme homothétie: fout point du plen est point d'inter—
section de traces.

Te60 L'ensemble des homothéties gui admettent un méme
point pour centre est un groupe pour la composition,

TeT. I1 est aisé de prouver gue si la compogée de deux
translations a un point fixe, elle en a un second. Zlle est
donc la transformation identigue. '

Par suite, la composée de deux transletions est une
translation. L'ensemble des translations du plan constitue
un groupe pour la composition.
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VIII. GROUPz DES VECTEURS

8.1, Une partie du planest é guipollente a

une partie 3 s'il y a une translation qui transforme 4 en 3B.
Comme les transletions constituent un groupe, 1'éguipol-

lence est une relation d'égquivalence, nous la noterons I.

8.2. Une translation transforme un couple de points (a,b)
en un couple (a', b') équipollent:
(a, o) # (a', b")
La classe des couples éguipollents au couple (&, D} esT,
par définition, un v e c T eur , le vecteur =% .
Jans une transletion, les couples déterminés par les
points et leurs images respectives sonu tous egulpollenss.

b
b
=N eiTeuv, dens les paralielogremmes, On &
eayt woy (o o) hiccr

o'oll, par srensitivite,

(aayf (cc
Les couples équipollents & (a a') déterminent le vecteur
aa' de la translation.

8e3e Lorsque l'on compose un couple de translations, on
ovtient une translation dont le vecteur est, par définition,
la sommne des vecteurs des translations
données.
—_> —> —

Un a évidemment 2 c = ab + Dc.

Les vecteurs sont donc une meniere de présenter les
translations, la composition de celles-ci correspondant a
l'addition vectorielle.
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L'ensemble des vecteurs, muni de l'addition, est un
groupe isomorphe au groupe des translations.

Les deux groupes sont commutatifs.

CUn considere les sous-groupes engendrés par un ou par
deux vecteurs.

Sedeo 11 y a une seule translation qui porte un point fixe
o au plan en un point & donné.

Par définition, la s omm e des deux
points aet b, est le point ¢ tel que

—y — —
oc¢c = oa + 00D

Le plan pointé ainsi muni d'une addition est un groupe
commutatif isomorphe au groupe des translations ou des vec—
teurs.

On étudie les sous—groupes engendrés par un ou par deux
peints.

8.5. Dans une projection parallile sur une droite, deux
couples équipollents ont pour images des couples équipollents.
tn effet, si (a, b) T (e, d), la translation zc trans-
forme b en 4. Cette translation donne pour images de a' et
©' les points e et f des droites c ¢! et 4 d'.
ona (a'v').] (e £) et, ef//c'dr
Donc, (e, T) T (c', d').
L'ou, par transitivité,(a', b') | (¢!, d1).
Lorsque & b est projetante, les points a' et b', c' et
d' sont confondus et 1'équipollence précédente subsiste.
Le milieu d'un segment se projette suivant le milieu
de la projection de ce segment.
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Les diagonales d'un paralléldgramme se coupent en leur
milieu. Une pro jection parallele du plan sur une droite
transforme un vecteur du plan en un vecteur de la droive.

La somme de deux vecTeurs a pour projection la somme de leurs
pro jections sur la droite. Par projection paralldle, on con—
struit la moitié, le nieme d'un vecteur.

Bebe Une ailavation iransforme deux couples équipollents
enh des couples égquipollents puisgue un parallelogramme a
pour image un parallélogramme.
Une dilatation transforme un vecteur en un vecteur et la
somme G'un couple de vecteurs en la somme de leurs images.
Le groupe des translations est transformé en lui-méme
par toute dilatation.

8.7. Si une dilatation échange deux points, elle échange
les points par paire et transforme un vecteur en le vecteur
opposé. CU'est par définitionune s ymé trie cen-
t rale . Son centre est le milieu des segments joignant
les points & leurs images respectives.

L'ensemble des translations et des symétries centrales
esT un groupe pour la composition.

IX. SYMETRIE AXTALE

9.1. La symé+trie ayant pour axe une droite A et
la direction de D (sécante de A) est la bijection du plan
dans laguelle un point x et son image x' appartiennent 2
une droite de direction D, le milieu m de x x' étant un
point de A.
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Les points de A sont fixes, les droites de la direction
de D sont confondues avec leurs images.

Dans une symétrie axiale, une droite a pour image une
droite. La proposition est évidente lorsque la droite x y
est parallcle a l'axe & pulsque l'image de x y est obtenue
par la translation de vecteur 2 xo .

Lorsque xy coupe 4 en c, soit y' le symétrigue de y,
l'homothétie de centre ¢ qui transforme x en y, donne pour
image & x' le point y' tel gque

la droite yy" estv parallele = xx'

et gue le milieu m de[ x x'] @ pour image le milieu n
de ry ymysitué sur la droite x.

rar suive, y" = y' et l'image de la droive xy est la
droite x'y’'.

9.2. La composée d'un couple de symétries ayent des axes
paralléles et une méme direction est une translation.

La composée d'un couple de symétries ayant des axes
secants, appartenant chacun a la direction de l'autre symé-
trie, est la symétrie ayant pour centre le point d'inter—
section des axes. (Symétries axiales conjuguées).

X. GRADUATION DE LA DROITE

abcisse d'un point

10.1. Une droite U, munie d'une origine o et de l'addition
des points est un groupe (D, +).

Ce groupe est commutatif.

ve plus, si la droite est orientée, on peut ordonner le
groupe.
10.2 Dans le groupe (Do, +) considérons le sous-groupe en—
géndré par un point u, distinct de l'origine o.

Ce sous—groupe est une graduation de la droite noiée

(;‘Jou9 +)

2u u 0 u 2y 3u
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10.3. On admet 1'axiome d'srchimedes

Arcn. Pour tout point x de le droite o u, il existe un nom—
bre entier n tel que

X € ]nu,(n+l)u]

ou encore, 1l'ensemble des intervalles Jn u, (n + 1) ul
pour n € 2 est une partition de la droite o u.

10.4. =Ztant donné un point x de. o u, il y a un segment

tnu, (n+1) uj
qui le comprend.

Four préciser la position de x sur ce segment, on divise
ce dernier en deux segments équipollents, on retient le seg-
ment auguel x appartient.

Cn le divise en deux segments éguipollents et ainsi de
suite. Un binaire limité permet de noter ce programme d'opé-
rations gfométriques jusgu'is un stade donné, On admet que
l'on peut continuer indéfiniment, on obtient un binaire il-
limité.

Un point d'une des subdivisions successives donne lieu
a deux développements binaires; les autres points, & un
seui.

néciproquemens, un binaire illimité, donné & priori, de-
termine un prograrme de subdivisions et de choix successifs
de segments emboliés.

C Axiome de contcinuité

L'intersection des segments emboltés obtenus par des di-
visions successives en deux segments équipollents, con—
tinuées indéfiniment, comprend un seul point.

On considere que deux binaires illimives qui déterminent
le mcme point x de o u, sont equivalents.

un les appelle l'a b§c i s s e du poinv x sur la droive
O u rapporsece @z l'or i gine o eiau point
unitaire Ue
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1l0.5. rar projecvion parallele, une graduavion d'une droitve
a pour image une graduavion de la droice sur laqueile on pro-
jette. ielativement & ces graduations, un point et son image
ont la méme abcisse (Th. de Thalés)

10.6. Dans une homothétie de centre o, deux points distincts
de o, uy et u, ont des images X et %, qui ont la méme ab-
cisse dans les grzdustions déterminées par o et u;s O et Uy

Cette abcisse commune est le rapport de 1 ' ho-
motheétie.

Pour qu'a tout binaire corresponde une homothétie de cen—
tre o, on devra admettre gue le binaire nul, o, 0000 ... est
lerapport de l'homothétie dégénérée
constante quiappligue tout point du plan sur le
centre o.

10.7. Dans une homothétie non constante ou une translation,
une graduation d'une droite a pour image une graduation de la
droite transformée.

Relativement & ces graduations, un point et son image ont
la méne abxisse.

I1 suffit de remarguer qu'une dilatation transforme deux
couples équipollents en des couples éguipollents et une
droite orientée, en une droite orientée.

XI. CORPS DES NOMBRES REELS

11.1. L'addition et la multiplication des binaires sont dé-
finies par transfert & partir de la composition des transla-
tions et des homothéties.

L'addition des points dans (Dou, +) servira & définir
l'addition de leurs abcisses: la s omm e de celles-ci
est, par définition, 1'abcisse de la somme des points.

I1 suit que l'ensemble des abscisses est un groupe commuta-
tif pour 1'sddition. Par définition, la composée d'un couple
d'homothéties sura pour rapport le produi t de leurs
rapports (dans 1l'ordre de composition).
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L'ensemble des alcisses non nulles est un groupe pour
la multiplication. On établit ju'il est commutatif.

11.2. Enfin, puisgue toute homothétie, y compris 1'homothé-
tie nulle, transforme la somme d'un couple de vecteurs en
la soime de leurs images, la multiplicetion des alwisses est
distributive sur leur addition.

L'ensemble des acisses des points d'une droite graduée
quelcongue muni de l'addition et .de la multiplication est
un corps indépendent de la droite choisie. Ce corps est ap-
peléle corps des nombres Téels.

XII. LE V=CTORIEL RZEL PLAN

12.1. Dans le plan muni de l'origine O, 1l e produit
d'un point a par un nombre Té-
el a est le point b image de a dans 1'homothétie de
rapport a et de centre O.

Le groupe des points du plan avec origine, muni de cette
multiplication par les réels, est un vectoriel.

Si on opiére par rapport & une autre origine O' et si on
a O - 0'a', l'image D' de a' dans 1'homothétie de
centre 0' et de rapport a est telle Ob = 0'p!

Le vecteur Ob obtenu est appelé le produit du
vecteur ET?: par 1le nombre & .On
éerit 63 = a .6;

Le groupe des vecteurs du plan muni de cette multipli-
cation par les réels devient un vectoriel réel & deux di-
mensions isomorphe au vectoriel du plan.

12.2. La construction précédente édifie simultanément la
géométrie affine du plan, le corps des réels et le vecto-
riel réel & deux dimensions. Elle introduit progressivement
les axiomes en montrant par des moddles qu'ils apportent
une information nouvelle et en déduisant les conséquences
importentes de chague apport.

la voie géométrigue suivie fait intervenir dés le début
des transformations du plan et les groupes qu'elles consti-
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tuent éventuellement.

Ce sont les propriétés de deux groupes de translations
et d'homothéties qui servent de soutien intuitif et logigue
& la présentztion du corps des nombres réels.

Le programme ci-dessus est couvert dans les deux premid—
res années de 1'enseignement secondzire.

XIII. PERPENDICULARITE

13.1. Ia géométrie métrijue est construite au sein de la
géométrie affine, d¢ja constitude, par 1'introduction de
la perpendicularité de deux directions (1).
La considératicn 323 zomdrillages csaduit 4 adneitre
- les axiomes suivants:
Pl Dens 1'ensenble des directions du plan, i1 y a une rela-
tion symétriiue: 1a perpendiculearit é.

P, Toute direction donnée du plan a une seule direction qui

2
lui est perpendiculeire.

P3 Deux directions perpendiculaires sont distinctes.

13.2. Deux droites sont perpendiculeires si elles appar-

tiennent respectivement & deux directions perpendiculaires.
Des axiomes on déduii:

Deux droites perpendiculzires sont sécanses.

Par tout point domné, il ¥ a une et une seule perpendicu-

laire & une droite Gonnée.

XIV. SYETRIES AZILLES CRTEOGONALES

14.1. Une symétrie d'axe A est dite orthogonale si la di-
rection de cette symétrie est perpendiculaire & l'axe A.
Une telle symétrie est donnée par son axe.

Zn eppligquant les propriétés de la symétrie axiale af-
fine & la symétrie axiale orthogonale, on a:

(1) w. Servais, lletrical Geometry. Mathematics teaching
no 30.
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Une symétrie axisle orthogonale transforme une droite en
une droite.

La composée de deux symétries orthogonales & axes paral-
ltles est une translation qui est identigue si les axes sont
égaux. /

la composée de deux symétries axiales orthogonales dont
les axes sont perpendiculaires est la symétrie ayant pour
centre le point d'intersection des axes. (Ce sont des symé-
tries axiales conjuguées).

Pour toute paire de points, il y a une seule symétrie
axiale orthogonale qui les échange.

14.2. Tar pliage d'une feullle de papier suivant une droi-
te pzssant par l'origine commune & deux demi-droites, on
peut feire colncider celles-ci.
D'ol l'axiome:
B. I1 y a (1) une symétrie axiale orthogonale qui échange
deux demi-droites d'origine commune. Celle-ci appartient
& l'exe.

15.1. I& composée de deux symétries orthogonales dont les

wxes ont au moins un point commun est, par définition, u n e
rotetiomn.

Un point commun aux deux &axes est fixe: on l'appelle
centre de la rotation.

S'il y 2 un second point fixe, la rotation est la trans—
formation identigue.

Une symétrie centrale est une rotation.

Stent donné un couple de demi-droites [ax by, on
peut trouver une composée de deux symétries axiales orthogo-
nales qui transforme [&ax en [by.

I1 y a donc une translation ou une rotetion qui trans-
forme une demi-droite donnée en une demi-droite donnée.

(1) I1 suffit de postuler 1l'existence sans 1'unicité, celle—
ci sera établie deans la suite (16.2)
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15.2. Cn construit les images J'un ense.hle de points don-

,

né par des cor_csées de sy

~ ke e
Z3 OruLiC ot

les. zn

feisant zlisser un calgue cée i'ensencle initisl sur le plan,
on trouve ju'on reut le feirs colncider avec chague imeage
obtenue par la composée d'un alntre puir de symétries. Cet-
te expfrience nous conduit .~ l: c<finition.

Un déplacement e33 la composée d'une succes—

sion de symitries axisles ort.c cicles en nombre pair .

rer suite:
La trensformetion identijue es’ ur déplacement.
es trenslations st les rotztions sont des déplacements.
I'inverse d'un dfplecezesnt est un déplacenent.
la composfée d'uzn couple de déplacements est un déplacement.
L'ensenble des dérizcerents est un groupe pour la composition.

15.3. Il est évident jue la transformation identigue lais-—
se invariante toute demi-droite.
En exp<rimentcnt avec un celgue, nous trouvons gue c'est
le seul déplacament zui a cette propriétdé.
Nous admettrons 1'exiome:
I Le seul diplacezent jui laisse inveriante une demi-droite
donnée dans le .lan est la transformation identique.

De cet axioms résulte 4u'il y a un seul déplacement qui
trensforme une demi-droite donnée [ax en une demi-droite
donnée [by. »

Zn effet, silax = [ by, la propriété est vraie en ver-
tu de I. Sinon, soit & un déplacement gui porte [ ax sur
[ by.

Si & est un déplacement opérant de méme, le déplace-—

ment 8o & lzisse imveriante la droite [ ax.
On a donec ° 6' & =1
d'ol 5 = 5

I1 s'ensuit cue tout dfplacement est une translation
ou une roteation eV gu'une rotetion est déterminée . or le
couple d'une deni-drcite issue de son cesnire et de 1'image
de cevte demi-droite.
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Lz composée de deux rotations de méne centre est une ro-
tetion de méme centre.

Les rotzticns de méme centre constituent un groupe.

Aucun déplecement ne peut 8tre une sy:¢trie axiale ortho-
gonale.

Zn effet, une telle symétrie & une droite fixe et la seu-
le trensletion ou rotation yul & au moins une droite fixe
est le trensformetion identijue.

¥VI. RSTCURNZLIZNTS
16,1. Quand un ensemble de points non collinéaire E est trans-—

formé par une symétrie axiale orthogonale en 1l'ensemble E!

’

=

le calque de E ne peut &tre amené a coincider avec E! qu'en le
retournant sur le plan. Il en est de méme quand E' est obtenu
% partir de E par une succession d'un nombre impair de symé-
tries axiales orthogonales.

Cette expérience nous conduit a la définition: Un re-
tournement duplan est une symétrie axiale orthogo-
nale ou la composée d'une succession d'un nombre impair de
symétries orthogonales.

16.2. On démontre les propositions suiventes:
Un retournement gui n'est pas une symétrie axisle orthogo-
nzle est la co:

sosée d'une telle symétrie par une rotation
ou une translation.

Aucun retournenent n'est un déplacement.

I1 y & un seul retournement zui transforme une demi-droi-
te donnée en unc seconde demi-droite donnée.

Un retournement qui admet un point fixe au moins est une
symétrie axiale orthogonzle dont 1l'axe passe par ce point
fixe.

Dans 1'axiome B (1l4. 2), la symétrie axiale orthogonale
est unigyue. Son axe est appelé la b issec trice
de l'angle des demi-droites.

Une symétrie axiale orthogonale trensforme une symétrie
orthogonale en une symétrie orthogonale.
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Iar suite:

la symétrie axiale orthogonzle transforne

1. la médiatrice d'un segment en la mddizsrice de l'image
de ce segment.

2. Deux droites verpendiculeires en deux droites perpendi-
culeires.

3. La bissectrice d'un angle en lz bpissectrice de l'image.

16.3. La composition des rotzticns de néne centre est com-
mutative. Soit la rotation e, gqui transforme [oa en [ 0D
et la rotetion 0, qui porte [ 0D sur [ ocC.

a
31
b= 52
53
0 c
Si on d&signe par G .6 .G les synciries orthogonales
gui ont respectivemsnt pour axe la bissectrice 5, de
liangle & 0 b
S, = 0D
2 . —
la bissectrice 33 de b oc
ona p= Co0 et p= Co @
N 121 2 3 2
D'o
PoP=G0Go0GoG = Go0
A R
Pour établir la commutativite p2° p1 = p1 002
il suffit de démontrer gue
'0‘30 01= 020 010 0‘30 0'2
ou
G, G = )
2° 93° 917 G %30 % (1)
Le retournement 0,0 O30 a} a o pour point fixe.

C'est donc une synétrie axiale orthogonzle.
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De méne ¢ o o
o O_ .
1 3 2
Conme une symétrie axiezle orthnogonale est égale & sa ré-

ciprogue, 1'ézelité (1) est ¢teblie.
Les rotations de méme centre constituent un grouge com-
mutatif.

IVII. ISCLiSTRIES

17.1. Une i sométrie estun dplacement ou un re-—
tournement.

L'ensemble des isométries est un grougse your la compo-
sition.

Les déplacements en constituent un sous-groupe.

Un ensemble = est dit i somé trigue &un en-
semble Z' s'il y & une isométrie jui transforme Z en ='.

La relation d'isométrie est une éguivalence.

17.2. la classe d'éjuivalence des segaents isométriques &
un seuient donné est la 1l on gueur de ceux—ci.

_&tens donné un segment [& 0] et une uemi-droite[o x ,
il y a un seul deplacement & qui porte iz demi-droive
fa b sur la demi-droite [ o x .

I1 y a aussi un seul retournement p gui transforme
[aD enr[ o Xx. Corme p est le composé de 6 par la sy-
métrie orthogonzle d'axe o0x, dens les deux isoméiries

5 et p , le point b a la mdme image ¢ sur la demi-droi-
tel o x.

u'oll, £Tznt wonnés un segment[ a 0] eT une aemi-aroive
[o x il existe un et un seul point ¢ depo x wel gue
C o c] soit isomeétrique &« [ a 0] .

r partir de ce report de longueur, on définit leur som-
me doni les propriétés découlent de la translation des
couples sur la Groite. S5i la droite est griduce, on obtient
la mesure d'une longueur comme nomore real posivit ou nul.

ia aérinivion au cercle et ses propriéses élémensaires
par rapport aunr symctries, aux rotations et aux transla-

g
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Tions s'introduisent immédiatvement.

17.3. iz classe d'équivalence des angles isometrisues & un

engle aonné esv l'ouversure de cev angle.
lorsgue deux iIigures sont isométrigues par déplacement,

elles sont dites directements isométrijues.

o)

e les deplacements cors tituens un sroupe, 1'isomé-
Tris directe est une relation d'eguivaience,

XVIII. GROUFZ DS ANGL:Z3 CRI:NTZS

18.1. 5oit une rotation p dans laquelle [oa et [Co D
cnt pour images respectives [ o a' et [ o0 D' .
zn vertu de la d<éfinition, les couples

(Coa,forc ) ev {(rfoa',fopn')

sont isométrigues direcis.
Démontrons gu'il en esv de méme des couples

(Loa, [ oa') et (robd, o0ob') (1)

501t p' la rotation gqui trensforme [o a! en [ o b.
La demi-droite [ 0 2 est transformée en [ 0ob par la
rotation p'op.

La demi-droite [ o
tion pop.

[\

' & pour image [ o b' dans la rota-

£n vertu de la commutativité

Pop =poop
La rotation qui transforme [ oa en [ o b porte [ o at
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sur [ 0 b' . Par suite, les couples (1) sont isométrigues
directs.

La classe des couples directement isométrigues a un
couple ( o a, 0 D) est appelée l'angle orien-
t é de ces couples. Nous le notons

/\.
(foa, Cod)
Jans une rotation, on a donc
T~ .\.
(g6a,coa') = (pob,fod)
les demi-droites issues du centre et de leurs images res—

pectives déteminent le méme angle orienté appelé 1 ''a n g -
1le de 1la rotation.

18.2. On démontre gque la translation 00! transforme une ro-
tation de centre o en une rotation de méme angle orienté
et de centre o'.

s la composée a'un couple de rotavions correspond un
angle orienté qui est indépendant du centre de rovation.
rar définition, cet angle orienié est la s omme
des angles orienves des rotations don-
nées.

L'ensemble des angles orienves, muni ae l'addition, est
un groupe commutatif isomorphe au groupe des rotations de
méne centre arbitraire.

XIX.

Cette premitre étude la géométrie euclidienne est com-
plétée par l'introduction du produit scalazire et du groupe
des similitudes engendré par les isométries et les homo-
théties.

Cette partie n'exige plus aucun axiome nouveau et se
fait sans peine.



La présentasion donnée de la géométrie et des reels de—
mande seize axiomes qui sont insroduits progressivement
sur une base ingsuitive.

On a ainsi une élaboration génétique par laquelle 1l'eéle-—
ve se familiarise peu & peu avec le convenu de chague grou--
pe d'axiomes ev sa porteée.

LUes inserprészvions variédes soulignent la polyvalence
des systemes axiomatigues.

Les dilatavions, les vecteurs et les nombres réels sont
vus en étroive connexion avant les notions metriques de
longueur et d'angle.

Les groupes de transformations interviennent d'une fagon
constante comme outils de construction. ILes équivalences
correspondant aux divers groupes servent & définir les no-
tions géométrigues fondamentales: vecteurs, longueurs,
angles orientés comme classes d'équivalence.

Pareille étude, avec des variantes, est faite dans les
trois premiires années de l'enseignement secondaire & des
éleves de 12 a 15 ans.

Ceux-ci disposent alors, au seuil du cycle supérieur, de
tout le bagage de notions qui rend naturel l'exposé fait
par lz voie royuzle, plus abstraite, basé¢e sur les axiomes
du corps des rcels, du vectoriel réel et du vectoriel
euclidien, donnés, sans paracnutége, L des esprits pripa-
rés & les comprendre et & estimer touve 1'cconomie ration-
nelle que leur eaploi fait réaliser.
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i, FAUT METTRE L'ACCENT DES QUE POSSIBLE SUR LA NOTION DE MORPHISME
par
André :Revuz
Poitiers

Le theme général du sémineire d'Echternach était: "Les ré-
percussions de la recherche mathématique sur l'enseignement".
Un mauvais plaisant aurait pu répondre qu'il n'y avait pas
matiére a discussion, soit en remarquant qu'on n'enseigne
rien qui n'ait fait, en son temps, l'objet d'une recherche,
soit & 1l'opposé, en constatant que presque rien de ce qui

feit 1'objet des recherches contemporaines ne soit matidre

& enseignement, sauf en quelques rares lieux privilégiés. Ce—
pendant les organisateurs du séminaire ont eu pleinement rai-
son de choisir ce thime, car c'est en visant & combler le fos—
sé qui sépare actuellement recherche et enseignement général,
que 1l'on fera de ce dernier un enseignement de qualité.

La recherche devrait féconder 1l'enseignement de deux ma-—
nicres: en lui donnant 1l'exemple de l'esprit en activité,
et en lui indiquant quels sont en Mathématiques les thémes
essentiels auxquels il faut consacrer la plus grande part
dtefforts, qui sont souvent gaspillés dans des directions
sans issue,

Le chercheur est au contact de problémes dont tout le
monde ignore la solution; mieux, la formulation méme de ces
problémes est un premier et difficile probldme. Le chercheur
est au bord d'un domeine mal ou incomplétement exploré, il
est en face d'étres mathématiques qui sont encore mystérieux,
que 1l'on ne sait par quel bout attaquer et ce qu'il veut,
c'est d'abord trouver la ligne d'attague, poser et résoudre
la "bonne question", celle dont la réponse éclairera et ren—
dra "évident" ce qui l'est encore si peu. Une fois la percée
effectuée, il exploitera le succes, rassemblera les résul-—
tats, les ordonnera et finalement les publiera dans un ex—
posé cohérent. La période la plus importante, la période &
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la fois douloureuse et passionnante, mais qui conditionne
tout le reste, c'est la premiére, c'est celle du chaos ori-
ginel dans lequel l'esprit fera jaillir la lumigre, C'est
celle ol le désir de trouver l'explication anime 1l'esprit,
celle o} la motivation premidre est la plus forte, et ol
naissent les motivations des démarches ultérieures qui feront
progresser la compréhension, mais qui n'apparaissent pas 2
premiere vue. C'est celle ol le chercheur aura tdtonné, se
sera engagé dans des impasses, aura commis des erreurs qui
lui paraitront stupides lorsqu'il aura trouvé la bonne voie,
et c'est aussi celle sur laguelle il restera éternellement
nuet.

Bt ce silence est sans doute l'origine de toutes les dif-
ficultés de 1l'enseignement des mathématigues. Car il est im-
possivle de comprendre une théorie mathématigue, si elle
n'apparait pas comme la réponse & une guestion. Sans doute,
a—t—on vu au cours de 1l'histoire, des théories bities pour
répondre = une question connaltre un développement considé-
rable et répondre & bien d'autres questions tellement plus
importantes que la premidre,que celle-ci a fini par parait-
re futile. liais cela ne justifie pas la prétention de cer-
tains exposés & vouloir paraitre hors du temps. Car 1'homme,
qui doit faire progresser la mathématique, ou 1l'homme qui
se contente de la comprendre, vivent dans le temps. Sans
motivation suffisante, un exposé mathématigue est incom-
préhensible. Et c'est précisément le paradoxe que le monde
de la recherce ol la motivation est vécue de fagon si inten-—
se ne livre gue des produits finis ol elle est souvent pres—
que totalement absente.

Faire part de ses tltonnements n'est sans doute guere
possible, et peut—&tre pas souhaitable, encore gue 1'indi-
cation du contre—exemple qui épargnera la recherche vaine
et délimitera la validité de la théorie soit toujours recom—
mandable, mais faire sentir avec sobriété dans 1l'exposé le
cheminement vivent des idées n'en ghterait nullement la va-—
leur mathématique et en augmenterait singulicrement la va—
leur humaine de communication d'une pensée. Or c'est un sou-
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ci qui n'est pas toujours manifeste dans la littérature ma-—
thématique. Il n'est pas difficile d'en déceler les raisons,
qui sont de valeur trés inégale.

Le chercheur pense surtout en écrivant & ceux gu'il estime
au moins aussi forts gue lui et dont il recherche 1l'approba-
tion, et il croit — a~-t-il toujours raison? - que peu d'ex-—
plications lui suffiront alors pour &tre compris. Rendre son
texte plus accessible lui demanderait un temps qu'il peut
estimer plus utilement consacré & poursuivre ses recherches.
I1 peut aussi avoir 1'idée, tres aristocratique, gque ceux
qui ne sont pas capables de comprendre rapidement sans plus
d'explications ne sont pas dignes d'intérdt et que de la
sorte, on écarte automatiguement les esprits inaptes & cul-
tiver avec profit cebtie belle et redoutable Science. Exposer
ses motivations peut lui paraitre 4 la fois fastidieux et
superflu, et c'est sans doute inutile pour ceux qui sont fa-
miliers avec son domaine de recherche., liais les dissimuler,
c'est accroitre artificiellement la difficulté qu'auront les
autres & y accéder. =iposer sechement et sans commentzires
ses résultats est peut-&tre aussi une manifesiztion de mo-
destie — mais est-elle toujours authentigue? - en tous cas,
cela revient & loger derriire la méme facade aveugle ce qui
répond &4 une guestion importante et ce qui n'est gu'une bon-
ne remarque,

Sans doute, tout cela ne géne-t-il pas beaucoup le lec—
teur averti, et certzins pourront méme prétendre que la dif-
ficulté peut lui &tre un aiguillon. Mais il n'est pas niable
que cette maniere d'exposer soit un frein & la diffusion
des idées. On pourrait attendre des échanges oraux qu'ils
corrigent la sé?heresse inévitable de la transmission écrite.
Le font-ils toujours? Le font—ils méme souvent? Lue d'expo-
sés traumatisants dont les victimes ne se libérent qu'en en
traumatisant d'autres a leur tour! Et l'exemple venant de
haut, il n'est pas surprenant gue tout 1l'enseignement soit
empoisonné par 1'image inconsciente d'une mathématigue mysté—
rieuse, antinaturelle, inhumaine, que seuls des adeptes

triés sur le volet peuvent maitriser.
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Une théorie mathématigue est la mise en oeuvre, au moyen
d'une technique minuitieuse, d'idées souvent treés simples. Ia
simplicité de ces idées ne signifie nullement gu'il soit
2igé de les faire naitre. D'autre part, sans la technique
qui leur permet d'agir, elles sont impuissantes et la tech-
nique de son cdté n'est féconde gue si elle est animée par
1lr'idée.

Cependant, la simplicité des idées et la peine que l'on
aurzit parfois & en expliguer la genése fait qu'on ne les
mentionne que peu ou pas et Jue l'on expose seulement ou
surtout l'aspect technigue gui, privé de son éme, est fasti-
dieux et rebutant.

I1 n'est peut-2tre pas facile de trouver un style mathé-
matique vivant (encore gu'on puisse en donner des exemples:
l'oeuvre de F. Riesz, les Mémoires de Denjoy sur la dériva-
tion et la totalisation), mzis moins que la difficulté du
probléme, ce gue Jje redoute c'est gque beaucoup estiment
gu'il n'y a pas de probléme, et ce que je désirerais c'est
que des mathématiciens d'un calibre plus lourd que le mien
expriment tout haut la nécessité d'adopter un style plus
ouvert. Car la question est de savoir, si le monde de la re-
cherche doit &tre une citadelle close, hérissée de barriéres,
éventuellement découpée en fortins isolés, ou si ce doit
8tre le foyer qui rayonne dans 1'Université prise au sens le
plus large et au-del: dans la société tout entiére. Dans les
nations les plus favorisées quant & 1l'instruction, la Scien—
ce est subie comme un phénomene extérieur par la grande ma-
jorité de la population. Ce n'est sain, ni pour la Science,
ni pour la Société et les conséquences peuvent en dtre trés
graves pour l'avenir de l'une et de l'autre.

La diffusion de la Science est freinée non seulement par
le style des publications, mais aussi par 1l'insuffisance de
leur nombre et de leur diversité.

“ntre la littérature des périodigues scientifiques, dont
1texubérance n'exclut pas le paradoxe qu'il existe des théo-—
remes importants et "pien connus" dont la démonstration n'a
jemeis été imprimée nulle part, et les manuels du niveau
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licence, il y a place pour toute une gamme di'ouvrages de
synthese et d'exposition motivée. Il en existe, (le livre
de S. Mac Lane sur 1'Homologie en est un bon exemple), mais
on aimerait les voir se multiplier et élargir 1l'éventail de
leurs niveaux.

I y a place, & cdté, pour des ouvrages de diffusion plus
large faisant une trés grande place aux motivations et au
cheminement des idées (1l'exposé de J. Dieudonné & ce méme
séminaire d'Echternach en donne le ton d'excellente manidre)
et remvoyant par exemple, aux ouvrages du type précédent
pour les indispensables développements technigues. Au lieu
de présenter d'emblée l'aspect technigue, il est bon de com—
mencer par montrer ce que sont les grandes idées pour don-
ner l'envie d'aborder la technique gui permettra de les met-—
tre a 1'oeuvre. Il ne faut pas craindre, au-deld, d'utiliser
tous les moyens de communication pour diffuser une authenti-
que culture et présenter au plus grand nombre de nos con-—
citoyens le vrai visage de notre Science, dont ils ne con-
naissent, en général, qu'une triste caricature.

Nous voile bien loin de la recherche, me dire-t-on. Er—
reur! car ce n'est que du sein de la recherche que peuvent
venir 1l'influx moteur et les directives exactes: on ne peut
valablement diffuser une connaissance ou un mode de pensée
gue si on les maitrise suffisamment dens leur état actuel
et si 1l'on participe = leur devenir., Vérité premidre, que
1l'on aurait honte de rappeler, si elle n'était souvent étran-
gement méconnue,

Mais les chercheurs ont autre chose a faire! oui, si le
mal thusianisme qui est trop souvent la régle préside & leur
recrutement, Non, si l'on veut bien ne pas lésiner, ni aug-
menter artificiellement les difficultés de la recherche,
mais constituer de puissantes équipes dont le travail en
comnun sera fécond dans le domaine de la découverte, mais
pourra avoir en méme temps pour produit naturel des publi-
cations soigneusement rédigées. Des équipes dynamiques et
enthousiastes pourront sans s'affaiblir consacrer une par—

tie de leur activité & la diffusion la plus large possible.
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Alors, il ne sera plus question des "Répercussions" de
la recherche sur l'enseignement, mais de 1l'influence conti-
nue et vivifiante de la recherche sur l'enseignement. Per-
spective lointaine, dira le sceptigue. Elle sera d'autant
moins lointaine gue l'on se mettra plus vite au travail,
méme dans les conditions peu favorables qui sont souvent la
régle aujourd'hui, meis que l'exemple d'un travail sérieux
contribuera & modifier.

L'objectif essentiel qui conditionne tout le reste est un
changement de mentalité: lorsqu'aura disparu l'idée que re-
cherche et enseignement appartiennent a deux mondes qui
s'ignorent, ou méme qui s'opposent, la victoire ne sera plus
éloignée. Tt la recherche ne sera pas la derniére & y gagner,
cer la situation d'une avant-garde coupée du gros de 1l'armée
ne peut se prolonger sans danger.

Il est temps de passer a la seconde partie de cetl exposé,
celle & laquelle se réfere le titre, et ol je voudrais sur
un point particulier remplir le second des devoirs rappelés
au début: indiguer les directions fécondes.

La notion de structure, surtout de structure algébrique,
a acquis droit de cité dans 1l'enseignement moyen de nombreux
pays. Elle met de l'ordre et de la beauté dans un domaine
qui en manquait singuliérement.

Celle d'homomorphisme par contre n'a pratiquement pas
pénétré, Il n'y a & cela aucune autre raison qu'un manque
d'information du corps enseignant qui , méme s'il n'ignore
pas la notion, a pu Ctre effrayé par certains aspects tech-
niques et n'en a pas vu la profonde simplicité qui - je ne
me lasserai pas de le répéter — éclaire et rend aisée la
technigue d'utiliseation,

vans le titre j'ai utilisé non le mot d'homomorphisme,
mais celui de morphisme dont l'usz:e s'est introduit avec
la théorie des catégories. Aussi certains ont-ils conclu
presque aussitét que je voulais introduire la théorie des
catégories dans l'enseignement moyen. Ce point mérite une
réponse précise. Liquidons d'abord la guestion de vocabu-
laire. Avant la théorie des catégories, la racine "morphis-
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me" n'était jamais utilisée seule en Algtbre, mais toujours
munie d'un préfixe (homo, iso, auto, endo, mono, épi) qui
chacun aveit un sens bien précis sauf le premier, 1'nhomomor-
phisme étant le plus général de son espesce. sutant donc
supprimer ce préfixe sans valeur (ce gui permettra de récu—
pérer homomorphisme pour lui donner un sens précis) et adop-
ter la terminologie des catégories avec laguelle il y aura
coincidence pour les structures algébriques (vour les struc-
tures topologiques, les morphismes sont les applications
continues, pour les structures algébrico-topologigues ce
sont les applications qui sont & la fois des morphismes al-
gébriques et des morphismes topologiques).

En ce qui concerne l'introduction de la théorie des caté—
gories dans 1l'enseignement moyen, cette idée ne peut soule—
ver gqu'une indignation ou un rire également énormes, tout
au moins s'il s'agit de la technique et de l'appareillage
de cette théorie qui n'ont rien & faire 4 ce niveau. Far
contre, les idées qui lui ont donné naissance ont une valeur
qui peut retentir sur des stades plus ¢lémentaires.

On a reconnu gue les étres mathématiques vivent en so-
ciété, et qu'une étude valable ne devait pas les considérer
isolément, meis comme éléments d'ensembles munis de struc—
tures. liais les structures aussi vivent en société (qui con-
stituent les catégories) et il existe des relations entre
Ces structures, et ce sont les morphismes qui les expriment,
it de mSme que l'on a reconnu 1l'intérét de 1'étude des re—
lations entre éléments de divers ensembles, indépendamment
de la mture de ces éléments, on a reconnu que les relations
entre structures pouvaient dans certazins cas &tre avanta-
geusement étudiées indépendamment de la nature de ces struc—
tures, si bien gque 1'élément primitif de la théorie des ca-
tégories devient le morphisme et non plus la structure.

De tout cela, gu'est—ce qui peut et doit passer dans
l'enseignement moyen? Cette idée, toute simple et trés im-
portante, gu'on peut exprimer ainsi: "Si les structures sont
importantes, les applications qui sont compatibles avec ces
structures le sont aussi". Ces applications ne sont autres
que les morphismes.
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Stagissant de structures algébriques, la définition pré-—
cise est la suivente: Soient Eq et Ez deux ensembles munis
de lois de composition (ce qui est synonyme de ¥, et E2 ont
regu, checun, une structures algébrique). Nous nous limite-—
rons au cas de lois internes. f, application de El dans
E2 est un morphisme pour les structures de =y et E2, si &
toute loi (notée par exemple % ) de 2y correspond une loi
(notée x) de E,, de telle sorte que pour tout couple(x, y)
d'éléments de By, On ait

flx =y = f(x) x Ty

Le cas le plus simple, par leguel il faudra commencer, est
celui ol une seule loi est définie sur chague ensemble w; et
E2.

Stagit-il 1% de vpropriétés mystérieuses? KNullement, on
remarguera que les fonctions simples et importantes sont des
morphismes:

1°) 1'application f : x —> k x de R dans R est un
morphisme de la structure de groupe additif de R, car il
vérifie

flx + y) = £(x) + £(y) (1)
Cette application est connue des éleves de 10 ans, en Fran—
ce, auxguels on s'ingénie % la présenter sous le déguisement
compligué des "nombres proportionnels".

Bt 1l'on sait que si 1'on cherche toutes les applications
de R dans R qui vérifient (1) pour tout couple de réels
et qui, en plus, sont monotones, ou bien sont continues on
trouve les applications linéaires x —> k X. Autrement
dit ces applications linéesires sont les automorphismes de
la structure de groupe topologique de R, les automorphis—
mes de sa structure de groupe ordonné si k> O, et des
isomorphismes du groupe ordonné R dans le groupe ordonné

R muni de l'ordre opposé si k< O. /Jue ce soient des
morphismes pour les structures de groupe ordonné et de
groupe topologigque tient = ce que la topologie de R peut
3tre dérivée de llordre de R/.
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2°) 1'application x —% a* pour a # 1 est de méme un
i gomorphisme du groupe additif ordonné (resp. topologigue)
de R dans le groupe multiplicatif ordonné (resp. topologi-
que) de R+ - {O} » ensemble des réels strictement positifs.

Autrement dit, les fonctions élémentaires les plus im—
portantes sont des morphismes, et c'est ce qui fait leur
importance. Vaut-il mieux le cacher aux éleves, ou le leur
faire voir?

lizis on peut aller plus loin et montrer dzns l'enseigne—
ment moyen que la notion de morphisme n'a pas seulement une
vertu de classification, mais que c'est un outil gul permet
d'attaquer des problemes. 4 cet égard, c'est le théoréme sur
la factorisation des morphismes algébriques qui est fondamen-
tal. Ce théoreme peut paraitre compliqué si on le prend par
le petit cO6té, il est au contraire extrimement naturel si
on met en lumiere les idées simples qui le motivent:

a) A la base se trouve la factorisation d'une applica—
tion guelcongue. Une a2pplication f d'un ensemble El sur un
ensemble E2 n'est en général ni surjective, ni injective,
mais elle peut &tre factorisée (pour la composition des ap-
plications) en une application surjective suivie d'une bi—
jective, suivie d'une injective.

Non surjective veus dire f(El) # E,, mais si 1'on consi-
dere l'application g de E, sur f(El) définie par f(x) = g(x),
et l'application i de f(El) dans E, définie par i(y) =y
(injection canonigue de la partie f(El) dans l'ensemble E2
qui le contient), ona f =i o g, avec i injective et g
surjective.

g n'est pas injective en général, c'est-a-dire que la re-
lation R définie par g(x) = g(y) sur E), qui est manifeste-
ment une relation d'éguivalence n'est pas 1'identité. Si x
désigne la classe de x pour R, et E/R 1'ensemble de ces
classes, l'application ¢ qui & x¢€ E, fait correspondre sa
classe X est une surjection de E; sur El/R. Les éléments
d'une classe étant d'autre part ceux qui ont pour image par
f le méme élément de f(El), on peut définir une application
h de El/H sur f(El) en posant h(kx) = f(x). Cette application
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h est alors bijective. Il existe une applicasion réciproque
k de f(El) sur El/R telle que k o h soit l'identité sur
El/R et h o k 1'identité sur f(El).

Le diagremme ci-dessous résume l'analyse précédente:

B <
‘Pl h g i
El/R f(El)

b) Supposons que E; ait une structure de groupe et que
f soit un morphisme de El dans E2 (muni d'une loi de compo-—
sition). On montre aisément que f(E,) a une structure de
groupe pour la loi de E, , et g est‘dans ce cas un morphis-
me surjectif (épimorphisme) du groupe E; sur le groupe f(ElL

On peut factoriser g comme ci-dessus. liais on remargue
alors gue, tandis que El et f(El) ont chacun une structure
algébrique pour lesguelles g est un morphisme, El/R est
pour 1'instant dépourvu de structure. D'ol la question: Est-
il possivle de lui en attribuer une de telle sorte que ¢
et A soient des morphismes?

Lz réponse est presque évidente: car k étant une bijec-
tion permet de transporter sur El/R la structure de groupe de
Ez, et comme le composé de deux morphismes est un morphis-
me, ¢ =k o g en est bien un,

On pourra ultérieurement faire remarque aux éleves gque
le fait que les structures de E; et f(El) soient des struc—
tures de groupe n'est pas intervenu spécifiquement, et que
le résultat serait vrai pour toute structure algébrique de
El et tout morphisme dans E2. I1 est bon aussi gue le pro-—
fesseur sache gque pour les structures topologiques, il h'en
va pas de méme. Cela tient & ce que pour les structures al—
gébriques, le fait gque f soit un morphisme détermine entiere—
ment la structure de f(El), tandis que dans le cas d'espace
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topologique ol les morphismes sont les applications conti-
nues, le fait que f soit une application continue de El sur
f(El) ne détermine pas la topologie de ce dernier espace
(cela permet seulement d'affirmer qu'elle est moins fixe
qu'une topologie bien déterminée gu'il faudrait alors trans—
porter sur E/R pour effectuer la factorisation).

¢) Mais on ne s'arrétera pas la. I1 faut maintenant intro-
duire un peu de technigue et voir si la relation R peut pren—
dre une forme simple.

Reprenons le cas ou Z; est un groupe. La relation f(x) =
f(y) qui exprime 1'égrlivé de deux éléments du groupe f(nl)
est équivalente a £f(x){f(y)1 ™ = e, (e élément neutre
de f(E l)' les lois sont notées multlpllcatlvement) Mals
f étant un morphisme, [ £(y)3] -1 = f(y ) et f(x) f(y )
f(x y_l). La relation R peut donc s'écrire

x y—l € fl(ez)
od £t désigne 1‘'applicztion réciproque de f (pour les en-
sembles de parties de 3, et EZ : 7L envoie l'ensemble des
parties de E, dans l'ensemble des parties de El).

Le fait que fl(ez) s0it un sous-groupe g de E; (appelé
le noyau de f et noté ier f) saute aux yeux.

liais ce résultzt obtenu se pose la question de la réci-
progue:

a ) g étant un sous-groupe de El, la relation x y_lg g
est-elle une relation dtéguivalence R? La réponse est immé-
diatement oui.

3) Peut—on munir l'ensemble-quotient El/R d'une opéra—
tion telle gue l'application canonique ¢ de El sur El/R
soit un morphisme?

Cette opération (notée 3 ) doit vérifier

P(x) =0 (y) =¢ (xy)

autrement dit, si x et y décrivent chacun une classe, le
composé x y doit demeurer dans une seule classe.

Si E, est commutatif, on vérifie sans difficulté qu'il
en est bien ainsi. On a donc un moyen systématique de trou-



- 130 -

ver les structures de tous les groupes gqui peuvent &tre
inage de £q par un morphisme de groupe.

Si 3, n'est pas commutatif, on se heurte & une difficul-
té qui peut paraitre sérieuse aux éleves et qu'il n'y a pas
lieu de minimiser ni de lever d'un coup de baguette magique.
I1 peut Stre bon de laisser la question en suspens gquelque
temps, d'examiner de plus prés les groupes non commutatifs
que l'on rencontre assez t0t: groupes de permutation (S3 et
S4 en particulier), groupes de transformation du plan et
d'en chercher les sous-groupes.

On peut zussi chercher un moyen commode d'écrire les clas-
gses d'équivalence de la relation x y—l€ g et on trouve gque
% =x g qui est 1'ensemble des produits de x par tous les
éléments de g. Avec ceitte notation, ce gue l'on voudrait
trouver c'est

xg y8 ¢ Xy &§-
Zt la difficulté est de savoir si on peut faire "sauter" y,
c'est-a-dire si pour tout y de El, onagy=y 8

On peut aussi se rapgpeler que g = Xer f et que peut-&tre
les propriétés de Ker f n'ont pas toutes été repérées.
Précisément Ker f posséde la propriété en question, et
n'est donc pas un sous-groupe quelcongue. Il n'y a plus qu'a
conclure et on a l'essentiel sur les morphismes de groupes.

d) Ce pas franchi, les morphisme d'anneau, les notions
31igéal et d'idéal bpilateére seront obtenues et étudiées sans
difficulté.

e) Il ne faut pas s'en tenir & ces résultats, mais les
appliquer: constater l'existence d'un morphisme est souvent
si évident que 1'esprit inexpérimenté peut penser que cela
ne 1l'advance 2 rien, cependant grice au théoréme sur la fac-—
torisétion cela peut lui donner soit immédiatement la solu-
tion, soit une ligne d'attaque.

Exemples:

a) Structure des groupes & un générateur.

Si G a un générateur unique a, et si 1'opération est no-
tée multiplicativement G est constitué des puissances de a
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(1'é1ément neutre étant 2°), la loi de composition des puis-
sances de a est

ol n et m appartiennent & 2z .

Cela signifie que l'application n —» a” est un morphis—
me du groupe Z sur G, donc G est isomorphe & un groupe quo-—
tient de Z . Pour avoir les structures de groupe guotient
de Z , il faut connaitre ses sous-groupes, probléme clas—
sique gui regoit ici une motivation forte et conduit & la
structure des groupes cycligues.

©) Structure des groupes commutatifs & deux générateurs.

Si l'on utilise la notation additive, et si a et b sont
'les générateurs, tout élément du groupe s'écrit na + m b,
ol n et m appartiennent & Z , et on a un morphisme de Z 2
sur G. On est alors amené & chercher les sous—groupes de
2'2. Ce n'est pas si simple au premier abord.

Le plus difficile n'est d'ailleurs pas de trouver les
sous—-groupes de 7 2, cela ne demande pas une trés grande
imagination, mais c'est de montrer qu'on les a effectivement
tous obtenus. On peut résoudre le probléme avec des éléves
de la dernitre classe de 1'enseignement moyen; cela n'est
ras impossible, et sera trés formateur, si la solution n'est
pas donnée d'emblée par le professeur, mais si, par exemple,
s'aidant de la représentation graphique de z2 dans le plan,
et des sous—groupes auxquels on a pu penser, et ayant con-—

staté qu'ils ont tous une base en tant que Z - module, on
arrive & la question: Tous les sous—groupes de 2’2, clest—
&-dire tous les sous - 7 - modules de 72, ont—ils, en

tant que tels, une base? puis la réponse affirmative étant
obtenue, y a-t-il des bases plus commodes que d'autres? etC...
Ce qui, de toute maniére, aura été enrichissant pour
lteleve aura été de voir, comment en cherchant a résoudre
un probleme, il a été amené a s'en poser une série d'autres,
nettement formulés, dont certains sont trés intéressants en
eux-mémes, dont d'autres auraient pu paraitre z priori de
moins d'intérét, mais qui regoivent tous une motivation for—
te parce qu'ils vont permettre de répondre & 1'assez géné—
rale gquestion initiale.,
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c¢) La recherche des corps premiers fournit encore un exem-
ple d'application du théorime de factorisation des morphis-
mes, d'anneaux cetie fois.

Lrtintersection de tous les sous-corps d'un corps est un
corps qui ne contient évidemment pas de sous—corps distincts
de lui: un tel corss est dit premier. Le probléme est de sa-
voir si on peut les déterminer tous & priori. Pour cela, on
peut essayer de les construire, en justifiant intuitivement
cette tentetive, du fzit gue, de par leur définition, ils
doivent <ire assez "setits", et en remarquant Ju'un corps
k contient au moins 1'élément neutre de l'addition gque nous
notons O, et 1'<l<ment neutre de la multiplication que nous
notons e, et par suite tous les éléments de la forme n e ,
avec ne¢Z , gqul se composent suivant les lois

ne+ne=(n+mn)e
ne.me=nme

clest-&-dire qu'il y a un morphisme d'anneau ¢ de Z dans
k. ¢'1<o) est un idéel 7 de Z et k contient un anneau iso-
morphe & Z /J . C2t anneau inclus dans un corps est sans
diviseur de zéro, J est donc premier, c'est soit 1l'idéal
(0) auquel cas x conitient un anneau isomorphe & Z et est
Jui-méme isomorgke a Q, soit 1'idéal (p) engendré par un
nombre premier p aucuel cas Z /(uv) est le corps des entiers
modulo p, et k lui est isomorphe. Le probléme est résolu.

De ces dévelogsenents, nous pensons pouvoir retenir deux
regles didectigues:

a) Lt'introduction des notions mathématijues doit &tre ef-
fectuée "t0t et progressivement", contrairement a l'usage
frégquent gui ovéit « la rigle "tard et brutzlement". Cha-
que fois yue guelgue chose "marche bien", il faut en cher-—
cher et en donner la raison: c'est en général que l'on a
affaire « une bonne structure (celle de groupe gqui signi-
fie gque la loi de composition est associative et gue les
équations & x = D et x a = b ont une solution, guels que
soient & et b 2n est 1'exemple le plus simple et peut—-€ire
le plus frz..=nt’ , ou & un morpnisme de structure simple,

telle la fonction lindazire, gui est présentée aux éleves
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de 10 ans, sous le déguisement des "nombres proportionnels"
ce qui ne simplifie rien, bien au contraire.

A partir des matiéres les plus traditiornnellement ensei-
gnées, et sous la seule condition de ne pas détourner expres
les yeux, on peut dégager de nombreux exemples de structures
algébriques simples et de morphismes de ces structures et
arriver a ce gue les élives de 18 ans maitrisent ces notions
et aient acquis a 1l'dgard des problimes un esprit agressif,
entrainé & réduire le difficulté & son obstacle essentiel et
a forger l'outil pour le franchir.

b) Les idées simples doivent &tre présentées avec le mi-
nimum de technique qui permette de les appliyuer, puis la
technigue doit &tre raffinde au fur et i mesure des besoins
et de telle sorte qu'elle apparaisse bien conrie ce gu'elle
est, le moyen de donner aux idées toute leur puissance,
c'est-a-dire le moyen de résoudre des problemes de poriée
de plus en plus grande.
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INTRODUCTION PAR LA THEORIE DES NOMBRES AUX NOTIONS DE GROUPE,
D'ANNEAU ET DE CORPS

par
Ch, Pisot
(Paris)

La théorie des nombres est une partie des methémati—
ques traltée dans l'enseignement secondaire depuis les
classes les plus élémentaires, ce qui permet de 1'utili—

" ser pour donner des exemples non triviaux des notions si
importantes de groupe, anneau, corps. Ces exemples sont
ainsi davantege capables de faire comprendre 1'importan~—
Ce de ces notions et montrent que ce ne sont pas seule-
ment des étiquettes placées sur des faits bien connus.

L'exposé trouverait sa place dans les toutes dernleres
classes de l'enseignement secondaire, préparant les pre—
mieres années universitaires.

On commence d'abord par rappeler que 1'ensemble 2
des entiers reletifs possdde les propriétés suivantes:

Soient x€Z ,y€e2Z ,2¢ 2 arbitraires, alors on a

X+ y=y+X€Z; Xy =yxe2Z (commutativité)
x+(y+2) =(x+ y) + z; x(yz) = (xy)z (associativité)
x(y + 2) = xy + xz (distributivité)

De plus 1'addition posséde un élément neutre, le nombre
O, tel que x + O = x pour tout x€ Z, et a chaque x € Z
correspond un élément "opposé", noté -x, de Z, tel que

x + (=x) = 0. JUn ensemble dont les éléments ont ces pro-
priétés sera appelé un anneau (commutatif).

Un remarque déja ici qu'il y a d'autres ensembles d'en—
tiers qui sont des anneaux. Désignons par (m) 1'ensemble
des entiers multiples de l'entier fixe m # O, alors (m)
est un anneau, un sous—anneau de Z . D'autres exemples
sont fournis par 1'anneau des polyndmes, celui des fonc-
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tions continues.

Jonnons mainvenant un exemple de théorie des nombres,
moins trivial: Soit d # O un entier fixe; dans 1l'ensem-—
ble ZxZ des couples d'entiers, pour €= (x,x'), 3 = (y,¥'),
nous définissons E +7 = (x+ y, X' + y') et
En = (xy + dx'y', xy' + x'y).

On vérifie facilement que cet ensemble constitue un

anneau gque nous appellerons A = £{(d). 50it § = (X,x') un
élément de A, NOUs posons g" = (X,-X') e%
N(E) = gg* = X% - dx'zc zZ ;

on a zlors la relesion N(gyn ) = N(E) wnN(y) pour touts
E € A, n € 4.
Sip € A est fixe, on peut considérer le sous-—anneau
(p) formé des § € A tels qu'il existe £ € A avec
£ =f u ; (u) est le sous-anneau des "multiples dep ".

studions maintenant les sous—-anneaux d'un anneau don-—
né, woit A cet anneau donné, M un sous-anneau de A « Nous
posons qu~a’ Si a -« € M ; c'est une relation d'équi-
valence, comme on le vérifie sans peine. Les classes
d'équivalence s'azppellent classes modulo M et on écrit
a=a (modM ).

sxemple: Jans Z,s0it (m) le sous-anneau des multiples
de m # C, alors a = a' (mod m) exprime iue le reste de la
division de & e? de a' par m est le mime.

Opérations sur les classes: So0it @ =closse (A 5 @ 5o..)
et B = classe (B, B o..). On posea+ B= classe (@+P, «.0);
cette définition est cohérente, en effet si

a =a+p, B =pf+v ,pe€M, v EM, elors
@+ Farp flptv) et prvEM ,

donc la classe est indépendante des reprisentants parti-
culiers choisis pour définir 1l'addition. Cette addition
est commutcotive et associative.

Cherchons de meme a dérinic le proauis de deux classes,
en essayant de noser @-P = classe (aB , ...). FPour cela,
avec les notutiocns précédentes, on dois avoir
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(a+p)p -ap €M , donc yge M quel que

soit P €A . Le sous—anneau M doit donc posséder une pro-
priété supplémentaire. Nous définirons alors: un idéal

I d'un anneau A est un sous-anneau de A tel gue, gquels
que soient ¢ I eta€ A , on ait ga ¢ I . Si alors
on suppose que le sous-anneau M est un idéal, on vérifie
sans peine que la définitjon proposée du produit de deux
classes est cohérente.

Exemple: On constate immédiatement que 1'ensemble des
multiples de m dans Z , donc le sous-anneau (m),est un
idéal de Z . L'ensemble des classes de Z (mod m) forme
donc un anneau de classes.

On a par exemple : 10 5 1 (mod 9), donc 10% = 1(mod 9)
et a, + 108, + ...+ lOn'a.n Z agtajte.eta {mod 9) ce gui
est la régle de divisibilité par 9.

Liontrons encore un cas plus compliqué, la divisipilité

par 7. Ona 10 = 3 (mod 7), dtod 102=32= 9=2 (mod 7),
103 = 3.2 =6 =-1 (m0d 7), +..; par suite:

n, -
a, + lOal+ ees + 10 a2, =

(a, + 38y + 2a,)—{a; + Ja, + 2a5)+(8, + 3a;+2ay)- ...(mod 7).
Cn voit facilement gue dans tout anneau l'ensemble des

éléments "multivles" d'un élument fixe, c'est a dire u

étant cet €l<ment fixe de l'anneau, l'ensemble des élé-

ments de la forme ap , ol @ est un élément arvitraire de

l'anneau, est un idéal de cet anneau; un sel ideal sera

appelé idéal principal et notwé (u).

Une gquestion gui se pose est alors de savoir si tout
idéal d'un anneau est un idéal principal. sxaminons
d'abord le cas pariticulier de l'anneau des entiers Z .
501t M€ Z un sous-amneau de Z . si M €vaiv un idéal
principal (m), vout x ¢ M serait de la forme x = x'm
avec x' € Z . iais avec m, le nombre -m € M , donc si
on choisit m> 0, on a |xj= m, quel que soit x # O,

X € M, donc m serait le plus petit nombre strictement
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positif de M . Ztant alors donné le sous-—anneau M arbi-
traire de Z , désignons par m les plus petit entier stric-
ternent positif de M . Comme m+m, m+m+m, .., O, — m, ap-
partiennent a M, on aura xm€ M pour Tous x€ Z . Soit
y un élément arbitrsire de M , divisons y par m, on aura
y =amir, avec O0gr<m; orr =y —gqm ¢ M , donc com-
me m est le plus petit élément positif, ona r = O,
Ainsi. Théorime: “out seus—anneau de Z est un idéal prin-
cipal,

spplication: Yhéorie du p.geced. dans Z . Soient

a€ Z, b€ Z deux entiers donnés. L'ensemble des x ¢ Z
qui peuvent s'éerire sous la forme

X=ua + vbo ,u€ Z , VeZ

est manifestemcni un sous-anneau de Z . U'apres le théo-—

reme précédent c'est donc un idézl principal 1 ; il exis—
te un entier m > C tel jue tout uea + vb soit de la forme

qm avec 4y € Z . —n particulier, pour u =1, v = 0O ona

a =g2'n, et pour u =0, v =1onab=p'm, at€ 2Z,

o' € Z . o'un ausre cové, m est lui aussi élément de I ,

donc il existe Ugs V, tels gue @ = ag8 + vo‘o. Ainsi

o
tout diviseur de m divise a et b =t tout diviseur commun
2 a et b divise m; donc l'ensemble des diviseurs com-
muns &« a et o est identijue & l'enhsemble des diviseurs

de m; m est le p.g.c.d. de 2 et D et on dcrit m = (a,b).

‘héoréme : 31 (a,p) = m alors (ca, cb) = cm, quel que
soit ¢ € Z , :n effet les ¢galités précédentes montrent
que l'on a ca =ca'm = a'(cm) et ¢cb = co'm = b'(cm);
d'autre part on a aussi uo(ca) + vo(c‘o) = cm.

Définition: Cn dit yue a et b sont premiers entre eux
si (a,n) = 1; clors 1'idéal engendir¢ par a et b est l'an-
neau Z tout entier. On a alors:

Théorime_d'suclide: Si (a,p) = 1 et si a divise bc,

alors a divise c. —n effes i(ac, bc, = c, a divise ac et,
par hynotinuse a divise bc, donc & divise leur p.g.C.d.
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c'est-a-dire c. Ce théoréme est le théoreme fondamental
pour 1l'unicité de la décomposition d'un nombre en nombres
premiers.

Autre application: Si (a,b) =1, 1l'équation ax+by= c
est toujours résoluble en entiers x,y. Zn effet 1'idéal
engendré par a et b est alors Z tout ensier, en parti-
culier ¢ possede une représentztion sous le forme indi-
quée, Si X5 Yo est une solution particulizre ax°+by°=o,
on a, par différence a(x-x,) = -0(y-y,); mais (a,d) =1
il existe donc n € Z tel que Xx-X, = nb, alors y-y,= —na;

réciproquement quel que soit 1'entier n, x = X, + no,

(]
¥ = ¥, — na est solution entiire de 1'équation proposée;

on a ainsi obtenu toutes ses solutions entidres.

Lraffirmation que tout idéal d'un anneau est principal
n'est cependant pas vraie dans tous les anneaux. Uonsi-
dérons en effet l'anneau 4(-5) défini au début et le
sous—ensemble I de cet anneau des éléments f de la for-
me (u, O)a + (v40)p ol q = (2,1), g =1(3,0),uez ,

Ve Z, arbpitreires. Au lieu de (u,0)a , on écrira de
fagon abrégée ug .

Pour % = (y,y') € A(-5), on a

1

an = (2y-5y', y+2y') = (y25")a - 3y'p,

B
donc an € I et By € I, par suite quels que soient
E€ I, ne 4(-5), ona Eq€ I; ainsi I est un idéal de
A(-5).

L[}

(3y,3y") =3y'a + (y-2y') B

Or cet idéal n'est pas principal, Zn effet, supposons
qu 'il existepn = (m,m') tel que I = (W), alors on aurait
a =fuetp=qu ,avec g€ a(-5), ye a(-5). Or
N(a) =4+ 5 =9 et HB) =9 + 0 =9. sone N(y) diviserait
9.

31 1'on supposait N(u) = 9, on aurait N{E) = N@) =1,
clest—a-dire x% + bx'2 = y2 + 5y'2 =1, donc € et g
seraient de la forme (+ 1, 0) et @ = + 4, B =xtu» par
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suite ¢ = £ g, ce qui n'est pas.

2 2

Si 1'on supposait N(u) = 3, on aurait m® + 5m'“® = 3,
ce gui est impossible.

snfin si 1'on supposait N(u) = 1, on aurait p =(+1,0)
et tout E € A(-5) appartiendrait & I. Or, par exemple
¢ = (1,C) n'est pas un élément de I, car le systeme
2u - 3v =1, u = 0 n'a pas de solution en nombre entiers.

I1 n'est donc pas possible gue 1 soit un idéal prin-
cipel.

Posons-nous maintenant la question de savoir s'il est
possible jue la division soit toujours possible dans un
anneau, en analogie avec la soustraction gui, elle, est
toujours possible., rour cela, il feaut d'abord que l'éga-
litéa =ay ait lieu pour tout a de 1l'anneau, en d'autres
termes 1'anneau doit posséder un élément neutre pour la
multirlication, une "unité"; dans ce cas on dira jue l'an-
neau est "uniteire". mxemple: L'anneau Z est unitaire
avec pour unité 1, mais tous les sous-anneaux (m), m#O,
m # +1 ne sont pes uniteires. vonsidérons encore le cas
de 1'aznneau A(d) introduit au ddéobut. Soit € = (u,u') une
unité de A(d), s'il en existe. Corme on doit avoir
€ =F pour tout E de A(d), on aura:

ux + du'x' = x

u'x + ux' = x!' pour tout x € Z, X' € Z 3
en prenant en purticulier x = 1, x' = 0, on constate gue
l'on doit avoir w = 1, u' = C et effectivement € = (1, 0)

2st bien une unité., £insi 4(d) est un anneau unitaire;
on peut voir gue le sous-anneau (n) de 4(d) n'est pas
uniteire si wip) & +l.

_%tudions enfin dans Z 1l'annesu, gue nous appellcrons
z, des classes modulo m; cet anneau est unitaire, la
classe unité étant T = classe (l,...), car a.l = clas-
se(aslye..) = classe(@,...) = @. Donnons-nous alors
% # U es cherchons a déterminer une classe D telle gue
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2.0 = 1. 51 a et b sont des entiers des classes a et B ,
il doit exister un entier ¢ tel gue ab + cm = 1l; il en
résulte gue (a,m) = 1; par suite si a n'est pas multiple
de m, il doit ltre premier = m; m ne peut donc pas avoir
d'autres diviseurs gue 1 et m, c'est-u—dire m doit 3tre
un nounbre premier,

Supposons donc que m = p soit premier et soit a # 0;
un éliment a de la classe a est alors premier a p, par
suite il existe des entiers b et ¢ tels gue ab + pc = 1;
il en résulte que a.D = I. Cette classe T ainsi obitenue
T' telle que
a.b' =71, on aurcit, par différence a.(% - B7) =0,

est unique, car g'il y avait une classe

c'est-u—-dire a(b-v') = O(mod p). Or p et a sont premiers
entre eux, donc p divise b-b', ce gui signifie que
D' = 7.

Par contre si m n'est pas un nombre premier, il existe
des clesses & et D, dont aucune n'est la classe O, iel-
les que a.p = 0; il suffit de prendre pour a et b deux
diviseurs de m différents « la fois de 1 et de m eT tels
que a b = m. Dans cet anneau, non seulement la division
ne serz pas toujours possible, mais si elle l'est, elle
ne donne pas un elément unigue.

L'ensemble G des classes # O de 2 y P premier,pos-
sede ainsi les propriétés suivantes: s:L ae€ G et D¢ G
alors a.o € 6; il existe un élément neutre 1 tel Gue
T qile 5045 @ € 6, 1131 jue soit B € G, i1

.L.a =g guel )
exisie D€ 6 tul ju2 a.b =T.. Ta ens

ible avec ces pro-
priétés s'appelle un groupe; dans notre cas le groupe est
commutatif, car on a 8.% = ©.a, pour tout 3 € G , DEG .

L'addition dans un anneau est aussi un exemple d'un
groupe.

L'anneau ZP est ainsi un zroupe commutatif pour 1'opé-
ration d'addition et si l'on enleve 1'¢lément O c'est un
groupe commutatif pour la multiplication. Un ensemble
ayant ces propriétés s'appelle un corps {cormutetif).

Ainsi Zp est un corps ayant un nombre fini d'éléments.
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L'ensemble Q des nombres rationnels est aussi un
corps, il a une infinité d'éléments.

vonnons encore un autre exemple d'un corps. Désignons
par £(d) l'ensemble des éléments g de la formeq =(&,a'),
ol a et a' sont des nombres rationnels guelcongues; nous
munissons K(d) des mémes lois d'addition et de multipli-
cation gue celles gui ont été définies dans 4(d). ainsi
K(d) est un groupe vour 1'addition; 1l'clément neutre de
cette addition esyv l'clément (0,0). Soienv alors
a = (a,a') € i{d) et g = (b,0") e X(4) avec g # (0,0);
cherchons & déterminer y = (c,c') tel que a =By .
Fosons P¢ = (b, -b'), alors off€ K(d) et on doit avoir
af*= fBy =y:(B). Cr N(B) = b2—d‘o'2; ce nombre ration-
nel est différent de O pour tout (b,b') # (0,0) si et
seulenient si 4 n'est pes le carré exact d'un nombre ra-—
tionnel. Supposons ce cas réalisé, alors

- 2E o,
N p)

donc i(d) est un corps.

Y
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LE VECTORIEL EUCLIDIEN PLAN DANS L'ENSEIGNEMENT ( 15 ans)

par
G. Papy
(Bruxelles)

Le programme de l'expérience pelge pour les cing pre-
mieres années du cycle secondaire (12 a 17 ans) est confor-
me aux voeux unanimes émis par toutes les réunions de ma—
thématiciens purs et appligués qui se sont penchés sur le
probleme de l'enseignement:

l. la mathematigue acsuellement utile est la mathématigue
moderne, zlle a le plus de chances d'entrer en résonance
avec l'esprit des enfants d'aujourd'hui,.

2. I1 fautv apprendre & mathématiser des situasions.

3e Les programmes du cycle secondaire doivent comporter:
ensembles, relations, graphes, groupes, espaces vecto—
riels (y compris les vectoriels & produitv scalaire eucli-
dien), les débuts de l'analyse mavhemasigue ev du cal-
cul dlirerencliel ev invegral.

Le point le plus central, le plus fondamensal du program-
me précédent est sans conieste:

ESPACES VECTORIZLS

La mise en évidence systématique des espaces vectoriels
sous- jacents, dans les branches les plus variédes, est un
des traits caractéristiques du vrai visage de la mathéma-—
tique d'aujourd'hui, L'étude de problémes difficiles de
topologie utilise notamment la structure d'anneau-module,
qui généralise celle d'espace vectoriel.

Qui ne voit 1'impossibilité actuelle de développer hon—
nétement un cours d'analyse mathématigque sans utiliser de
maniére fondamentale les espaces vectoriels [Dl] . Est—il
admigsible de dissimuler gue différentielles et intégrales
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sont des exemples importants d'applications linéaires?

Gustave CHEOJUZT a2 indigué avec combien de force et de
raison que les vectoriels u produit scalaire constituent
la Voie Rwoyale de la Géométrie. La théorie des vectoriels

- & produit scalaire est le cadre naturel du pricieux legs de
la tradition euclidienne!

mst-il possible d'étudier les espaces vectoriels sans
introduire la structure de groupe ... 2lors gu'un vectoriel
est, avant tout, un groupe commutatif ... et qu'ayparaitront
inévitablement les groupes de transformations linédaires?

La plupart des groupes envisagés sont des groupes de per—
mutations. Il s'agira de distinguer les permutetions parmi
les transformations.

L'ensenble des classes latérales de tout sous-vectoriel
constitue une partition.

=%t nous n'avons vas encore évoyué le cheamg des coefri-
cients. Les vectoriels considérés sont réels: il s'agit
donc d'introduire le champ ordonné des nombres réels, dans
lequel la structure d'ordre joue un rdle tout a fait fon—
demental.

Inutile de prolonger cette énumération en cascede, un
bon enseignement des ¢léments des vectoriels utilise inévi-
tablement tous les conceptis de la théorie elémentaire des
ensembles, des relations et des groupes.

L'inscription de 1'étude du vectoriel réel au programme
ae l'enseignement secondslre, impose les grances lignes
de Ce progrzmme gue nous allons examiner ci-dessous de ma-
nicre plus détaillée, en suivant l'ordre chronologigue,
et en polarisant nos observations sur la géométrie et le
vectoriel euclidien plan.

[¢] o o

En 1961, au moment méme ol 1'entreprise belge de réno-
vation de l'ense}gnement de la mathématique démarrait dans
les classes de 6°™€ (12-13 ans), j'ai pris une classe de
3°M® gsejentifigue (élives de 15 & 16 ans, 7 périodes de
45 min. par semaine) pour voir s'il n'y avait pas moyen
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d'enseigner directement la théorie des vectoriels & des
élieves de 15 ans ayant suivi un enseignement traditionnel.
Cette expérience m'a amené & la conclusion gue voici:

l. L'enseiymement traditionnel avent 15 ans, avait déja
conditionné les élecves dans un sens oppos¢ w l'esprit de
1z mathématijue moderne. De grands efforts devaient &tre
consentis pour les désintoxiguer. Le conditionnement an-—
tsrieur n'avait rien de naturel ni de spontené: des
trésors de pédazogie et d'sbnégation trazditionnelles
avaient ét4é dépensés pour arriver « ce résulizt ...
Gu'il convensit maintenent de détruire. .uelle perte de
tencs et d'énergie!

2. Les notions fondamenicles concernant ensembles et rela—
tions s'enseignent vlus aisément « 12 ans qu'a 1% ans.
~lles ertouteillent le cours de la classe de 15 ans ol
tro; de concepts doivent s'introduire simultenément.

3. -nsemples, relations, groupes... étant enseignés dés 12-
13 ans, il est possible d'utiliser hermonieusement ces
concevts comme outils-moteurs de la construction méme
de 1'€difice matndmati.ue et en particulier de la géo-
métrie. I1 en résulte un énorme gain de temps et de mo-
tivation et la mathématigue apparalt ainsi dans une
vision unitaire.

o] o] o]

CLASSE DE SIXIEME (1l2-13 ans) (4 pfriodes nebdomsdaires
de 45 min) (%)

la premicre moitiéde cette année est réservée aux en—
seiloles et relations, enseignés en s'aidant les représen—
tetions geométriques par diagrammes de Venn et graphes mul-
ticolores.

Tous ceux qui ont procédé de la sorte - et ont pris
leur temps pour cet enseignement - ont pu constater, les

(1) Certaines classes belges de sixitme disposent de 5 a 6
périodes hebdomadeires. C'est 1'idéal. Personnellemcnt,
ncus avons mené 1l'expérience dans des classes & quatre
périodes.
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années ultérieures, gque les principales notions de cette
théorie élémentazire et nelve étaient définitivement assi-
milées et faisaient méme partie de la connaissance acquise
immédiatement disponible.

L'usage des diagremmes de Venn et des grephes apprend
subsidiairement & dessiner des schémas et & schématiser
des situetions, ce qui est fondamental pour toutes les étu-
des ultérieures.

On aborde la géométrie au cours de la deuxidme moitié
de cette année en utilisant & la fois les notions ensem—
blistes acguises et la méthode axiomatique des sciences
expérimentales. Le plan est regardé comme un donné que l'on
idéalise de manitre harmonieuse lorsque l'expérience propre-
ment dite cesse de donner des réponses. Le maitre choisit
des situations qui provocguent 1l'expression de certaines af-
firmations plus ou moins descriptives. C'est parmi celles-—
ci que l'on choisit les axiomes d'incidence de la géométrie
plane.

I1 est souvent difficile de raisonner sur des figures
parce gue l'ony v o i t les réponses sans r a i s on -
ner.Onobvie & cet inconvénient par l'uzilisation des
diegrammes de Venn ([M]] pp. 68-71) et notamment en deman—
dant de dessiner dans le plan des situations primitivement
décrites par des diagrammes.

L'axiome des paralleles est introduit sous forme glo-—
bale ([IZ1] pp. 73-75).

Les chaines de parallélogrammes conduisent tout naturel-
lement & la notion de couples équipollents. Le caractére
arguegien du plan est contenu dans l'axiome affirmant la
transitivité de 1l'équipollence.

Les translations ou vecteurs (classes d'équivalence
de l'équipollence), apparaissent d'emblée comme permuta—
tions du plen. L'identification délibérée de vecteur et
translation & une permutetion du plan économise des con-—
cepts et évite des distinguos subtils mais inutiles.

kn ce qui concerne la géométrie, le cours de sixieme
se termine par la mise en évidence au groupe commutatif
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aes vecweurs auguel s'icentirie le plan M ges la rixavion
d'une origsine. Les élcves effectueront des calculs dans le
groupe N, , + qui est en lui-méme une prodigieuse situa-—
tion pédagosique.

wn plus des wranslasions, on considere dens cette clas—
se les projections paralldles du plan sur une droite et
l'une des premic¢res démonstretions dignes de ce nom con—
siste & prouver que les projections paralléeles de couples
équipollents sont éguipollentes, premier pas vers le théo-
reme de vheles. On utilisera, « cet effet, le moyen péda-
gogique des pandes dessinées pour marguer les étapes de
la démonstretion ( CIll p. 302).

Une selle présenvation de le géométrie est possible
parce que nos élives ont étudié au préalable ensembles et
relations, et notamment les permutations.

CLASSE D= CINJUIZLE (13-14 ans) (4 périodes hebdomadaires
de 45 min,)

Cette année est presgue enticrement consacrée & la ge-
nese gimultenée du champ ordonné des réels et de la struc—

ture vectorielle plane, Le fait important retenir ici,

a
est qu' i 1 existe au moins une mé -~
thode permettant d'introduire
ces notions importantes, de ma-
n i re a la fois rigoureuse et

e
intuitsive, a des enfants de 13
a 14 ans.

Cet enseignement & pu réussir grice a la présentation
antérieure des éléments de géométrie sous forme ensembliste,
axiomatisue et relationnelle. La numération de position
joue un rdéle essentiel dans l'introduction de 1'ensemble
ordonné des réels. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur interessé a [ +#11 , petit ouvrage destiné aux
enseignants, ou a CMM2] , manuel destiné aux éleves et
écrit aprés 1l'expérience.
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Un patient cheminement nous & conduit des axiomes ori-—
ginels de caractere intuisif = la structure de vectoriel
reel de dimension deux. au fur et & mesure du développement
du cours, on invogue de moins en moins les axiomes origi~
nels et les propositions intermediaires et ae plus en plus
les proprievés qui caracuérisent la structure Ge vecgoriel
réel du plan.

wse cours culmine par la mise en eviaence uec
cette structure et se t ermin e par son utilisation
systématigue. On prépare ainsi le retournement psychologi-
gue du début de la classe de troisiéme ol la structure vec—
torielle est la base axiomatigue de départ.

CL:LSSE D8 JUATRIZMZ (14-15 ans) (4 périodes hebdomadaires
de 45 min.)

"Le cadre du vecvoriel euclidien plan est la Voie Roya-
le pour l'enseignemeni de la géométrie." sncore convient—il
draccéder sans heurt a cette voie. U'el est le but de notre
enseignement de la géométrie métricue dans la classe de
quatrieme,

4 partir de la notion bien intuitive de symétrie or-
thogonale, on introduit ou l'on retrouve déplecements (ro-
tations ou translations) et retournements (symétries g,lls—
sées ou non).

Le moyen pédagogique des droites numérotées facilite
l'accts au groupe des isométries et & celui des déplace—
ments ( [GP] et CI:3]). '

L'utilisation simultanée de ces groupes et des repéres
affins des droites introduit la nosion de disvance sous sa
forme moderne comre application de NxnN dans R, ce qui
sous—entend le choix préalable de l'unité. I1 n'y a aucune
objection « la fixasion de celle—ci, puisque le changement
d'unité pose un problcme dont la solution ess banale.
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ne groupe commutavif des rotations de cenire donné con—
duit au groupe des angles., vomme la mesure des angles ne
joue aucun réle en géométrie élémentaire, le problime jue
pose son introduction est reporté w la classe de seconde ol
il est résolu dans le cadre de la théorie des fonctions cir-—
culaires. La préhension numérigue de l'angle se fera d'abord
par l'intermédiaire du cosinus.

Distance et cosinus introduisent le produis scalaire.
Sa commutativité et sa bilinéarité entrainent, théoréme
de rytheagore, inégalivé de vauchy-schwartz et inégalité
triangulaire.

Le cours culmine par la mise en évidence de la
structure de vectoriel euclidien plan et se t ermine
par son utilisation systématigue,

CLASSE DE TROISIEME SCIENTIFIQUE (15-16 ans) (7 périodes
hebdomedaeires de 45 nin.)

Les éluves ont eu l'occasion de se rendre compte de
l'impvortence de la ssructure de vectoriel ce jui motive une
petite ¢tude intrinscyue dont le point crucial est le théo-
réme de base:

o

5i un vectoriel azdmet une dbese de n éléments
--1ors toute base de ce vectoriel comprend n éliments.

Ce théorszme est mis « la portée des éliéves de 15 ans
gréce « un noyen pédasogisue jui mavérialise les substitu—
tilons dens le passzpe d'une base & une autre. Ce procéde
mztigue dans [F2] pp. 32-33.

ve point acyuls, le moment est venu d'efTectuer le re-
tournement usychologigue aujuel nous zvons dé¢jh fait allu—

est décritv de mani.cve sc

sion. La fin des cours des classes de cinguilme et de qua-
tritme a d¢je appris & se servir, en fuzit, des axiomes de
définition de la structure de vectoriel euclidien plan,
Les ¢€leves qui ong parcouru avec nous le chemin menent
des axiomes originels =« cette structure ont souvent une
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certaine angoisse & 1'idée de ne pas retenir le détail de
1l'itinéraire parcouru. Le retournement psychologigue vient
4 son heure: il est apaisant et réconfortant de savoir que
l'on a le droit de ne plus retenir yue les axiomes de dé-
finition des réels et ceux de la structure de vectoriel
euclidien plan.

La dimension n'intervient pes dans les démonstrations
concernant le carré scalaire d'une somme et le théoréme de
Pythagore. Cn fait d'une pierre deux coups, puisgue ces
résultats restent valables dans l'espace.

La plus grende pertie du cours de troisiéme, en ce gui
concerne la zéométrie, est néammoins consacrée & une étude
plus systématigue du vectoriel euclidien plan. Il serait
navrant de n'utiliser cette lmportante struciure jue pour
établir de maniere nouvelle des résultats déje acguis dans
lt'enseiznement antérieur et novamuent dans la ciasse de
(quatricme, Le deroulement du cours de troisi.me doit con-
vaincre les ¢€leéves jue le vectoriel euclidien plan est une
formidable buse de depars pour la conguise de novions ab-—
solument fondumentules de la mathématigue de toujours.

La linéarité des projections paralliles, des homothé-
ties et des symetries saralltles (et o;thogpnales) mise en
évidence dans les classes de 5°0¢ et 4°B€, motive 1'étude
des transformztions lindaires du vectoriel plen.

Toute transformztion linéaire est déterminéde par 1'ima—
3e des éléments d'une base. On devine zussitbét le bpénéfice
gue l'on pourra tirer d'une utilisation add.usite de la mé-
thode des graphes, dont 1l'intérét reoondit ici de manidre
subite. A chacun de ces graphes partiels est associée la
matrice de la transformetion dans la base considérée. Cet-
te C¢tude net en évidence 1'anneau des transformstions 1li-
néeires (et subsidizirenent celui des matrices szz, +y a)
et le groupe lindaire général (voir( A7] , Ch 2).

On a vu, dans les clezsses antérieures, ue les iso-
netries centrées sont lindaires. D'ol le problime inverse:
quelles sont les transformetions orthogonsles {(ou transfor—
nations lindaires qui conservent le produit scclizire)?
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On est heureux d'établir que les seules transformations or—
thogonales sont celles que l'on connait déja: symétries et
rotations. L'étude des matrices de ces transformations dans
une base orthonormée conduit au cosinus d'unme rotation ain-
si qu'au demi-tour et aux d.e u x quarts de tour.

Le groupe des similitudes et le sous—groupes des simi-—
litudes directes s'ovtiennent en composant homothéties ew
sransformasions orthogonales. On établit enfin gue 1‘'ensem—
ble des similitudes directes est un champ (ou corps commu—
tatif).

Une des manitres d' or ient er 1le vectoriel con-
siste & décider d'appeler i 1l'un des guarts de tour.
Toute similitude directe s'identifie au nombre complexe
a + bi . La partie réelle a ne dépend pas de l'orientation
contrairement au signe de sa partie imaginaire b. lans le
plan orienté, on définit le sinus d'une rotation ou d'un
angle.

Les angles sont introduits comme éléments d'un groupe
additif isomorphe au groupe comgositionnel des rotations
ou au groupe multiplicatif des nombres complexes de module
1. .

I1 est facile de dcduire les quelgues formules trigo-
nométrigues importantes des propriétés des nombres comple-
Xes.

Pour plus de ditails, nous renvoyons au bel ouvrage
(D] de Jean Dieudonné écrit & l'intention des enseignants
intrépides et & [GP] directement destiné aux <ldves.

Dens le classe de seconde (16-17 ans), la géométrie
dens l'espace est développée & partir du vectoriel eucli-
dien de dimension trois.
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ROLE DE L'ALGEBRE LINEAIRE DANS LES MATHEMATIQUES MODERNES
par
J. Dieudonné
(bice)

Les difficultés du dialogue entre l'knseignement secondaire
et l'Enseignement supérieur, et les mathématiques fossiles.

Une des raisons d'étre de cette rencontre est, je crois,
de confronier, non seulewent les idées et les expériences
des professeurs de l'cmnseignement secondaire de plusieurs
pays, mais encore celles des professeurs de 1'knseignement
supérieur. Tout le monde reconnait la nécessité de ce dia-—
logue, mais a 1l'épreuve il se révele fort difficile a éta-
blir, fertile en malentendus et méfiances réciprogues.

Le proiesseur de mathématiques des Facultes des Scien—
ces ge dépat avec un dilemme chaque année plus angoissant:
comment, en un nombre fixe et tres limité d'années, faire
accéder la jeunesse dont il a la charge & la science m o —
derne; je ne parle pas de l'initiation a la recherche
proprement dite, mais bien, a un niveau beaucoﬁp plus mo-
deste {celui de la Licence actuelle en France, par exemple),
de faire connaitre aux étudiants les théorémes fondamentaux
de 1l'Analyse, de la fagon la plus utilisable pour les ap-
plications., Mais, méme a ce niveau, il est indispensable,
pour la compréhension profonde de ces résuliatés autant gque
pour leur emploi efricace (em Mathématiques méme ou dans
d'autres sciences), d'incorporer dans le curriculum beau-
coup de notions développées depuis un demi-sidcle & peine.

Pour dispenser cet enseignement de fagon profitable, sans
hiite mais sans perte de temps, le professeur de Faculté
souhaiterait recevoir de 1'Enseignement secondaire des
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étudiants aussi bien préparés gque possible a le comprendre,
en possession d'un minimum de "mecier", de iagon a ne pas
gere arrlvés par le moindre calcul srivial, es deja orien-
tés vers la méthode axiomatigue, guil constitue 1'ossature
de 1'znseignement supérieur actuel. Il s'irrite de consta-—
ter jue la réalité répond si peu a son attveute qu'il esq,
vien conire son gre, oolige le plus souven. de sacririer
un tewps precieux a wout reprendre a la base, et méme de
devoir consesller o ses auditeurs d'o u o1 i e r au plus
viwe ce qu'on leur & appris au Lycee, s'ils veulent pro-—
gresser sans trop de heurts et d'incomprehension. Cette
irritation se nourrit de la certvisuae qu. aans l'znselgne—
mens secondaire, peawcoup de Temps est perdu en développe—
ments inutiles ou périmés, et gu'un meilleur aménagement
des programmes permettrait, sans dépasser les possibpilites
intellectuelles des eleves, de tairc passer aans les der—
nieres annees du Lycee une ponne partie de ce gu'on est
malheureusement obligé d'enseigner actuellement dans 1l'an-
née proPédeutiquel

Placé devant ces exige.ces pressautes de son confrere,
le protessewr de 1'axnseignement secondaire a peiune a en
saisir l'uigeuce ev la nécessivé, 5'il a dépassé la quaran—
saine, il n'a eu yu'une formation exclusivement "classique",
et ignore donc les matidres memes qu'il devrait enseigner
pour reénover son progranme. ue tOou.es tagons, son opeigue
ess ror. airTeren.e ae celle de son collegue de 1'unseigne—
ment supérieur. Si son horizon est pratiquemens 1limité, par
la force des choses2), aux maticres qu'il enseigne, il cher-

1) Les expériences des Papy, dont il est pdrle ‘ailleurs dans
ce volume, mon.rent gue cela n'a ricn de cniwmerigue; il
est vrop facile de aive gqu'on ne peut rien faire lors-
qu'on n'a pas mcme essayé!

2) On ne peut raisonnablement demander 2 un enseignant qui
doit assurer 15 « 20 heures de cours par sem.ine, sans
compter les inverrogations, correctious de aevoirs, eucC.,
de se tenir au courant de la productlon nethématijue mo-—
derne, mime de Tres loin; les metnématiciens professlon—
nels n'y arrivent plus eux-mimes et sont obligés de se
canvonner le plus souvent Qans une speclalice assez ewroi-
teo



- 157 -

che souvent a en micux compirendre les fondements et & en
fignoler lcs dévails. U'oll sa preailecsion, da'une pare
pour les petits problemes "élégants", les "astuces" inat-
tendues, d'autre part pour les systecmes axiouaztiques a ten—
dance plu., ou moi.is pullosopulgues. sa preoccupation de
"mathématiser le réel' de la maniére la plus "naturelle"
possible, etc. )

rous cela est en soi fort inoffensif, et mcme en un
certain sens louable., L'écueil est gue souveut le profes—
seur de Lycee a jenaznce & s'idenviiier « ses eleves, a
croire gue ce gqui, 1 u i, l'intéresse particuliérement dans
la géoméurie, est obligatoirement ce gqui doit &tre au cen-
tre de 1l e ur s préoccupations, et gu‘ils onv la maituri-
Te€ surrisante pour assimiler ses proplemes (OU pSeUdO-pro—
blemes /) philosophiques. C'est céder au penchant sans ces—
se renaissanc, dans l'.nseignement secondaire, de travail-
ler en vase clos, sans aucun souci de ce a quoi
on doit préparer l'élévez). zn l'occurrence, c'est suritout
negliger le Trais, pourtvant capital, ju'aucune de ces bpelles
constructious ne pourra plus jamais étre utilisée dans les
études ultérieures, slors gue fers cruellement défaut la
préparaticn a l'algebre linéaire qui les aurait avantageu-

sement rerplacées. 5% si l'on trouve c2 zoint de vue trop

"utilitaire" et ne respectant pas 1'idéal de la "culture
désintéressée” qui woit &ire celui de 1'znseignemeni secon—

1) Voici par exemple ce yu'on peus Lire dans lu rrefuce d'un
livre recent: "Les relations_géométrigues existent indé-
darment des relations numérijues et leur sont meme an-—
Térieures dans l'ordre historigue ou aidactiyue €t aussi
dans l'ordre logigue de la mathematijue actuelle ou la
theorie des enseiples est mise avant GOUue CHOSE"(a e 0~
nedau, ueometrie euclidienne plane, Paris (bunod), 1965,
p.X . S5i 1'histoire et la logijue sont consultées, comme
le veut 1'auteur, elles montrent au consraire jue la
question de "preséance" qu'il souléve est votalemens ae-—
Nuce ue seds, 1eS UeuX TyPes de relatlons uoni il purie
ayani .oujours eve aéveloppees simul tanéme n t!

2) Chez les professeurs de la génération précédente, cela se
manifestait plutot par le temps démesuré passé sur de pe-
tits problimes "amusants" mais sans porice ("points re—
marjuables" du triangle, propriétés focales des coniques,
syst:zmes de cercles, inversion, etc.)
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daire, qu'on veuille bien dire en quoi 1'Algtbre linéai-
re, get algorivime aussi simple dans son principe gue pro-—
wéiforme dans ses applications, formerait-elle moins l'es-
prit que les pénibles échafaudages de Hilbert ou de ses
adaptateurs modernesl ?

11 devraii, semple-i-—il, surtrire d'énoncer ces truismes
pour faire cesser le débat et faire prendre conscience aux
professeurs de l.'unseignemeny secondaire ae 1la necessivué
Gde la rerorme preéconisee par les professeurs des Facultés.
liais les choses ne sont pas si simples; les professeurs de
1'inseignement secondaire voudraient, non sans raison, &tre
convaincus qu'il ne s'agit pas d'une mode passageére, mais
pien d'une orientation stable de la Mathématique moderne;
et faute de pouvoir eux-mimes s'en rendare compte, ils
voudraient au moins avoir sur ce point un avis unanime des
mathématiciens professionnels. Or, c'est la trop demander;
il subsiste encore en divers pays (notamment en Allemagne
autour de F. Bachmann) des ecoles qui poursuivent inlassa-
vlement des études d'axiomatiques variées pour des "géo-—
métries" non moins variées; la tentation est donc grande
de s'abriter derriére l'autorité (incontestable) de ces
mathématiciens pour mettre en doute la supériorité de
1'Algébre linéaire dans l'enseignement2 o

1) I1 est vrai gue, selon l'autveur précite, 1l'Algebre line-
aire aurait le grave défaut de "n'étre pas naturelle'!

I1 faut tout ignorer de l'histoire des sciences pour
gs'imaginer que les idées les plus fécondes (en mathéma-
tigques ou dans les autres sciences) découlent "naturel—
lement" des donnees sensibles; on pourralt sans paradoxe
soutenir exactement le contresire. Juoi de plus "naturel"
que 1'idée de la génération spontanée? Quoi de plus "ar-
tificiel" que la théorie des quanta ou la relativité? Il
en est de méme en llathematigue, ~'idée si profonde des
surfaces de Riemann est aussi peu "naturelle" que possi-
ble; et si 1'on a mis si longtemps & introduire la no-
tion de groupe, n'est-ce pas parce gue cette idée fonda—
mentale n'était pas "naturelle"?

2) La meme tentation conservatrice conduiu aussi a des in-
terpretations plut6t tendancieuses de certains ouvrages.
Par exemple, dans l'admirable livre d'k.ARUIN: "Algeore

dometrigue" qui illustre la puissance et la souplesse de
%'Algebre linéairez il y.a un court chapitre, entierement
séparé du resie, ou Artin, encore sous l'influence di-
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Je veux bien croire gqu'il s'agisse de doutes légitimes
et non simplement de routine ou d'inertie. Ce qu'il faudrait
arriver z faire concevoir, c'est gque les mathématiciens
aont Jje viens de parier sony encierement ¢ o u p e s du
grand mouvement des mathématigues modernes. Je ne veux pas
dire que ce qu'ils font soit dénué de valeur; il y a la sou-
vent beaucoup de finesse et d'ingéniositvé, mais cela n'a
pas le moindre rappors avec les grands proolemes gui pre-—
occupent l'immense ma jorité des mathématiciens ou physi-
ciens contemporains, et ne peut en aucune fagon concevable

avancer leur solutionl)

. Gela n'est a'ailleurs pas special
& Ces eravaux d'axiomatique; il y a des plocs entiers de
mathématiques plus ou moins traditionnelles, qui sont ain-
si devenus totalement inactuels, et ce n'est pas dans un
sens péjoratif qu'on peut proprement les gualifier de
fossiles (voir plus loin, p.l62)

Dans ce qui suit, je vais essayer de montrer comment
1l'algebre linéaire des mathématiciens modernes est au con-
traire la seve nourriciere des mathématigmes v i v a n -
% e s. Je ne pourral evidemment procéder que par affirma-
tions, renvoyant pour des "preuves" détaiilées a une bi-
oliographie qui cervainement n'est pas d'une lecture faci-
le ni rapide. J'espere cependant ne pas pzrler entierement
dans le desert, ey sounaite que de tels exposés finissent
un jour par conval ncre les responsebles de 1'inseignement
secondaire dans wous les pays, e€i qu'on puisse enfin éco-
nomiser le temps précieux perdu z "reconditionner" les
étudiants gqui entrent dans nos Faculwués,

' recte de Hilbert, a sacrifié aux modes de sa jeunesse
et décrit rapidement une construction axiomatique de
la geométrie arrine. Bien engendu, c'esu Ce chapitre
gu'on cite pour les begoins de la cause, ignorant sys—
tématiquement le reste du livre!

1) Si quelgu'un contestait la véritvé de ce.te arrirmation,
ce serait bien enitendu a lui de faire la preuve qu'elle
est inexacte, en donnant une liste des questions ou
s'tappliqueraient avec fruit les systemes axiomatigues
que je considere comme fossiles.
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Les niveaux de 1'Algebre linéaire.

L'algebre linéaire, d'apord continée a la resolution des
systémes d'équations du premier degré et & leur interpréta—
tion en "géométrie anazlytigue" a vu peu & peu, depuis un
sitcle, son domeine d'application devenir si vaste que pour
l'exploiter avec succis elle a dl elle-méme se diversifier,
se ramifier et aciuérir un caractire de plus en plus 2bs-
trait. On peut y distinguer g rosso modo & pré-
sent six niveaux différents, allant progressivement du sim-
ple au compligué, du concret & l'abstrait:

1) Le niveau le plus élémentaire est le point de départ
gque nous rappelions ci-dessus, l'etude des espaces vecto—
riels ‘'pnysiques", c'esi-z—alre les espaces vecuoriels sur
le corps R des reels, a 2 ou 3 dimensions.

2) Le premier pus dans l'"abstrait" consiste a concevoir
les espaces vectoriels a un nompre fini guelcongue n de
dimensions (toujours sur R ) et a y généraliser tout le
vocabulaire algébrico-géométrique usuel, dien qu'ici 1'“in—
tuition” sensivle Tusse aefauv.

Les genéralisatcions ultérieures se fonv dans deux direc-—
tions diftérentes:

3) D'une part, on peut 'passer du fini a 1'infini" com-—
me y invite toute l'snalyse fonctionnelle, et aborder la
théorie des espaces vectoriels (sur R ) de dimension in-
tinie. wais ici 1'expérience prouve qu'on n'arrive a des
résuliats utilisables qu'en introduisant des idées d'une
autre nature, savoir les notions topologiques; on arrive
ainsi a la vaste et complexe théorie des '"espacCes vecto-
riels topologiques" si fondamentale dans 1l'~nalyse moderne.

4) L'algeobre, de son cote, donne 1'impulsion vers un
autre iype de generzlisation, ol cette fois on abandonne
1'hypothtse que les scalaires sons réels, en exigeant seu-
lement qu'ils forment un ¢ o r p s (commutatif ou non),
les axiomes des espaces vectoriels restaut inchangés. U'est
la theorie générale des e spaces Vvector iels
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(de dimension finie ou non), capitale dans l'algebre mo-
derne,

5) On peut faire un pas de plus et exiger seulement des
scalaires gqu'ils forment un a nneau, ce qui conduis
a la theorie des mo d ul e s , encore plus fréquenis
en algepre gue les espwCes vecgoriels.

6) ioutefois, on s'apergoit que de nombreuses propriéiés
tres utiles des espaces vectoriels ne sont plus valables
pour les moaules généraux, ce qui a constitué pendant long-
cemps un sérieux inconvenient. vette difficulté n'a eve sur-
moatee gu'il y a une vingtaine d'années, par la création
de l'al gebre homologigue, la plus com—
plexe et la plus difficile des branches de 1'algébre li-
néaire, dont 1'idée directrice est de "mesurer" en gquelque
sorte la Tragon aont les moaules s'ecartens Ges bonnes pro—
priétés des espaces vectoriels par l'introduction de modu-
les "satellives" des modules considérés, qui se réduisent
toujours a 0 pour les espaces vectoriels; le mwhiement ae
ces nouvellcs envités a permis, dans une large mesure,
d'aborder dans le cas genéral des problemes gue l'on ne
savait a2utrefois résoudre que pour les espaces vectoriels.

Ce qu'il faut souligner, c'est que, tout au long de cet—
Te montee vers l'apstraction, les idées fondamentales de
la théorie resteni les m & me s : du plan euclidien aux
modules les plus généraux, les axiomes se formulent tou—
jours de fagon identique et les concepts centraux, sous-—
modules, modules quotients, homomorphismes, images, noyaux,
conoyaux, somme airecte, dualive, sont woujours définis de
la méme fagon. On aurait peine & trouver, dans tout 1'arse—
nal des mathématiques, des idées plus simples et dont le
champ d'applicavion, dont nous allons maintenant parler,
soit aussi immense.

Les applications de 1'sigebre linéaire.

Pour mettre un peu d'ordre dans l'énorme amoncellement
de théories gqu'il faudrait citer, nous allons adopter une
classificzation un peu artificielle, eu consiuerant succes—
sivement:
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A) Le domaine naturel de 1l'Algeore linéaire.

B) les congudtes de l'algibre linéaire.

C) La métaphysique de 1'algebre linéaire.

Il ne s'agira d'ailleurs, bien envenau, gque d'une esquis—
se extrémement rapide et sommaire, ol nous ne pourrons en—
trer dans aucun dévail.

A) nistoriquemeni, 1l'ilgebre linéaire s'est dégagee,
d'une part de la Géométrie <lémentzire, d'auvre part, des
théories "lindaires" du Calcul infinitésimel (équations
différentielles, <¢cuetions aux dérivées partielles, égua-—
tions intégrazles). Zlle est plus importante que jamais dans
ce "domzine naturel" d'ol elle est sortie, et que par con-
tre-coup elle a servi & orguniser et mieux comprendre:

A 1) Duns la "Gdométrie" au sens €lémentezire ol on la
cony0it depuis le "Programme d'Irlangen" de F. lein, 1'Al-
gtbre linéaire est pien entendu la pierre angulaire de tout
1'édifice, puisgu'il s'agit d'espaces af fines
ol opérent des groupes linéaires . Nous re-
viendrons plus loin (B 10) sur le probléme de la recherche
des invariants , engquoi (toujours selon F. ilein)
se résume 1'essence de la "Géoméitrie" classigue.

A 2) Crest un truisme que de constater jue les opérations
fondamentales de l'analyse classique, dérivaiion ei invegra—
tion, sont 1l ine€ a ire s ; mais ce ne sont que les deux
plus simples exemples des op érateurs 1iné-
aires, qui dominent toute 1l'Analyse fonctionnelle mo-
derne, et, 2 travers elle, la Physique quantique (puisque
les "observables" sont maintenant interprétés comme des opé-—
rateurs hermitiens dans un espace hilbertien). Il peut pa-—
raitre surprenant qu'une propriété aussi triviale que le
caractere linéaire d'un opérateur puisse cire d'un grana
secours, mais c'esi elle qui permet d'appliguer %oute la
théorie des espaces vectoriels topologiques, & laquelle on
doit les remarquables succés des 20 dernidresannées, notam—
ment dans la résolution des problemes classiques de la the—
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orie aes equations aux Gerivees parvielles tineaires e%

azns la wneorie spectrale, qui repose tout enviere sur la
notion élémentaire de valeur propre dlun
endomorphisme (il est a peine besoin de souligner que la ter-
minologie de "spectre" est empruntée a la Pnysique atomi-
gue, ol l'immense succés de la "Kécanigue ondulatoire" a pré—
cisémert été de relier cette notion expérimentale aux va-
leurs propres de l'operateur correspondant &4 1'éjuation de
Schrsdinger).

I1 faut souligner aussi gue c'est la notion d'opérateur
linczire jui & ¢%¢ w« l'origine de la théorie des d i s t r i-
butions de L. Schwartz, qui a permis de sortir de 1la
"patnolozie" ol se débattait le Calcul infinitésimal clas—
sigue, en élargissant considérablement le champ d'applica-
tion de lz notion de "dérivée" et qui est & l'origine des
drogrés mentionnés plus haut dens la théorie des dquations
aux dérivées partielles; le point de départ est gue ce qui
importe dans la conception d'une fonction intégrable £, ce
n'est pas l'idée classique de la correspondance entre va-
leurs de la variable x et valeurs f(x) de la fonction, mais
pien le fzit gque la fonction f opere \linéairement !) sur les
roncwions continues par la loi g —/f(x)g(x)dx.

snfin, il faut citer la grande idée de convexit é,
gqui joue des rbles multiples en “4nalyse moderne, et est es-
sentiellement une notion linéaire (a laquelle vient ici se
nelanger la strucsure d'or dr e deR J.

B) wepuis un siecle, les conguétes de 1l'slgebre lindaire
ont été immenses dans toutes les parties de la Mathématique.
vommengons par la plus ancienne, 1'idée d'"a pp r o x i -
mation 1'inéairenm,

B 1) C'est 1a 1'idée centrale de la source méme de 1'Ana—
lyse, le Calcul ditférentiel, qui n'est ausre chose que ltap-
proximation d'une foncvion suttisamment reguliere par une
fonction 1inéaire auvoisinage du point considérée;
ce n'est gqu'en "collant" en guelque sorte & cette conception
qu'on comprend vraiment, en particulier, le talcul dirfe—
rentiel des fonctions de plusieurs variables, encombre de
notions secondaires comme celle de "dérivée partielle" qui
obscurcissent inutilement 1'exposition.
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B 2) Jusqu'Z Gauss, on ne concevait lz udométrie dir-
tférentielle que comme 1l'étude des courbes ey des surtaces
plongees dans l'espace a 2 ou 3 dimensions. La gran-
de idée de uauss, Teprise et développée par Riemann, a été
de concevoir une variété différentiable comme obtenue par
nrecollement" de morceaux d'espaces vecitoriels, indépendam-
mens de Gous “plongement". D'ou la possinilité d'appliguer
1'idée d'approximation linéaire du Calcul différentiel dans
un contexte beaucoup plus large et de fa;on beaucoup plus
souple. in outre, sur cette notion sont venus se greffer
deux des outils les plus utiles ae la liataématigque moaerne,
les e spaces rivres euvldes e lsceaux;
ils dépassent le cadre "linéaire", puisqu'ils concrétisent
mathnématiguement l'idée vague d'"objets variant continliment
(ou differentiaplemens) en fonction a'un paremetre qui par-

cours une varieve airrerentiaole (la "pase")". ials dans

les applications les plus importantes, ces objets sont des
espaces vectoriels ou des groupes linézires, et la possibi-
1ité d'uviliser l'slgebre linéaire de cette fayon esT une
source de féconds développements en uéométrie différentiel-
le et en ropologie différentielle. Comme exemple simple d'es—
paces fibrés, on peut penser aux classiques surtaces reglées,
ol la base est une courpe et la "fiore" une aroite. un
exemple plus instructif est la "variété des plans tangents"
= une surface ol la vpase est la surface et la fivbre le plan
tangent, de sorte qu'il s'agit d'une variété a 4 dimensions.
wous verrons plus loin commens le calcul tensoriel classi-
que se rattache meintenant z ces conceptions.

Fassons & des conquétes beaucoup plus inattendues et par-
fois surprenantes de l'nlgebre linecaire, ce gue l'on peut
appeler la linearisawvion de l'slgebre, ae
1'Arithmétique et de la wopologie algébrigue classigues
(entre autres).

B 3) un exemple assez caractéristique est la linéarisa—
tion de la Tt heorie d e «a loils - abpoutisse-
ment, comme on saiv, ue la classigue théorie des équations
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algébriques (donc typigquement "non linéaire" en son princi-
pe). Le biais ici consiste d'aoord a considerer, comme on
le fait depuis wvedekina, non pas les racines d'un polyndme
sur un corps K, meis bienle surcorps L de X qui
est engendré par ces racines; et l'algdbre linéaire inter—
vient alors par la simple remargque jue L est un e s p a Cc e
vectoriel sur ls corps .« €C ju'unl 2 W 0 mMO T ~—
P hisme du corps i laissant fixes les ¢lémenss de 4

est une application 1 i n € a i r e du i-esiace vectoriel
L sur lui-méme. On pourrzit croire ju'on n'sooutira = rien
d'lngeressant en “arrvzlolissanit' ainsi la sgruciure du corps
L. pien au contraire, c'est actuellement la meilleure ma-
nicre d'ovtenir les sieorszmes clés. far ezemple, on voitv
ainsi aussitét gue si I est un corns f i n i , son nomvre
d'elemenss est necesseiremen. une puissance pk d'un nombre
premier \il Suffis de rrencre pour ii le corps premier conte—
nu dans L). 2% les vheéorcmes d'od sort touse la theorie de
valois sont: 1° le shcorcme de edekina atfirmant que des
automorphismes distincts de L (laissant fixzes les éléments
de ) sonv linéairerzent indépen -
dants sur L; 2° le treorsme c'artin disant gue si

U esT un groupe d'auvonorp.ismes de L, ev si n*' esT le
sous—corps des elemenss laissés fixes per v, alors la di-
mension de L sur X' est é€zzle au plus grand nombre d'élé—
ments de G linéairemsnt indipendesnts sur L. Sous cette for-
me, ces théoremes peuveni s'étendre & des corps (ou méme
certains anneaux) non commutetiis.

B 4) Un autre exemple est la consiue.ztion des g r o u -
pes abéliens (ecrivts adaitivenecn.) comme des
modules sur l'znneau Z des entiers rationnels. Ici
encore, cette remzrjue est tellement banale gu'on ne s'at-
tend pas & ce qu'il en sorte grand chose; cependant, c'est
ainsi gu'on prouve le the¢orzme de structure des groupes
abéliens de type fini, grédce = la théorie linéaire
des "facteurs invari«nis™ a'une p.ire de Z-moaules libres
N © M, qui fournitv aussités le struciure du module guotient
B/ N.
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B 5) rutre remergue encore plus triviale s'il est possi-
ble: dans l'anneau Z , dire que l'entier 3 Adivise
l'entier b équivaut « écrire la relation d'inclusion
Zac 2o entre sous-moaudles deZ . 11 n'empéche
que cette remargue . permet d'aporder la theorie de la divi-
sipilite dans des anneaux plus généraux que Z , par exemple
des anneaux d' ent iers algépoprigues: clest
le point de départ de la grande théorie des 1 d é a u x
(vedekind et Kronecker) gui a permis 1l'épanouissement de
1'arithmétigue supérieure depuis 187U, et qui est essentiel-
lemeni, unc théorie "lineéaire".

B 6) Passons & un tout autre sujet, la “op ol o gie
algépriqgque. icil'slgebre linéaire intervient d'une
fagon qui parait tout a fait artificielle: on a un certain
ensemble d'objets I (de nature topologique ou géométrique)
et on en forme les "combinaisons linéaires formelles"

Z Ci%4 o

i
ou X € - e les cy sont des coefficients pris dans un an—

neau fixé (souvent Z, ouZ/2Z, ouR ). Ye module "libre"
est en lui-méme dénué d'intérct, mais des considéravions de
nature topologique amtnent & y distinguer certains sous-mo-—
dules, dont les guovients ont une signification en rappors
avec le prooleme considaéré. 8i par exemple on prend pour
élements de & les "simplexes", on obtient le moaule des"chal-
nes" dans lequel on distingue les sous-modules des "cycles"
et des "bords", le gquotient de ces derniers donnant le mo-—
dule d' nomo 1 0 g ie . Un peut aussi prendre pour &
les varieécés différentiaples compactes o r ient é e s
de dimension k donnée, les coefficients étanv ici pris dans
Z ; on faii alors le guotient par le sous-module défini de
la fagon suivante: c'est l'ensemble des sommes formelles

A

¥
telles que l'espace ‘‘somme topologigue® des Vi’ dont chacu—
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ne est muni de son orientatvion si le signe est + , de
l'orientatvion opposée si le signe est - , soit le Db o r d
d'une variété différentizble orientée compacte de dimen-
sion k+l. Un arrive ainsi z la toute récente théorie du
"cobordisme", qui a permis de nombreux et spectaculaires
progrés dans notre connaissance de la topologie des va-
riétés. Plus récenie encore, mais non moins féconde, est
la "K-théorie"™, ol les odjets gue l'on "ajoute" sont les
fiorés vecocsoriels de base aonnee.

B () Leveuons a l'algebre piOprement dive pour parler
plus longuement d'une des grandes idées de lza seconde
moitié cu ~lxe sivcle, la repré sentation
linéeaire des groupess. Le groupe
linéaireGL (E) des automorphismes d'un espace
vectoriel &, et certains de ses sous-groupes d'origine
geoméirijue, tels gue le groupe orthogonal et le groupe
symplectigue, sons particulicrement bien connus &t rela-
tivement aisés « manier, & cause précisément du faitv gyue
les éléments de ces groupes sont des t ransforma -
tions lineaires de n, dans 1'étude des-
quelles une certaine sorte d'"intuition zéometrigue" esy
d'un grand secours., Lu contraire, il n'est rien de plus
"abstirait" ev difficile & concevoir gu'un groupe g u e 1 -
congue , doni les éléments n'ont aucune interpréta-
tion donnamt prise & 1l'intuition, L'idée de la "représen-
tation linéaire"” est de p 1l o n g e r un groupe guelcon-
que donné G dans unGLl (&) convenublemen. cuoisi ev d'uivi-
liser ce plongementi pour en deduire des renselgnements sur
la structure de G. L'idée peut paraltre arbitrzire et méme
un peu folle: i} est guasi-miraculeux gu'elle réussisse
au-dela de toute espérance.

B 8) Une notion fondamentale pour un sous-groupe
GCGL(E) est celle d' irré ductidbpilité:

E est irréductible (pour G) s'il n'y a aucun sous-espace
vectoriel VC & qui s0it s ¢ & 0 1 e par sous les auio—
morphismes de G. On en déduit la notion de compl e t e
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z

rédductibvbpilit é : E est complétement réductible
s'il est somme directte de sous-espaces veCc-
toriels Vi stables par U e dans lesquels « agit de fagon
irréductiple. Si on prend pour E un espace vectoriel de
dimension finie sur le corps C des nombres complexes, et
pour G un sous-groupe f i n i deGL(E), il se trouve que
Eest toujours compldtement réductible, et 1'étuds
de l'action de G dans les sous-espaces irréductidbles V,
correspondants apporte des renseignements tres profonds sur
les propriésés de ¢ (théorie des carac v éres de
Frobenius). Comme exemple d'utilisation de ces notions, ci-
wons la récente aémonstration, par Feit et thompson, de

la célecbre conjecture de Burnside selon laguelle tout
groupe simple fini non commutatif est d'ordre pair; dans
cette demonstration (d'une extraordinaire complexite, ev
qui prena & elle seule 30U pages) les caractéres jouent un
rdéle tout & fait essentiel.

B 9) L'idée de le représentation linéaire s'appligue
avec fruit aux groupe s linéaires eux-memes,
et c'est ainsi que l'on interpréte maintenant une autre des
grandes idées du ¥IX® siécle, le calcul tenso-
r i e l. un groupe lineaireGL (E) "opere" en effet de fa-
gon "naturelle", non seulement dans son espace vectoriel
de définition &, mais dans bien d'autres. Par exemple, s0it
T2(E) l'espace vecioriel des formes ©piliné-
aires sur mx &; un automorphisme u de & opere sur
TZ(L) en faisant correspondre a toute forme bilinéaire f
la forme (x,y) —> f(u(x),ul(y)). Le groupe GL(E) opére
de méme sur tous les espaces Tr(E) de formes r-linéaires
(r quelcongue), appelées encore t enseurs co -
variants d'ordre v sur E; on définit de méme les
espaces de T enseurs contravariants
Tr(E)zTr(E*) (E* qual de E) et de tenseurs m i xt e s
(produits tensoriels des deux types précédents). Le résul-
tat fondamental est qu'ici encore (en prenant C pour corps

<

Ge base) il ya complete réductidbilité
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de toutes ces représentations deGL({x) {(par exemple,

'wz(;) se décompose trivialement en somme directe de deux
sous-espaces irréductibles, celui des fommes bilinézires
symetrigues et cerul aes formes bilinéaires anslsymévri~
ques; les choses sont beaucoup plus compliquees pour r> 2,
mais on a cependant une description e xp l ic i v e de
toutes les representavions irrecauctibles, w l'alue e ce
qu'on appelle les "schémas dtyoung"). In outre % O ut e
représentation linéaire irréductiple deGL(z&) dans un es-
pace qui n'est plus nécessairement un espacCe de tenseurs,
es, neanmoins 1 $ O I O I P I ¢ & UNE Ues representa-—
vions "tensgorielles" précédentes.

menvionnons ici que le "calcul tensoriel® en uwéoméirie
aifferentielle est l'aspecu "fibre? du calcul tensoriel
algeorigue gue nous venons d'évodguer; autrement die, il
Tauc ici prendre sur une variétve de base un espace Tiuvre
dony les tibres sony ces espaces Lensoriels d'une espece
aonnee,

B 10) & 1l'écude et la devermination des represeniations
irréducsibles de GL (k) se rattache la grande théorie des
invariants, injustement oubliée a notre époque,
Un peut dire gue c'est le plus "forcené" des exemples de
linearisation d'une théorie, mais, ici encore, cette li-
néarisation est remarquablement féconde. Le probléme ess
le suivans: On considere l'espace vectoriel aes p 0 1L y -
nomes nomogenes d e aegre r e 1
n variaples,a coefficients complexes (par exem-
ple), appelées aussi formes n-aires de
de gr é r (et gqu'on peut identiiier cauoniguement aux
tenseurs covarignts symétrigues d'ordre r sur cn). lden—
tifions une telle forme a la famille (aa) de ses coerfi-

-

) ) e . ) @ @p Gn
cients (on écrit a_ x® au lieu de a XX, T..x )
a @1%p,,%n 2 n
Cela étant, on appelle invariant de degré p un
polyndme P((aa)) homogene et de degré p par rapport aux
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8, , et vérifiant la relation P(u.(aa)) = (det(u))kP(a )

pour tout automorphisme u€GL(C™) et pour un entier fixe

k (fonction de p, n et r) (rappelons-nous gque ce groupe
"opére" sur tous les tenseurs, en particuli.r sur les
formes n-aires). Pour trouver ces invariants, on commence
par considérer l'invariant p o la r i s é de P: c'est

une forme multilinéaire symésri-
que ¥ par rapport a p Ltenseurs symetriques d'ordre r
(a&), (as), cees (aa), telle que F(u.(ai), u.(aé), cee s
u-‘\ag)) = (det u)kb‘\(aﬁ), cees '\ag')) ev que siia ), CRITEE
(a )) = F(ia )). vontinuant = lineariser, il existe une
forme 1 inéadire G sur l'espace des Tenseurs cova-

riants d'ordre pr telle que

¢((sz) @ (a2)g ... 8 (a8)) = F(al),(a2),...,(aP)),
et que G(u.z) = (dev(u))ku(z) pour tout Tenseur z¢ Tpr\c:};
mais cela signitie aussl que dans l'espace des tenseurs
contravariants d'ordre pr, u engendre un sous-espace de
dimension 1 s ta bl e pourGL(C™), et évidemment i r -
réduc tibple. Lous ces sous-espaces étant connus
explicitement a l'aide des schem.s d'young, le proobleme de
la recherche de ious les invariants estu en principe résolu
(cette méthode était dite au XIX® sitcle "méthode symboli-
que" de formation des invariants).

B 11) Je ne puis gue mentionner ici un immense domzine
tout entier dominé par 1'idée de représenvevion linéaire:
la théorie des g r oup e s de L 1 e ; donv les grou-—
pesGL{=) ne sonv gue des cas particulicrs. I1 faus ajouter
que l'on ne se limite d'ailleurs plus aux représentations
linéaires corresponuant a des espaces vectoriels de dimen—
sion finie; on a deveioppé dens les 20 dernieres années une
théorie (veaucoup plus difficile) de la représentation li-
néaire des groupes daus des espaces de dimeusion infinie
(espaces de Hilbert le plus souvent), utilisant toutes les
ressources de l'Analyse fonctionnelle mouerne, et gqui est
aussi devenue un ouvil esseutiel de la rhnysique quantique.
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5 lz) rour les groupes abeliens finis, woutes les re-
présensutions linczires irréductibles sony de dimension 1,
autrement dit les caractires d'un tel groipe & sont les
homomorshismes de v aens le grouge U des nomores compluxes
ue valeur zosolue L. il esv immeédias quc ces caractures
forment {pour la multiplication des fonctions) un g r o u -
p e G » que l'on noasre cisément 8vre i somorphea
¢ (de fayon non cunonigue). Cn constate que G et G se com-
portent vis-&-vis l'un de l'ausre comme un espace vecto-
riel ev son auzl, u'ol le nom ue sroupe d u a 1 de & don-
né a G. Uevte situation s'éelaircit lorsyu'on la générali-
se (comme il arrive si souvent en :.athématique): pour un
groupe 2bélien 1l ocalemensts compact uy
on appelle encore caracicres ses nomomoruvhis-—
mes convinus dansU ; ces carzcicres forment en-
core un Jroupe G, sur leguel on peut définir de fagon na-
turelle une topologic locelement compacte (mais cetsve fois,
il n'y a plus du toutv isomorphie e.tre u ev G en generad ).
won seulement les propriésés de "duali.e" au cas tini se
généraliseni-elles u ce cas, mais encore on peut les faire
découler de la ducli.é des espaces vectosiels topologigues.
«n outre, on s'est apergu gque la dualisé ues groupes loca-
lemens compacss es. le caure nasurel ol woit se dévelogper
la théorie classique de 1' inalyse harmondi--
q ue (séries et intigrsles de rourier), jui est encore
un outil fondementzl de l'analyse moderne.

Pour terminer cette revue si rcpide, je mentionnersi
un des exemples les plu. frappenss de L' un i s e aes
Latnematigues mouernes: la théorie des nomures algéoriques
(ou arithmétigue supérieure), gui déja avoit subi une pre—
miére "lindarisation" avec Ledexind et .ronecker (B 9)
vient récemment d'cire linéarisée d'unc GOout zutre manisre
\issue des idées de :ensel sur les nombres p-adigues): on
assocle en effet de fagon naturelle = tousw corps 4 de nom-
bres algéoriques des groupes abéliens
localement compact s (infinis), divs res-
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pectivement groupe Ges a d el e s e3v groupe des 1de -
L es ae n. hon seulement lecs propriétés arighmétiques

de K s'expriment—elles de fajon beaucoup plus simple et
frappante « l'aice de ces groupes, mais la possibilité
d'appliguer & ces derniers 1l'~nalyse harmoniyue a conduit

4 de nouvelles decouverses, ol il esv en ouwvre remarguaple
que des uvieories aussi laintaines en apperence que les
groupes de Lie et la Géométrie algébrique jouent un rdle
importante.

C) suand je perle de "metaphysique" de 1'algéore liné-
aire, j'emploie ce mot dans le sens ol l'utilisaient La-
grange et les matnematiciens du AVIII® sicclic, et qui cor—
respona & T O s S0 modo 2 notre conception moderne
de “structure"., =n maniant constamment les concepts si com-
modes et utiles de lt'algebre linéuire, Tels que les noiions
de noyau, de cCOnoyau, d'imege, de suite exacte, de dualité,
de produit tensoriel, et en les appliquant (comme nous
avons vu ci-dessus) dens les situasions les plus diverses,
les mathématiciens ont fini par remarguer gue Ces notions
avaient des znalogues dans des théories qui n'avaient plus
rien {ou plus granu chose) ae “lineaire*, d'ol l'idee de
les systenatiser ev de les généraliser en les extrayant de
leur contexte "linczire" trop €troit. L'est ce qui a don-
né neissance a la théorie moderne des "c 2 T € g0 T ie s"
eg aes "t onc v eur s, ae caracicre TIEs aosiraiv €%
gui est regardee par deaucoup ue mathémaviciens d'Age mlr
avec azuvant de répulsion que la Théorie des ensembles par
les contemporains de Cantor; mais il apparalt dés mainte-
nant certzin que les methématiciens ne pourront plus dorén—
avant se passer de Ce nouveau langage, pas plus qu'ils
n'accepveraient de se passer du langage des znsembles. Le
parallile se poursuit d'ailleurs plus loin: de méme qu'il
ne faut pas atiribuer Trop d'importance a la “héorie des
snsemples, au poinv de la developper p o u T elle-—
m&me et sans souci des applications, de méme il est
vraisemblable gue les dévelogpements de la théorie des
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catégories, non exigés par les applications = d'autres
théories mathématijues, se reveleront aussi sveriles gue
voute la littérature sur les caruinaux ey les ordinaux;

il s'agit d'un ca dr e et d'un guide pour la Ma-
thématique d'ajourd'hui, plus que d'une théorie mathéma—
tigque proprement dite.

L'Algebre linéaire et la géométrie fossile.

-

Beaucoup de membres de l'Enseignement secondaire ont
peine & comprendre pourquoi les mathématiciens protession-
nels, dens leur immense mejoriué, se aetournens de 1a
"Géométrie élémenteire". lourris de la tradition du XIXS
sitcle, ol cette partie des methématiqgues foisait 1l'objet
d'actives et nombreuses rechercnes dans les sniversi ces,
ils ne peuvent croire gue du jour au lendemain, tous les
problémes ouverts dans cette théorie aient &té résolus,
et i1ls aurzient volontiers tendance = considecrer le dédain
manifesté par leurs collégues de 1l'inseignement supérieur
comme un effet d'une mode, ou d'un esprit iconoclaste sys—
tématique, voire d'un dépit de ne pou&oir rivaliser avec
les grands anc@tres sur leur propre terrain,

Pour comprendre qu'aucune de ces accusavions n'est vala-
ble, et pourquoi cervaines théories mathensciyues, ausre—
fois florissantes, peuvent se "fossiliser" assez brusque-
meht, il faut se rendre compte de ce gque recherchent avant
tout les mathématiciens professionnels: ce sont des m & -
thodes generales ae soluvion des problemes
ouvervs; nul ne peus leur faire grief, lorsqu'une telle
méthode a été trouvée, d'abandonner le prooleme pour
d'autres encore sans solution, plutdt que de continuer a
examiner de multiples czs particuliers du probléme réso-
lu en se bornant & leur appliquer la méthode générale ob-
tenue. Pour prendre un exempleextreme , on connaii depuis

~Leibniz la méthode genérale d'intégration d'une éqguation
différentielle linéaire du premier ordre; tout le monde
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trouverait ridicule un mathématicien qui s'amuseraii a
compiler d'innomobraples exemples d'application de cette
métvhoae = des égquations particulicres de Ce Type.

iouses proportvions gardées, et bpien que la connaissan-—
ce de ce fait ne soit gudre répandue, c'est la méme situa-
tion qui existe en "Géométrie élémentaire" depuis la fin
du 2IX® siccle. ve vrécise que j'entends les termes "uéo-
mé trie élémentzire” au sens de Kleinl): déterminer les
relations identigues (ou "syzygies") entre invariants (ou
plus généralement, "covariants") du groupe de la "uéo-
métrie" consideérece (le groupe aes déplacements, ou des
similitudes, dens le cas de la géométrie euclidienne clas-
sique); par exemple, un théorime tel gue celui qui expri-
me jue les hauteurs (resp. les médianes) d'un triangle
concourent, décrit une "syzygie" entre les "covarianus" ae
trois points constiuués par les nauteurs \resp. medianes)
du triangle dont ils sont sommets, pour le groupe des dé-
placements (resp. le groupe affine). Or, le développement
de la ™"uévhode syiwolique" esquissée plus haus (v 10) a
finalemens conduiv « un procéae m € ¢ a n i g ue de re—
cherciie ae % 0 U s les covariants des groupes considérés
et de T outes leurs "syzygies"; j'entends par lu
aqu'on pourrait "progremmer" un calculateur €lectronigue de
fa,on gu'il fournisse woutes les syzygies ensre covariants
de degrés donnés, On congoit jue dans ces conditions, les
démonstrations "ad hoc" de théorémes de Géométrie élémen—
taire soient considerees pzr la plupart des mathemaviciens
comme un exercice invellectuel du niveau des problcémes de
"mots croisés", et gu'ils réseent leurs efforts a des

1) Jrinsiste sur ce point & cause de malentendus soulevés
par certzins mothématiciens qui \d'une fagon aopusive u
mon avis) donnent aux mots "Geométrie élémentaire" un
sens beaucoup plus vaste,.englobant en somme toutes les
questvions mathemetigues gqul peuvent se poser @ propos
du plan ou de l'espace eucliaien a 3 dimensions, y com-
pris de difficiles problemes touchant & la théorie des
enserbles convexes, a la lopologie et la théorie de la
mesure. sien eniendu, pour de tels problemes il n'y a
rien de semblable au procédé guasi meécanique dont nous
parlong ci-dessous, ev un grand nombre d'entre eux ne
sont meéme pas encore résolus.
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problemes plus sérieux. Clest pourguoi aussi ils sounzi-
Teat gue le semps sl précieux des ¢leves de l'aznseignement
secondcire ne soit plus perdu sur de pareilles amusettes,
mais qu'on l'utilise au contreire pour leur donner les
technigues gqui leur seront indispensables var la suive.
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BILINEARFORMEN UND KEGELSCHNITTE
von

Gunter Pickert
(Giessen)

Will man mit der Forderung ernst machen, die Vektoral-
gebra in den geometrischen Schulstoff aufzunesmen, so hat es
keinen Sinn, dies gewissermassen "anhangsweise" zu tun,

d.h. erst nach einer traditionellen analytischen Geometrie
mit Koordinaten: Die verfligpare Unterrichtszeit duldet eine
solche "Zweigleisigkeit" nicnv, und zudem wilrde den Schillern
das neu eingeflihrte Arbeiten mit Vektoren gegeniiber dem
schon gewohnten Umgang mit Koordinaten als schwieriger er-
scheinen. lian wird a2lso versuchen milssen, von vornherein die
analytsische ueometrie vektoriell aut zubauen, uas vereisetd
keine Schwierigkeiten bei den linearen Gebilden, scheint
aber bisher bei den Kegelschnitten auf Hindernisse zu stossen
Un diese zu iberwinden, braucht man lediglich nach dem "wis-—
senschaftlichen Ort" der Kegelschnittlehre in der heutigen
Systematik der lathematik zu fragen. Hier kann die Antwort
nur lauten: uie Kegelschnitte gehiren zur iheorie der Bi-
linearformen in einem zweidimensionalen Vektorraum 1) und
erhalten von dort ihre grosse Bedeutung flr viele Gebiete
der lMathematik. Daher soll im folgenden geschildert werden,
wie man die Kegelschnitte von den Bilinearformen her und zu-
sarmmen mit diesen in elementarer jeise einfiihren kann 2).
Zugleich ergibt*sidh dabei zwanglos eine Zinteilung in eine
vorangehende affine und eine dann erst folgende metrische

1) Fir die projektive Geometrie, die jedoch wohl fiir den
Schulstoff nicht in Frage kommt, miisste natiirlich ein
dreidimensionaler Vektorraum genommen werden.

2) Siehe auch M. BARNER u. F. FLOHR, Die Kegelschnitte in
vektorieller Behandlung; Der Mathematikunterricht,
1963, Heft 3 (Verlag Klett, Stuttgerts).
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sehandlung der Lezelschnitte, wobei die Zinfihrung der lie-

trik auf die affine iegelschnittlehre gestiitzt werden kann,
Lls pekannt vorcussesetzt wird der Begriif des r ee 1l -

len Vektorraunes: tine (adaitiv beschriebene)

kommutative Grupve ]9' (nlemente 2ls Vekxtoren De-

zeichnet) -usemmen mit einer {(multipliketiv zeschriebenen)

Abbildung von Rx o¥in V' (R begeichne die l.engs der reellen

7ehlen) mi% den folzenden Zigenscuziten (fir ellexy ¢ '])’

r, s €R):

r(x+y ) = %+ vy, {(r+s8)x =7Trx + sx , (rs)x = risx ),

1x —, X .
Im folbermen werden Tur a 6 L 5 o, ,ll c V die Definitionen

R"a" = '{I"i'|'1"tR}' ,"‘M*}-‘/K‘ d;{x”‘ IXE/ﬂ) Xé/ft}
Denutzt und dsbei im Felle eirer elnelemenulben llenge
c/“ = { }aokdzend a T,,i Stu'tt (/’t ‘/% ‘geschrieven. Zin
Vektorpaar (al,a ) helsst llnear adbhangig,
wenn es T¢ R mit al = ra2 oder 32 = ral ‘givt. Einen reel-
1en Ve&torram, in dem Jedes Vektorpaa¥ linear abhéngig ist,
} aber auch ‘vom Nullvektor 0 (dem neutralen Zlement
_ioezgl der nddltlon) verschlednne Vektoren énthalten sind,
] t man S0t ;..an nlnnt als 1" die addltlve ‘Gruppe der reel-
len aanlen und er--loru das :roauzct der ‘Feellen Zahl r mit
dem Vektor x (€ R) c.ls das gewon.nilche rrodd«:t der reellen
._uanlen r x . D,le im foléenden vorausvesetzte Zwedldi-

erhi’

mens, 1 on a1l i t = vonv oesaot ‘die Lxistenz eines
) 11near unaohc.ngle)cn Ie{torpaares (al, 32) mit

,’v=,Ral7Ra2.

Jeded solche Paar heisst’ Ba' s i-s von~v~, und man beweist,

dass wegen der Zweidimensionalitét: jedes linear unabhangige

Paar bereits sasis ist. Fur einen Vektor x und eine 3asis

( a;, a,) wird das durch ‘
X = xla + x2a2 .

:elndeutlg Destlmmte Zahlenpaar (xi,x,z) als das Koordi-

natenpaar: von» x‘oezgl. (al, 3‘2) bezeichnet. Liese
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Koordinatenderstellung der Vektoren zeigt, Zass alle zwei-
dimengionzlen Vektorriume zueinander isomorph sind. {rovz—
dem erscheint es unzweckméssig, sich von vornherein auf den
Vektorraum der raare reeller Zahlen zu beschrinken; denn
denn misste man auf den grossen Vorteil verzichizn, so ver-
schiedene Gebilde wie die «enge der ebenen .urcnslavionen

und die Iysungsmenge einer homogenen lirearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung ohne weiteres als zweidimensionale
reelle Vekiorrdum auffassen zu konnen. Zudem hat der Vektor—
raum der -anlenpzare eine ausgezeichnete basis, namlich
({1,0), {C,1)); durch zusschliessliche Beschiftigung mit ‘den
Zahlenpazren wirde der Lernende daher leicht das wichtige
Prinzip der Vextoreslicbra aus den Augen verlieren, eine Ba-
sis nur bei Bedari und dann der Fragestellung angepasst zu
widhlen.

Ist U der Veksorraum der reellen Ebene, so kdnnen die Vek-
toren, 2lso die translationen der Ebene, nach Wahl eines Be-
zugspun<tes O zur Darstellung der Punkte der Ebene folgen—
dermassen benutzt werden: Jedem FPunkt X wird als sein O r t s -
v ek t or diejenige iranslation zugeordnet, die O nach X
bringt. Die Geraden (als Funktmengen) werden in diesem Sinn
dargestellt durci die Vektormengen a +Rc mit ¢ £0 . Im
folgenden werden daher solche Vektormengen stets als Geraden
bezeichnet. Auch soll zur Vereinfachung der Ausdrucksweise
zZwischen einem Punkt und seinem Ortsvektor (pezgl. eines ein
flir allemal fest gewihlten Bezugspunktes O) nicht unterschie-—
den werden.

Die Lultiplikation der reellen Zahlen ist in dem oben er—
wihnten 3eispiel 1} =R als lLultiplikation der Vektoren mit
den reellen Zahlen gedeutet worden. Sie kann aber darin na-
turlich auch.alg Abpildung von v'XZrinR aufgefasst werden,
also als eine Multiplikation von Vektoren mit Vektoren, bei
der die Produkte reelle Zzhlen sind. Uezeichnet man die Kul—
tiplikation mit F und gemsss der "Funktionsschreibweise™
das Produkt der Vektoren X ,Y dann mit F( X ,y), so neblmen
Distripbutiv—, Assoziativ- und Xommutativgesetz der Multi-
plikation der reellen Zahlen die Formen an:
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(1) F( x+y,2 ) =F(x,z) + Fly ,z),
(2) F(rx,y ) =1F(x,Yy ),
(3) P(x,y) =¥y ,x).

Als naturgemasses analogon dieser Iultiplikation bpieten sich
daher bei einem beliebigen reellen Vektorraum V'diejenigen
Lbbildungen F von Px¥inR an, die fir alle x,y ,z ¢ T una
alle r¢R die Gleichungen (1-3) erfilllen., Sie werden s.y m —
metrische Bilinearformen von v.ge—
nannt,
Ist f eine symmesrische Bilinearform, so ergibt jedes

y € Veine qurch L(x) = F( X , YY) (fir allex € v ) erkl&rte
£bbildung L von ¥ in R mit

(4) Tlx+y) = L(x) + L(y), L(mx) = rL(x) fir alle x,y¢ v,

TER.

sine aooilaung L von Vin R mit (4) menmtmen Linear-—
form vonl . Inspesondere ist x —> O eine solche; sie
wird ebenso wie die symmetrische Bilinearform ( X,y ) —» 0
Nullform genannt. Wir beschrédnken uns im folgenden
wieder auf einen zweidimensionalen reellen Vektorraum 7 .
obwohl die meisten zrgebnisse sich leicht auf n-dimensionale
Vektorridume verallgemeinern lassen. Es gilt dann der

Satz uUber die Linearformen.

I. Zu jeder Basis (al, a2) und jedem Zahlenpaar
(ul,uz)gibt es genau eine L inearform L mit
L(a,) =u, (v=1,2).

II. Zu jeder Linearform L, die nich s die
Nullfornm ist, gibt es eine Ba s i s (bl, b2) mit

L(bl) = 19 L(b2) = 0.

. {x Lo = 1} bestirmt bereits die Linearform L. Uer
sehr einfache Bewels sei hier nicht ausgefiihrt. Flir die Her—
leitung von I ist wesentlich die aus (4) folgends Gleichung

(5) Lix@; + xA4,) = X0y + XU,
Der Beweis von III meigt, falls L nicht die Nullform ist,
dass die Hiveaulinien 1)&[ L(x) = ug von L eine Parallelen-—
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schar bilden und dass Jede Gerade als Niveaulinie einer Li-
nearform, zlso (bei peliebig vorgegebener wasis) gemidss (5)
durch eine Gleichung

XUy + XU, =u (nicht U =u, = Q)

fur die iloordinetenpaare (xl,xz) ihrer runkte dargestellt
werden kann,

Die mit einer symmetrischen Bilinearform I hergestellte
40Dildung X —= £{X ,X ) von W inR wird 2ls die zu F ge-
horigeqqua dratische Formn dy Dezeichnet, F
wird durch Qp elndeutig bestimmt; denn zus (1), (3) folgt
leicht

(6) 2F(x,y ) =Qplx+y) - Qu(x) - Qply).
widhrend sich die ueraden als lNiveaulinien von Lire arformen
ergeben haben, gewinnt man die Ellipsen und Hyperbeln als
Niveaulinien von quadratischen Formen, ns gilt der

Satz Uber die Bilinezrformen.

I. %u jeder Basis (al,az) und jedem Zahlenquadrupel
(all,alz,aal,azz) nit a1, = a5 gibt es genau eine symme—

. 23 s g _
trische Bilinearform F mit F( au b, ) auv (pyv € {l,2§ ).

II. Zu jeder symmetrischen Bilinearform Fdie nicht die ull—
form ist, gibt es eine vasis (by,b,) miz F(b, by) =
% by) € {1, -1}, Qlby) € {1, -1, 0.

TII. Ist die Menge Yy = gdx | Quix) = 1} nicht leer, so
bestimmt sie bereits die symmetrische Bilinezrform F.
Seweis.

I. Mir eine Bilinearform T mit den gewinschiten cigenschaf-
ten erhilt man durch sanwenden von (5) auf die Linearformen

x—-—-)'r‘(x,yz), y—-—»F(au,y) (p=1,2)

(7) ®M(x,y) = z xua Y

LLy:] Hv v
falls x = Xaq o+ x232’ Y= ¥13) + ya, gesetzt wird. ias

beweist die wuindeutigkeitsbehauptung. Andererseits zeigt man



- 182 -

leicht, dass durch (7) wirklich eine symmetrische Bilinear-
form erklidrt wird. Das Zahlenguadrupel der a v pflegt man’
iibrigens nicht als Abbildung von il,2,3,4} aufzufessen, wie
es in der sehauptung geschrieben ist, sondern als die Ab-
bildung (k,v) — a,, von {1,2} « {1,2} in R. Zine solche Ab-
pildung nennt man (zweireihige quadratische) M a t r i x, im
hier vorliegenden rall 81, = a8y insbesonacere s ymme T r i-
sche Latrix. ie pel *unktionen auf endlichen Paar-
mengen iolich, gipt man eine liatrix meist in "rabellenform"
s 211 212,
221 %22

II. ba ¥ nicht die lullform sein soll, muss es nach (6) ei-
nen Vektor cy mit QF(cl) # O geven. Wegen c1 # 0 darf man an—
nehmen, dass etwa (¢, 32) Besis ist. Jamit nun ¢,=Xjc1+X5a,
die Gleichung F(cl,cz) = 0 erfillt, braucht man nur
X = F(cl,a.z), Xy = -L,;F(cl) zu setzen, und wegen X, # 0 ist
dann auch (Ql,cz) Basis. Wegen QE(rx) = rZQF(x) erhdlt man
nun durch lultipliketion derec, mit geeigneten reellen Zahlen
eine vpasis der geforderten sigenschaft.

III, Iiit einer Basis ("1"’2) wie in II folgt aus (7)

(8) Flxgby + x5byy yiby + Fpbp) = €1%1¥) + %V »
wobei |e;| =1 ist, wahrend fiir e, die Mglichkeiten |ey|=1
und e, = C bestehen. ‘(/F ist offenbar genau dann leer, wenn

el,ezs 0. bs gibt slso (von einer Indexvertauschung abge-—
sehen) nur drei Fille mit nichtleerer lienge <CF:

1) ej=e,= 1 : Qg positiv definit; ¢ Ellipse.
2) eq=l, e,=1 : 2p indefinit; €p Hyperbdel.

3) e] =1, e,=0: positiv semidefinit; f’r‘ raral-
lelenpaar.

Flr ‘QF(xlb‘i + x2b2) ergibt sich in den drei Fillen:
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Deraus leitet man leicht die folgende Beschreibung der IFall-
untergcheidung mittels ¢, her: Genau im 1. Fall hat keine
Gerade Rc (¢ £0) leeren Durehschnitt mive ?l‘,, wahrend es
genau im 3, Fall eine einzige Uerade dieser Zigenschaft gibt.
Wahlt man im 3. Fall b2 so, dassR b2 leeren Durchschnit mit
‘61,. hat, und b1€ CKF, so ist (bl,bz) bereits eine Basis der
in II verlangten Art und daher ¥ durch %F bestimmt. Um das
auch in den beiden andern fdllen zu zeigen, fragen wir fir
b € %F nach den Geraden b +Re¢ (¢ #0) durchb, die mit %F
nur b gemeinsam haben, b+ x¢ € p erweist sich als gleich-
wertig mit

x(x;"-r‘(c) + 2F(b,e)) = 0.
Wegen QF(b) =1 ist (b,c) im Felle QF(c) = 0 basis, s0 dass
dann nicht auch F(b,c¢) = O sein kann, da sonst mit b, =b ,
b2 = ¢ der 3. rall vorliége. Uie an die Gerade gestellie Be—
dingung besagt daher: entweder F(b,c) =0 oder
QF(c) = 0. Bei F(b,c) = 0 hat man

(9) b +Rc = {xlF(b,x) :1} ;

es gibt also nur eine Gerade dieser Art, und diese ist die 1~
hiveaulinie der Linearform x — #(b,x ), pestimmt also nach
dem Satz Uber die Linearformen diese Linearform. Bei einer
wllipse f-ﬂ. ist QF(c) = 0 wegen ¢ #0 ausgeschlossen. lie Ge-
rade (9) kann also als die einzige Gerade durch b , die mit
LﬂF nur p gemeinsam hat, bereits aus ‘6 p pestimmt werden. sei
einer uyperpel %F dagegen gibTt es noch genau zwei weitere
Geradenb+ R ¢ dieser Ligenschaft, nimlich mit QF(C ) = 0.
Aber man kann die Gerade {(9) von ihnen unterscheiden ohne #

zZu benutzen, allein mittels z»,. wrginzt man némlich b durch

b' € ‘6 p Zu einer vasis (b, b'§, s0 sind die Geraden .
o [ECesx g = 1), fxlE(r,x) = g

nicht parallel, wonl aber die beiden Geraden b +Re¢ (mi%
Qp(€) =0, ¢ £0) zu den Geraden b +Rc o wie behauptete
Nichtparallelit&dt ergibt sich am einfachsten aus der Koor-
dinatendarstellung
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(10) X0y + X0, =1 (+ pei Ellipse, — bei Hyperbpel)

von (9) mit b = o,by; + 0,.b,. Aus der soordinatendarstellung
11 272
vonf )
Iy

(1) =21 xg =1 {+ pei wllipse, — pei nypervel)
erkennt men leichi, dess es ein b' mit den angegebenen Zigen-—
schaften gibt: Bei der zllipse 3) setzt man b = b2 falls
b =b, oder = -Pl, b =b‘l falls b =b2 oder = '«bZ’ bei der
Hyperbel b' =5/3 bl + 4/3 b2 falls b =bl oder = —bl und
(bei Zllipse und Iypervel) b'=Ddyb) — Dyb, sonst. Wir ha-
ben somit gezeigt, dess die Gerade (9) auch bei der Hyper-
bel rein geometrisci durch ﬂF bestimmt wird. Sie heisst bpei
sllipse sowohl wie Dbeil Hypervel die Tan gent e inb an
L(,F.lJie fangenten in b und b bestimmen nun die Linearformen

x — Fibyx) , x ’—'F(b‘yx )

und, da (b, b') Besis ist, also auch mity = yb + y'b' wegen
(1-3) jede Linearform x — F(x,y) und somit T.

Um die noch feinlenden Xegelschnittarten P arapel,
Geradenpasar und G-erade4) zu ernalten, hat
nan ‘CF mittels einer Linearform L zu verallgemeinern zu

(12) {x | 3p(x) + 2L{x) = a} .

Unter der Voraussetzung, diese bhienge enthalte mehr als ein
Zlement, ergibt sie sich bei positiv definiter oder indefi-
niter quadratischer Form QF als Zllipse, Hypervpel oder als

Vereinigungsmenge zweier nichtparalleler Geraden (Geraden—
paar): llan kann einen Vektor a mit

F(x,a) = L(x) fir allex

finden, so dass sich (12) wegen (6) mit a' =& + QF(a)
als

3) Wir haben den Vekxtor b’ oben nur fir die nyperbel benltigt;
weiter unten brauchen wir ihn jedoch auch fir die Ellipse.

4) Die iibliche Bezeichnung Do pp e l g er a d e erhidlt
erst in der projextiven Geometrie unter Verwendung des
Begriffs der Horrelation einen Sinn.



- 185 -

{o-al Q) = et} = —ar x| ap) - 2
schreiben lésst; im Falle a' # O erhdlt man Ellipse oder
Hyperbel mit -a als Littelpunkt, im Falle a' = O ein Ge-
radenpaar. Bel positiv semidefiniter quadratischer Form QF
dagegen erweist sich die (lediglich als nichtleer vorausge-
setzte) lenge (12) als Parabel, Parallelenpaar oder Gerade:
wdhlt man die Basis wie im Beweis des Satzes iber die Bili-
nearformen, so wird (12) in Xoordinaten durch eine Gleichung
xi + 21‘11x..-L + Zgzxz =a

beschrieben, die sich zu

(xp + w)2 = —2uyxy + o
‘mit a' = a + ui unformen lasst; im Falle u, =0 erkennt man
bei a'#0 ein Parallelenpaar, bei a'=0 eine Gerade, wihrend
sich beil uZ#O durch Nultiplikation des zweiten Basisvektors
mit einer geeigneten “ahl u, = -1 erreichen lésst, so dass
(12) durch Translation aus einer Kurve mit der Glelchung

(13) Xl = 2x,

entsteht. llan rechnet leicht nach, dass fir b aw (12) im Fal-
le einer Ellipse oder Hyperbel

(14) {x | F(b,x) + L(x) + L(p) = a}

die Tangente in b ist. Auch bei einer Parabel hat (14) mit
(12) nur b gemeinsam; es gibt hier jedoch noch genau eine
weitere Gerade durch b mit dieser Eigenschaft, namlich
b+ Rb,, wenn (by,b,) als Basis wie im Satz Uber die Bili-
nearformen gewéhlt ist. In dem Koordinatensystem der Para-
belgleichung (13) hat die Tangente (14) die Gleichung

(15) LEPp = X+ By,
wenn (bl,bz) das Koordinatenpaar von b ist.

Demit hat man alles zur Hand, was fir eine affine Behand—
lung der Kegelschnitte benstigt wird. Es sei hier nur noch

ergénzend auf den Polarenbegriff hingewiesen. Wie man aus
(10) und (15) erkennt, ist (9) bei Ellipse und Hyperbel fir
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jeden Vektor b # 0 und (14) vei der Parabel bei beliebigem
b eine uerzde. «2an bezeichnet sie als die Polare vonb bezgl.
des Kegelscanitts. La die in (9), (14) auftretenden Glei-
chungen symmetrisch in x , b sind, besitzt der Polarenbegriff
die folgende S ymme trieeigenschaft:
rzben y ,b vezgl. eines Kegelschnitts Foloren, so gehirsx
genau dann der Polcoren von p an, wean p Ger Folaren vony
angehzrt. DJie folgende 3etrachtun: wird auf eine zllipse
oder Lyperbel {F beschrankt, lasst sich jedcch entsprechend
pei einer Farsbel durchfihren. Im Falle g # b f,(fF sel

b + ta Schnittpunit von p +Ra mit der Polaren vonb, also

wegen (9) QF(b) + % F(a ,b) =1,

wodurch 1mtiirlich #(a,b) = O wegen QF(b);él ausgeschlossen

wird. Da 0 keiner Polzren angehirt, besitzt b + ta eine FPo-
lare, die wegen der Symmetrieeigenschaft b enthalten muss,

also die Form b +Ra' hat. Aus

b +Ra =|x|[F(b+ ta,x) =1}
folgt F(b+ ta ,a') = 0, also

F(a',b) + t P(a ,a ) =0,
was zusannen mit der oben aufgestellten Bedingung fur t die
Gleichung

(16) F(a,b)F(a',b) = (wp(b) - 1)F(a,a’ )
liefert. (16) bestimmt nun eine umkehrbare Abbildung
(17) b +Ra — b+R a

des Geradenbiischels in b auf sich, bei der die (anfunglich
ausgeschlossene) Gerade p +Ra mit F(a,b)=0 auf die Gerade
Rb avgebildet wird. Die offensichtlich mit ihrer Umkehrung
Ubereinstirmende Avbbildung (17) wird als die ¢t e ra d e n -
involution in b bezgl.{ bezeichnet. Im disher
ausgeschlossenen Fall b = 0 wird (16) zu F(a,a') = C, so
dess (17) jedem Jurchmesser den kon jugilerten
Durc hme s s e r zuordnet 5 ; die Geradeninvolution
(17) heisst denn Durc hme s serinvolution;

5) Erst -in der pro jektiven Geometrie wird die Ausnahmestel-
lung des Littelpunktes eines hegelschnitts aufgehoben.
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diese gibt es bei der Parabel mtirlich nicht,

Von der bisher allein benutzten affinen Geometrie kann
man nun folgendermassen zur metrischen Geometrie Ubergehen:
sian zeichnet eine Ellipse‘CF 2us und nennt sie E i n -
heltskreis, worauf sich dann dic Zanl JGF(x) als
L&ange (oder: setrag) [X| des Vektors x ancietet; ferner
werden die Geraden b +Ra , b +Ry (a,a #0) genau dann
els zueinander s enkrech % bezeichnet, wenn die
Geraden Ra , Ra' einander bei der Durcimesserinvolution des
sinheitskreises zugeordnet sind, d.h. wenn

(18) la,a ) =0
3ilt; demgemsss nennt man Vektoren a,a’ (ohne die Zinschrin-
kung a,a' #0) zueinander s enk re c a4 (oder: ortho-
gonal), wenn (18) &ilt. dach dem Satz Uber die Bilinearfor—
men kommtv die Auszelcinung einer «llipse gerede aur die sus-—
zelchnung einer positiv definiten quadratisclen Form hinausS)
die man gls die me t rische Fundamental-
f orm bezeichret; die durck sie nach () bestimmte Sym—
metrische siliniearform schreibt men als (x,y) —> X ey und
nennt sie innere Liultiplikation (auch wohl, nech der Schreib-
welse: Punktmultiplikation, oder: skalare rultiplikation).
Semerkt sei noch, dass die Bestimmung des Produktes b ex
geméss dem Bewels des Satzes Uber die Bilinearformen (I11)
mittels der Tangente inb an den sinheitskreis serade die
sonst ubliche Definit{ion dieses froduktes (orthogonale Pro jek-—
tion von b auf Rx im Falle #0) wiedergibt. bach dem Satz
Uoer die Bilinearformen gibt es Basen (el,ez) nit ej-ep =0,
] el| =' ez{ =1; diese werdenals orthonormierrt
bezeichnes. s gilt nun der Setz von den Hauptachsen. Ju

Jeder symmetrischen Bilinearform F gibt es eine orthonormier—
te Basis (el,ez) mis F(el’ez) = 0; das Paar der Re, heisst
dann Hauptachsenpaar von F,

6) Zeichnet men statt dessen eine indefinite quadratische
Form aus, s0 ergibt sich eine lletrik, wie sie in der spe-
ziellen Relativitatstheorie vorkommt, wenn man dors nur
rdumlich eindimensionale Vorginge betrachtev.
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Bewels. apgesenen von der mormierungsoeaingung lev|= 1

(v =1,2) lauten die an e ir 8o gestellven rorderungen
e .,

um nier aie Variablen e, e, trennen zu kdnnen, wird die

=0, r‘\el,eg) = 0.

zweite Forderung in eine der ersten ahnlicne Form georacnt.
Wir bemerken hierzu, dass es zu gegebenem Vektor Yy
nochséens einen veksor y' mis

(19) Px,y ) = xeoy' fir alle x

giot; denn aus x.y" = x.y' fur alle x Tolgt insoesondere
( y'= ¥)ely' -y ) =0, alsoy’- y'= 0 . andererseics zeigt
(7) fur ¢ und (8) fur aie innere Mulviplikavion, dass bei
orthonormierter sbasis '\al,az) una y = Y133 * Y035 ger vek-
tor

(20) ¥ = (8y3y) + epp¥play + (any) + 2505)a,

die Bedingung (19) erfillt, vie Abbildung y —> y', die im
tfolgenden mit @ pezeichnet sei, ist wegen (20) linear.
hach (19) gilt

(21) . POX,Y) = X.,a(y).
vaher wird nun r"(el,e2) =0 zuej.a (ez) = 0, Wegen
ejeey = (¢} undel,ez # 0 muss es also eine reelie canl a
mig a\ez) = ae, geven., Ua die an el,e2 gestellten For-
derungen symmetriscn in den beiden Variaplen sind, gilt
dasselbe fir e . Uamit ist die beabsichtigte Trennung der
Variablen erreicht: e1se, sind Eigenvektoren
von a , d.h. sie gehdren zur Menge der Vektoren y #0 ,
zu denen es a€R mita(y) = ay gibvs. Um diese sigenvek—
toren zu pestimmen, wird wieder y = Yia; * Yo, angesetzt.
vie uleicnunga (Y, = ay schreibpt sich dann wegen (20)
als Gleichungssystem

(22) (a1 = 8)yg + 21595 = Os

81p¥) + (8, — 2y, = 0.
Dieses hat bekanntlich genau dann eine vom Paar (0,0) ver-
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schiedene Losung (yl,yz) , wenn (all—a)(azz-a)—alzazl =0,
d.h. (wegen 8, = a21)

(23) (& = Blagyrey))® = dagy-ayy)? +ed,

gils. ule Lésungen a von (23) heissen die s i genwe r -
T e vona. sinen einzigen migenwert gibt es offenbar ge-
nau dann, wenn a1 = 8o 81y = 0 gilt. La dann

#(x,y) = 811X .y
folgt, hat man F(el,ez) = 0 fir jede orthonormierte Hasis
(el,ez) : Jedes Paar zueinander senkrechter Geraden durch
0 ist ein Hauptachsenpaar. Liegt dieser #all nicht vor,
80 gipt es genau zwel verschiedene rigenwerue 81,850 iBs
uleichnungssystem (22) liefert mit & = a, vé{l } einen

Vektor e, = yja; + Y232 | der durch die zusitzliche For—
derunglevl = 1 noch bis auf einen Faktor -1 eindeutig pe-
stimmt wird. Man hats dann a(e ) = ae (v=1,2). uit-

vels (21) und (3) ergibt sien aaraus
aylejee,) =eq.iuze,) =eq. aley) = F(el.ez) = Fleyre;)

=e,.a (el) = l(eJ. o) s
wegen a, # a, daher ejee, = 0 und somit auch b(el,ez) = 0.
Scnllessllch ist (el,ez) linear unabhangig und damit Basis,
da ja ej.e; = 1, aber ej-e, = 0 gilt. Ueber die Behauptung
des Satzes hinaus ist so bewiesen: Von der Numerierung ab-
gesehen gibt es genau ein Hauptachsenpaar, falls “ﬁ kein
Kreis ist.

Wendet man das zu den affinen Normalformen (11), (13)
fllhrende Verfahren auf eine Basis (el,ez) an, bei der
Rel, Re > ein’ Hauptachsenpaar von F ist, so ergeben
sich (mit der Ublichen Schreibweise fiir die Koeffizienten)
die metrischen Normalformen fiir die Gleichung von sllipse,
Hyperoel, Parabel:

(24) a2 4 v7%2 -1, a‘zx%-b‘2x§=1,

2
%5 X = 2pxy,
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wobei a,b,p > C und im Falle der =zllipse noch a>Db voraus-
gesetzt werden kann., vie mrennpunsx T e Keannnan
nun allgemein derinieren als solche funitz, in denen die
Geradeninvolution pezgl. des segelscanives (nllipse, iyper-
vel, racruDel) jeuer ueraden des ouscneils cie zu inr senk-

rechte suschelgerade zuordnet. uie Bestir

uns der srenn-—
punkte sei im folzenden nur bei Ellipse und ~yperbel durch-
gefiihrt. S0ll b ein srennpunkt sein, so muss lnsopesonaere
{lo) geiven, wern Ra, R a' ein mauptecnserpazr ist., .enn
giit aoer F(a,3") = 0, so dass (16) rla,b)-\a' ,b) = U De-
deutet: b€ Ra' oder b € Ra . Somit liesv ein srennpunkt
gstets auf einer nauptachse. SetzT man demgenwss eiwa
b=rce, an und beachtet, dass die Normalformen (24)

8y = 3—2, 8, =8, = 0, a,, = _tb'z (+ pel =llipse,
- pei ayperoel)

vesagen, so nimm. (lo) nach kurzer umrecanung iur

a=xe) + Xe, 3 &= Xjeg + Xje,
die rorm
blex'l + (az-cz)xzxé =0
an. Nach Definition besagt die Brennpunktseigenschaft nun,

dass diese Bedingung gleichbedeutend sein soll mit aer
urtnogonalivat vona , & , ailso miu

- »' ] =
x_LxJ_ + x2x2 U .

oomitv iss ¢ 1 genau im ralle

¢ =a? ¥ b2
srennpunkt. Uas gibt die beiden Brennpunkie auf der ersten
hauptacnse (wenn man den Fall des Kreises ausschliesst,
bei dem nur ein Bremnpunkt, mit ¢ = O némlich, auftritt).
Flir den andern K211 b = ce naben wir eintacn in dea

5 5 2

ovigen =mrgebnis a und 41 € zu vervauschen, sO dass man
2 2

cc = _t'nz —~ a erh#lt: auf der zweiten Heuptachse liegen
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7)

bel erzivt sich durch entsprechende Rechnungs ein einzigser
1Y 8 &

ifelne Brennpunkte (abgesehen vom kKreis). ¥ir die iara-—
Srennpunit., Schliesst man die ireise aus, sO gehdrt zu jJe-

dem Jrennpunkt eine lolare, die L e i t1 inie des

srennpuacves. & dle Folere eines Xegelschnittpunktes die
rangense in diesen Punkt ist (siehe die Polaorendefinition!),
ergiot sich aus Brennpunxtsdefinition und der Symmetrie-
eigenschert des Polarenvegriffs ohne Zechnung sofort der
Satz: Ist ( die Leitlinie des Drennpunkts 3 und hat der
iegelschnitspunkt P die “ensente t, so haben entweder Ty

( einexn Schnittpunkt, dessen Verbindungsgersde mit B seni-
recht zur Verbindungsgereden BP ist, oder aber t,{ sind
perallel und BF senkrecht zu { . Zusamnen mit der leicht
cus (24) zu gewinnenden lonstznz des ibstendsverhiltnisses
des Tunktes I von 3 und [ liefert dieser Stz nun ohne

welteren dlckgriff wuf die legelschnittgleichungen die

bekannten Brennpuniitseisenschaften,

7) Bettet man die reelle Ebene in die Komplexe Zbene ein,
s0 hat man in der komplexen Zbene natirlich auch zwei
Brennpunkte auf der zweiten Hauptachse, die aber nicht
reell sind, d.h. nicht in der reellen Zbene liegen.
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EXISTE-T-IL DES PRESENTATIONS DE LA GEOMETRIE EUCLIDIENNE
ESSENTIELLEMENT DISTINCTES

par
A. Delessert
Lausanne

Au début de cet exposé, permettez-moi de vous faire part
de mon embarras. Il a deux causes. La premiere en est que,
dans leurs premiers projets, les organisateurs de ce colloque
m'avaient désigné pour combattre sous la banniére de la
"géométrie synthétique"., Or je dois vous avouer gue je ne
sais pas tres bien ce gue c'est. J'al entendu dire qu'étre
"zéometre synthétique" c'est trés vilain., Aussi je désire
affirmer bien haut qu'a ma connaissance, je n'en suis pas un.
llais je dois immédiatement préciser que Jj'ignore de quoil jJe
me défends.

La deuxiéme cause de mon embarras réside dans 1'énormité
des problimes que pose l'enseignement de la géométrie élémen-—
taire. Dans ce domaine, 1'abondance des publications est
évidemment surprenante, Depuis un siecle au moins, les plus
grands mathématiciens et une multitude de plus petits ver—
sent leur contribution au dossier de la géométrie élémen—
taire. & cet égard, les derniéres années ont visiblement mar—
Gué un paroxysme.

Cette prolifération ne s'expligue pas uniquement par 1'ob-
stination des maitres secondaires & mal enseigner la géomé-
trie. Elle est due surtout & l'existence de difficultés es—
sentielles dans les fondements mémes de cette discipline.

Du cdté du professeur de mathématiques élémentaires, cette
abondance est loin d'8tre bénéfique. On sait les graves in—
suffisances dont souffre la formation continue des maitres
secondaires. Il en résulte que bien peu d'entre eux possé-—
dent les éléments qui leur permettraient d'utiliser la do-
cumentation dont nous parlons. Les auraient-ils d'ailleurs
que leurs difficultés ne feraient gue commencer.
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Négligeons les romantiques défenseurs de procédés rémolu—
memt surannés. Les novateurs, partant de prémisses identiques,
du moins en apparence, aboutissent souvent 2 des conclusions
diamétralement opposées. Les uns affirment qu'il est possi-
ble d'enseigner tout 1l'essentiel de la géométrie élémentaire
4 partir d'un petit nombre d'axiomes bien choisis et par
des démonstrations qui se réduisent & quelques lignes. Et
ils le prouvent d'une fagon lumineuse. D'autres préconisent
1l'abandon pur et simple de la géométrie euclidienne au ni-
veau secondaire, car elle offre manifestement le spectacle
lamentable d'une structure infiniment trop compliquée pour
les besoins d'une saine formation mathématigue,

5i 1'on s'éleve un peu, de nouveaux paradoxes apparaissent.
Un bouleversement de la pensée mathématigue s'est produit
le jour ol quelqu'un a osé mettre le mot "géoméitrie" au
pluriel. U&s lors, c'en était fait de la géométrie classi-~
que. L'absence de tout chapitre intitulé Géométrie dans le
traité de Bourbaki le confirme. Et pourtant, les mathéma—
tiques actuelles présentent tous les symptSmes d'une véri-
table obsession géométrique et les espaces euclidiens sont
devenus l'appareil de construction fondamental dans plusieurs
domaines essentiels de 1l'analyse mathématique moderne.

&n bref, le malaise que ressentent beaucoup de maitres
lorsqu'ils s'interrogent sur la géométrie élémentaire pro-
vient de ce qu'il leur est difficile de savoir si les con—
troverses auxquelles ils assistent relévent du plus pur
byzantinisme ou si elles présentent un caractére fondamen-
tal.

I1 me semble qu'on peut leur apporter un élément d'ap—
préciation en répondant & la guestion suivante: existe—t—
il, de la géométrie élémentaire, des exposés essentielle-
ment distincts?

Insistons d'emblée sur un point trés important. Nous
allons préciser incessamment ce gue nous appellerons ici
géométrie élémentaire. Cela étant fait, il est clair que
du point de vue mathématique, deux exposés logiquement
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équivalents de cette théorie ne sauraient Stre considérés
comme "essentiellement distinc®"; par suite, le simple li-
bellé de la guestion gue nous avons posée nous place sur un
terrain gui n'est plus strictement mathématigue.
La chance aidant, je me propose de diviser mon sujet en
trois parties:
1° présentation succinte de trois exposés typiques de géomé-
trie élémentaire
2° quelques échantillons de comparaison
3° gquelques conclusions découlant de la méthode employée.

1° présentation succinte de trois exposés de géométrie

élémentaire

Je me bornerai au cas de la géométrie plane, ce qui ne
constitue pas une limitetion essentielle. Il convient aussi
de préciser gue je me placerai au niveau des "squelettes
théoriques". De 13 aux manuels scolaires, il est une marge
qui permet au pédagogue armé du pavé de 1 'ours de transfor—
mer le meilleur des systemes en une vraie catastrophe.

Zxposé I (ou "physique"). On voit apparaitre deux domaines:
l'ensemble des termes (points, droites, Stre sur, &tre entre,
etc.); un ensemble de propriétés de ces termes admises par
hypothése et consignées dans les axiomes d'incidence, d'or-
dre, de congruence, d'Buclide, etc. C'est l'exposé classique
inspiré de Hilbert.

Exposé II (ou "vectoriel"). Trois étapes. a) on prend un
sous—corps K du corps des nombres réels contenant la racine
carrée de chacun de ses éléments positifs. b) On introduit
un espace vectoriel V de dimension 2 sur K, & 1l'aide des
axiomes correspondants. c¢) On introduit dans V un produit
scalaire, gréice & une forme bilindaire définie positive,
Objet caractérisé par les axiomes adéquats.

Expogé ITI (ou "des pliages"). Ce type de présentation étant
moins couramment utilisé, donnons ses axiomes d'une maniére
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plus détaillée. Cela nous sera d'ailleurs nécessaire pour
préciser certains points de comparaison, par la suite. Il
s'agit de caractériser le groupe des isométries du plan
euclidien. Soit donc un groupe G, d'élément neutre I,

Axiome 1, des R-groupes. Le groupe G est engendré par des
réflexions, en abrégé un k-groupe. Par la, nous entendons
qu'il existe dans G une partie distinguée I , formée A'élé-
ment involutifs appelés réflexions, engendrant G, telle que
I ne puisse &tre le produit d'un nombre impeir de réflexions.

Intuitivement, on peut se représenter ¥ comme 1l'ensemble
des symétries axiales du plan.

Axiome 2, d'incidence. Considérons dans I la relation ter-

naire définie comme suit: si a, b, c¢y , i(a, b, ¢) équi~
vaut & abc¢ ¥ . Il est visible que cette relation est sy-
métrique (indépendante de l'ordre choisi pour les termes

a, b et ¢) et réflexive (satisfaite banalement si deux des
termes a, b et ¢ sont égaux). L'axiome 2 affirme de plus
qu'elle est transitive, c'est-z—-dire que si a #b et si
i(a, b, Xk) avec k = 1, 2, 3, alors i(xl, X9 x3). On dit
alors que c'est une relation d'incidence dans y . Intui-

tivement, trois réflexions sont incidentes gquand leurs axes
ont un point commun ou une direction commune,

Axiome 3, de bissection. Quelles que soient les réflexions

a et b, 11 existe au moins une réflexion c telle que a = cbe.
. . ere
Axiome 4, des faisceaux de 1
déterminé par les réflexions distinctes a et b l'ensemble

des réflexions incidentes avec & et b. Un faisceau ¢ est

classe. On appelle faisceau

dit de premiere classe si, quel que soit le faisceau ¢ ,
6nNe¢ # 7 . On note alors ¢ = ®,. Un faisceau qui n'est
pas de premiere classe, est de geconde clagse; on le note
alors ¢ o L'axiome 4 affirme alors que I contient au moing
deux faisceaux, dont un de premicere classe. Intuitivement,
un faisceau de premiére classe peut étre imaginé comme 1l'en-
semble des symétries dont 1l'axe contient un point donné.

Des quatre premiers axiomes découlent déja de nombreuses
propositions intéressantes. Citons—en trois.



- 197 -

— Tout élément de G est égal & un produit de trois réfle-
xions au plus.

- Quels que soient le faisceau de premidre classe ¢ 1 et
la réflexion a, il existe dans ¢ 1 une réflexion b, dis-
tincte de a et gui commute avec a. On dit que a et b
sont perpendiculaires.

N

- Lt'ensemble des réflexions perpendiculaires & une réfle—
. . ~ . e
xion a est un faisceau; c'est méme un faisceau de 2
classe, quand ¥ en contient.

Axiome 5, d'kuclide. ¥ contient des faisceaux de 2° classe
et deux faisceaux de 2° classe distincts sont disjoints.

A ce stade, on peut établir un théoréme important. Soit K
“un corps commutatif, ordonnable et pythagoricien. Introdui-

sons dans K2 =K x ¥ la distance "euclidienne':

at(x, y); (x', y')1 = £(x—x')2+(y—y’>%%

Désignons par GE(2,K) le groupe des isométries de K°. alors
les axiomes 1 a 5 caractérisent les groupes GZ(2,K).

Axiome 6, du compas. Tout €élément positif de K est un carré

dans K. Cet axiome implique gue K peut &tre ordonné d'une
maniere unique. Bien entendu, on peut aussi 1'exprimer sous
forme d'une hypothése portant sur y ; on voit alors qu'il re-
vient & dire que toute droite passant par un point intérieur
d'un disque coupe la frontidre du disgue.

Axiome 7, d'ArchimBde. Quels que soient les éléments x et y
strictement positifs 'de K, il existe un entier naturel n

tel gue x < ny. Cet axiome peut aussi s'énoncer par une con-
dition sur ¥ . Mais il n'est pas utile de la faire ici.

Les axiomes 1 & 7 caractérisent les groupes GE(2,K), ou
K est un sous—éorps du corps des nombres réels contenant la
racine carrée de chacun de ses éléments positifs. Pour re—
lier ce qui préctde aux deux premiers exposés, il suffit d'ap-
peler plan 1'espace homogéne G/g( 01), o g(o 1) est le sous-
groupe de G engendré par un faisceau de premi¢re classe ar-—
bitraire ¢ 1
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A condition de ne pas faire intervenir dans l'exposé I un
axiome de complétion, on dispose bien de trois constructions
équivalentes de ce que nous appellerons la géométrie élémen-
taire.

2° Quelgues échantillons de comparaisons

Nous allons choisir aussi diversement que possible quel-
ques critéres de comparaison auxquels nous soumettrons les
trois exposés précédents.

187 critére: concision et netteté du plan de travail.

Expogé I. Pas concis. Cheminement peu clair. Il semble que
l'on tende asymptotiguement vers le théoréme tristement cé-
leébre selon lequel tout point du plan est un point remarqua-—
ble du triangle. La théorie s'achive par épuisement du géo-—
metre.

Sxposé II. Extrémement concis. Cheminement trés clair, mais
un peu statique. (Aprés avoir revendu & perte sa régle et son
compas, on s'abime dans la contemplation d'une structure ma-—
jestueuse...)

Zxposé III. Concision tres médiocre. En revanche, le but et
le cheminement apparzaissent clairement: il s'agit de classer
organiquement les éléments de GE(2,K).

2% critere: les tribulations du triangle.
nxposé I. Le triangle joue un r8le abusivement enflé.

Exposé II. Le triangle est un personnage honteux. Il est ca-
ché dans les bases de V, dans l'addition des vecteurs. lais
il est interdit d'en parler sous peine d'excommunication ma—
jeure.

Exposé III, Le triangle occupe une place modeste et naturel-
le qui dépend de la structure méme de GE(2,K): 1'élément le
plus "général" de GE(2,K) est un produit de trois réflexions
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suivant les c0tés d'un triangle non dégénéré.

3e critere: ordre d'entrée du parallélisme et de la perpendi-
cularité.

txposé I. Ces relations se mlent assez t8t, car les parallé-
les apparaissent avant l'axiome d'Euclide.

Zxposé II. Ordre trés clair: parallélisme puis perpendicula—~
rité. La séparation est parfaite entre les propriétés lides
au seul parallélisme et celles qui dépendent du parallélisme
et de la perpendicularité.

3xposé ITI. Exactement la méme remarque que pour 1'exposé pré-
cédent. A condition de permuter les termes de parallélisme et
de perpendicularité, Notons toutefois que la séparation ne pas-
se pas au méme endroit dans les deux cas.

4e critére: distinction entre objets et transformations.

On sait gu'une géométrie fait intervenir un ensemble O 4'ob-
Jets et un ensemble T de transformations agissant sur O. Une
présentation satisfaisante de cette géométrie doit permettre
de distinguer clairement O et 7,

Exposé I. O est clair. I est inexistant.

Exposé II. On observe une difficulté essentislle due au fait
que le plan est défini comne espace vectoriel. Ainsi le méme
atome (vecteur) peut Stre considéré alternativement comme ob-
jet ou comme opérateur.

Exposé ITI., T est clair. O n'apparalt qu'aprés coup, comme
sous~produit de l'analyse de T. Cela se révile conforme d'ail-—

leurs & une conception de 1l'espace défendue par Poincaré, en-
tre autres.

Critere 5: démarche descriptive du réel.

Ordinairement ceux qui traitent ce genre de question évi-
tent avec zadresse de préciser de quoi ils parlent, ce qui al-
lége sensiblement la discussion. Toutefois, permettez-moi de
dresser un petit tableau résumant ma fagon de voir le probléme.
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données struc— struc- struc
sensori- tures tures tures

—> |lelles et | = |du ler |— [du 2e |—> |du 3e | =

0| « [affecti-| .~ degré | |degré | |degré | I
es -
@) = (2) -
langage oE0m. grou— caté-
courant élém. pe gorie
N, R esp.
- vect.

On voit sans peine que 1'étude des relations des mathémati-
ques et du réel n'est pas en soi plus a2bsurde gque celle d'une
partie & son tout. De plus les divers degrés de 1'édifice
mathématique entretiennent entre eux des connexions d'un ty-
pe & peu prés constant gue l'on pourrait suggérer par le ter—
me d'"isomorphisme locaux".

Revenons & notre comparaison.

Sxposé I. Etablit avec soin les connexions (1). Néglige to-
talement (2).

Exposé II. Néglige ou sous-estime (1). EZn revanche étudie et
exploite soigneusement les connexions (2).

Exposé III. Etablit les connexions (1) et prépare tres conve-—
naolement les connexions (2).

TABLEAU DE COMPARAISON

concision & mauveis, mauveis| bon, bon| médiocre,bon
netteté
tribulations .
du triangle enflé honteux | naturel
ordre // & L

confus "L 1 son
objets — trans— 0. - or — T0 T~ (0)
formations ’
descriptions du _ .
réel 1, - (2), (1), p:z‘; are
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3° Quelgues conclusions

Au moment ol je m'appréte i conclure, on veut raisonnable-
ment attendre que je ddclare hautement les mérites d'un sys—
teéme particulier et que Je jette l'anathéme contre tout sys—
téme qui oserait s'en écarter si peu que ce soit, Je vois tou-
tefois dans ce qui précecde d'excellentes rzisons de faire exac—
tement le contraire.

U'abord je crois gu'il est souhaitable qu'il n'existe pas
de systeme unigque, quasiment parfait, excluans Tous les autres.

Alstoriguement, cela s'est déja produit: la géométrie d'iucli-
de n'a eu aucune concurrente durant des siécles. Il s'en est
suivi la fossilisation de l'enseignement élémentaire que cha-—
cun déplore.

Je pense ensuite au'il y a fort peu de chances pour gu'un
tel systime existe aujourd'hui. Ldmettons que l'on ait assigné
certaines tlches minimums & l'instruction mathématique des fu-
turs universitaires, comme par exemple:

— une vue claire sur le tableau considéré plus haut

= une introduction sérieuse = quelgues structures du 2%

degré, groupes et éspaces vectoriels, pour fixer les
idées.
Ce cadre général étant respecté, certains vont insister sur
les structures du 1°%¥ degré: outre la géométrie, l'algebre,
voire la mécanique €lémentaires, les nombres naturels ou
réels, on voit apparaitre la statistique et le calcul algo-
rithmique. D'autres viseront de préférence des structures
du 2° degré: groupogdes, espaces topologiques, théorie des
ensembles, treillis (lattices) ou viseront méme plus haut.
On pourra porter 1'accent sur les connexions (1) dans le sens
de 1l'axiomatisation (r6le "dynamique" de l'axiome) ou dans
celui des applications. Un travail analogue est possible au
niveau des connexions (2) (constitution et portée des struc—
tures du 2° degré), Ces diverses attitudes sont lides au ca-
ractere, a la formation, voire & lthorizon philosophique du
professeur. Elles sont toutes respectables pour autant gqu'el-
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les ne prétendent pas & l'exclusivité. Mais il convient de
rappeler avec constance un principe auguel notre époque zi-
merait tant se soustraire, & savoir qu'on n'a rien sansrien.
Ce qu'on gagne sur un point se paie nécessairement ailleurs.
zn revanche, on peut exiger que le maitre qui adopte un ty-
pe d'exposé aux dépens d'un autre ait une conscience clai-

re des options essentielles que son choix implique, ce gque
nous avons tenté de montrer pour la géométrie, C'est la
notre premiére conclusion.

tia deuxieme conclusion est gu'il faut s'opposer violem~
ment & toute tentative de scinder 1'édifice mashématique au
niveau des liaisons (1). Pour cela nous devons lutter sur
deux fronts. D'abord celui des "applicateurs des mathémati-
ques" et des pédagogues qui éprouvent - souvent par ignoran-—
ce — une vive méfiance & 1l'égerd des structures des niveaux
supérieurs au premier. Leur attitude aboutit & la négation de
la nature profonde des mathématiques. Le second front est ce-
lui des "formalistes", qui, par esprit de simplification,
veulent ignorer le monde des données sensorielles et affecti-
ves. Pour eux, les structures du premier degré sont tout au
plus un recueil d'amusettes pour les initiés des étages su-
périeurs.

Ces attitudes extrémes, que j'ai caricaturées & dessein,
ont tendance a se marguer de jour en jour, Cela tient en par-
tie au développement actuel des mathématiques qui impose une
spécialisation excessive. Feu importe ici l'incidence de ce
fait sur la recherche methématique. llzais pour ce qui concer—
ne 1l'enseignement, il est d'un effet désastreux.

wffectivement, la principale conséquence en est d'exclure
les professeurs de methématiques élémentaires de 1'¢difice
mathématique et de les réduire a la condition de mathémati-
ciens ratés. Pour emprunter notre vocabulaire au sport, il
ne sont certes pas tous des mathématiciens "de pointe" ou de
"compétition”. Mais sans eux les mathématiques seraient fon-
damentalement diminuées, de méme que le sport se réduirait a
un spectacle stérile sans ces millions d'athlétes obscurs
qui courent le "cent-metres" en deux fols plus de temps que
n'importe qui.
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I1 faut que quicongue s'occupe d'une manidre ou de 1'aut-—
re de l'enseignement ¢élémentaire des mathématiques fasse
tout pour que les professeurs secondaires soient ou devien-
nent des mathématiciens & part entidre. Pour cela,il est né-
cessaire qu'ils soient en mesure de comparer par eux-mémes
les divers types d'exposés mathématiques qui sont & leur
disposition.

lon propos était de montrer, sur le cas particulier de
la géométrie euclidienne, qu'une telle comparaison a un
sens, qu'elle permet de faire ressortir des différences es—
sentielles et gu'elle peut se faire avec des moyens relative-
ment sommaires.

Note:

'~ 'Le présent exposé concerne le premier enseignement raison-
né de la géométrie qui - dans le canton de Vaud (Suisse) - se
place entre treize et quinze ans et demi. Dbs seige ans, les
€léves sont initiés d'une manidre intensive & 1'41 gebre li-
néaire (qui a été préparée bien avant, d'ailleurs). De sor—
te gu'a dix~huit ans, les éléves vaudois des sections mathé-
matiques—sciences et latin-mathématiques disposent de con—
naissances en Algebre linéaire qui dépassent tris sensible~
ment ce gue l'on exige un peu partout & l'entrée de 1'Uni-
versité.
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! UNE APPROCHE GEOMETRIQUE DES NOMBRES REELS

par
P. Debbaut
Arlon

au cours du présent séminaire, les provlsmes posés par
l'introduction des nombres réels ont été évoqués & plusieurs
reprises, solt pour estimer gue cette étude ne peut &tre abor-
dée avec rigueur ave.t l'age de guinze ans, solt pour recher—
cher la menitre la plus adéguate d'aborder le champ des réels.
Je me propose d'exposer la méthode gue guelgues collégues
belges et moi-méme utilisons dans les classes de 5¢ (13 ans).
Les résultats obtenus me semblent tellement encourageants
gue Jj'estime gu'ils constituent le plus grand succes de la
modernisation de 1'enseignement mathématigue dans notre pre—
mier cycle d'ensei;nement secondaire.

I1 va de soi gue nowre étude des nombres réels s'appuie
directement sur les notions acguises dans le classe de 6
et pendant les premitres semaines de la 5.

Zntre autres, les éleves ont abordé 1l'étude de la géo—
nétrie affine: axiomes d'incidence, axiome d'Zuclide, or—
dres sur le droite, segments, demi-droites, équipollence,
translations. Ils sont familisrisés avec la numération bi-
neire et le calcul sur les entiers rationnels., £ l'occasion
de 1l'étude des trznslations et de 1l'ensemble Z des entiers
retionnels, on a dégzegé la notion de groupe. Le groupe com—
mutatif des translations du plan a €té présenté sous di-
verses formes, notarment comme ensemble I o des points du
plan pointé, muni d'une loi notée +.

.b .a+b

=8 N .8
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Dans ce cadre, la loi du groupe a été étendue aux parties
du plan et on a décrit quelgues sous-groupes.

Une attention particulidre est accordée au sous-groupe,Do
formé par les points d'une droite comprenant o. On démontre
notamment gue le groupe Do, + est ordonné par chacun des
ordres totaux de la droite. I1 en résulte que la somme de
deux segments fermés de IB est un segment fermé de I%.

On introduit alors une graduation de la droite Do’ c'est-
a—dire une application G, de Z dans D telle que l'image du
nombre o soit le point o, l'image de 1 un point arbitraire
différent de o, les autres images $étant déterminées par le
feit que tous les couples (Gb(z), Go(z+l)) sont égquipol-
lents entre eux. On ordonne D en posant o < Gb(l) et on
note que GO est un homomorphisme du groupe ordonné 7, +,<

dans le groupe Dol y + 9 < (sans nécessairement intro-
duire le terme homomorphisme). Pour simplifier les notations,
on convient d'écrire z pour Gb(z) chagque fois gqu'aucune con-
fusion n'est possible. Pour faciliter la suite du travail,
on utilise la numération binaire.

10 11

|

© W T I

- O
(]

Les éléves admettent facilement 1'axiome d'irchimeéde:
tout point de Do appartient & un seul des sezments semi-
ouverts [z, z+1[ .

La graduation Go permet de localiser un point sur Dol'
Les éleéves suggerent généralement d'améliorer cette localisa—
tion en introduisant les milieux des paires {z, z+l} . On
démontre cu'on obtient ces points, en plus de ceux de Go’
en construisant une nouvelle graduation G1 du méme type que
G, mais ol le milieu de {o, l) est choisi comme image de
l. Pour distinguer les graduations Go et Gl’ on écrit les
nombres de Gl avec une virgule avant leur dernier chiffre.

100 1 10 1 0 1 10 1

A A A 1 ' 1 L

T T L] T v T
-1, .10 - 1A - 01 0,1 1, 10,1,
o _ o _ o _ o
00001 10 11 G0 01 o 11 go 01 10 11 100 1
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On remarquera la double représentation des nombres né—
gatifs qui n'est autre que celle utilisée pour les loga-
rithmes. Elle s'introduit aisément en montrant aux éléves
l'analogie entre la nouvelle utilisation de la virgule
et 1l'écriture habituelle des nombres décimaux. Pour ces
derniers, dés la 6% les élives écrivent -6,325 = 7,675-

La graduation G, étant une image fid:sle de G,y 11 ess
suivie

tout naturel de l'améliorer par une graduation 62

d'une innombrable famille de petites soeurs u3, u4, ceo

Gy ene
B En examinant la position d'un point par rapport a toutes
ces graduations, on constate que deux cas peuvent se pré—
senter: — ou bien le point n'appartient & aucune des gra—
dvations; il existe 2lors une femille infinie de segments
fermés inclus les uns dans les autres et dont les extrémi—
tés sont des points consécutifs des graduations successives
comprenant ce point -~ ou bien le point appartient & une
graduation auguel cas il existe deux familles du type dé-
crit ci-dessus. L'origine d'un segment d'une telle famille
s'obtient toujours en <crivant un chiffre a la droite du
symbole représentant l'origine du segment précident; par
exemple 10; 10,1; 10,10; 10,100; 10,10C1; ... La famille
infinie de segment détermine donc un symbole formé d'un
nombre entier suivi d'une virgule et d'une infinité de
chiffres. Ce sont ces symboles gque nous appelons binaires
illimités. Nous pouvons résumer nos constatations précé-
dentes en affirmant gu'a chaque point de Do’ correspondent
un ou deux binaires illimités. Reste & examiner deux bi-
naires illimités correspondant au méme point. L'un d'eux
est nécessairement déterminé par une suite de segments

dont le point est l'extrémité; & partir d'un certain rang,
on ne trouvera donc plus gque des chiffres 1. L'autre au
contraire est déterminé par une suite de segments dont le
point est l'origine; & partir du méme rang, on ne trouve-
ra plus gue des chiffres o. De plus, avant ces séries de

1l et de o, on trouve dans les deux binaires une partie
commune précédant un o dans le premier nombre décrit, un

1 dans l'autre. Par exemple:
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1011,00100111111111311311... et 1011,001C100C000000. ..
On pose alors gque les bineires illimités sont des termes
qui représentent des objets appelés nombres réels et gue
deux binaires correspondant au méme point représentent le
méme nombre réel.

La suite des graduations définit meintenant une applica-
tion de Dol dans 1l'ensemble R des nombres réels. Pour aller
plus loin il nous faudre préciser que cette application est
bijective, ce gui se fait par l'axiome de continuité:

~ L'inversection d'une famille infinie de segments fer-
més emboités les uns dans les autres et dont les extrémités
sont les points des graduations successives décrites plus
haut est un singleton -

Les ensembles D 5 et R étant en bijection, il est aisé
de transporter sur R la structure de groupe ordonné de
Dp1r * » < en posant que pour tout couple (r, s) de nombres
réels r+s est le nombre correspondant au point a+b si les
points a et b correspondent respectivement aux nombres I et
Se

Comme c'est la premifre fois que les éleves rencontrent
un transport de structure, cette étude se feitv avec tous
les déteils souhsitebles. On érige ainsi R, +, < en groupe
commutatif ordomné. Cn rappelle le lien de cette addition
avec 1'addition des entiers et des nombres binaires ou dé-
cimeux limités et on introduit une premiére esquisse de cal-
cul approché.

Pour achever 1l'étude du champ des nombres réels, il nous
faut encore introduire la multiplication. A cette fin il
nous faut introduire le notion de rapport de deux couples
de points d'une droite et le théordme de Thalés. On défi-
nit alors les homotréties et on démontre gue les homothé-
ties non constantes de centre donné forment un groupe com—
mutatif pour la composition. La notion de rapport d'homo-—
thétie permet d'éteblir une bijection entre les homothéties
non constantes de centre o et les nombres réels non nuls.
On transporte alors la structure de groupe commutatif de
1'ensemble des homothéties non constantes sur 1l'ensemble
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des réels non nuls. Il ne reste plus alors qu's examiner

le r8le de o, & démontrer la distributivité de la multi-
plication par rapport i l'addition et & examiner les rap—
ports entre la structure d'ordre de R et la multiplication.
Les détails de cette étude ont été publids dans "Géométrie
affine et nombres réels" Fap y—Deboaut, Collection Frédérique,
ol le lectsur verrs qu'en plus du champ réel, les éléves
découvrent simultaniment le vectoriel R, rlo, + o Une
améliora¥ion importente de ce travail a été présentée par

M. Bex dans la revue iathematica et Pzedagogia n® 27 1965.
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L'ANALYSE DANS L'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE
par
sustave Choguet
Paris

Le sujet gue je me propose d'étudier ici souldve en gé—-
néral moins de passions iue 1'enseignement de la géométrie.
I1 mérite cependznt toute notre attention car en un certain
sens l'inalyse est le noint culminent de 1l'enseignement du

2T oo

variés; e%

noire ense

Le mot "inalyse" est peu explicite; j'aimerais lui don-—
ner le seng de "carrefour de structures"; et de fait, dans
l'Analyse des classes terminales, interviennent des struc—

tures algibriques, itonologijues, et des notions et nota—

o0&
tions de carzctire groméirijue.

Quelgues bons principes

Avant d'entrer dans la discussion des maticres qui con-
stituent 1l'inalyse dans 1'enseignement du second degré,
Jje crois bon de rappeler quelgues principes jue nous sommes
tous tentés parfois dloublier, et qui conduisent & une
estimeation plus saine de 1'importance du choix d'un program-
me.

1. L'essentiel de notre enseignement, ce ne sont pas
les programmes.

Enseigner ne consiste pas L verser comme un liguide 1le
trop plein de connaissances du professeur dans le cerveau
de 1'enfant.

L'enseignement est une relation complexe entre le pro-
fesseur et 1'éleve, et les échanges doivent avoir lieu
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sans cesse dans les deux sens.

Enseigner les mathématigues, ce n'est pas fournir a
1'éleve des définitions parfaites et une chaine de deduc-
tions impeccables. Les bons mathématiciens, plus gque les
autres peut-8tre, ont souvent la tentation de réduire leur
enseignement & ce schéma; ils se plaignent ensuite amere-
ment que leurs cours limpides se transforment apres passage
chez 1l'éléve, en une bouillie nauséeuse. Ils ont simplement
oublié qu'un bon jardinier ne verse sur les racines d'une
jeune plante ni engreis concentré, ni eau trop abondante.

Le do mutisme du professeur tue 1l'élan créateur de
11é1tve. L'activité methématijue se compose de cycles, pe—
tits ou grznds, dans chacun desquels se succedent guatre
phases:

Observation, kathématisation (ou axiomatisation), Ué-
duction, applications.

La déduction n'est gu'une des phases de l'activité glo-
bale du mathématicien. ot 1'éléve, avec l'aide du cataly-
seur gue devrait constituer son maitre, doitv les parcourir
woutes; procéder ausrenent conduit a le Ttraumatiser.

Le parcours complet d'un tel cycle fait passer l'esprit
d'un niveazu mental & un autre: C'est une mutetion mehtale.
Le progres intellectuel de 1thumanité n'est plus a base
physiologique; il se fait maintenant par l'acquisition de
notions nouvelles, la découverte de bonnes définitions,
1e choix des bons outils. Encore faut-il, d'une part que
1l1éleve comprenne la nécessité, la raison du choix des
définitions, d'autre part qu'il apprenne.. 4 fabriquer
lui-méme, devant une situation complexe donnée, les fils
directeurs que constituent les bons axiomes et les bonnes
définitions.

Ceci nous montre aussi le danger gqu'il peut y avoir a
abuser des classifications simplistes, des preuves trop
linéaires, et par contre le grand intérét, que Caleb
Gattegno a souvent souligné, de situations complexes bien
choisies pour aider la découverte de notions nouvelles.
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"On ne fait pas boire un cheval qui n'a pas soif": Le
r8le essentiel du professeur doit &tre d'éveiller la soif
de ses éléves. Le reste vient ensuite par surcrolt.

2. Les professeurs des classes terminales et des facul-
t¢és savent combien les éléves sont marqués per 1'enseigne—
- ment donné a quinze, seize ans. Lorsque cet enseignement
est négligé, on ne dispose plus tard que d'un matériel
humain dégradé. Il y e un &ge critigque ol se forment les
solts, et ol se fait l'apprentissage du raisonnement. Les
professeurs d'éleves entre 10 et 16 ans ont donc une gran-
de responsebilité; aussi devons-nous les aider au maximum,
et nous injuiéter de leurs problemes, aussi difficiles et
“trangers & nos préoccupetions familidres soient-ils.

3. L'expérimentation est essentielle en pédagogie.
uels comme Toute bonne chose, son succés peut aussi avoir
ses dangers. On entend certains éducateurs dire: "J'ai
essayé¢ telle méthode, enseigné telle théorie de telle fa-
gon avec mes éleves; ¢a passe fors bien."

~ttention! uvivers aangers les guettent: I1 est relati-
venent facile de faire du dressage; les enfants ont une
aptitude remarquable = réagir aux stimuletions, conscien-
Tes ou non, du professeur. il peut donc n'y avoir eu chez
1'éleve jue comprihension apparente, dans un cadre étroit
et particulier. D'autre part il faut s'assurer que la
questior exyérimentée en vaut la peine, qu'elle s'insére
dens un cadre général, gu'elle sura des applications im~
portentes ou bien €tablit un lien lumineux entre des théo-
fies jusgue-la étrangires.

Un programme

L'enseignement de 1l'Analyse au lycée culmine dans la
classe terminale, mais il doit &tre progressivement pré-
zar€ par les classes antérieures. Je ne chercherai pas
ici & délimiter ici un programme précis, meis & insister
sur les points qui me semblent essentiels, pour les be—
soins des utilisateurs en physijue, mécanijue, probabi-
1ités, ou tout simplement essentiels pour la formation
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de l'esprit.

Ltvent d'aborder 1'inalyse proprement dite, 1'éleve a
déje acguis des notions d'algebre des ensembles, il sait
calculer duns R, connalit un peu de calcul vectoriel; ed
la géoméisrie, tout en developpant son sens déductif et son
sens de la découverte, lui a fourni l'expérience de nom—
breux objets geométrigues.

11 lui mangue la wopologie, qui va lui fournir les no-
tions de convergence, de passage & la limite, de continui-
té., ues notions sont difficiles a acquérir si elles sont
brutalement introduites en clzsse terminale, parce jue les
définitions de base contiennent de nombreux guantificateurs,
circonstance jue l'on n'avait pas rencontré en slgébre et
en Géométrie. En fcit les notions topologigues doivent
2tre introduites bien plus 6t dans 1l'enseignemeni; les
notions d'apprOxiﬁazion, d'erreur, de suite comvergente,
ont un carcctire concret qui permet leur étude relative—
nent t0t.

L'alg.bre Jtait le domaine des lois de comuosition sur
un ensemble E (applications de ExZ dans 1); par contre la
topologie est 1'étude des relations d'ordre, soit d'ordre
total, soit d'ordre partiel. C'est ainsi gque la toplogie
de X est dsfinie w partir de son ovdre (gréce aux inter-
valles ouverts); ctlest ainsi plus généralement jue la no—
tion générale de topologie sur un ensemble T est basée
sur la relation d'inclusion sur l'ensemble P (=) des par—
ties de E.

L'ensemble R des noumbres réels.

=n classe terminale, 1l'ensenble R doit &tre clairement
d@éfini et congu comme un corps comautatif totalement or—
donné, tel gque chacune de ses parties ma jorées ait une
borne supérieure (ou une propriété équivalente faisant
intervenir des intervalles emboités).

A ce niveau, on pourra démontrer que deux tels corps
sont isomorphes, d'ol 1l'unicité (& un isomorgiisme pres)
de R. Lais il me semble inutilement long et complijué de
démontrer, & ce nivezu, l'existence d'un tel corps (ce
que l'on fzit en géndrzl en complétant le corus des ra—
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tionnels par des coupures ou des sections commengantes).
Lrexistence d'un tel corps peut ctre présenté comme un a2xio—
me, d'ailleurs éguivalent & l'axiome de 1l'infini, ou aux
axiomes de Péano.

Une fois cette existence zdmise, les nombres retionnels
sont définis comme guotients de deux entiers de R; et les
regles de calcul sur les fractions ne sont plus qu'un cas
particulier des régles de calcul dans un corps commutatif
quelconjue.

On améliorera la connzissznce de R gréce u la notion
d'ensemble dénombrable; et on démontrera gu'entre deux points
de R, 11 y en a une infinité d'autres. Le théorime de Bol-
zano-Welerstrass constituera une excellents application de
l'existence des bornes supérieures des enserbles majorés.

Topologie de R.

On définire l'ensemble des voisinages d'un point de R,
puis de RP.

Notion de convergence d'une suite de points de R ow

RP vers ltorigine C, ou vers un point guelcongue. Yomver—
gence dans R vers +00 ou -00 .

Cette ¢tude de la convergence sera feaite perallelement
& 1l'étude des valeurs epprochdes: srreur absolue, erreur
relative, ordre de grandeur.

L'usage courant des zachines & calculer, petites ou
grandes, rend inutiles les procédés manuels de calculs nu—
mérigues précis; mais il est important de développer trés
t6t le sens de l'approximation, des ordres de grandeur,
aussi bien en mathématijues qu'en physique et dans la vie
courante,.

Sommes infinies.

Commencer par la définition de la somme infinie d'une
femille de nombres positifs (indépendamment d'un ordre de
sommation); théorémes de majoration, d'ol comvergence de
nombreuses séries numérigues (par exemple (1/n!)). Con-
vergence des séries entitres de terme général xn, xn/n,
=/n!.
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Applications continues de R dans R, puis d'une partie de
R’ dens RY. Trensitivité de la continuité.

Continuité des opérations dans R et R,

Limite de fonctions en un point (par exemple (x%-4)/(x=2),
I xt/x .

Ztude d'une fonction numérigue continue sur [a, bl; 1l'ima-

ge f(ra, p) ) est un intervalle fermér m, iy ; on pourra
1'admettre, ou méme le démontrer & partir de Bolgano-Veler-
strass.

Opération sur les fonctions continues: Somme, produit, va-
leur absolue, enveloppe supérieure ou inférieure.

Fonctions.

Bien entendu, la notion de relation fonctionnelle doit
8tre = la base de toubt l'enseignement des mathématiques; il
faut en faire prendre de plus en plus conscicnce & 1'éleve.

llontrer par la fcbrication de nombreux exemples (fonc—

tions I “ilx_a grevhes de parcours, rencontre de train}

. I 9
la liberté qu'alle mathématicien de créer de nouvelles fone—
tions. Il faut driser les idées précongues gui font con-
fondre la notion de fonction et celle d'algorithme consti-
tué par une superposiiion d'opérations simples.

habituer au dynamisme des transformations, des opéra—
tions sur les fonctions. Souligner le lien enire les fonc-
tions et leur gravie; uviliser ce lien pour eclairer dif-
féremment divers provlémes (résolution de systemes d'équa—
tions ou d'ineégalivés).

ronctions numérigues croissantes, décroissantes; fonc-—
tion inverse d'une fonction continue strictement croissan-—
te; opérations sur ces fonctions.

Pour préparer = l'étude des dérivées, €tude des diffé-
rences successives d'une fonction (cas de %, d'un poly-
ndme). Exemple de fonctions de plusieurs variabvles; leur
graphe.
tnsembles et fonctions convexes:

Ta notion de convexité, liéde & l'existence d'un ordre
total sur R, joue un réle fondamental dans 1'Analyse mo-
derne.
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La notion, fort simple, d'ensemble comvexe, doit &tre
introduite trés t6t dans l'enseignement; il est paradoxal
d'enseigner des propriétés des conigues, certes élégantes,
mais la plupart du temps inutiles au mathémzticien du
ZOleme sitcle, et de ne pas démontrer que l'intérieur d'un
cercle ou d'un rectongle est convexe!

Opérations sur lec ensembles convexes de RP; nombreux
exemples. Fonctions numérijues convexes sur un intervelle
de R, puis sur une nertie convexe de RP. Provriétés élénen—
taires de ces fonctions; cpérations: Somme, enveloppe su—

érieure, limite, compcsition et vroduit deirs certains cas.
D s ] £

Plus tard lien avec dirivée seconde.

Comparaison de fonctions en un point. Différentiabilité.
. N R 2
Comparaison des ordres de grandeur de X, %y eee en O

4+

Fonctions tengentes & D au point O {si lim UF (=) 1l xn = 0)
Fonctions tangentes e: un ooind.

Fonction différentieble en un point; différentielle (sou-
ligner gu'on ne peuf pes la @éfinir comme "infiniment pesit
principal" en un point).

Composition des diffirentielles. Opérations cl:imentaires
Iien avec représenseiion grépiiiiue, au moins pour les fonc—
tions numérigues sur (&, 0.

z

Théoréme de Rolle et des accroissements finis.

Démontrer et utiliger ces ti-orimes.
Application = la caractérisetion des fonctions croissantes,
décroissantes.
Théoréme~clef: Si | f£'| < k, alors |ay]| < k|ax|, d'ol con-
tinuité uniforme,

Fonctions importantes lides & l'alzibre de R ouC.

1. Rappel sur les isomorphismes de groupes; isomorpnis-—
me de Z sur son image dens le groupe multiplicatif R par
l'application n —> k™ (ou k> 0).

Recherche d'un isomorphisme analogue de R sur R*' ou de
Rf'sur R; pour éviter d'avoir recours & un theoreme de pro-
longement de fonction, un peu délicat & ce niveau, on peut

préférer utiliser les primitives: On démontre que s'il existe
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un isomorphisme dériveble F de Rf surR, on a F(1) =0 et
¥1(x) = a/x (ol & # 0), puis on démontre qu'effectivement la
primitive F de a/x telle que F(1)=0 réalise un tel isomor-
phisme,

Cas oll & = 1; vremitre définition du nombre e. Proprié-
tés €lémentzires du logarithme et de l'exponentielle; or-
dre de grandeur & l'infini, zZxercices d'utilisation du log
pour les calculs.

2. Définition de sin x et cos x (o x ¢ R). Cette dé-
finition est liée & une définition correcte de la mesure
des angles, associée & un homomorphisme continu de R sur
le groupe des angles, c'est-z-dire encore sur le sous-grou-
pe multiplicatif T des nomobres complexes de norme 1. Cn
admettra l'existence d'un tel homorphisme et sa différen—
tiapilité,

Cn montre alors cue l{g_gln x/x existe; par un change-
ment d'unité, on se raméne au cas ol elle vaut 1 (mesure
en radiens). La reletion lim sin x/x = 1 pourra utilement
8%re justifiée heuristiquement par un procédé classigue de
comparaison de diverses aires ou longueurs.

On pourrs ensuite calculer aisément les dérivées des
fonctions trigonométrigues usuelles.

Intégration (4 ne pas confondre au départ avec la recnerche
des primitives).

Considérations géométriques préliminaires sur la mesure
des aires et le procédé d'smudoxe. Jfinition de 1l'intégrale
d'une fonction en escalier sur [a, D] .

Si f est une fonction numérigjue bornée sur [a, D] , On
définit ses intégrales supérieure et inférieure F(x) et
#{(x) surr[ a, x] au moyen des fonctions en escalier supé-
rieures ou inférieures & f ; on étaplit 1'ézzlité de F et
G, soit en supposant f monotone, soit en supposant f conti-
nue et en montrant gue F'(x) et G'(x) sont toutes deux
égales & f(x).

Lien avec la notion de primitive.

i
Si on pose I(f) = /ﬁ f(x)dx, I est linéaire, positive si
a
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f>0, et I(1) = (b - a); d'ol le théoréme de la moyenne;
enfin invariance par translation.

Zrimitives usuelles et procédés d'intégration élémentaires.
syuetions Gifférentislies simpies, en particulier celles

rrovenzns de la physigue.

oM

elcul d'sires, volumes, moments d'inertie.
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ONTOLOGIE MATHEMATIQUE ET ALGORITHMES
par
Je. de Siebenthal
(Lausanne)

Quelques réflexions sur un dualisme gui joue un grand

role dans l'enseignement et dans la recherche

INTRODUCTZION

L'anzlyse mathémasigue, dit bir. G. Choquet, est la théo-
rie qui résulte d'un carrefour de structures. Je modifie un
peu cette comparaison en faisant appel & une notion musicale:
dans un développement d'analyse les diverses structures s'ac—
compagnet,s'enchevéirent et s'harmonisent pour comstituer une
sorte de symphonie. L'analyse mathématique se présente ainsi
comme une symphonie structurzle, l'un des registres étant
obligatoirement constitué par les instruments topologiques
ou métrigues. Cette définition un peu large me permettra
d'englober dans cel exposé pas mal de géométrie, ce qui est
exigé par le sujet.

Considérons la fonction mumériyue £: R —= R définie par

£z = —2—
1+ %2
cette fonction peutv €tre envisagée de deux points de vue:
1) f est une loi qui & tout x € H fait correspondre une va-—
leur f(x) pien désterminée, ﬁar le processus
X —> x2 — 1 + xz-—ﬁ> -———!;E——
1+ x
avec en plus le passage & la dérivée:

1 —2X
— — et .
1+ x2 1+ x2)2



- 222 -

et le calcul de la limite:
lim 1

X-> 00 7 = 0

1+ x
C'est ce qu'on peut appeler 1 'a spect algo-~

rithmigue de l'étude de cette foncuion.

2) & la fonction f peut &tre associé dans R® son graphe

{ (x, f(x))} réalisavle matériellement sur une feuille de
papier

1 1 1 i

-2 -1 0 1 2

La, la fonction est considérée glob=lement, comme un & t -
r e susceptible de reprisentation matérielle, C'est ce

qu'il est possible d'appeler 1 'a spect ontolo-
~1igue de l'étude de la fonction. Un tel graphe peut
toujours &tre revrésenté matériellement pour une fonction

f: R—>R ou f:[a,0] —> R,
au moins en partie.

Lon but est d'exposer guelgues réflexions sur cette dis-
tinction: sa nécessité,la complémentarité des deux aspects,
et leur influence dans l'enseignement secondzire,principale-
ment en analyse, sans pouvoir éviter de parler de géométrie.

A mon avis, les mathématigues sont comrme un domaine
sphérique muni d'un pdle algorithmique et d'un pdle ontolo-
gique en liaison constante; avec la croissance du rayon
de la sphire ces deux pdles se différencient de mieuxen
mieux.
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ONTOLOGIZ Er ALGORIVHIE 4 PROPCS DE WUELWUZES POINTS D'ANA-
LYSE BELZMENYAIRE

A propos de la droite numérigue reelle R,

"Soit R la droite numerigue reéelle" et voila évogué dans
nos esprits quelque chose de précis —un &t re de
raison, un objet de pensée - un objet pourvu riche-
ment de certaines particularités, revétu de plusieurs struc-
tures ~ un objet connaissable, qu'il faut introduire de fa-—
¢on précise, & l'aide d'un discours verbal ou typographique,
meis qui dépasse ce discours.

Historiquement, notre notion actuelle de la droite numé-
‘rique réelle provient de deux sources: l'arithmétique et la
géométrie; le mot "droite" évoque la géométrie et le mot
"numérique" 1'arithmétijue. Bien plus, R regorge de struc-
tures, et en elle s'enracinent aujourd'hui la géométrie,
l'algebre, l'analyse, etc.

Sous ltaspect algorithmigue, l'en
semble R possede, on le sait, diverses structures manifestées
par des axiomes qui sont traduits par certeins agssemplages
Typographiques:

4) Une siructure de Corps commutatif exprimce par:

RxR—R R x R—>R

(X, y) ezt y (x,7)"M\Noxy

X+y = yx Xy = yx

(x4y)+2 = x+(y+3z) (xy)z = x(yz)
30¢ R : x+ 0 = x 3 leR:ixl = x

V x,3 x' : x+x' =0 Vx#0, 3 xF xxgi =1

x(y+2) = Xy + x2

B) Une structure d'ordre total <.

V (x,¥,2)€ Rxkxk : x<x ; (x<gy et y<x)=> x

1
«

(xgy et yg2) =>xg2
X<y ou y<x
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compatible avec la structure de corps:
V (X,¥7,2) € txiixxt : x<y = (xtz2<y+2)
(0gx et Vgy)=> (Ogxy)
C) a) Si a<p, l'intervalle Ja,b[ contient au moins un élé-
ment;

) toute pertie majorée a une borne supérieure; ce qu'on
pourrait écrire dans le st yle précédent.

On dispose ainsi d'une base opératvive complete apte &
rournir soutes les piropyiétés de R.

wuestion: la theorie de R se réauit-elle au déroulement
correct des textes issus des axiomes A, U, C? D'une fagon
plus générale: gu'y a-t-il de plus en mathématique gue le
texte algorithmique?

Celui qui enseigne a des étudiants ingénieurs ou archi-
textes par exemple, compléte invariablemen. les opérations
affinées du texte formel par un dessin - un trait de gra-
phite, d'encre ou de craie - sur une surface réputé plane -
feuille, tableau noir -. C'est la droive matérielle, sup-—
port de la droite géométrique, qui fournit l'aspect que l'on
peut appeler pratique, ou bien intuitif, mais non pas naif.
La droite ne saursit se renier elle-méme,

Dans les arétes architecturales, arbres élancés, rayons
lumineux dans un milieu homogéne, fils tendus, traits feits
& la regle sur une feuille, dans une tres vaste famille
d'objets matériels gisait la "belle au bolis dormant", l'in-
telligible couchée dans la matiére, dans ces choses en soi
connaissables, — la droite — cette essence qui a un mode
d'exister universel dans l'esprit, et un mode d'exister in—
dividuel dans la chose: cette nature qui est a la fois dans
la chose pour exister, et dans le concept pour &tre per—
gue; cet objet de pensée indestructible qui, par le travail
des chercheurs, révele de mieux en mieux ses richesses.

Ve méme le point matériel, tache calibrée de graphite,
d'encre ou de craie... fournit la notion de point géométri-
que.
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LA DROIYE N TANT QU'CBJZY DZ PENSEE EXiReIl DE PIGURES
MATERIZLLES, voila l'aspect ontolozijue de R.

La lieison entre les deux aspects de R est bien connue:
au groupe 2dditif Z des entiers correspond dans le dessin
une sulte de points éguidistents numérotés. & un interval—
le [a,b] correspond un segment sur la droite, etc. wJuelque
imperfeites que soient ces représeniz.ions natérielles, el-
les fournissent nécnmoins = l'intelligence lu possibilité
de s'élever =z des représentztions irmatérielles.

Voilz posé dans notre esprit un & t r e , de qui pro-
céde le déploiement algoritrmijue basé sur les axiomes 4,
0, C et qui se menifeste matériellement par un traiv. Si
il convient d'etre hzbiwué au maniement p r é ¢ i s des
réegles de calcul, il convient aussi d'8tre femiliarisé avec
les constructions p r € c i s e s faites sur la droite
matérielle: ce maniermens—ci deveioppe le sens ontologigue,
ce maniement-le le sens algorithmijue.

Dens 1'ensembls de l'exposé j'insiste seulement sur 1'ac-
quisition du sens ontologijue en donnant quelques indica-
tions incapables d'épuiser le sujet:

a) Sens visuel de l= topolozie de R.

a Py 3
v 3 |~ 4

-1 0 1 2

N

On peut faire dessiner avec precision juelques intervalles
11,2t , £-2,01 ... (9 types), puls représenter guelgues
familles finies d'intervazlles ouverts disjoints, quelques
familles dénombrables de tels intervalles...

-
-
N
b
-~
5
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1 1 -
11-=, 1-1 n=02,4...
N n-

L'éleve pourra démontrer et vérifier par le dessin que les
intervalles ouverts bornés forment une base de la topologie
de R c'est-z-dire gue

a) R est réunion de tels intervalles
b) toute intersection finie d'intervalles ouverts bornés
est réunion de tels intervalles.

b) Sens visuel de la notion de limite,

"La suite (xn) ne N

peut faire correspondre un entier ngy tel que n> n,

’xn-al < g . C'est l'aspect algorithmique.

converge vers a¢ R si & tout ¢>0 on
implique

n(xn)ne

milieu a contient tous les termes de la sulte & partir d'un

N converge vers a ¢ R si tout intervalle fermé de

certain rang".
C'est l'aspect "visuel", gui peut &tre accompagné d'un
dessin.

33 a +i are
&L L II

TN | Il |

c) Sens visuel de la notion de borne supérieure.

Soit AC R une partie majorée.
"La porne supérieure de A est le nompbre a tel que
1) a est un majorant de A,
2) & tout e¢>a on peut faire correspondre ce A tel que
a-g<cgat
Autre aspect:
"La borne supérieure & de A est caractérisée par:
1) A€ j-00 , a]
2) ¥ x<a, ANlx, al# g N



- 227 .

€A EA a-¢ c€A a
1 L S ;I 1 L2} I' ' a
C'est un jeu, dans io.. . .ec: gues..ons de nature topolo-

glque d'insister sur l'aspect visuel des notions, car c'est
précisément le but de la théorie degs espaces topologiques
de donner & l'analyse un fondement simple et "géométrique".

d) Aspects de la notion de continuité.

Dans l'introduction, la notion de fonction a subi deux
éclairages: c'est le tour maintenant de la notion de conti-
nuité: d'une part la définition apte aux calculs pratiques,
d'autre part la définition apte u la saisie conceptuelle
globale, voire & un dessin matériel.

Soit f:(.a,b] —> R une fonction;

1°7® forme: f est dite continue en X, € fa,bj si & tout €>0

on peut faire correspondre 7> O tel que Ix--x°|<11 entraine
[£(x) - f(x,)|<e .
2° forme: f est dite continue en x,€ [a,b] si 1'image réci-
progue de tout intervalle ouvert de milieu Vo = f(xo) con-
tient un intervalle ouvert de milieu Xq

Ces deux énoncés expriment le mime fait mathématigue sous
deux éclairages complémentaires. En passant de la premicre
& la seconde forme, on "substitue les idées au calcul", on
"géométrise l'analyse", on "ontologise".

La continuité uniforme peut subir le méme traitement. Par
des dessins, on améliore ici encore le second éclairage.

y
x,-oi /
%
1
%€ o &y vel) o Im,x 40
] X X
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e) Aspects de la notion de convergence uniforme.
Considérons les fonctions f:[a,b] — R bornées sur (a,b];
elles formeni un espace vectoriel V sur R.

"Une suite de fonctions (:ﬁ‘n')ne N de VYconverge uniformé-
ment vers une ronction f ¢V si & toutes O on peus faire cor-
Tespondre un entier nj tel que nxn  implijue |f(x)—fn(x)|< €,
VX e[a,bl."

"Si petite que soit la bande f(t)-€, f(t)+e les graphes
des fn y sont tous contenus a partir d'un certain rang."

On peut, comme on sait, améliorer encore le second eclaira-
ge en introduisant dans T une méirique détinie par
ait,g) = sup | £{3) - &(t)]
teLa,b)

La convergence uniforme fn—-> f se traduit alors simplement
par la convergence fn — f au sens b):

"fn converge uniformément vers f si toute boule de cen—
tre f contient toutes les fn a4 partir d'un certain rang."

Il y 2 en résumé la saisie algorithmique de la notion de
convergence uniforme apte aux démonstrztions, procurant ri-
gueur et slirete, et la saisie ontologique, conceptuelle,
capable de guider la premiere.
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Ce serait maintenant l'occasion d'insister sur la va-
leur ontologigue et algorithmigque de 1' e x emp l e o
Un exemple traivé avec précision des deux points de vue,
est nécessaire pour pien éclairer touce théorie.

ONTOLOGIE BT ALGORIiHME A PROPOS DE LA GeOMETRIE ELbsNTAIRE

On saiv que l'algcpbre lineaire permet de donner a la
géométrie élémentaire de la droite, du plan et de l'espace
une perfection et une simplicité admirables.

Axiomes V du plan E, ou de 1l'espace 53, d'apres [1]:

2

Ona &x&E—E Xy Y)WV Xy

RXE— & (A X) M AR X

Exk — R {(xy7)n~(x|y) avec
V1 X+ y=y+ X VS a(xy) =ax+ay
V2 (X+Y)+2 = X+ \Y+3) V6 (a+B)x =ax + Bx
V3 3 e€kh: x+e = x V1 aipx) = («p)x
V4 VxeE,3Ix'eE: xxx'=e V8 l.x = x

V(x,y,2) EExEx E V (a8)€RXR
Axiomes I)2

V(X,y’Z) N H(Q,B,Y) # (0,0,0): ax + By + yz = €
H(a,b)eExE: 1a+"b=e=) Azuzo

Axiomes 1)3

v(x,y,2,t), 3(a,B,v,8)#(0,0,0,0): ax+By+yz+ & = e
3(a,b,c) € ExBx% :Aa+pb+ve=e = A=y =y =0

Axiomes E
El (x]ly) = (y]x) v(x,y)
E2 ((z+y)|2) = (x[ z) + (y|z) V(X,¥,2)
E3 (ax|y) =alxly Y(x,y) ,Va€R
E4 (xx)>0 Vx # e
V, D,, E caractérisent le plan euclidien E

2 2°

v, D3, E caractérisent l'espace euclidien E3.
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Les axiomes V caractérisent les espaces vectoriels ré-
els: si deux tels espaces X et Y sont donnés, une applica-—
tion linéaire u: X —+ Y est caractérisée par

u(x+y) = u(x) + u(y) V(x,y)€ XxX

u@ x) =a u(x) VaeR, xeX

Il convient toutefois de remarquer la nature plutdt algo-
rithmique de cette perfection: ce sont les régles opération—
nelles qui ont subi la mise au point. Faut-il encore des
figures & c8té du texte?

A mon avis, le texte mathématique est un langage, une no-
tation bien précise, bien codifiée, mais créé pour exprimer
quelque chose. Reprenons une comparaison musicale: le texte
algorithmique, c'est la musigue notée; la tendance ontolo-
gique veut en faire une musigue jouée, si possible directe-
ment sensible, ce qui arrive en analyse élémentaire et aus—
si en géométrie élémentaire.

En géométrie, le texte typographique et les figures ma-
térielles se correspondent d'une fagon qui n'est ni naive
ni sentimentale, et qui doit &tre explicitée, quelque pré-
scientifiques que puissent paraitre les constatations ex—
périmentales. Je vois 14 justement, le r6le de l'axiomatique
en géométrie élémentaire: un raccord organigue entre nos
figures matérielles et nos constructions mentales traduites
typographiquement., Divers auteurs ont proyosé des solutions
fort valables.

Serait-il possible de partir d'objets matériels simples -
points, droites, vecteurs, translations — et de tirer direc-
tement d'expériences effectuées sur ces objets les axiomes
R', R, R3?

Peut—on établir une injection de la famille des opéra-
tions manuelles portant sur les vecteurs matériels dans la
famille des opérations de l'algdbre linéaire? Cela bien en-
tendu sans rien présupposer de la géométrie euclidienne.
L'axiomatigue d'Zuclide est fondée sur des objets matériels:
point — portion de droite — portion de plan matériel - et
sur des observations physigues faites sur ces objets.



- 231 -

I1 doit &tre possible, en partant de la uroite, du vec-
teur et de la translesion materiels, d'obtenir les proprié-
Te€s de la droite ravionnelie @, en constatans jue les trans-—
letions associées a une méme droite forment un germe de
groupe, puls en introduisant le produit d'une translation
par un ensier, par l'inverse d'un entier, per un nombre ra-
tionnel guelcongue., Cela fournirsit une construction expé-
rimentule des axiones de l'espace vectoriel Q.

L'experience encore donnerzit les axiomes qui permettent
de passer &« R.

Une coxnstruction analogue effectuée I proros du plan et
de l'espace matériels aboutirzit aux axiones vectoriels de
R2 et de R3. festerait «w introduire un produit sczlzire.

Ce point de vuz vourrsit gerantir o priori le succis pra-

tijue des constructious matérielles effectudes & partir du
texte, sans rcference implicite & l'antigue certituae eucli-
dienne.

<uelle que soit le voie suivie, il y a dans notre esprit
un étre de raison bien déterminé: le plan R2 ou l'espace
R3, traduisible par les axiomes vectoriels dcrits, et par
des figures matérielles au moins en partie, ces aspects
étant complémentaires; cet &tre de raison est une essence,
une capacité d'exister dans la matiére, soumise & une mani-
festation discursive.

ONTOLOGIE PLANE A BASE VECTORIELLE

I1 s'agit & mon point de vue de partir des notions fonda-
mentales de poiny, droite, vecteur soumises aux axiomes v,
traduites matériellement ev d'en tirer progressivement tout
un arsenal d'étres de raison géométrijyues munis des deux
éclairages. La valeur ontologique de l'exemple reparait:

a) Sens géométrigue du groupe des translations.

x{ = X + &8

xé = x2 + a2
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On construit les figures qui correspondent aux cas:
a 0 a
(O) , a€R ; ol 8€R5 (b) , 2,0 ER

m 0 m
(0), m€ Z (n)’ nez; (n)’ m,n €2

c'est-a—dire gu'on construit les orbites d'un point I {en-
semble des traznsformés de ce point)

%2 2 XZ/
/
M M
0 % 0K % “
R4
i ° X
w! 2 2
° ° ° ° ° °
° ° ﬁ o ° ° \d ° 3 o L] °
‘ 0 1 X, 0o 1 X, o T X
° ° ° ° ° °

o) sens visuel de la togologie de R%:

par l'étude de la géomctrie des pavés ouverts ag z< Dy .
On peut représenter de tels pavés, en nombre fini, en in-
finité dénombrable, donner des exemples d'ensembles ouverts,
de réunions d'ouverts, d'intersections finies, montrer que
les pavés ouverts pornes forment une base de la topologie

de R2, en s'inspirent du n° 1.
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c) sens visuel de la métrigue produit d(x,y)= sup Ixi—yi|

iefl,23)
y y Y
)( dixy) dixy) dixy)
O———————
S X dixy

Lieu des points situés & une distance donnée d'un point
donné:

Y = [de(gx)=1}: cercle

Lieu {xe R?| a(x,x;)< p)= boule femée.
Vérification de 1l'inégalité triangulaire dans divers cas:

*2

Bi)jl’ dixy) diy2)

X dix,z) X
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Intersection de deux boules, de deux "cercles":

*2 —
o
(-]
o
o
0
*
d) Sens visuel de la métrigue d(x,y) = le_yl‘* |x2-y2|

Problémes et constructions analogues.

e) Sens visuel de la notion de transformation linéaire af-

fine.
a :R2——-> R? xlé—i + x2€'2 —_— xl?a" + ngé
ol 0 e. 32 0! E'l'é'é sort deux revéres,
e M e’
0 e M’

avec les cas particuliers

€, = ey C =0 ¢ =0
—_ — —_ id - —>
e, = e;_', ei xel ei = ep
e—é 7\5’ . E’é quelcongue

translation ‘homothétie affinité
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-
e
2 —p
h2
>
e .
2 =
o e
0
1 K
Xe1

f) Sens visuel du srouze des rovztions S0(2),

{cosa —sina}

. groure jul conserve x2
sindy cos

2
1t Xy .

Ve sens peut s'aciufrir par 1'étude des orpites de ce grou~—
pe ou de ses sous-ZTroupes:

g) Sens visuel de divers groupes.

(groupes cristallo;rzrrisues, groupes ornementaux) par ex-
emple le groupe enzeniré par les symétries par rapport aux
cbtés du triangle (,C) (C,1) (4,3) ou bien (0,0) (f3/2, %)
(E/Z, ~%) ou bien (G,C; (37,2, % (/3 /2, 0).



ou encore divers groupes ornementaux [4] , [Y]

n) Sens visuel au grouge hyperboligue.

elcht E2Sh‘t Ei = i—_l
v groupe cul conserve
e sht g,chs €€, = €€, xf - xg

Au texte logique simple pasé sur l'algeore vienaraient
s'aaqjoindre des dessins oien taits, destinés a éveiller le
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sens visuel et le sens esthetique.

ONTOLOuis SPATIALs A BASE VECTORIALLb.

four ceudier l'espuce, 1l faus en avelr les moyens. w€s
que les z:xdomes V de l'espace tridimensionnel sont poseés,
des jue l'espace RS = {(xl,xz,xj)} est suscisé, je propose
d'égudier les apclica¢ions linéaives affines a : Ré——ﬁ R'2
par l'ouvii tres simuple consTitueé par un repere uele'g de

R’ ei par son imuge O'eie'e' dans R'C :

275
— ) ,
\xle, + 52 P xje xle + xz : ngj ’
—
deux des Trois vecteurs ei engendrant R'
. M2
A . M'(1,1,2)
35
0 i
€2
Ve,
1 -M1

On peu. aussi utiliser la méthode de Monge:

Txy,X,5,X5) H(xy5%), M(—x5,%,)}.
1772773 1 3’72

Lz notion importante de noyau apparalt ici avec "pureté”,
J'ai développé ailleurs ces considdrations [2) 3.

L'out1l vectoriel permet alors d'aborder efficacement
1'étude globzle de R3'
géomcirie des translations, gceométrie des symétries
affines permutables,
géométrie des transformations linéaires affines,
géormétrie des pavés et de la topologie associée,

geonltrie des dérlacements euclidiens,
géomeirie des groupes discontinus.
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rur exemcle divers groupes de translations ¢t les orvites
correspondantes
=Xy Ty
1) (Tq, 1:2} €eZx2
t3(- R
2) t,€12
(tzy t3) €R x R
3) itla t2, t3)€ZxeZ

X3 3

N
=l
TN

orbite de'0 orbite de O

Xy orbitede O = réseau
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Citons encore le groupe engendré par les symétries re—
latives aux faces d'un cube.

Le groupe SO(3) des rotations euclidiennes dont le rdle
est capital dans les groupes de Lie semi-simples sera étu-
duié aussi bien que possible, géométriquement par des con-
structions axonométriques, et al gébriquement par des con-
sidérations matricielles.

LE ROLE DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Je reviens sur la représentation axonométrique de l'es—
pace 83. Il m'est en effet impossible de quitter le domaine
de la géométrie élémentaire sans dire quelques mots d'une
branche souvent décriée, ignorée voire abandonnée dans 1l'en-
seignement secondaire et universitaire: la géométrie dite
descriptive, considérée comme fossile.

On sent bien, je l'esgpére, qu'il est possible gréce aux
méthodes de 1l'algebre linédaire, d'insuffler a la géométrie
descriptive un esprit tout a4 fait nouveau, qu'il s'agisse
des pro jections de Monge, de l'axonométrie ou de la per—
spective.

J'appelle axonométrie a : R3‘——9 R'Z toute application
linéaire surjective déterminée par un repiére orthogonal
O€i§233 de B3 et par son image O'é}é}é} dans R'Z. Tous
les résultats utiles peuvent &tre déduits de cette concep—
tion, qui permet d'étudier de fagon rentable la notion d'ap-
plication linéaire & noysu non trivial (bel exemple de mor-—
phisme). 2], 3.

On peus méme associer la géométrie descriptive et 1l'ana-
lyse en considérant R3 et R'z comme pourvus d'une norme
euclidienne, et @ comme une application linéaire (uniformé-
ment) continue. La norme de @ est le demi grand axe de
l'ellipse image de la sphére unité,

Si, algorithmiquement, le contenu de 1'axonométrie se
‘réduit & peu de chose, du point de vue ontologique par con—
tre, les possibilités sont considérables. L'axonométrie per—
met de faire des dessins simples et parlants des figures de
l'espace, ou des esquisses manuelles rapides ol 1l'éléve
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peut cultiver un certain coup de crayon. I1 peut se rendre
familiéres, par des dessinsg clairs, toutes ces figures de
l'espace qui reviennent si souvent en mécanique, en physi-
que, en architecture, etc. La perspective traitée de fagon
gemblavle exige l'introduction de la notion d'espace pro-
jectif P3 et de plan pro jectif P'2 a l'aide des droites de
R4 ou de R'3 issues d'un point.(231 , (3].

Poussant encore & la saisie globale des &tres mathéma—
tiques de 83, on pourra introduire ou renforcer l'usage des
anaglyphes, grdce auxquels tant de merveilleuses figures de
l'espace prennent vie en surgissant hors du plan. Et pour-
guoi ne pas introduire ou développer l'emploi de films, tel-
lement aptes & visualiser dynamiquement les formes spatiales?

I1 y a beaucoup de notions mathématiques qui sont issues
d'une lecture intelligente d'une configuration rectiligne,
plane ou spatiale capable d'exister matériellement en par-
tie au moins. Un des rdles de l'enseignement secondaire est,
ce me semble, de poser solidement ces configurations, d'en
extraire le plus grand nombre possible de traits, 1'éléve
sachant qu'il a vu les germes des développements de la re-
cherche mathématique vivante.

Cela implique une étude du maniement du graphisme axioma-—
tique, du déroulement correct des assemblages de lettres,
de signes logiques ou autres; cela implique encore 1'étude
esthétique des figures imbriquées, un amour de la chose
dessinée, méme concrétisée en une maquette, la main s'exer-
gant &4 des traits de plus en plus slrs. Heureux le maitre
capable d'élever l'esprit de ses éléves jusqu'd la beauté
latente des objets proposés. L'intuition spatiale et la ri-
gueur discursive gsont faites pour s'enrichir mutuellement:
les beaux théorémes sont des théorémes "ontologiques", mais
ce sont des théoremes.

QUELQUES DEVELOPPEMENTS EN ANALYSE ET EN GEOMETRIE.

En mathématiques, nous vivons une époque merveilleuse ol
sous la poussée de nombreux savants se créent de véritables
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autoroutes qui permettent avec commodité d'accéder & tous
les domaines. Les progrés sont marquants aussi bien dans le
sens ontologique gue dans le sens algorithmique,

Toute une partie de la mathématique, on le sgent, est au-
jourd'hui polarisée vers l'algorithme: les mathématiques
dites appliquées, ou précigément algoritvhmiques.

Dans l'autre direction, la géométrisation de l'analyse
par les notions topologiques a été une source de progres
importants. On sait que Riemann déja parlait de construire
une théorif,e des grandeurs continues en faisant abstraction
de toute mesure et en evudiant seulement leurs rapports de
position et d'inclusion. Par ailleurs la définition et
l'étude géométrique de l'espace d'Hilbert par E. Schmidt,
en analogie compldte avec la géométrie euclidienne a bien
marqué encore cette tendance ontologique.

Arrétons-nous un instant sur la notion d'espace de Ba-
nach: espace vectoriel E sur le corps R ou sur le corps des
nombres complexes, normé, la méitrique associée a la norme
étant une métrique d'espace complet:

ExE—— E RxE — E " E—>R
(xyy)mvwwx + (X, )M~ x x ~walix||

groupe commutatif espace vectoriel

X+ y=y+ X (aplx =xa(p x lxllzo0
(xty) + 2z =x+ (y#2z) (Mp)x =Ax+rpx |IXI| =0 &3 x =0
30¢E: x+ 0 =x Mxey) = Az Ay xeylix|l+ Iyl
Vxe E, 3x': xx'=0 l.x = x Iaxfs i 11x
a(x,y) =llx - y|l toute suite de Cauchy converge.

Exemples: BJ' E E3.

Par rapport & l'analyse et & la géométrie élémentaire,
il y a un saut manifeste; l'apparence concréte, charnue dis—
parxait, sauf si E = R3. I1 n'y a plus qu'un texte typogra—
phigue auquel on serait tenté de réduire la théorie. On ne
-"voit" plus rien, & la lettre, en général. Néanmoins 1'ana—
lyste continue & raisonner sur un tel espace de Banach com-
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me s'il existait dans quelque substrat matériel. Une ma-
tiére impalpable, un éther, constitue cet espace, qui est
structuré, a des lignes, des formmes, qui a gardé de la ma-
titére ce qu'elle a de meilleur. La mathématique porte ici
la matiére & son plus haut degré de noblesse.

Qu'on ait dans l'esprit cette admirable théorie des ap-
plications linéaires continues d'un espace de Banach dans
un autre: le théoréme de Hahn-Banach, le théoréme du graphe
ferméye..

Comment ne pas &tre séduit par la puissance et la beauté
de ces théoremes, par leur contenu, qui prend des allures
intuitives. Et voici le calcul différentiel et intégral qui
entre dans ce cadre avec les dérivées successives des ap-
plications d'un ouvert A d'un espace de Banach . E dans un
espace de Bamach F, dérivées qui sont des éléments de l'es—
pace (E,F) des applications p-linéaires continues de
ExEx...xE dans F.

La géométrie des variétés différentiables se voit enri-
chie parce que mieux pourvue de moyens simples et clairs.
Une telle variété V n'est que le résultat de 1'agencement
de morceaux ouverts d'un espace de Banach E par une disposi-
tion havymonieuse. Lorsque E = R on a sous des conditions
trés larges 1l'admirable théoréme de Withney qui nous assure
que toute variété différentiable & n dimengions n'est qu'une
sous-variéié d'un espace 32n+1, ce qui raméne au schéma in-
tuitif des surfaces ordinaires dans R3.

A ce niveau, la géométrie devient 1l'étude globale des
8tres de raison, tandis que l'analyse s'attache & leur
étude locale, ces points de vue réagissant l'un sur l'autre.
Par ailleurs la géométrie en un certain sens n'est qu'une
partie de l'algépbre. Il devient difficile de déméler les do-
maines respectifs.

Je propose ici une classification simple, qui se ratta-—
che & nos considérations:

La géométrie est l'étude des €tres de raisons issus de

la droite R, du plan RZ et ae l'espace 83; exemples: topo-
logie combinatoire, homotopie, revétements.
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L'algtbre est 1'étude des &tres de raison issus de 1l'an—
neau Z des entiers, du corps Q des nombres rationnels ou
du corps R; exemples: corps, annéaux, modules, algébres...

L'analyse est 1'étude des 8tres de raison issus de la no-
tion de fonction numérique définie dans une partie de R.

R ou Q, c'est 1a graine; il en est sorti un arbre extré-
mement ramifié.

La géométrie porte sur la disposition mutuelle globale
des &tres de raison hyperspatialisés; l'algdbre sur les
régles opératoires en général, tandis que l'analyse régit
les rapporfs de contigulté.

QUELQUES NOTES SUR LES ENSEMBLES.

Ontologiguement parlant, partout nous manipulons des en-—
sembles: agrégats stables constitués par des atomes: les &1é—
ments; des corps immatériels ayant néanmoins les caractéres
de la matiére, singulidrement surélevée, tandis que algo-
rithmiquement, le texte typographique correspondant est con-
stitué par ume suite rectiligne d'assemblages de signes,
constituée suivant des régles définies: domaine de la mathé—
matique formelle. Les deux éclairages se maintiennent par
exemple dans la présentation de la notion de relation d'équi-
valence:

1) éclairage discursif:

S est une relation d'équivalence dans 1l'ensemble E si
1) xSx ; 2)xSy =» ySx ; 3) (xSy et ySz)=> xSz
quels que soient x,y,z€ E

2) éclairage global:
soit (Ai)ieIu.ne partition de E, on dit que
x et y sont 1liés s'ils sont dans une méme partie Ay

Pour beaucoup le dessin fait vibrer quelque chose de plus
que 1‘fécriture.
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Pour une loi de composition partout définie sur E, com-
patible avec une relation d'équivalence S, c'est pareil:
1) la loi XxX—=> X : (x,y)vwwx) ¥
est dite compatible avec la relation d'équivalence S si
(xS x'etysy) = (x1y) S (x'1y")

2) Deux clagses U,V étant données, il existe une classe
W telle que UL VCw ou:

x| y varie dans une classe lorsque x et y varient chacun

dans une classe déterminée.

CONCLUSION.

Etudier un &tire mathématique, la droite R, c'est un peu
agir en zoologue penché sur un animal, examinant les struc—
tures osseuse, musculaire, nerveuse, sanguine... et leurs in-
teractions. la faune mathématique est d'une richesse extra-
ordinaire; le mathématicien, dans cet ordre d'idées, explare,
découvre, étudie, catalogue, est toujours & l'affit d'espéces
nouvelles, qu'il découvre ou construit. Et quel avantage sur
son confrére naturaliste! Il peut reproduire ses exemplaires
indéfiniment par de simples opérations de l'esprit. Le ma-
thématicien est donc une sorte de biologiste qui se penche
sur des 8tres qu'il extrait d'objets matériels et qu'il am-
plifie de fagon grandiose par des constructions successives,
en distingnant espéces, genres, embranchements,... & l'in—
térieur desquels s'appligue une méme théorie.

Caractére ontologique donc de toute théorie mathématique,
ingéparable de l'esprit algorithmique., L'intuition mathéma—
tique s'accroche a des représentations mentales & 1, 2 ou 3
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dimensions, en extrait une idée gu'elle va soumettre 2 la
clarté inexorable du discours logique linéaire, Inversément,
passer du calcul formel aux idées, c'est dresser les for—
mules dans le champ ontologique.

L'ontologie ainsi comprise éléve 1'esprit du methémati-
cien enseignant ou chercheur au-dessus de son atelier arti-—
sanal, elle l'aspire vers le haut. Le discours formel est
comme une musique notée, 1l'aspect ontologique comme une mu—
gique jouée.

En écoutant tel exposé remarquable, n'a-t—on pas la cer—
titude d'une telle musique joude, libre?

Mais cette étude, et la contemplation de ces &tres néces—
site un appareillage de processus bien définis, sans quoi
notre faune verrait proliférer les monstres et les faus~
saires. Tout étre mathématique ne peut subsister qu 'accom—
pagné d'expressions discursives, algorithmiyues précises,
forgant impitoyablement l'imagination a4 suivre les chemins
de la rigueur. Toute theorie mathématique doit soumettre
son troupeau d'objel a des manoeuvres d'ensemble réglées,
se servant d'un langage soumis 2 des régles strictes, ca-
pable d'exprimer la richesse ontologique de ses individus,
et de leur donner une efficacité pratique maximale & 1'in—
tention dqu physicien et du technicien. Ce langage est au-
jourd'hui une collection de signes qui se compbinent, s'or-
donnent, s'engendrent, un formalisme rigoureux qui main-
tient l'esprit dans des voies praticables et utiles. IL'on—
tologie mathématique est inconcevable sansg un appareillage
algorithmique complet, simple et efficace. Un esprit trop
strictement ontologique, "synthétique", effectue des con—
structions mentales qui peuvent &tre branlantes. Une saine
attitude algorithmique aboutit & l'utilisation pratique -
physique, yechnigue - des notions acquises par 1l'explora-
tion respectueuse de la matidre. Le travail dans les insti-
tuts de mathémaetiques appliquées, quel magnifique exemple
des capacités algorithmiques de 1l'activité humaine prolon-
gée par la machine!
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La réciproque est vraie. Quel danger que de limiter la
démarche mathématigue 2 une suite évolutive de signes gra-
phiques totalement ordonnée, en réduisant le tore T2 par
exemple & n'étre qu'une tache d'encre sur un papier. Un
esprit trop strictement formel déroule les signes et les
calculs, risque de se perdre dans le maquis des processus
et de fabriquer des assemblages chimériques. Un cas typique
ol apparait ce défaut est celui de l'étudiant qui aborde
une surface simple proposée par des équations paramétriques,
sans en reconnmaitre la mature.

Le langage algorithmigue ne fait que traduire l'infir-
mité de notre condition humaine livrée a la matiere et au
temps. Le caractére rectiligne de ce temps et du discours
implique une description linéaire des &tres les plus char—
nus de la mathématique. Et cependant, il y a une beauté
propre a ce langage!

Finalement un philosophe a dit: "C'est en entrant de la
fagon la plus décidée dans le champ de 1'étre de raison et
de la pure idéalité que les mathématiques modernes ont fait
tant d'admirables découvertes." C'est 1la qu'il famdrait at-
tirer les jeunes intelligences qui nous sont confiées, tout
en développant simultanément leurs aptitudes aux technigues
discursives.

[13] J. Dieudonné: Algebre linéaire et géométrie élémen~
taire (Hermann, 1964?

[21 J. de Siebenthal: Essai de rénovation de la géométrie
descriptive (Bull, de la Soc. Math.Belg.
15 (1963) 201-221)

L33 - Géométrie descriptive (Ecole Polytechni—
que de 1'Université de Lausanne, 1960)

L 4] A. Speiser: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ord-
nung (Springer, 1927)

[ 5] L. Pejes Toth: Reguldre Figuren (Akadémiei kiado, Buda-
pest ’ 1965)
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METHODEN FUR DFN UNTERRICHT IN WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG UND
STATISTIK
von
L.N.H. Bunt
(Utrecht)

1. Die Einladung Thnen iliber die Moglichkeiten des Unter-
richts in Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik zu
sprechen, hat mich gefreut, denn der Unterricht in diesem
i'eil der Mathematik liegt mir nahe am Herzen. s gab eine
kleine Schwierigkeit als es sich herausstellte, dass es
noch einen zweiten Vortrag liber dasselbe Thema geben wiirde.
In einem Briefwechsel haben Herr Engel und ich uns dariber
verstéindigt, dass ich mich auf eine einfache Beschreibung
meines hollédndischen Kursus in Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Sta.tistikl) und den anderen Lehrgang beschrénken werde,
den ich in Zusammenarbeit mit 2zwei amerikanischen Freunden
geschrieben ha't:»e2 . Ich michte dann etwas von unsren kr-
fahrungen mit dem Umterricht hinzufiligen und auf migliche
Erweiterungen des Lehrstoffes hinweisen.

2. Die Geschichte der Entstehung und Entwicklung des hol—
léndischen Lehrganges, mit dem ich mich zuerst beschéftigen
werde, lasse ich vollsténdig beiseite. Ich will aber etwas
sagen iiber die Schiiler, fiir die er bestimmt ist. Es sind die
Schiller der humanigtischen Oberstufe des Gymnasiums. Diese
Oberstufe umfasst die filinfte und sechste Klasse des sechs—
jéhrigen Gymnasiums, also die elfte und zwolfte Klasse nach
dem Anfang der Grundschule. lie Schiiler der fiinften Klasse
sind ungeféhr 17 Jahre alt. In den ersten vier Klassen des

1) Dr.L.N.H. Bunt, Statistiek voor het Voorbereidend Hoger
enGMiddelbaar Onderwi js. 3e Auflage. Wolters,Groningen,
1963.

2) Howard F. Fehr, Lucas N.H. Bunt, George Grossman, An Intro-
duction to Sets, Probability and Hypothesis Testing.

Heath, Bogton, 1964.
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Gymnasiums haben diese Schiiller denselben mathematischen
Lehrstoff gelernt wie die Schiiller der mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Abteilung der Oberstufe, d.h. Algebra,
Planimetrie und ein wenig Trigonometrie. Unter den Abitu~
rienten der humanistischen Abteilung befinden sich die zu-
kiinftigen Soziologen, Psychologen, Oekonomen, usw.

3. Selbstverstidndlich berilicksichtigt der Lehrgang in Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Stetistik (fiir diese Kombina-
tion werde ich im folgenden mur kurz "Statistik" sagen) die
Bediirfnisse und die mathematische Veranlagung der Schiler.
Deshalb wird alles sehr einfach gehalten, und irgend eine
Art Vollstdndigkeit wird nicht angestrebt. Es wird mit den
folgenden Themen angefangen: Hiufigkeitsverteilung, Mittel-
wert, Median, mittlere Abweichung, Streuung (im Sinne von
Standardabweichung) , Permutationen, -Kombinationen, Pascal-
sches Dreieck, Binomislsatz, einige einfache Theoreme der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Binomialverteilung, mathema-—
tische Erwartung und Streuung fiir eine Binomialverteilung
mit p = 4, das Testen einer Hypothese fiir eine Population
mit zwei Merkmalen, und die Normalkurve als Limes des Histo-
gramms fiir die Binomialverteilung (nicht analytisch, nur
anschaulich behandelt).

4. Bei der Behandlung der Wehrscheinlichkeitsrechnung
gehen wir von der hergebrachten Definition aus: Die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Ereignisses ist
gleich den Quotienten aus der Anzahl der fir das Ereig-
nig giinstigen und der Anzahl der iiberhaupt moglichen F&l-
le. Ich werde mich nicht darin vertiefen, ob diese Defini-
tion in jeder Hinsicht als richtig angesehen werden kann,
aber didaktisch bietet sie Vorteile. Es muss leider hinzu-—
gefiigt werden, dass alle Fdlle eine gleich grosse Wahr—
scheinlichkeit haben, und bekanntlich fangen hier die
Schwierigkeiten an, Nicht fir die Schiiler jedoch: diese
sind ganz einig mit der Behauptung, dass z.B. die sechs

Seiten eines symmetrischen Wiirfels gleichwahrscheinlich
sind. Die Schwierigkeiten kommen spédter bei den empiri-
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schen Wahrscheinlichkeiten.

Wir gehen also von der klassischen Definition aus und
beweisen in bekannter Weise folgende drei Regeln:

a) Vollstandigkeitstheorem. Die Wahrscheinlichkeit fiir
das Nichteintreffen eines Ereignisses ist gleich 1 minus
der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ereignis eintrifft.

b) Additionstheorem., Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ein-
treten irgendeines der Ereignisse El und 32 in einer ge-—
wigsen Operation ist gleich der Summe der %Wahrscheinlich-
keiten dieser kreignisse, wenn diese miteinander unvertrig—
lich sind.

¢) Multiplikationstheorem. Die Wahrscheinlichkeit fiir
das gleichzeitige Eintreten zweier voneinander unabhingi-—
ger Ereignisse ist gleich dem Produkt der Wehrscheinlich-
keiten dieser Ereignisse.

Hier zeigt sich schon unsre Beschrinkung bei der Wahl
des Lehrstoffes: wir beschdftigen uns nur mit unabhingigen
Ereignissen.

Die Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechmung, auch in
dieser beschriankten Form, bietet dem Lehrer schon die Ge-
legenheit, ausserordentlich niitzliche Aufgaben zu stellen.
£in gegebenes Problem wird zuniichst formell logisch analy-
siert, danach mittels der drei erwidhnten Regeln mathemati-—
siert und dann wird der Losungswert berechnet.

Wir veweisen weiter folgenden Satz:

d) Theorem der Binomialverteilung. Wenn eine Operation
aus n unabhingigen Teiloperationen besteht und die Wahr-
scheinlichkeit eines Treffers fiir jede Operation gleich p
ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir k ireffer gleich

o, k n-k
(2 (1-p) "

5. So weit haben wir uns beschrinkt auf Beispiele und
Aufgaben mit Bezug auf das Werfen mit Miinzen, das Ziehen
von Béllen oder Karten, usw. In solchen Fillen gibt es
Elementarereignisse, die als gleichwahrscheinlich aufge—
fasst werden kdnnen. Wir wollen aber die Resultate unserer
Theorie auch auf Fragestellungen des praktischen Lebens



. 250 -

anwenden. lenn wird es schwierig, Elementarereignisse zu
finden, die gleichwahrscheinlich sind, und deshaldb wird
eine neue Definition der Wahrscheinlichkeit zweckmissig.
Uiese Definition beruht auf der folgenden ratsache: Wenn
sich bei einer hinreichend grossen Anzahl von Fédllen her-
ausggestellt hat, dass ein gewisses Ereignis vei a% aller
Fille eintritt, kdnnen wir erwarten, dass immer dann, wenn
nur eine geniigend grosse Anzahl von F@llen vorausgesetzt
wird, 'das Ereignis bei a% dieser Fdlle eintreten wird. Wir
sagen dann, dass die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis
a% ist. Mit Hilfe von Betrachtungen mit relativen Hiufig-
keiten stellen wir einfach fest, dass fiir Wahrscheinlich~
keiten, die auf Grund dieser neuen Definition festgestell?t
worden sind, die Vollstindigkeits—, Additions- und Multi-
plikationstheoreme ihre Giilltigkeit behalten.

6. Mittels einfacher Beisgpiele kann das Thema "Stich-
proben" behandelt werden.

Beigpiel. Wir wollen mal den hypothetischen Fall betrach-
ten, dass ich anfange, kahl zu werden. Es gibt ein gewis—
ses neues Haarmittel, aber ich weiss nicht, ob ich es kau-
fen soll oder nicht. Mein Friseur behauptet, dass es in
70% der Fidlle wirkt. )

Ich entschliesse mich, die Behauptung des Friseurs zu
testen. Ich kenne zehn Leute die das Haarmittel probiert
haben und das Resultat mitteilen wollen. Ich werde diese
zehn Personen als eine gute Stichprobe aus allen Kdufern
des Haarmittels betrachten. Wenn diese Stichprobe zu wenig
Leute erfasst, die sagen, dass das Haarmittel bei ihnen ge—
wirkt hat, werde ich es nicht kaufen; im andern Fall werde
ich es wohl kaufen.

Die Behauptung des Friseurs ist:

p = 0.7 ,
wo p der Bruchteil der Kidufer ist, die das Mittel mit gutem
Erfolg probiert haben. Deshalb werde ich die Hypothese
H: p = 0.7
testen.



- 251 .

Ich werde diese Hypothese verwerfen, und also das Mit—
tel nicht kaufen, wenn X, die Anzahl der Treffer in meiner
Stichprobe, zu klein ist. Ich werde H also links-einseitig
testen,

Damit ich eine taugliche Entscheidungsvorschrift finde,
berechne ich erst einige Waiirscheinlichkeiten. Wenn H wahr
ist und wenn wir aselekt eine Person aus der Population al-
ler Ksdufer des Haarmittels herausgreifen, ist die Wahrschein-
lichkeit, dass diese Person ein Treffer ist, gleich 0.7.
Anwendung des Theorems der Binomialverteilung ergibt also
folgendes:

P(X =0) = (0.3)1% 0.000,

P(x=1) = ) 0.71%(0.3)9 » 0.000,
p(x = 2) = (19 (0.7)2(0.3)8 ~ 0.001,
P(X =3) = (1305(0.7)3(0.3)7w0.oo9,
P(X=4) = (3)0.1%40.3)5~ 0.037.

Hieraus folgt:
P(xefo, 1, 2, 3}) 7 0.000+0.000+0.001+0.009=0,010,
P(X(:}O, 1, 2, 3, 4)) =20.010+0.037=0.047.
Wenn wir also die Entscheidungsvorschrift

Verwerfe Hals X€{0, 1, 2, 3
einhalten,riskieren wir die Wahrscheinlichkeit von 0,010,
dass wir H verwerfen, wenn H wahr ist. Anders gesagt: die
Unzuverlissigkeit, @ , ist 0.010.
Wenn wir die Entscheidungsvorschrift

Verwerfe Hals X € {0, 1, 2, 3, 4}
einhalten, ista = 0.047.

Wenn ich in einem einseitigen Test den Wert vona unter
2.5% = 0.025 halten will, werde ich die erstgenannte Ent-
scheidungsvorschrift wihlen. Ich werde also die Hypothese
H: p = 0.7 verwerfen, wenn meine Stichprobe 0, 1, 2 oder
3 Treffer erfasst, das heisst, wenn 3 oder weniger als 3
von den 10 Personen segen, dass des Hearmittel bei ihnen ge—
wirkt hat.
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Nehmen wir jetzt an, dass 5 von den 10 befragten Per-
sonen erkléren, dass das Haarmittel bei ihnen gewirkt hat.
Ich werde dann die Hypothese p = 0.7 nicht v.~werfen, und
ich werde das Haamittel kaufen.

"Population Alle K#ufer des Haarmittels

VHO p = 007

Verfahren Nimm eine Stichprobe von 10 Kiu-

fern

E {0y 1, 25 ceey 10}

Art des Tests Linkg-einseitig
Entscheidungsvor— Verwirf H  fir X ¢ 10, 1, 2, 3}

schrift

Kritisch]egs Gebiet von {O, 1, 2, 3}

Graphische Darstel- |-¢—&——8—0—0—0—0—0—0—0—
lung von £ 01 2 3 456 7 8 910X

a 0.01 = 1%

7. Auf der Grundlage solcher Beispiele bilden wir eine
Theorie vom Testven von Hypothesen., Ich werde jetzt kurz
ausfilhren, wie das geschieht, ’
Wir betrachten den Fall einer Urne mit einer sehr gro-
ssen Anzahl von roten und weissen Kugeln, wobei der Bruch-
teil p der roten Kugeln unbekannt sei. Wir wollen anneh-
men, dass sich in den gegebenen Beispielen eine Methode
herausgestellt hat, die Hypothese Hy: p = 0.5 ein- bezw.
zweiseitig mit Hilfe einer Stichprobe zu testen. &g hat
sich dann ergeben, dass folgende Entscheidungsvorschrif-
ten gewihlt werden kbnnten:
a) Bei linksseitigem Testen: Verwirf K  fir X =0
oder 1.

b) Bei rechtsseitigem Testen: Verwirf H  fir X =9
oder 10.

e) Also bei beidseitigem Testen: Verwirf Ho fir X = Q,
1l, 9 oder 10,
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In den Fdllen a und b ist dann die Wehrscheinlichkeit
flir einena-Fehler nicht grésser als 0,025, im Falle ¢
nicht grisser als 0.05.

Setze ]J_% = p. bie Hypdthese Hy: p = 0.5 wird dann fir
2 =0, 0.1, 0.9 oder 1 verworfen, Auf einer horizontalen
Achse bezeichnen wir die Werte von p, die nicht mit p=0.5
vereinbar sind, durch kleine Vollkreise, dagegen die Werte,
die damit vereinbar sind, durch Nullkreise (#ig. 1).

*~——e o et o——0 - o O———————
0 0.1:0.2 0,3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0,9 1p
Fig. 1

In der gleichen VWeise kann man das Testen der Hypothese
Hy: p = 0.6 behandeln, Lenn erweist es sich, dass die snt—
scheidungsvorschriften fur eine Stichprobe mit n = 10 wie
folgt passend gewihlt werden:

@) Bel linksseiuigem Testen: Verwirf Hy fir X

oder 2.
b) Bei rechtsseitigew Testen: Verwirf H, fir X = 10,
c) Also bei beidseitigem Tesven: Verwirt H) fir X = @,
1, 2 oder 10.

0, 1

Wie eben werden nun wieder die Werte von p, die nicht
mit p = 0.6 vereinbar sind, auf einer horizontalen Achse
durch kleine Vollkreise, die anderen damit wohl zu verein-
barenden Werte dagegen durch Nullkreise markiert (Fig.2).

—r—r—e——0——0——O0——0 —O0——0- -0————
0 0. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 p

Fig, 2

8. So konnen nun auch bei den anderen Werten von p in
derselben Weise Werte von p gefunden werden, die damit
vereinbar oder damit nicht vereinbar sind. Die entsprechen—
den Darstellungen fir p = 0, 0.05, 0,10, ..., 1 bilden das
in Fig., 3 dargestellte System.

Wir derken uns nun fir weitere p-Werte die Schemata
der entsprechenden kntscheidungsvorschriften in das System



. 254 -

der Figur 3 eingezeichnet, die also durch weitere Voll-
kreise und Nullkreise vervollstidndigt wird. Vollkreise und
Nullkreise geben dann immer an, ob gewisse Werte von p und
p im Widerspruch oder nicht im Widerspruch zueinamder ste-—
hen. Die Stellen des Systems, an denen Vollkreise in Null-
kreise libergehen (die Grenzpunkte), verbinden wir durch
zwei kontinuierlich verlaufende Kurvenziige. Lurch diese

1 pe © e o o & @& o o O
095 e e e @ ® @ 0 OO
09 e 6 o @ @ @ 0O O OO
085 e ©e o e ®8 O 0 O O O
08 e e @ ® 00 OO0 OO
0,75 e © ® ® O O O 0 O ©
07 e @ e 00O 0 0O O OO
0, ,6 5 e @€ O 0O O 0O O O O @
0,6 @ @€ 0000 0 OO @
0,55 @ 0 0000 OOG ®Se
fig.3 05 @ 000 O0O0OOG® ®TEe
0,45 ® O O 0O 0O 06 0 0 @ @
04 O O 0O 0O 0O 00O @ e @
035 O 000 OO0 O e e e
0,3 O O 0 O 0 0O @ @ e ©
0,25 0O 0O 00O e @ @ 0 @
0,2 O 0O 0O 0O OC @ © @ @ o
0,15 O 0 00O @ ©6 @ © @ @
01 ©O 00O ®© ®© e ® 0 0 @
g.(ﬁ 00O ®©e @ e e ® © 0 o

P
00 020304 050607 0808 1~

Grenzkurven kénnen wir das System der Vollkreise und Null-
kreise besser iiberblicken. Sie begrenzen das Gebiet GlO‘
Dieses enthdlt auf den Geraden p = 0, p = 0ul,y ¢ee, P = 1
offenbar nur Nullkreise. Aus Fig. 4 kann man jetzt able-
sen, welche p— und p-Werte miteinander vertrdglich sind.

Beigpiel, Welche p-Werte stehen nicht im Widerspruch
zu p = 0.4%7

Lssung. Wir betrachten in fig. 4 die Gerade p = O.4.
Jeder zwischen den Grenzkurven liegende Punkt dieser Ge-
raden gibt einen Wert von p an, der mit p = 0.4 vereinbar
ist. Wir lesen als Grenzen fiir p die Zahlen 0.12 und 0.74
ab. Die gesuchten p~Werte geniigen also der Ungleichung

0.12< p < 0.74.
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09

08 7 T 4

% 17 4

0,2 g

0 [

|~
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 p
Fig, 4

Man kann jetzt leichtfolgenden Satz beweisen:
Beurteilt man die p-‘Werte mittels einer stichprobe, die aus
10 _tlementen besteht, und wendet die Methode der fig, 4 an,
dann rigkiert man eine Wahrscheinlichkeit von hichstens 2.5%,
dess man den wahren Wert von p auf Grund eines zu kleinen
(zu grossen) p-Wertes verwirft.

Aehnliche Betrachtungen kdnnen fir Stichproben, die aus
einer grisseren Anzahl von slementen bestehen, angestellt
werden. lUle entsprechenden Gebiete Gn werden Ubersicht-
lich in einem Nomogramm dargestell’, Denn kann man offen—
bar mit verschiedenen Genauigkeitsgraden auf Grund der in
den Stichproben vorgefundenen p-Werte Aussagen iiber den
zugehtrigen p~Wert machen. Dafir gilt immer, dass man bei
einseivigem Testen hicistens eine Wahrscheinlichkeis von
2.5% riskiert, dass man den wahren Wert von p verwirft.

9. Ich mSchte an einem Beispiel zeigen, welche Aufgaben
durch Anwendung der behandelten Theorie gelost werden kén—
nen.

Anwendung. Ein Tomatenziichter will untersuchen, ob eine
gewisse Kreuzungsmethode von Yomaten zum Resultat hat,
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dass 253 der Ernte aus gelben Lomaten besteht. Eine Stich-
probe von 100 Tomaten enthdlt 36 gelbe. Was wird er daraus
schliessen? Das Signifikenzniveau isv 5%.

025 A c 8

1% P
Fig. 5

Losung (Fig. 5). &s sei p der Bruchteil der Ernte, der
aus gelben Lomaten besteht. Der lomatenzichter will nach
Moglichkeit vermeiden, dass er zu Unrecht p = 0.25 annimmt.
wg ist also p = 0,25 die zu priifende Hypothese. Diese Hy-
pothese so0ll zweiseitig getestet werden.

Mit den bisherigen Bezeichnungen ist X = 36, n = 100
und daher p = 0.36. ¥Wir betrachten die Figur, in der das
Gebiet GlOO angegeben ist. Jie Gerade AB hat die Gleichung
p = 0.25. Sie schneidet den unteren Raud des Uebietes U,
in C. Der Punkt mit den Koordinaten p = 0.36, p = 0.25
liegt rechts von €, uvie Hypothese p = 0.25 wird also ver-
worfen, und der romatenziichter schliesst, dass nicht 25%
der rrnte aus gelben Llomaten besteht.

10, Uiesem Lehrga.ig kénnten noch verschiedene andere
Begriffe hinzugefiigt werden, wie zum Beispiel die Normal-
verteilung. Die Erfahrung hat uns aber gelehrt, dass der
gerade beschriebene Lehrgang schon ziemlich umtangreich
ist. Zudem glaube ich nicht, dass der Wert eines Kursus
in Statistik daher rihrt, dass er eine Vielzahl von The-
men behandelt. Der Kern des Lehrganges sollte von den =zle-
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menten einer Theorie lber das Yesten einer Hypothese ge~
bildet wevden.

Statt an eine Erweiterung des Lehrganges kinnen wir aber
auch an eine Vertiefung denken., Wir sind von der klassi—
schen Definition ausgegangen und wir haben einrach ange—
nommen, dass die hergeleiteten Regeln fiir empirische Wahr—
scheinlichkeiten ihre Giltigkeit behalten. Das wird nicht
Jedermann befriedigen, insbesondere nicht die zuklinftigen
Studenten in einer mehr exakten Disziplin, Im amerikani-
schen Buch sind wir darum anders vorgegangen., Vom anfaug
an arbeiten wir in der Hichtung einer axiomatischen urund-
legung., s wird dazu mit der Behandlung einiger elementa-—
ren Zigenschaften von Mengen und Abbildungen angefangen
und es wird der Begriff der additiven Mengenfunktion einge-
fihrt.

Eine Mengenfunktion f heigst additiv, wenn fir zwei belie—
bige lengen A und B des Definitionsbereichs von f, fir
welche AN B = ¢, gilt:

£(a U B) = f(a) + £(8).

s werden folgende Satze bewiesen:
1) £(g) = 0;
2) Wenn jedes Paar von den Mengen A1+ A5y eeey A einen
leeren Durchschnitt hat, ist
f(AlU .A.2U oo Us)) = f(Al) + f(Ag) + eee + f(An);

3) f(4 UB) = £f(4a) + £(B) - £(4 N B).

11l. Zur Vorbereitung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
wird jetzt der Begriff eines Ereignisraumes erarbeitet.
Ein Ereignisraum fir ein Verfahren ist eine Menge mit fol-
genden Eigenschaften:

1) jedes Element der Menge ist ein mogliches Resultat
des Verfahrens,

2) jede Ausfithrung des Verfahrens liefert genau ein tle—
ment der lienge.

Wir beschdftigen uns nur mit endlichen sreignisrdumen,
Die Elemente werden angegeben mit



€15 €5y eeey €pe
Ein Ereignis wird jetzt definiert als eine Tellmenge
des Ereignisraumes. Ist das Verfahren zum Beispiel das Wer-
fen mit einem Wiirfel, dann kann der Ereignisraum angege-
ben werden mit
E=1{1, 2, ..., 6},

und das Werfen einer geraden Zahl mit der Yeilmenge
A= {2, 4, 6 }

von &,

Das Nichteintreten eines kreignisses korrespondiert mit
der Komplementidrmenge einer gegebenen Menge, die logischen
Begriffe "und" und "oder" mit dem Llurchschnitt, bezw. der
Vereinigung zweier Mengen. Das alles lésst sich mit Hilfe
einfacher Beigpiele verdeutlichen, ks ergibt sich ein Pa-
rallelismus zwischen den Begriffen der Ereignisse und der
Mengen. Zum Beispiel:

Ereignisse Mengen
Elementarereignis {e } .
kreignis A tritt ein e€ A (mit ACE)
Ereignis A tritt nicht ein eg Al
breignisse A und B sind mitein- i

ander unvertriaglich ANB =9
¥enn A eintritt, dann auch B AC B

12. Jetzt sind wir so weit, dass wir eine Definition von -
VYahrscheinlichkeit geben konnen.

Nehmen wir an, eine gewdshnliche Miinze wird geworfen. Wir
sagen, dass die Chancen fiir Kopf 50-50 sind. Damit meinen
wir, dass wir keine Veranlassung haben zu erwarten, dass
die Miinze eher Kopf als Wappen fallt. In wirklichkeit wird
es nur selten vorkommen, dass in einer Reihe von 100 Wir-
fen genau 50 Mal Kopf und 50 Mal Wappen einsritt. Wir ma-
chen aber eine Annahme. Wir setzen voraus, dass die Chan-
cen wirklich 50-50 sind, und wir ordnen jedem Ereignis
eine Zahl zu, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses. Wir
versuchen nicht mittvels Experimente ein Mass fir die Wahr-
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scheinlichkeit zu finden, sondern wir nehmen eine hypothe-
tische Wahrscheinlichkeit an.

Unser Problem wird jetzt also: wie werden wir den Punk-—
ten des sreignisraumes Wahrscheinlichkeiten zuordnen? iir
werden dabei gewisse Vorschriften einhalten. Des Arbeiten
mit relativen Hiufigkeiten macht es auf der dand liegend,
dass diese Vorschriften folgende sind:

1) osP(4) <1,

2) Yie Wahrscheinlichkeiten bilden eine additive Mengen-
funktion, in solcher Weise, dass

P(E) =1 P({ey)) = 1.
Diese Definition von Wahrscheinlichkeit sieht vielleicht
ziemlich willkiirlich und abstrakt ausg, aber sie bringt zum
Ausdruck, dass die Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu
den sreignissen in der Tat willkiirlich ist und eine mathe—
matische Beschreibung des betreffenuen Verfahrens sein will.

Wenn insbesondere die den klemenvarereignissen zugeord—
neten Wahrscheinlichkeiten einander gleich sind, kommen wir
zur klassischen Definition zuriick, jevzt als beweisbaren
Satz.

13. Die im Anfang angegebenenVollsténdigkeits— und addi-
tionstheoreme sind nun unmittelbare Folgen der Wahrschein-
lichkeitsdefinition., Das Multiplikationstheorem bekommt
Jetzt in folgender Weise eine gute mathematische Grundlage,

Erst wird die "bedingte Wahrscheinlichkeit" eingefithrt.
Wir geben ein Beispiel. lian wirft mit zwei Wirfeln, ange~
geben mit den Nummern I und II. Die Resultate geben wir
an ni X und Y. Es werde gefragt nach P(X=6|X+Y>11), d.h.
nach der Wahrscheinlichkeit, dass X = 6, wenn wir wissen,
dass die Summe von X und Y mindestens 11l ist. Die Frage
nach der Wahrscheinlichkeit, dass I eine Sechs geben wird,
wenn die Summe der mit I und II erzielten Resultatenschon
bekannt ist, scheint ziemlich sinnlos. Deshalb geben wir

dem Problem folgende Bedeutung. srst betrachten wir den
Ereignisraum E (Fig. 6):
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X
y 1 2 3 4 5 6
1]o o o o (o (o
A
2 1]lo o o o o o

3lo o o o o |o

[
B
[

BoooooLoJ

E
Fig. 6

Wenn die Teilmenge A das Ereignis X + Y = 11 darstellt und
die Teilmenge B das Zreignis X = 6, nehmen wir A alg einen
neuen Ereignisraum E', und berechnen die Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses B in E'. Wir bekommen dann
P(X =6|X+ Yz11) = P(B|A) = P(ANB) in B' =
_ Anzahl der Fdlle in AN B _ 2
Anzahl der Fdlle in E!

ks ist vllig selbstverstédndlich, dass im neuen Ereig-
nisrsum E!' die elementaren Ereignisse immer noch gleich-
wahrscheinlich sind. Fiir Anfiénger ist es schwer zu verste—
hen, dass hier eigentlich ein Axiom vorliegt, speziell wenn
man an relative Hiufigkeiten denkt oder wenn man bedenkt,
dass jeder Ereignisraum als eine leilmenge unendlich vie-
ler anderen Ereignisrsume betrachtet werden kann.

Im Allgemeinen leiten wir im Falle gleichwahrscheinli-
cher Flementarereignisse eine Formel fiir P(A|B) wie folgt

ab:
_ Anzahl der Fdlle in ANB -

P(A|B) = -
Anzahl der Fdlle in B

_ Anzahl der Falle in ANB . Anzahl der Félle in B _
Anzahl der Fdlle in E Anzahl der Fidlle in E

P(B)




- 261 .

In analoger Weise kann man den Fall nicht gleichwahr—~
scheinlicher Elementarereignisse behandeln.
Das Multiplikationstheorem bekommt jetzt die Form:
P(ANB) = P(4).P(B|4).

14. Bis jetzt haben wir neben dem Additionstheorem in
der Form
P(AuB) =P(a) + P(B) - P(ANB)
noch eine gpezielle Form fiir den Fall, dass die Ereignisse
A und B miteinander unvertrédglich sind, nimlich
P(AUB) = P(a) + P(B).

Analog kdnnen wir uns fragen, ob fiir das Multiplikations-

theorem in einem Spezialfall eine derartige spezielle Form
P(ANB) = P(4).P(B)

angegeben werden kann., Um diese Frage zu beantworten, be-

trachten wir folgendes Beispiel.

Zwei Wiirfel, No I.und No II, werden geworfen, und wir
nelmen an, dass das Ergebnis von II nicht vom Ergebnis von
I beeinflusst wird. Wenn also das Zrgebnis von I z.B. 3
ist, ist flr jedes Ergebnis von II die Wahrscheinlichkeit

3.

Wir ktnnen uns aber vorstellen, dass jeder der beiden
Wirfel einen Magneten enthilt, wodurch einige Seiten der
zwel Wirfel einander anziehen und andere einander abstossen.
In diesem Fall kann es sein, dass, wenn I 3 fdllt, die
Wahrscheinlichkeit von 6 mit II verschieden ist von den
Wahrscheinlichkeiten der anderen Nummern. Es ist z.B. mo g-
lich, dass wir haben

P(wirfel IT f&llt 6| Wirfel I fallt 3) =% .
Fiir Wirfel II allein kdnnen wir immer noch haben
P(Wirfel IT fallt 6) = % .
s besteht dann folgende Ungleichheit:
P(II £81lt 6 | I £a11t 3) # P(II £&llt 6).
Die Wehrscheinlichkeit des Ereignisses
IT f&1lt 6 (Ereignis A)
hiingt also davon ab, ob das Ereignis
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I fallt 3 (Ereignis B)
eintritt oder nicht. Darum sagen wir, dass A abhiéngig ist
von B.

Im Allgemeinen sagen wir, dass A abhingig ist von B,
wenn P(AlB) # P(4). Im andern Fall sagen wir, dass A un-
abhangig ist von B. Dla

P(A|B)
gleichwertig ist mit
P(BlA) = P(B),
kann man dann auch einfach sagen, dass A und B unabhingig
sind. '

Pir zwei unabhingige Ereignisse A und B gilt jetzt die
spezielle Form des Multipliketionstheorems, denn aus

P(ANB) = P(A).P(BlA)
ergibt sich, wegen der obigen Definition,
P(ANB) = P(A).P(B).

P(4)

15. Ich bemerkte vorher, da;s wir unser Augenmerk nicht
auf die Behandlung einer Vielzahl von Problemen richten
sollten. Es konnte aber sein, dass noch Zeit zur Verfiigung
steht. Dann wirde die Normalverteilung in Betracht kommen.
Der hollandische Lehrgang behandelt sie denn auch in einem
letzten Kapitel., Wir gehen dabei folgendermassen vor.

Wir werfen 4 Miinzen und interessieren uns flr die Wahr-
scheinlichkeiten des Eintreffens der Ereignisse O, 1, 2,
3 oder 4 "Kopfe". Wenn wir den oben genan.nten Satz 4 an-
wenden, finden wir I'E’ ‘fg TG’ 1% und IE Von dieser Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zeichnen wir folgendes Histogramm
(Fig. 7).
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Der Versuch wird mit 9 Miinzen wiederholt. bas zugehorige
Histogramm ist in Abb. 8 dargestellt. Es ist so angelegt,
dass die gesamte Fliche inhaltsgleich mit der gesamten
Fléche des ersten Histogramms ist und dass die Langen der
Liniensegmente, die die einzelnen Klassen darstellen, mit
den Léngen der Liniensegmente in Fig. 7 iUbereinstimmen.
las 2. Histogramm ist also doppelt so breit wie das erste,
aber daflr nicht so hoch. Die Standardabweichung (in allen
Abbildungen durch das Liniensegment AB dargestellt) wird
darum grosser sein. Eine einfache Berechnung zeigt, dass
die Standardabweichung gleich 1 ist, wenn wir 4 Miinzen wer—
fen, und gleich-g flir 9 Miinzen,

Wir wollen die Form des 2. Histogramms so abéndern, dass
es &dusserlich dem 1. Histogramm ahnlicher wird. Die gesamte
Flédche s0ll dabei unverindert bleiben. Lie Klasse wird nun
durch ein kleineres Liniensegment dargestellt, derart, dass
die Standardabweichung in beiden Fillen durch gleich lange
Strecken angegeben wird. Das erreichen wir dadurch, dass
%Klassen die gleiche Streckenlinge zugeordnet wird, die
vorher nur einer Klasse zugeordnet war. Fig. 9 zeigt das
abgeédnderte Histogramm,

Wir konnen uns ein solches
Histogramm fiir den allgemeinen
Fall gezeichnet denken, dass
n lMinzen geworfen werden. Eine
mathematische Berechnung, die
die Schiiler leicht verstehen
kOnnen, ergibt, dass in diesem
Falle der Mittelwert ("mathe—
matische Erwartung" genannt Fig. 9.
und dargestellt durch den Buch— v
staben E) gleich #n ist und die Standardabweichung den
Wert #/n hat. #/m Klassen werden entsprechend durch die
gleiche Strecke, die vorher nur einer Klasse des 1. Higto-
gramms zugeordnet war, dargestellt, Die gesamte Fliche
801l dabei wieder unverindert bleiben und der Punkt A der

0p-2]3|4]5]6]7i8q9

e’
A, B, X
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X-Achse, der die mathematische Erwartung darstellt, seine
Lage beibehalten.

Wenn wir nun n liber alle Grenzen wachsen lassen, ist es
anschaulich klar, dass der obere Rand des Histogramms sich
einer Kurve nihert. Diese Kurve wird "Normalkurve" genannt
(¥ig. 10). Der Beweis,
dass der Grenzwert tat-
s&c hlich existiert, ist
zu schwierig fiir die
Schiiler., Wir begniigen
uns deshald damit, den
Sachverhalt durch eini-
ge Beispiele plausibel
zu machen.

i
'
1
1
:
'
I
1}
|
A B

16. Es gibt viele Mog-
lichkeiten fiir die Be-
handlung interessanter
Anwendungen der Normal- Fig. 10
verteilung. So kdnnen wir mittels eines Beispiels zeigen,
wie die moderne Physik ihre uesetze auf statistische rr-
wiégungen grindet. Auch kinnen wir die Normalverteilung
beim ‘'esten einer Hypothese anwenden. Oder aber wir konnen
sie anwenden bei einer Behandlung des uesetzes der grossen
Zahlen in folgender speziellen Form: Wirft man eine NMiinze
eine grosse Anzahl, n Male, dann ist es praktisch sicher,
dass die Anzahl der "Kopfe" in der ummittelbaren Nihe von
4n liegt. Dabei kenn man wie folgt vorgehen.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit fiir eine Anzahl
Male Kopf, X, die einerder folgenden Ungleichungen geniigt:

- E

X - 5> 150

und E
X - E< 100

E ist der Erwartungswert der Anzahl Male Kopf in n Wiirfen.
Wir betrachten erst die Wahrscheinlichkeit

(X - B> 1) = BOGE > )
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Setzen wir X-E _ A
- ?
0
und weiter
E=4%nund 5=4/1d,

dann wird unsre VWahrscheinlichkeit
P(z > 38 ).
Strebt n nach unendlich, dann auch,Iég . Die rabelle der
Normalverteilung zeigt, dess dann die Wahrscheinlichkeit
P(Z > 58) nach Null strevt.
Hieraus ergibt sich:
P(X-—E>1—83) + P(X = & <—j%o-)
strebt nach Null wenn n nach unendlich geht. Und dann haben
wir auch: E
POIX - sl ) —> 1.

Beim Anwenden der empirischen Definition von Wahrschein-—
lichkeit sind wir also praktisch sicher, dass fir eine sym—
metrische Minze, das Ergebnis, nach Abrundung, ebenfalls
4+ ist.

17. £s gibt zumindest zwei Ursachen, weshald man sich beim
Unterricht in der Statistik beschrinken muss: erstens wegen
der muthemathischen Schwierigkeiten, zweitens wegen des Um-—
fangs des Lehrstoffes. &s givt abper Moglichkeiten zur Ver-—
tiefung ohne die Grenzen des heutigen Kathematikprogramms
der htheren Schule zu iliberschreiten, So kann man das Be—
stimmen der Grenzpunkte im genannten Nomogramm in folgen—
der Weise erkléren.

In einer Population mit dem Bruchteil p der Treffer ge-
ben wir die Wahrscheinlichkeit fiir eine Stichprobe von 10
Elementen mit X freffern an mit

P(X]|p).
tine einfache Berechnung (deren Resultate in einer schon
anderweitig benutzten Tabelle vereinigt sind) ergibt:
P(0)0) =1,
P(0/0.25) = 0.75%° = 0.e56,
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P(010.30) = 0.70%° = 0.028,
2(0}0.35) = 0.65.° = 0.013,
P(0]0.40) = 0.60%° = 0.006.

Die gefundenen Wahrscheinlicnkeiten setzen wir ab gegen die
Werte von p (Fig. 11).

P
Q06 I
28 |
0% f——eee
1
]
013 '
1
0.006 i
'y 4 m A A
o 025 0.0 Q35 040 P

Fig. 11

Die Gleichung POl = Q- p)lo = 0.025
kann jetzt graphisch gelést werden. Wir finden
p = 0.31.
Hiermit ist der auf der p—Achse liegende Grenzpunkt ge—
funden. Analog finuen wir:

P(O oder 1} 0) =1,

P(0 oder 1| 0.40) = 0.60*° + 1020.40:0.60° = 0.046,
P(0 oder 1] 0.45) = 0.5510 + 100.4520.55° = 0.024,
P(0 oder 1] 0.50) = 0.50% 4+ 10-0.50-0.50% = 0.011,

2(0 oder 1| 0.55) = 0.45%0 + 10-0.55-0.457 = 0.004.
Die gefundenen ¥ahrscheinlichkeiten werden wieder gegen
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die Werte von p abgesetzt (Fig. 12).

0046

0024 j==

aon |

2004 } !
0 040 045 050 055 P

Fig. 12,
lie Gleichung

P(0 oder 1|p) = (1 - p)*° 4 10p(1 - p)? = 0.025
wird wieder graphisch geldst. Wir finden
p = 0.44.
Uies ergibt einen der Grenzpunkte der Kolonne p = 0.1.
In analoger Weigse kinnten die anderen Grenzpunkte ge-~
funden werden.

18. Wenn die Normalverteilung behandelt worden ist, kann
man noch ein wenig tiefer auf die Grenzkurven eingehen. In
unsren Figuren verbinden diese Kurven die Grenzpunkte fiir
einen bescvimmten Umfang, n, der Stichprove., beim Bestimmen
der Grenzpunkte gingen wir, fiir jedes p, von der zugehori-
gen binomialen Wahrscheinlicnkeitsverteilung aus.

Wir betrachien z.B. den oberen Grenzpunkt der Kolonne
B = 0.4 fur stichproben mit n = 10 und einen a-Fehler von
5%+ Der zugehtrige Wert Py Von p ist so bestimmt, dass fir
diesen Wert von p die Wahrscheinlichkeit fiir 0,1, 2, 3
oder 4 Irreffer genau 0,025 ist. Las Histogramm der Wahr-—
scheinlichkeitsverteilung fiir X = 0y 1, eeey 10, wenn P=py >
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hat also die Eigenschaft, dass die Gerade X = 4.5 an der
linken Seite einen 'Weil mit dem flicheninhalt 0.025 abschnei-
det.

In dem prektischen Gebrauch benutzt man meistens Homogram-
me, in welchen die Grenzkurven ein wenig verschieden sind
von den unsrigen. Sie gehen dann durch Punkte, die ein we-
nig anders bestimmt worden sind. Wir betrachven wieder den
fall n = 10, p = O.4. Zuerst ersetzt ma=n, fir jeden Wert
von p, die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir X = 0y 1, ooy
10 durch die zugehdrige Normalverteilung. Das Histogramm
wird also durch eine Normelkurve ersetzt und statt eines
peiles des Histogramms an der linken Seite betrachtet man
jetzt einen Teil der Figur unter der Normalkurve. Diese
zwei Teile haben aber nicht dieselbe Fléche, denn wegen
des kleinen Umfangs der Stichprobe ist die Normalkurve
nicht eine ausreichend genaue Approximierung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Zweitens betrachtet mun nicht den Teil
links von der Geraden X = 4.5, sondern deu Teil links von
X = 4. Die Rechtecke, welche die einzelnen Wehrscheinlich-
keiten angeben, sind aber fir n = 10 noch ziemlich breit,
und dies ergibt eine zweite ziemlich erhebliche Ungenauig-
keit. Aus diesen zwei Griinden gibt es einen betrdchtlichen
Unterschied zwischen den neuen und den alten utrenzpunkten.
¥ir n = 10, und im allgemeinen fiir kleine Stichproben, wer-
den hierdurch die neuen Grenzkurven keine zuverldssigen Re-
sultate ergeben.

Die erstgenannten Kurven haben also nicht nur den didak-
tischen Vorteil, dass ihre Sedeusung leichter zu verstehen
ist, sondern sie geben flr kleine Werte von n auch priazi-
sere Resultate. Dagegen aber haben die letztgenannten Kur—
ven die erfreuliche Zigenschaft, dass es nllipsen sind,
was man wie folgt zeigen kann.

Es sei p, ein bestimmter Wert von p = % und p, der Wert
von p der zum oberen Grenzpunkt der Kolonne p = p, gehort.
Wir betrachuen die Normalverteilung fir p = p,. Die Ge-
rade X = np, schneidet von der Figur zwischen der Normal-
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kurve und der X-Achse einen Peil ab, dessen tldche 0,025
ist. Lie z-Koordinate dieser Geraden ist -1,96. La fiir
diese Wahrscheinlichkeitsverteilung gilts

E = np, und ¢ = ano(l - PO) ’

folgt aus der Beziehung

X-F _,,
- :
X - np
S - -1.96,
\/npo(l—po)
was ergivt
2o ~ Py
‘ = -1.96,
Py 1- Po
n
5 Pall-p,.)
oder (2, - po)z = 1.962-—9—37—9— .
Setzt man 1.962 _ 2
n - 9,

dann geht die gefundenc Relation, nach Weglassung des In-
dexes, iliber in
22 - 2pp + p2 - k2p —-k2p2,

oder g? - 2pp + (l+k2)p2 - k2p = 0.

Dieses steilt aber eine Ellipse dar, wegen
4 - 4(1+k2) = —4x2 < 0,

Fir p = O bekommt man p = 0 als Doppelwurzel, fir p = 1
gleichfalls P = 1. Dde =llipse hat also die Geraden p = O
und p = 1 als rlangenten.

Die Gleichung der Ellipse erméglicht das Bestimmen der
Grenzpunkte mittels einer Berechnung, wenn die Anzahl der
Pfreffer in einer Stichprobe gegeben ist.
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MATHEMATISCHE FORSCHUNG UND DIDAKTIK DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
von-
A. Engel
(stuttgart)

Einl eitung

Die Grundlegung wichtiger mathematischer Ideen muss so
frih wie méglich erfolgen. Die gilt besonders fir die Un-
tersuchung zufélliger Erscheinungen. Die Wahrscheinlichkeits-~
theorie (We) ist der vielseitigste “weig der Mathematik und
erfordert die Einflihrung einer grossen Zahl neuer und unge—
wohnter Begriffe. Der Schiller braucht Zeit, um mit ihnen ver—
traut zu werden. Daher muss die WT organisch in den Lehr—
stoff eingeschmolzen werden. Sie wird dadurch allgegenwir~
tigvon der ersten bis zur letzten Klasse. Nur so geht das
statistische Denken unter die Haut. Der wichtigste Teil der
Arbeit wird in den drei ersten Jahren der hdheren Schule
geleistet. In Deutschland sind dies das 5. big T. Schuljahr.
Die Schiler sind dabei 11- bis 13-jghrig.

Der Schiller hat keine anschauliche Vorstellung von den Be-
griffen, die der W9 zugrunde liegen. Daher igt ein propideu~
tischer Kurs unerlésslich. Hier muss der Schiiler an einfa-
chen Beispielen und vielen Experimenten die Begriffe und Me-
thoden der WT erleben. So wird ein anschaulicher Hintergrund
fir die abstrakte Theorie geschaffen, die im 8. Schul jahr
einsetzen kann. Der Zufall {ibt auf den Schiiler einen unge-
wohnlichen Reiz aus. Daher gelingt es in kurzer Zeit tief
in die WT einzudringen.

Eine wesentliche Aenderung des Stoffplans ist dabei nicht
einmal ndtig. Die Grundbegriffe der Mengenlehre sind aller—
dings unentbehrlich, Sonst brauchs man nur die Aufgaben zu
andern. Das Aufgabenmaterial fir diese Altersstufe zeichnet
sich durch grosse Ideenarmut aus. ©s stemmt zum Teil noch
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aus altbabylonischen Tempelschulen. Die teilweise Aus—
wechslung dieser Aufgaben durch Probleme kombinatorischen
und wahrscheinlichkeitstheoretischen Inhalts bedeutet einen
grossen Gewinn.

Auf den folgenden Seiten unterbreiten wir genaue Vor-
schldge fir das 5. bis 7. Schuljahr und erldutern sie an
markanten Beispielen.

5. Schul jehr

Gegen Ende des Jahres sollten die Schiller mit den Begrif-
fen Menge, Teilmenge, Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment beziiglich einer Grundmenge vertraut sein. Dann kann man
mit der Kombinatorik beginnen, verwendet aber gleich die
Sprache der WT.

Man wirft eine Miinze. Sie kann auf zwei Arten fallen:

a) Wappen. Stattdessen sagt man "F e hl sc hlag" und
schreibt O. b) Zahl, Stattdessen sagt man "Er fo 1l g"

und schreibt l. Durch diese Sprachregelung wird die Miinze

zu einer Ziffernquelle. Sie erzeugt binire Zufallsziffern
mit denen man jeden noch so komplizierten s1:ochas‘t:isc:hen1S
Prozess nachahmen (simulieren) kann. Darauf wird spédter ein-
gegangen. Dieser Ziffernquelle kan man eine Stichprobe ent-
nehmen, einen bindren Ziffernblock.

Man betrachtet einen Versuch: Die . T ot
Miinze wird viermal geworfen und das S - s2 ) S
Ergebnis notiert. Das Versuchsproto- el
koll ist ein Zettel, auf dem eine S Y
vierstellige bindre Zahl steht, z.B.

0100. Vie Menge S aller msglichen Aus— Fig. 1

félle des Versuchs nennt -~ man Stich-
probenraum. Fir den Schiiller ist das einfach eine Zettelmenge,
die in einer Schachiel oder Urne (Fig. 1) untergebracht ist.

1) Stochastisch heisst zufdllig.
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Die einzelnen Zettel nennt man Stichprobenpunkte s. Zine
Teilmenge AC S nennt man Ereignis. In bekennter Weise wer-
den die Begriffe Gegenereignis K‘: S\4, sicheres Ereignis
S, unmtgliches Ereignis ¢ und die Ereignisse AUB, ANB
eingefiihrt. Dies ist fiir den Schiller nur eine neue Redewei-
se flir bekannte Begriffe der lengenlehre.

Jetzt studiert man die Anzahlfunktion n liber den Teil-
mengen von S, Die erste Frage lautet: Wieviel Zettel ent—
h#lt S? Diese Frage wird durch Sortieren der Zettel nach den
einzelnen Ziffern beantwortet, was auf ein Baumdiagramm
fihrt (Fig. 2). Nun werden verschiedene Ereignisse definiert
und ausgezdhlt. Hier muss man sich vor dem altbabylonischen
Geigt hiiten. Es ist nicht gleichgiiltig welche Ereignisse man
untersucht.

0\1<14

Pig. 2

Welche Ereignisse sind denn wichtig? In der WT betrach-
tet man reelle Zahlenfunktionen auf dem Stichprovenraum S,
also Abbildungen von S in die Zahlengerade R. Solche Funk—
tionen heissen zuf#llige Variable. Sie werden traditionell
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mit grossen Buchstaven X, Y, Z usw bezeichnet. Es sel

s —> X(s) eine solche Funktion. Dann interessieren vor al-
lem Ereignisse von der Form X=r, X<r, a<X<b usw. Dabel
versteht man z.B. unter dem Ereignis X=r die lMenge aller
Punkte von 8, in denen die Funktion X den festen Wert r
annimmt, d.h. die lenge {se SI X(s)=r} . Wenn man dies von
der ersten Stunde an beriicksichtigt, kann man viel Zeit ge-—
winnen. bian wird auch davor bewahrt sinnlose Aufgaben lber
Karten, Urnen, Yirfel und Miinzen zu ldsen.

In unserem Beispiel (Fig. 2) ist S die Menge aller vier—
stelligeun bindren Zahlen. Die Ziffern eines Punktes s nen-
nen wir Zl,Zz,Z3,Z4. Die sind zufallige Variable, die nur
die beiden Werte O und 1 annehmen kdnnen., Solche Funktionen
heisseun Indikatoren. Sie spielen spater eine grosse kolle.
Noch wichtiger ist dle wuerswmenfunktion u:"‘l+z2+z3+z4.
vie gipt die Anzahl der rrfolge in vier wiurfen an. Man
petrachtet jeiuzt Sreignisse wie

Zgl, 2=INZ,=0, & =lUZ,= 0, Z;= INZy= 1, Q=2, <3, lsu<4

und lasst die Anzahl ihrer blemente ermitteln. Das Ereig—
nis Z;=1 ist die llenge aller Punkte (4-stelligen bindren
Ziffernolscke), die mit 1 beginnen. Daher ist n(Zl=1)=8.
Q=2 pesteht aus allen Punkten miv der Quersumme 2. Also
ist n(Q=2)=6. In kurzer Zeii ldsen die Schiiler Dutzende
solcher Aufgaben im Kopf.

Ich pesprecie noch einen zweiten Versuch: Ein Wirfel wird
zweimal geworfen. S Desteht hier aus 36 Zahlenpaaren (X,Y)
und jedes Ergebnis wird als Gitterpunkt dargestellt (Fig.3).
Lann werden Ereignisse definiert und die Anzahl ihrer nle—
mente bestimmt, z.B.

X=2,X<3,X=2U7Y=3,
X<5Ni<5,¥Y=X+1,
Y<X, 4< X+ Y<K 8,
¥ichtig ist hiér die Augensumme Q=X+Y und die kreignisse
Q=r (r=2,3,4450.+,12). In der Fig. 3 ist das xreignis Q=7
eingerahmt.
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Die Schiiller losen diese
Auf gaben mithelos im Kopf.

Sie werden mit dem Gitter GC\\

vertraut. Der Funktionsbe- 'rs N

griff wird vorbereitet, Un- \ \

gleichungen werden geiibt, fiir 4 \\\

die Koordinatengeometrie wird ; 3 \\\
Vorarbeit geleistet. Alle 2 N N
Mengenoperationen werden ein- ~ |2 AN
gelibt. Higr tritt ganz zwang- \\3)
los der Begriff des Produktes L A =
von Mengen auf. Denn der na- 1. Wurf

tirliche Stichprobenraum fir
einen wiederholten Versuch
igt ein Mengenprodukt. Z.B5. gehért zum einivachen Miinzenwurf
der Raum S= iO,l} und zu 5-fachen Wurf der Produktraum
SxSxSxSxS = ss. Diese letzte Mengenoperation riihre ich nicht
explizit ein, obwohl dem nichts im Wege steht.

Welche Punkte haben es leichter zu erscheinen? Die Schii-
ler machen 360 Versuche. Die Ergebnisse werden in der Fig.3
eingetragen. Es zeigt sich, dass die gleiche Augsicht (Chan-
ce) besteht, auf irgendeinem der 36 Punkte zu landen., Wenn
die Bruchrechnung schon da ist, kann man gleich das Wetten
auf das Eintreffen von Xreignissen einfilihren und die Gewinn—
chancen ausrechnen lassen.

Ein sehr wichtiger Begriff ist die zufullige ("gerechte")
Auswahl eines Elementes aus einer lenge. lie Klagse habe
32 Schiller mit den Nummern 0,1,2,...,31. Jeder kennt seine
Nummer. Der Lehrer hat eine Tafel Schokolade in der Hand,
die verlost werden soll. Wie kann man das gerecht machen?
Man ldsst eine Miinze entscheiden. Es wird ihr eine finf—
stellige Stichprobe entnommen, z.B. OllOl2 = 1+4+8=13.

Dies ist die Nummer des gliicklichen Gewinners im Zweier—
system. Ist eine Minze unparteiisch? Mit einem Wiirfel geht
die Auswahl schneller. Zwei Wiirfe genligen, um einen von
hochstens 36 Schillern auszuwihlen., Deutet man die "6" alsg

Fig, 3
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nOn, so ergibt ein Loppelwurf eine zweistellige Zahl im
Sechgersystem, z.B. ‘216=l+12=13. Ein Schiiler der Schule
801l ausgelost werden. Darf ich zuerst die Klasse und dann
in der Klasse den Schiiller auslosen? Nein! Denn die Klassen
haben ungleiche Stérke.

Ein Punkt der Tafel soll
zufdllig ausgewdhlt werden.
Wie macht man das? Zwei Schi-

ler werfen je eine Miinze. Es
ergeben sich zwei Ziffernfol-—
gen, Z.Be

x = 1101010101...

y = 0110000011...

Da x mit 1 beginnt, wird die
linke Halfte der Tafel aus—
geschieden. Die Anfangszif-
fer O bei y bedeutet, dass
vom Rest der Tafel die obere Halfte ausgeschieden wird usw.
Die beiden Ziffernfolgen bestimmen die Intervallschachte—
lung der Fig. 4. las Zugsammenschrumpfen auf einen Punkt ist
sehr eindrucksvoll. Wenn die vezimal darstellung schon be-—
kannt ist, kann man x und y als bindre Koordinaten des Git-
terpunktes (0,1101.../0,0110...) deuten. Um einen Punkt

im Zimmer auszuwahlen, werden drei Minzen oder Wirfel ge—
worfen.

Der Schiller bekommt so ein Gefinl fir die Gleichvertei-
lung, und er wird mit Zufall sziffern vertraut. Begriffe
wie reelle Zahl und Intervall schachtelung werden vorbe—
reitet. Spater wird so die Poigson-Verteilung simuliert.
Vor allem sber lernt er: will man eine zufdllige Auswahl
treffen, dann muss man die Objekte durchnummerieren und
die Nummern durch Zufallsziffern auslosen.

Nach diesen Vorbpereitungen wird der Schiller in die
schwierige Kunst des Zéhlens eingefiihrt. Er verwendet da-
bei zwei einfache Zahlprinzipien:

a) Das Zihlen erlaupter Wege in gerichteten Graphen (die

Fig. 4



- 277 -

Surmenregel). Beispiel: Lie Fig. 5 stellt ein Sysiem von
Einbahngtrassen dar. Wie-

viel wWege fiihren von S

(Start) nach Z (ziel)? 1 3 8 21 55 Z
“ie Anzahl der mdglichen g
Wege zu den einzelnen '
Kreuzungen lassen sich
rasch ermitteln und in
die Figur eintragen.ss Fig.5. Der riponaccigraph
sind die Fibonacci-Zahlen.

D) Am wichtigsten ist die trundregel des Zunlens (die Pro-
duktregel). Gegeben ist ein Versuch. Man mdchte die zanl
der moglichen Ausfalle (Versuchsprotokolle) bestimmen. Ein
Versuchsprotokoll ist in der Kegel eine Zgichenreine. wenn
man eine Zeichenreihe aufschreibt, muss man eine rolge von
kntgcheidungen treffen., Fir die ley2¢yee., r. sntscheidung
gebe es 03055 eeyn, Moglichkeiten. Dann gibt es insgesamt

> > >

S1 2 5 13 34

nj.n, sD3ec.on, verschiedene Versuchsprotokolle.

Diese Regel wird jetzt an zahlreichen Beispielen einge-
Ubt. Ingbesondere lost man folgendes Problem: Auf wieviel
Arten kann man einer Menge von n Elementen eine geordnete
Stichprobe (xlrxz,...,xr) von r Elementen entnehmen? Die
Grundregel liefert sofort die Antwort

n!

n(n-1) (n~2) . .. (n-7+1) = =T

Flir n=r erhdlt man die Anzahl der Permutationen von n ver-
schiedenen Elementen., Die Grundregel beriicksichtigt die
Reihenfolge der Zeichen.

6. Schul jahr

Man geht jetzt von geordneten zu ungeordneten Stichpro-
ben {xl,xz,...,xr} Uber. Es wird also folgende Aufgabe ge—
lést: Gegeben ist eine Menge mit n Elementen. Wieviel Teil-
mengen mit r Elementen hat sie? Die gesuchte Zahl wird (n)
bezeichnet. Zur Einfiihrung betrachtet man folgenden Ver—
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such: Eine Miinze wird 10mal geworfen. Der Stichprobenraum
S ist hier die Menge aller 10-stelligen biniren Zahlen.
Dieser Versuch ldsst sich anschaulich als eine "I r r -

f ahr t" im Koordinatengitter deuten. Man startet im
Ursprung. Bei O (Wappen) geht man einen Schritt nach rechts
und bei 1 (Zahl) einen Schritt nach ovben. Ein Versuchs-
ergebnis, z.B. s=0010111011 ist dann einfach ein Weg im

zZ
1

1 10

45

36
28| 84
21| 56126
15] 35 70126
10| 20§ 35| 56| 84

10

252
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10

3 s 6] 7| 8] 9
, N
1

11 1
Fig. 6
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s
-
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-
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Gitter, der in (0|0) beginnt und auf der Geraden x+y=l0
endet. Uie Anzahl der Wege zu den einzelnen Gitterpunkten
lasst sich von (0|0) aus leicht auszéhlen und eintragen.
Jede Zahl ist offenbar die Summe aus ihrem linken und un-
teren Nachbar. Man erkennt das Pascaldreieck. Jetzt wird
die Quersummenfunktion Q untersucht. Alle Wege mit glei-
cher Quersumme enden im gleichen Punkt., Das Ereignis Q=6
besteht z.B. aus allen Wegen von (0|0) nach (4|6). Also
ist n(Q=6)=210. Sind alle 21°= 1024 Wege gleichberechtigt?
Man lidsst die Schiiler insgesamt 1024 Versuche machen und
erhdlt die Bestdtigung. Die Versuchsprotokolle werden auf-
bewahrt. Sie enthalten 10 240 bindre Zufallsziffern, die
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man spater dringend braucht. Jeder Schiiler muss im Laufe

des Jahres ein Heft mit Zufallsziffern fiillen.

Jetzt kann die Kombinatorik fiir die gesamte Schulzeit ab-
geschlossen werden. lMan beweist die Gleichwertigkeit der
folgeziden vier Probleme:

1) Wieviel Wege filhren im Gitter von (0]0) nach (n-r|r)?

2) Wieviel -n—-stellige bindre Ziffernfolgen mit der wuer—
summe r gibt es?

3) Wieviel Teilmengen mit r Elementen hat eine Menge mit n
Elementen? (ungeordnete Stichproben!)

4) Von n Personen sollen r im Zimmer Nr. 1 untergebracht
werden und die restlichen n-r im Zimmer Nr. 0. Auf wie-
viel Arten geht dies?

Mit der Grundregel wird bewiesen, dass die Anzahl der
Moglichkeiten jedesmal (;_1) = m%l'_—r-)—l- betragt. Dieses
Lrgebnis muss griindlich eingeiibt werden.

Sobald die Schiiler das Bruchrechnen gelernt haben, wird
man mit naiver Wahrscheinlichkeitsrechnung anfangen. lian
beschrinkt sich auf endliche Probleme, die am Baum und Git-
ter geldst werden., Dabei verwendet man die Begriffe Zu.falls-
grosse und Mittelwert.

1l. Beispiel. Panzerschlachten.

Zwei blaue Panzer treffen auf einen roten Panzer. Das
nichste Opfer kann dann ein blauer oder ein roter Panzer
sein, Yie entsprechenden Chancen seien 1/3 und 2/3. Wie
gross sind die Siegeschancen der beiden Seiten?

Man zeichnet den Baum aller moglichen Schlachtverliufe
mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsbelegung (Fig. 7).
Man denkt sich vie—
le solche Schlach-

1 1
ten duchgefoch?en. 2“ 3 — 1)1 7 01
Welcher Bruchteil 2] 1
B (R) der Schlach— 31 '21
ten endet mit dem 2|0 10

Sieg von Blau (Rot)?
Die Anzehl der iiber— Fig. 7
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lebenden Panzer ist eine Zufallsgrisse, welche die Werte
1 und 2 annehmen kann, Welches ist der Mittelwert oder
Durchschnittswert X dieser zufdlligen Variablen? Dem
Baum entnimmt man

=33 _1 =2,311_2 =

R=35=3,B=5+33=¢, R+B=1,
$-171,21.:2 2
T=gl+gl+i52=13

Jetzt werden 300 bis 400 Schlachten mit dem Wiirfel durch-
gefochten und die Ergebnisse mit der Rechnung verglichen.
Denn wird der Kempfwert eines roten Panzers auf das 2-,
3— und 4-fache erhcht. Erst dann werden die beiden Seiten
annshernd gleichstark (dies ist das bekannte N2-Gesetz
von Lanchester). Nach dem Ende der Schlacht taucht ein
zweiter roter Panzer auf. Wie sind jetzt die Siegeschan-
cen? Der Fig. 8 entnimmt man

1.1 1 1
R='g+§+'r2=§‘8.

22|1—]5-1| 1i»o|1io|2

1 1 1 31 2| 1 _12_
oholqu}-zmlzm 1710 2511 —Zw0 |1
ot g

110
110 2[0
Fig. 8

Man lédsst jetzt 4 Panzer gegen 3 oder 2 antreten. Der
vollstindige Baum bedeckt eine ganze Heftseite und es mis-
sen umfangreiche Bruchrechnungen durchgefiihrt werden, was
ja einer der Hauptzwecke dieser Aufgaben ist. Das ndchste
Beispiel ist viel anspruchsvoller.
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2. Beispiel. Der gestorte Nachrichtenkanal.

Ein sog. bindrer symmetrigcher Kanal kann die Zeichen O
und 1 libertragen. Wegen de® Anwesenheit von "Gerdusch" wird
manchmal eine gesendete 0als 1 empfangen und umgekehrt. Die
Fehlerhdufigkeit ist in der
Fig. 9 angegeben. Am anderen
Ende der Leitung wartet man 4

. . 0 5
auf meine Anweisung.Je nach— << 0
dem ich O oder 1 sende, wer- 5
den zwei verschiedene Ent—
scheidungen getroffen. Eine 1 —5
Fehlent scheidung hat schwer— 4
wiegende Folgen. Ich sende
daher 00000 statt O und .
11111 statt 1. Der Empfén- Fig. 9
ger kann dann 32 verschiedene Nachrichten empfangen, Bei
der Deutung trifft er eine Mehrheitsentscheidung. a) In
wieviel % aller Fdlle ist die Entscheidung richtig? b) Uie
Uebertragung eines Zeichens kostet 1 M, eine Fehlentschei-
dung 1 OCO IM. Wie oft muss das gesendete Zeichen wieder—
holt werden, demit auf die Dauer der Verlust am kleinsten
wird? Es handelt sich hier um Beispiele zur binomischen Ver—
teilung. Die Uebertragung wird als eine Irrfahrt im Gitter
gedeutet. Gedanklich macht die Lésung den Schiilern keine
Schwierigkeit. Dagegen ist die Rechnung bei b) so umfang—
reich, dass sie nur in Gemeinschaftsarbeit vewdltigt wer—
den kann, Bei a) ergibt sich leicht 94,208%. Fir b) lautet
die Issung 15 Zeichen (Tabelle 1).
Anzahl der

gesendeten
Zeichen

Durchschnitt—
licher Ver-
lust in IM

5 7 9 11 13 15 17

62,92 40,32 24,75 22,65 20,00 19,24 19,58

7. Schul jahr
Die Monte-CarloeMethode. Die Monte-Carlo-Methode ist

experimentelle Mathématik. Wenn ein Problem fiir eine rech-
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nerische Losung zu kompliziert ist, dann wird es simuliert.
vurch n Versuche erh#dlt man die Losung mit einer Genauig-—
keit von der Urossenordmung 1//m . Fir die Monte-Carlo-
liethode braucht man einen Rechenautomaten und eine wuelle
von Zufallsziffern. Der Rechenautomat ist die Klasse selbst.
Sie kann oft in 2 bis 3 Minuten 1 000 Versuche anstellen.
Damit hat man die gesuchte Zahl auf ca 3» genau. Leider ist
die Auswertung der Versuche zeitraubender.

Quellen fir Zutallsziffern sind liinze und wurfel, leider
im “weier— und Sechsersystem. Die Schiiler hapen schon einen
grossen Vorrat dieser ziftern gesammelt. Jeizt werden sie
genauer untersucht. Vie Schuler mussen zwel vinge erkennen:
a) Alle Ziffern kommen ungefanr gleich oft vor.

) Alle zitfernblocke gleicher Lange kommen ebenfalls unge—
fahr gleich oft vor.

Um lastige Umrecnnungen zu vermeiden, legen sich die Schu-
ler nocn eine Tafel im Zehnersystem an. Nebenbei bemerki givt
es keine mathematischen oder physikalischen Vorrichtungen,
die Zufallsziffern erzeugen. it diesen Zufallsziffern wer-
den zahlreiche Probleme experimentell geldst. Ler grissie
Leil der Probleme wird auch rechnerisch behandelt (teils
vor, teils nach dem kxperiment). rheorie und srfahrung wer—
den miteinander verglichen., Jer Begriff ‘der zuf&lligen Va-—
riablen, ihres littelwertes und ihrer Verteilung nimmt jetzt
eine zentrale Stellung ein. Im ersten Halbjahr studiert man
einfache endliche Probleme. Sobald die Schiiler lineare Glei-
chungen mit einer Unbekannten lésen kdnnen, geht man zu ab-
zéhlbaren Stichprovenrdumen lber.

1. Beispiel. (Hier wird die rechnerische L¢sung nicht

versucht. )

In einen kleinen Hafen sind in 100 Tagen 300 Lastschiffe
eingelaufen. auf die Riickseite der Yafel schreibe ich die
Ainzaehl der iage, an denen 0,1,2,3,4,5,6,7,8,... Schiffe an-
gekommen sind. Dann werden die Schiiller aufgefordert heraus—
zufinden, was auf der Riickseite der Tfafel steht. Das Ein-
laufen der Schiffe wird simuliert und das zrgebnis mit den
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beobachteten Zahlen verglichen., Geleitziige sind in Frie-
denszeiten nicht lblich, Ankiinfte der Schiffe aus ver—
schiedenen Hifen sind praktisch unabhangig voneinander. la-
her nimmt men an, dass die Schiffe zufillig ankommen. han
verwendet die Tafel mit Zufallsziffern zweistellig und eni-
wimmt ibr 300 Ziffernpaare, welche die Nummern der Tage
angeben, an denen das betreffende Scuifi aukam, Idie Deov—
acnteten werbe und die durch simulieren gewonnenen iwertge
stimmen in der negel ausgezeichned Uberein.

2. bBeispiel. Ein Spiel.

In der Fig. 10 steht auf dem Feld 1 ein Spielsvein. sei
"Zahl" darf er ein Feld vor-
riicken und vei "Wappen" muss
er sofort nach dem Feld Nr.
1 zuruck. wieviel wirfe
braucht man im Mittel, um Fig, 10
das Feld Nr. 5 zu erreichen? .

Fir den gesuchien Mittelwert x entnimmt men dem saum
(rig. 11) die Gleichung

x= %(x+l) + %(x+2) + %(x+3) + ]:_-Lg(x+4‘) + %.4

x = 30.
Solche Autgeben 1
kann man sich in be- 1 Z 2 '}'3 % 4 % 5
liebigen Mengen und
in faszinierender 2 2 % %
Vielfalt ausdenken.
Sie konnen viele
geistlose Textauf—
gaben ersgetzen, die Fige 1%
auf Gleichungen fiihren,

3. Beispiel, Irrfahrten von Kéfern auf reguléren Kdorpern
und von Ratten in Labyrinthen.

Ein Kéfer "irrt" auf den Kanten eines Wirfels. Um eine
Kante zuriickzulegen, braucht er eine Minute. Wenn er an ei-
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ne mcke kommt, dann wdhlt er auf gut Glick eine der von
dieser Zcke ausgehenden Kanten und kriecht auf ihr weisver.
2r startet in S. In 2 ist eine Lbsaugvorricht angebracht.
Sobald er nach Z kommt, wird er "absorbiert" und gilt als
4ot. Wir mochten gerne wissen, wie lange der Kéfer lebt.
Aver die Lebensdauer X des Kéfers ist eine zufdllige Vari-
able, welche die Werte 3,5,7yees,2n41, ... Linuten annehmen
kann. Wie hiufig nirmt die Grésse X ihre moglichen Werte
an? Welchen VWert nimmt X im Ilittel an? Die Schiler machen
daheim 1 000 Versuche. Sie legen auf den Punkt S eine Min-
ze (Kéfer). Dann erzeugen sie mit dem Wirfel einen "zZif-
fernwurn", oder sie entnehmen ihn einem Heft mit Zufalls—-
ziffern. Diese Ziffern dirigieren den Kéfer nach Z. Die Kan-

0
2 34 32 1
56 56 1 !
3% 3
1
1 2 0/ -Z
2| © 2 |2 Ny
1
S 9 3 2
9 34 3 — 2
56 3
1 2 2 "
Fig. 12 Fig. 13

ten in der Fig. 12 sind beziffert. An jeder Zcke entschei~-
det der Virfel auf welcher Kante es weitergeht. In der
nichsten Stunde geht eine Liste um, in der die Schiiller ihre
Ergebnisse eintragen. Gleichzeitig wird das Problem rech-—
nerisch pehandelt. Die acht moglichen Zustinde des Kéafers
werden in vier Klassen eingeteilt, Jje nach dem Abstand von
S. Die durchschnittliche Lebensdauer in O sei x. Im Zu~
stand 1 ist sie dann x-1. Dem Baum der Fig. 13 entnimt

man die Gleichung . _ %(2+x) + %(3+x—1) + -%.3
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mit der Losung x = 10. Die theo- 1
retische Hiufigkeitsverteilung 1 ‘;‘
der Zufallsgrisse I ergivt sich

leicht aus der ¥ig., 14. s igt 21 2

T 3
P 2. 7\n
P{X=2n+1) = S(L)
T 5

1

N =1,2,3y00e 3

Jetzt werden die Versuchsergebnisse :;O

der Schiiler mit den theoretischen

) Fig. 14

Werten verglichen, vie Ueberein-
stimmung ist in der Regel gut. +“ie Tabelle 2 zeigt die Zr—
gebnisse eines Schillerversuchs.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 910 >10

peobachtete Hiu— B .
figkeit von X=2n+1l | 225 167 140 99 71 58 42 49 34 27 88

theoretische Hau—

figkeit 222 173 135 105 82 63 49 38 30 23 81
2™ 1000
iabpelle 2

Die mittlere Schrittzahl betrug in diesem Fall 10,12.

4. Beispiel. wvie Qualitdtskontrolle. uUer rolgeTesT von
4. dWald. Vies ist ein sehr inhaltsreiches seispiel, das
eine Vielzahl wichtiger Deutungen zulisst. Seine vollstin—
dige Erledigung gelingt erst im 10. und 1l. Schul jahr.
Yine Fabrik stellt zwei Arten von Urnen her:
a) Weisse Urnen. Sie enthalten 3 weisse und 1 schwarze Ku—
gel.
b) Schwarze Urnen. Sie enthalten 3 schwarze und eine weisse
Kugel.

Jede Urne hat oben ein Fenster, in dem bei Schiitteln ge—
nau eine Kugel sichtbar wird (Ziehen einer Kugel mit Zu~—
rucklegen! ). Beim Sortieren der Urnen macht man eine Folge
von Ziehungen. In Fig. 16 geht man bei einer schwarzen
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Kugel einen Schritt nach rechts und dei einer weissen ei-
nen Schritt nach oben. Sobald man vei dieser Irrfahrt auf
die Gerade y=x+3 (y=x—-3) stdsst, wird die Prifung abge-
brochen und die Urne als weiss (schwarz) deklariert. Wie—
viel % der Urnen werden falsch sortiert?

Losung.

Wir betrachten weisse Urnen. Vie Gitterlinien werden
als ein Rihrensystem gedeutet, durch welches Urnen strimen.
in jeder Kreuzung gehen rund 3/4 nach oven und 1/4 nach
rechts. In einem oberen Punkt kommen daher immer 27 mal
mehr Urnen an, als im entsprechenden unteren Punkt. Des~
halb werden 1/28 = 3,57 aller Urnen falsch sortiert.

Die Priifdauer X einer Urne ist eine zufidllige Variable,
welche die Verte 3,5,7,... annehmen kann. Die Verteilung
von X liésst sich leickt ermitteln. Es ist

P(X=2n41) =% (%)211 n=l, 2,3;c..

Die Schiiller sind vor allem besorgt, dass eine Priifung kein
inde findet. Diese Besorgnis lésst sich an Eand der Vertei-
lung leicht zerstreuen. Lange Priufzeiten kcimen seir oel-

ten vor, Vie mittlere Frifdauer 5? koénnen die Schiller noch
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nicht perechnen, da sie Gleichungen mit mehreren Unbekenn—
ven noch nicht lusen konnen,

Daneven laufen ununterbrochen 'statistische Zrhebungen.
Die Schiller studieren die Statistik der Unf&lle, Geburten,
wodesfidlle, Selvstmorde, die Herkunftsorte der liinzen, die
Verteilung der Geburistage aut die einzelnen Ilonate. Ist
die Selbstmordrate vom Luftdruck abhingig? Jeder Schiler
zzhlt den snteil der VY unter 100 Autos. Individuell schwan—
ken die Prozentsatze stark. Dann ldsst man je 2,4,8,16,32
Schiiler ihre Verte zusammenfassen. vie Schwankungen nehmen
ab. e IGittelwerte stabilisieren sich.

In den Beispielen Nr. 2,3,4 handelt es sich um Versuche
mit unendiichen Stichprobenrizumen. Bei der Serechnung der
idttelwerte haben wir auf listige Art unendliche reihen
summiers, pei der Kuferaufgabe z.so.

Z 2n+l ‘-7‘ =

as Verfahren klappt nur, wenn die Reihen konvergieren. bian
kann jetzi den Schiilern unendliche Stichprobenraume ver—
leiden, indem man sie mit Zu.fallsgr'dssén konfrontiers, die
keinen idttelwert besitzen, vie Schockwirkung, die von die-
sem kriebnis ausgeht, macht sie dann reif filir einen exakten
Zufpau der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie sind dann auch
pereit, sich auf endliche Rdume zu beschriénken, wo es keine
pose Ueberraschungen gibt.

Belispiel. Die "Paradoxie" von Petersburg.

Bei einer Spielbank darf man eine linze werfen. Wenn
"Zahl" zum ersten lial beim 1., 2., 3., ... urf erscheints,
gewinns man 2, 22, 23’,... M. Wie gross ist der mittlere
wvewlnn je Spiel?

Lie Ilasse macnt ein Experiment. Jeder spielt eimmal und
notiert seinen Gewinn. s ergibt sich der Iiittelwert 10,84
IM. DMan lasst das Spiel wiederholen. wer neue Littelwert
ist 15,35 IIl. vie ungewdhnliche Schwankung Uberrascht. lann
macht jeder 10 Spiele. Der Littelwert flr die klasse ist
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78,03 IM, eine gewaltige Ueberraschung. uie Sache wird un-
heimlich. nausaufgebe: Jeder macht daheim soviel Spiele

wie er kann. In der nichsten Stunde wird der Mittelwert aus-
gerechnet: 5 175,50 IM. Linigen Deginnt es zu dammer.i. ver
Iittelwert stabilisiert sich nicht. =zr lé@uft davon. .Johin?
Die Rechnung fihrt fir den lilttelwert x auf die Gleichung

X =%.2 + $.2x oder x = 1l+x,

welche keine Losung vesitzt. Der Iittelwert existiert nicht!
Wias heisst das? Jetzt wird gezeigu, dass der Mittelwert un—
endlich ist. uas schnelle Wachsen der Mittelwerte Uberrascht
auch den Lehrer. sber nicht alle iilinzen sind gut.

Jiir fassen zusammen: oin propiddeutischer Xurs ist uner-
lasslich! bie Schiler lernen dabei die Sprache der Wehr—
scheinlichkeitstheorie. Sie sammeln Erfahrungen im Bereich
der zufiélligen EZrscheinungen, von denen die %ahrscheinlich-
keitstheorie ein mathematisches lkiodell darstellt. Durch Be-
schrinkung auf konkrete Zahlenbeispiele gelingt es mit ge-
ringsten Litteln sehr tief in die Wahrscheinlichkeitstheorie
einzudringen. Die Schiiler sind stark interessiert. Der gan-
ze Stoff passt gut in den Rechen- und Algebraunterricht
des 5. pis 7. Schuljzhres, so dass keine .Zeit verloren geht.
Vom 8. Schuljahr an kann man dann die WT endlicher Réume
vollkommen exakt aufvauen. Yieser Aufbau gipfélt im Beweis
des schwachen Gesetzes der grossen Zahlen (10. Schuljahr).
Im 11. Schul jehr geht men zu abzéhlbaren fdumen Uber und
behandelt u.a. Markow-Ketten und die Poigson-Verteilung.
Auf die weitere =ntwicklung sowie auf den Zinbau der Sta-
tistik wollen wir hier nicht eingehen.




