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§ O . Einleitung

Seit einiger Zelt ist bekannt, daf der Slegelsche Satz
iiber das MaB der Darstellungen einer quadratischen Form
iiber einem algebraischen Zahlkorper durch das Geschlecht
einer anderen Form [ s I, II, III] im wesentlichen dqui--
valent ist zu der Tatsache, dap die Tamagawazahl der fast—
einfachen speziellen orthogonalen Gruppen den Wert 2 hat
[V, chap.3 - 4; Ky, p. 191, Fufnote 1; KB]G Die Aqui-
valenz ist insofern nicht ganz vollstéhdig, als nur diev
speziellen orthogonalen Gruppen von Formen in mehr als B
zwei Variabeln fasteinfach sind. Jedoch iéBt sich Siegels o
Satz vollstiéndig aus der Theorie der Tamagawazahlén be—\ |
veisen, wenn man die Definition der TamagawazahlenAalgebra—._“
ischer Tori von Ono [01,, 0,] mit zu Hilfe nimmt. (Die
spezielle orthogonale Gfuppe einer zweidimensionalen Form
ist ein algebraischer Torus.) Dieser Beweis ist der In-
halt der vorllegenden Arbeit. (Ein #hnlicher Zusammenhang
besteht zwischen der Tamagawazahl unitérer Gruppen und
einem dem Siegelschen Satz entsprechenden Satz von H, Braun,f
iiber hermltesche Formen. Fiir den Fall deflnlter Formen
hat S. Boge den Beweis dazu geliefert [B].)

Siegels Satz sagt aus, dap das Darstellungsmaf einer qua- .

dratiséhen Form durch das Geschlecht einer anderen Form
(wenn es in def Weise "kanonisch" normiert wird, dap es
imt Fall definiter Formen in einen einfachen 'gemittelten
Ausdruck aus den Darstellunésanzahlen der Klassen des
betrachteten Geséhlechtes ﬁbefgéht) gerade bis auf einen
Faktor, der in einfacher Weise von den Dimensionen der‘

Formen abhdngt, gleich dem Produkt,f—adischer Darstel-
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lungsmaBe iiber alle Primstellén p des zugrundeliegenden
Zghlkdrpers ist. Die'ﬁ'— adischen Darstellungsmaﬁe'tragen
eine natlirliche Normierung insoweit, als sie als mittlere
Losungsanzahlen von Kongruenzgleichungen aufgefaft werden
konnen [cf. § I, Binleitung] . Eine Formulierung des Satzes

findet sich am Schluf des vierten'Paragraphénvdieser Arbeit.,

Im ersten Paragraphen wird die Definition der Tamagawazahl
einer algebraischen Gruppe gegeben und, soweit fiir den Be-
weis erforderlich, die Onosche Theorie erléutert., Der
zweite Paragraph enthdlt neben einigen Hilfss#dtzen die Be-
~ rechnung der p - adischen DarstellungsmaBe (Hilfssatz 2.7).
Im dritten Paragraphen wird der Zusammenhang der Darstel-
lungsmafe quadratischer Formen (wie sie in [K1] definiert
sind) mit der Definition der Tamagawazahl der zugehorigen
speziellen orthogonalen Gruppe dargestellt, und im vier-
ten Paragraphen wird der Beweis des Satzes abgeschlossen
-— dieser Abschnitt besteht zum gréften Teil aus dem Agui-
valenzbeweis der MafBdefinitionen Siegels und den sich aus

der Theorie der Tamagawazahlen ergebenden.

Im Text verwenden wir die folgenden Symbole ohne nghere

Erlduterung:

Z

il

ganzrationale Zahlen,

rationale Zahlen,

O
]

R = reelle Zéhlen,
C = komplexe Zahlen.
Fir einen Ring A Dbedeutet:

A die Einheitengruppe von A ,
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fiir natiirliche Zahlen m, n:

o L . i
M (A) = Menge der Matrizen iiber A mit m Zeilen und

n Spalten ,

Mi* (A) = lMenge déf Elemente aﬁé Mi‘(A) mit maximalem
Rang, | | |

Sm(A) =" Menge der symmetrischen Matrizen mit m*izeiien'

und Spalten,
m *
GLm(A) = (Mm (n)) B
o .
dets Mm(A) =+ A die Determinantenabbildung,
sI,(4) = {x e L (a)]det x = 1 }.

Neben der iblichen Matrizenmultiplikation verquden wir .

. . m, .
noch folgende Kompositionen von Matrizen: Sei x € M (4),

m' , ' ' m n
Vg e'Mn.(A), so sei im Fall m = m' die Matrix (xy)EsMn+n,(A)_

~ definiert durch‘Nebeneinanderschreiben zundchst der Spalten [1
von x und dann der Spalten von y in der natﬁrlichen.b'n.;;
Reihenfolge. Analog sei im Fall n = n’ AL e

% J+m !
(y) € M,

(o) definiert. Fir x e M (4) bedeutet
n . A
x!' € Mm(A) die zu x transponierte Matrix.

Ist y: M - M' ein Morphismus algebraischer Mannig-
faltigkeiten, so wird der ¥ kontravariant zugeordnete
Homomorphismus der Differentislformenalgebren D(M),

i * o
D(M') mit ¢ : D(M') - D(M) Dbvezeichnet.

Fir die Anleitung beim Abfaésen‘dieser Arbeit mdchte

ich mich bei Herrn Professor M. Kneserlherzlich bedanken.
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§ 1 . Die Tamagawazahl spezieller orthogonaler Gruppen

Es sei k ein algebraischer Zahlkorper mit der Diskri-
minante dk’ der Primstellenmenge P , der.Menge o« der
unendlichen Primstellen; fiir ve P sei k, die Komplet-

!

tierung bei v, flir v ¢ o sei.c% der Ring der bei v

‘ganzen Elemente, fiir vee sei ©, = k. Der Adelring
von k heife A . ‘
Die folgenden Definitionen findet man, teils etwas allge4

meiner gefaBt, in [W, chap. 2 - 3] .

Es sei V eine affine, algebraische Mannigfaltigkeit iiber
k , so bezeichne fiir die k-Algebra B das Symbol Vg die
B - rationalen Punkte von V . Fixieren wir eine Einbettung
von V in einen affinen Raum ﬁﬁer k , so0 sei ﬁ% fiir

ve P -o die Menge der Punkte von V., mit v-ganzen Koor-
Ty
dinaten. In der k, - Topologie ist V. ein lokalkompakter
v ,

Raum, und fir veP - ist T% eine kompakte Teilinengen
Wir nehmen weiter an, dap V nichtsinguldr ist und daf auf
V eine iiberall holomorphe und nicht verschwindende algebra-
ische Differentielform w maximalen Grades existiert. Eine
solche Form nennen wir eine Eichform. Wie in [W, chap02]
definieren wir mit w auf Vkv ein positives Maf w, und
bezeichnen ein System {lv} vep Dositiver reeller Zahlen

als Menge konvergenzerzeugender Faktoren fiir V, wenn das
1

Produkt 1 1 l’f‘dv (V‘y ) absolut konvergiert. Das Map
Ve P-w v_%dim v’j- 1—1
T= 'dkl éeP v °)v
auf v, heipt das durch w mittels {}V} definierte Tamagawa-

ma.
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Ist V = G eine affine algebraische Gruppe iiber k mit
einer linksinvarianten Eichform @ und der Menge {;ij'
konvergenzerzeugender Faktoreﬁ , so ist das zugéhﬁrige
Tamagaﬁamaﬁ ein linksinvafiantes Haarsches Maﬁ’auf G
und unabhéngig von der Wahl von.w [W, chap. 2.,4]o |
G heift unimodular, wenn wyzugleich rechtsinvariant
ist. Unter der Diegonaleinbettung ist G, eine dis-
‘krete Untergruppe vonkGA ,'GA/Gk ist also ein lokal-
kompakter linkshomogener GA ~ Raum und besitzt,mi%hip
éin G, —invariantes’Haarséhes MaB T, welches unter
der Voraussetzung, daf G unlmodular 1st, SO normlert

werden kann, dap

(%) T=T- §Gk

'gilt, wenn dG) das kenonische diskrete Map auf Gk*isto 
Ist nun G unimudular, {l } vep Wit ) 1 fiir alle ve'P{

‘ein System konVergenzerzeugender Faktoren fur G , ist

' wie in (*) normiert und T’(GA/Gk) endllch SO helﬁt
T (G) =T (GA/GK)
die Tamagawazahl von G [V, chap. 2.4]

Satz_1.1: IEs sei G die spezielle orthogonale Gruppe

einer quadratischen Form iiber k in wenigstens drei

Variabeln, so sind die Voraussetzungen fiir die Definition

der Tamagawazahl von & erfiillt und es ist T (G) = 2 . —
Einen Beweis des'Satzes liefert [W;'chapc 3-4],

Im Falle von quad:atischen F6rmen zveier Variablervhaben
wir ein &hnliches Ergebnis nur, wenn Anisotropie vorliegfto'i
Eine solche Form ist liber k ﬁquivalent‘zu einer Form défb.

: 5 _ e
Gestalt f(x1,X2) = axy + bX, , und wir wollen dic fir die
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zugehorige Gruppe unvesentliche Einschrénkung machen,
daB a und b ganz sind. Wegen der Anisotropie ist

—% kein Quadrat in k . Die zu f gehOrige Bilinear-

’form wird durch die Matrix-

2a 0

w
il

0 2b
gegeben. Sei 4 = inggl, dann wird iiber K := k(d)
die Transformation Xy = % (yq +55) %, = % (¥ - ¥p)
durch die Matrix ( 1 ’ )

gegeben. Es ist t'st = s, mit

das heift, f geht unter dieser Transformation in
f1(y1,y2) = ay,y, fber. Ist x ein Element der spe-
ziellen orthogonalen Gruppe G von f , also x'sx = s ,

1

so erhdlt man y's1y =8y mity= t~ 'xt . Man errechnet,

daf y von der Gestalt

0 y;1) (v, € x(@)")

y:

ist, also erh&lt man in § P Xy, eilnen K-rationalen
Charakter von G . Offenbar ist § sogar dnc K-rational

¥*
invertierbare Isomorphie Gy =— K*, ist also g': Gy —> K
irgendein K - rationaler Charakter, so ist auch
§ﬁ>§“1: K~ K K-rationaler Gruppenhomomorphismus;,
' -4 . . . » ! — )
also € (§(y,)) = yg* (me 2). Mithin ist € (x) = 3 (x)’u_
fiir xe;GK i es werde‘ §'= gﬁk gesetzt. Die Galois-

gruppe von X/k besteht aus der Identitat idy undfdem
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Automorphismus & von K , unter dem d auf -d geht. .

Sie operlert in natiirlicher Weise auf GK . Eine Rech—-‘ "

nung zeigt: Uo§o6' 1 = g 1 Aus dem Blsherlgen folgt'

G ist ein anlsotmper k- Torus mlt K als lerfsllungs-

korper, 1nsbesondere wegen der Kommutativitédt unJ.mcduleuc'o

ﬁs sei S € P die Menge der unendllchen Prlmstellen

von k vereinigt mit den Primteilern von d_et s =4 ,ab_’

" und den in K/k vefzweiétem |

Fiir ve P setzen wir

o 0 falls vesS
(v) = ;

X (-—Q_el:‘_S_ ) .- sonst '

P

hierbei ist ., das zu v gehbrige *rimideal, Fir komplexes .

'z sei L, ( =z, X) (1 - X(v) N('Pv)—z)_1 die lokale
L- Funktlon bei ve P und I‘(Z’X) die durch X defi-
nierte L-Funktion von k . Aus_ der Theorie der L - Re;._h,en_
weiBf man, daP
L(z,y) =TT L ) (Re z > 1)
_, X : veP V “ X '

gilt und dap L(1,Y) + O und endlich ist, da X'é{a 1,

Sgtz 1.2. Ls sei G die spezieile vorthogonale Gruppe
einer anisotropen quadratischen Form f iibér 1:  1n z\«tei:; _
Variabeln, Dann ”is‘t { L, (1, X)"1 }VeP ein System klonvezv:-;
genzerzeugender Faktoren fiir G beziiglich einer (und damif'
jeder) linksinvariénfen Eichfdrm w auf G, Be}z‘eichn'et "c'.
das wie bei Satz 1.1 , jedoch mit den-hier ange‘gebenen = |
»konvergenzerzeugenden Faktoren definierte Map auf G /Gk’

so ist T (G,/G, ) =2L (1,x) .
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Die Zahl T (G) := L(1, X)" T (GA/G ) 2 nennen wir mit
[01]'- die Tamagawazahl von G . |
"Fiir den Beweis ist es erforderlich, die Definitionkder

Tamagawazahl algebraischer Tori nach Ono [01] zu erléutern.

Sei T ein algebraischer k-Torus mit Zerfdllungskorper
K/k. (Man weif, dass K/k galoissch und dim X endlich
ist.) 'i‘\K bezeichne die K - rationalen Charaktere von T .

Diese bilden vermige

mel , Ee ,T\K : gﬁ(x) 1= g (x)’& fir xe Dy

einen Z - llodul, von dem man weif, daB er frei und endlich ‘
erzeugt ist. Die Ga101sgruppe 1.3, = Gal (K/k)_ operiert auf
'f\ vermdoge -

X

ce 1y , e é\K : Gg (x) := G(g (- 6qx)) fir xe Ty .

Auf Q 1lassen wir Ag triyial operieren und erhalten wegen
Ao‘( g/u ) = (Gf )1“ somit eine Darste;lung D von% ii
T.. ®7Q0 . Deren Charakter bezeichnen wir mit Xm- Sei 8§
die Menge der unendlichen vereinigt mit' der Menge der in |
K/kx verzweigten Primstellen Von k . Ist w ein Teiler
von ve& P-S in K , so sei (%)eoa der zu w gehorige
Frobeniusautomorphismus; diesem entspricht nach Basiswahl
in ﬁkazQ vermége D eine Transformétion_snlatrix
D((%)} von lT\KezQ .« -Riir kompiexes z hingt

L,(z, Xp) = det (1 - N(fpv)_ D ((K)) )=

weder von der Basiswahl noch von der Wahl des speziellen w
mit w/v ab , sondern nur von v und dem Charakter X der
Darstellung [A, § 2] Fir ve S setzt man Lv(z,' Xo ) = 1

und erhidlt in
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L(Z’XT) 1= veP v(z. XT) fiir Re z > 1

‘eine'in Re z > 1 holomorphe Funktlon [H § 3] o Welter welﬁ{
‘man. L(z, XT) 156t sich meromorph auf die ganze komplexe' '
Ebene fortsetzen, und. ist. r “der Rang des lemoduls von
fk Q unter der Operatlon von4%‘(nach unseren Bemerkun—

gen 1gt r = rg Tk ) , so existiert der Grenzwert

Qp = ;i?+‘ (z -11)? (z, X’)

und ist nicht null [H § 3] .

In [01, § 3. 3] 181, bewlesen. {L _(z XT }v P 181; ein
System konvergenzerzeugender Faktoren Zu. T o LI sei elne
linksinvariante Elchform auf T, in [01, § 3. 5] w1rd

o das Tamagawamaﬁ fUr Tori deflnlert durch
‘. ' ' E-g dim T

Tp=Gapilald o g 'I»V(z,xT-_)wy .
Es ist klar, daﬁ die Deflnltlon der L (z X ) an endllch

v1elen Stellen belleblg abgeandert werden darf, 6a durch

g T leldlert wird.,




- Ist « ein Kozykel von 4 nach GK ) so :fordert dle Kozykel-
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Dazu benutzen wir den Hauptsatz lber Torl [02, § 5]

der - bei Benutzung der oblgen Bezelchnungen - besagt daB

:_f.; (1) -

1st, wobel lj ‘ ‘ | _ s
n(1) = [H (Ag, K)] )'=”[Ker(H1(4§ , Tye) = H1(4g,:TA)T

bedeutet. In unserem Fall ist K|k =zyklisch, hierfiir gilt

mit [02, pfop° 4.5.1] i(T) =1 . Fiir den Rest des Bewei- .

T R

ses ist also H(T) = 2 zu'zeigena

bedingung wegen X4 = Xg P, —oto.(t\ﬁ)_“ daf ox;4 =1 ist,

umgékehrt ist jedes x mit o 4 =1 3 o = §# r(/ue Z) ein

-

Kozykel., Sind oc,{i aqulvalente Kozykel etwa o<°.= f,,_ ’
ﬁs = g (1 /u 'e Z), so exlstlert gc 2 mlt § §~g " g*

= §-g' gﬁ*' g-s ‘ ‘ { o ist hler 1mmer der von der Iden-— »
tit#dt verschiedene Automorphismus von K]k), dies ist aher ;

;'iqui‘vale'nt mit /U-E/J-' mod 2} damit ist alles gezéigt'u

Die spezielle orthogonale Gr_uppe eines Raume,s‘v der Dimension
kleiner oder gleich 1 besteht nur aus der Identitdt; diq f}
formale Anwvendung der Definition des Tamagawamaﬁes fiih‘ri:':
zu dem Ergebnis, daﬁ"zg‘ de‘n_konf}ergénzerzeugendén Faktoren."

[1} die Tamagawazahl existiert und gleich ‘1 ist. Als

invariante Eichform kann man dabei eine beliebige Konstante, -
aufgefaft als "Nullform"; wdhlen, deren zugehdrige lokale .
MaBe jeder (endlichen) Herfée des Definitionsbereichs deren

T omulkpli «t:w‘l wit ieser konda-u'lcn.
KardinalzahlVzuordnen. ‘
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9 2 . Hilfssdtze

‘Hilfssatz 2.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) :

I sei ein lokalkompakter topologischer Raum, versehen

mit einem positiven Mapm . £ 3 I = R sel eine stetige,
M -integrierbare Funktion. Ist {I;}& 2,1,é£;n System
fir

von kompakten Umgebungen von xoe.I mit I ; £x+1

x=1,2,..und C} Iy= { xo} , 80 ist
X =00

. ~1
(2.1)  1lim [I{ am] I{x £du = £(x,) -

Der Beweis ist klar. -
Lg sei k ein algebraischer Zahlk&rper, m , n , seien

natiirliche Zahlen mit n < m .

Hilfssatz_2.2 * DIs sei seS (k) mit det s : 0 . Die

durch

(2.2) (PS(‘X) = x'sx (xeMZ* (x))

erkldrte Abbildung
. -
Ys 2 M (k) Sn(k)

: ' *
. ist regulédr, d.h. die (transponierte) Jacobimatrix-gps
von g hat iiberall maximalen Rang, und ihre Xompo-
nentenfunktionen sind iiberall holomorph.

Beweis: Indem man gegebenenfalls eine trivialerweise regu-

—— — - —t—

lire Basistransformation vorschaltet, kann man erreichen,
dap s in Diagonalgestalt vorliegt:
: 8
1
S = .' ,81, oo 09 Sme k*a

®m

Die Jacobimatrix von (g hat % (n+1) Zeilen und mn Spalten.

4 - : o |
Zu zeigen ist, dap sie fiir jedes xe;Mﬁ (k) maximalen Rang hat.




Sei ein solches x = (x;.) vorgelegt, so be-
sitzt es eine'quadratiSChe n-reihige Untermatrix mit
nichtverSchwindender.l)éterrhinante° Durch Umordnen der
Zeilen und Spalten 18Pt sich erreichen, daf

det ( (x;.); ) {0

1371, =1y000,€°

fir alle e = 1,...,n . Dabei bleibt die Diagonalgestalf

von s erhalten° Bezeichnet ?s die Komponente von
mit Zeilernnummer o und Spaltennummer ﬁ ( «, P - 1’?°°’4_ ”f;,
so hat man ‘ S,
p 0, falls o A £,
‘?.i)_*ﬂy_-(fl _—_ﬁ ')C x {3 falls yqi }{ .'I: {ﬁs_j,
=) falls xXE A= o
’éxx, l x x, | ‘
28, X 5 falls o= A = p .

-~ x‘x,
s sei fir m & n o

Ak

- iCagpepe

1l
————
‘Q_)
s,
PR
[
|
' .
i~
[
o
N ————

Wir beweisen det A%L¥ 0 durch Induktion nacktfxg wobéi:
x festgeholten wird. Fir m= 1 ist dies trivial. Sei fur

Mo bereits det A/‘”1 0 gezeigti- Man hat

A = Ap.—'] o R
s 0 X

denn A efhélt man aus Al*'1 durch Hinzufiigen der

Zeilen und Spalten mit den Nummern (1, fA),/oao, (/A f*)
und es ist

-a-ipj-ﬂ-fﬂ-: - 0 fir p<

T P

da damn o ¥ r&{ f ist. Somit ist zur Berechnung von det Q&;f?

,r"‘
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nur noch der Teil X von AfL interessant:

det X = det (==gZmmmmm) g =

- 2 deti (Sixim.)i,¢_= 1,°°°,/L) -

= 2 j- sﬁfdet ¢ (x; ) ) 0.
J:

] ix i,o<=1,,,°,/A

Damit ist die Regularitédt von (PS fir alle xesMﬁ* (k)
gezeigt. -

S, 4 g seien weiterhin wie in Hilfssatz 2.2 definiert.
Es bezeichne

0(s):= { ge.GLm(k)lg'sg = s} , S0(s):= {g;e GIm(k)lg'sg=s,
: det g = 1}

die durch s definierte orthogonalebbzwc speziellc ortho-
gonale Gruppe, und fir geGL (k) sei
Dyos MY () - ME()
die Abbildung
(2.3) x> gx (xe Mﬂ* (x)) .

Mittels dieser Abbildungen operiert O(s), also auch
m*,. . .
S0(s), auf M, (¥) , und offenbar ist

(2.4) Py o Lg = ¥ f?ﬁ ge 0(s) ,

d.h. fir te Sn(k) wird g (t) durch diese Operation

zu einem homogenen O0(s) - (bzw. SO(s)-) Raum.
Es ist ' o n
dx = /\ /\ dxi.
i=1  j=1 J

eine gegen die Operation von O(s) bis auf einen Faktor
+ 1 inveriante Eichform auf Mﬁ (k). (Wir wollen spiter

mit dieser Form invariante MaBe definieren, weswegen der




g

Faktor <+ 1 fir unsere Zwecke unerheblich ist.) Weiter ist

- n. /J:\
dt := N ‘ dat. .
- i=1 3*1 ‘_13
eine Eichform auf Sn(k)

A S AR AL LA

Hllfssatz 2.3: Es gibt auf Mﬁ (x) eine _Different;al-.— o
form w mit | ‘ : ‘

dx;—-u N~ \o (dt},

-
und bezelchnet flir t e S, (k) mlt det t 40 und Sos(t) -! fé
' 1

Co6) e R
Ly .,Lfs () _,M . (k) i
die Inklusion, so ist wgi= 1;(a)) eine gegen die Operation'
von O0(s) bis auf elnen Faktor o 1nvar1an’cc Elchform auf

_1 ; :
3 S;(t) und unabhanglg von der speziellen Wahl von & s -

Beweis: ‘Die Ex1s‘cenz von w .. mit

. Gt O S — ~m

dx: w/\ Lg (dt)

.ist klar., Wegen der Dei‘lnltlon von dx und wegen (2 4) J.st :

i

fir ge 0(s) |
| w’\‘?:(dt) = dx. = (det g)nL (dx) (det g)nL

= (det g)* L;(Q)' ~ tps (dt)

daraus folgt s
*
(- (det g)nL (w)-)/\-kps (at) =0 .

FWach Hilfssatz 2.2 ist P regulér, also ist ¢ "(dt. .)- ,

1< j<igs<n , elmASJstem linear unabhanglger uberall

_u"s

’ holovnorpher und nlrgends verschwmdender leferentlalformen

Dies erginzen wir durch {@y | (= falls m=n=1) zu
einer Basis der 1- Formen iiber dem Korper der rationalen
] . N % B . i
Funktionen auf Mm ék) . Das durch l{;:(dt. ), 1< 3K i- < n,

in D\M (k)) erzeugte Ideal < Lf?s(dt )> ist genau der Kern
der Abblldung :
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O > oA T: (at) (xe D-(Mﬁ*_(k)) )

von ID(Mm (k)) in sich. Wegen
Pg® Ly (WS () = {t} (tes,(x)
. * *
ist ey (dt‘ § =.0. fiir- 1<J <J. {ene, also
' . -1
* N
<~{>;S(dtij}>g Ker Lt . Im Fall det t #0, ¢ (%) ]
ist andererseits aus Dimensionsgriinden die Einschrénkung
" Aasksawe
von Ly auf die durch {Gk, 1} erzeugte Unteralgebra

*
[o,] wvon D(M;nl (k)) injektiv, und wegen der Vektor-

raumzerlegung

(2.5)  p(iy (1) = <P (at;)0elo]

ist also
& *
F -)’> = Ker L,

Vo

Es folgt die Invarianz:

Wy = L: (v) = ((det g)nL (W) ) =
= )1 I * L* =
(det g)~ ( g'{i;;(t) ) Ly (W)
| = (det &)™ (L, _, oy
P (t)

Fir den Beweis der Eichforméigenschafte_n_ sei

w=0(+l/5

eine Zerlegung gemdp (2.5), so ist B = f(x) /k\ &, mit
auf Mﬁ*(k) ‘rationalem £ ( 9 S, = 1) , und offenbar ist
" * *
dx = A g (dt) = P~ ¥ o (at),

also ist f iiberall ungleich null und holomorph; mit der

o

i * :
Regularitdat von (4 wund mit




ST -
* ' *
, Ly (5)) =Ly (ﬁ-) |
folgt das Gleiche fiir w,. Schlieplich ist glar,-dasf‘;;
' verschiedene w mit dx = wAg_ (dt) das gleiche wy
liefern. Das war zu zeigen. - |

Fir he GL (k) definieren wir die Abbildungen

by ¢ Sy(k) ~ sp(K), Ry Mﬁ*(k) - M (k)

durch _ _
(2.6) t—n th o (tes (k) ,
(2.7) x> xh (xe M™ (1) ) .

Der n#chste Hilfssafz besagt, wie sich die in Hilfs‘satz 2.3
definierte Eichform w bei Basistransformation verhalt.
Fir h e GL (k) wird mittels |
' xt—~—>Rh(x) = xh
| -1 1 . | ot el e
Dpep (4} in Lfs(t) ibergefihrt! Sy

Hilfssatz 2.4:  Sei he 6L (k) , T= ¢ () fur

. . /. : E * . i
t e s _(k), seien w,w Differentialformen auf Mﬁ (k) mit

dx-;f w ALP: (at), R; (dx) = /\((Ph" 'fs),*(dt}' )

hierbei hat (, die gleiche Bedeutung y}ie fin Hilfssatz 2.3,

4% = (det n)™1 at.

L

Beweis:  Zundchst ist ¢, (dt)

Un das zu zeigen, schreiben wir h in der Form

N

b o= K mit hoe SL (k) .
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SLn(k> wird von unipotenten Elementen der Form

1, +x eij’k xek, i + j erzeugt, wobei € 3

aus Mﬁf(k) ist, die im Schnitt der i-ten Zeile und der

"diefMatriX"

j-ten Spalte eine Fins und sonst Nullen als Koordinaten
besitzt. Fiir solche Elemente ist die Formel sofort zu
verifizi_eren0 Es geniigt also, Transformationen mif

h = (On-1; . y X e k*

zu betrachten. Hierzu zerlegen wir die symmetrische Matrix

t e 85, (k) in der folgenden Weise:
t1 t2
t = ' ’

T,

hierbei ist t,€ S 4, (k) , t, ist ein Spaltenvektor mit

n-1 Koordinaten und t3 ist ein Element aus Xk . Fir

¥t =h' t h hat man also

: t xt
: [ ¥ 2 ,
2
]
| xt2 X t3
folglich
T = A A GE ("A A ab,) A alxty)ax?
dt = d = dt. .) A d(xt,)Ax"dt: =
i=1 =1 i=1 =1 1d 2 ' 5
. .c.it - ('n1 at. ) ax2 dat.. = 27 ae
= A ig A X 3 nj’ "M% nn g
i=1 =1 Jj=1 :
Weiter ist trivialerweise Rz (dx) = (det h)™ ax .
Damit hat man k v V
* -m+n+1
WAP (dt) = (det h) -~ way (at) = dx ,

und mit der Eindeutigkeitsaussage_in Hilfssatz 2.3 folgt
die Behauptuhg°
Es sei jetzt v eine Primstelle von k . Vie in'§ 1‘bezeich—v

nen wir das einer Differentialformdiiber k entsprechende Mag
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uber k mit Xy, e

. ot —— . o

Hilfssatz_ 2. 5 ("Cavallerl—Prlnzlp") f sei eine'béVﬁglich;
dx, auf Mn (k) 1ntegrlerbare Funktion mit kompaktem |
Tréger; dann ist fiir alle te Sn(kv) mit Ausnahmevder ;nAa
einer gevissen dt, - Nullmenge liegenden die Einséhréﬁkung
£, von f auf ?s (t) bezugllch Lt (u) ) 1ntegr1erbar,‘

die Funktion

e J £yt (wy)
. | ‘Ps(t) U |
ist auf S, (k) bezliglich at integrierbar, und es gilt:
j fdx, = J L _J oy Lt(,‘wv)_} at, .
%, .
By () Splky) Lfs(t) |
Beweis. »Sei X, e Mm* (k ), t ?s(x ) . . Wegen der”

Regularltat von ?é gibt es offene Umgebungen U € Mm (k )
-1 X
von Xo’, Ve Sn(kv) _von ty und Wwe P (t ) von Xo

und einen Isomorphismus 'E U~ VW mit den Elgenschaftenf -

tf(U) RS
und, wenn p s VW =V dle erste Progektlon bedeutet,
Ps T P°Y - ,
(Dies ist eine einfache Folgerung aus dem Satz liber 1mpll-
zite Funktionen, cf. [Se, 1G chap 3§ 10] )

Wir bezelchnen noch dle Abblldungen

ueW : in: V= VeeW mit inu,(;c): (t,u) fir .téV,;“iifij,,.\
und  teV:  ing: W~ V=W nit ing(u)i= (t,u) fir ueW . '

-1 B ] _
Dann ist ¢ ° int = Ltlw und Ps° ¥ 1oinu =p oinu=;idlv‘,

und der Satz von Fubini ergibt fiir eine auf Mg* (k&) in-
vtegrierbare,Funktion f mit in U enthaltenem Tréger die

Integrierbarkeit der angegebenen Funktionen und



- 20 -

Mm*(J~ ) fax, = ~£‘f axy = VJ;(f n\f~1)(,?_1)*(m§,«tf:(dtv)) -
n Ky : X0

é.[ g (foy e int)(V’—1°int)*L°v] inu°( Py —1)*(dtv) B

o * .
R R B AL L

1

Hat f einen beliebigen kompakten Trdger, so erhidlt man die
gleiche Formel, indem man diesen durch endlich viele U {iber-

deckt, und der Hilfssatz ist bewiesen,

Der n&chste Hilfssatz hat eine formale Ahnlichkeit mit dém
Henselschen Lemma. . In etwas allgemeinerer Form steht er in
[K,, I, § 8 Satz 2]. Unser Beweis ist implizit im Beweis
von Hilfssatz 13 bei [S,I] enthalten. — Es sei also weitér
im folgendeh k ein algebraischer Zahlkérper, und wir ver-
wenden wieder die Begzeichnungen von § 1 .

Hilfssatz 2.6: Bs sei v eine nichtarchimedische Primstelle

von k. Es sei Tte S o) und det T 0, p2i= v(2 det 1)
(v bezeichne gleichzeitig die zugehdrige Exponentenbewer-

tung). Gilt dann fir teS_(o,) mit det t + O die Kongruenz

t =% mod ﬁ% mit AD> 20

ot . ] T _ A=pa
so existiert ein Element Y€ GLn(DV) mit y= 1nmodupv F

also |det vlfv = 1, und mit der Eigenschaft

' -
yr ty =t .
Beweis: Durch Konstruktion einer Folge {”}}i“b ] E QGLn(OV)
) —W [ CIC )
: - ' d‘ A-p+i=1
It oy, = Ay YiF ¥ioq Redpy fir i > 1 und

y; t ¥ = 1 mod @;l+i » Jo=T, erfiillt offenbar die Be-




dingungen fir. i = 0 . - Seien bereits die ersten x Elemente
~der Folge konstruiert, so werde S n
. A~ptx ' ' :
- Y+t °5 T * m % xe?n( “'?v)

gesetzt, hierbei ist 1+ ein Primelement von Py Dann ist

!

¥

X+

| I . - t ! )
+ ﬁz(l_‘p+x)x PRIy Ty oM Yo + tx)mod /‘px*’”"

ol R T ' B ”
b Xx-o-a - Txtxx +"rr . (X t)‘x + Z.x tX) +

da 2’(A~/u~+x) > A+x + 1 firx> 0.

Es ist also D‘xﬂ Y q =% mod {Pl*x"ul , wenn sich x so

wdhlen 18Bt, daf
—(ex) fatA

x! ty + gx'tx-srr"[n . (t S )]mod {pv

ist, D:Le in der ecklgen Klammer stehende Matrix wollen

wir mit ¢ bezeichnen. Sie llegt nach Voraussetzung in

Sn(k}v) o Nach dem Elementartellersatz glbt es elgentllch -

unimodulare Uqgs Uy, und eine Dlagonalma'trlx d alle
. N . -1 [N
aus GLn(vv) , mit  ug ¥, tu, =d. - Sei zi= '_’u% X Uy
: ' . ' 1 AT R R - s T
so ist  uy(x .+ petx)uy =z u, tyx uy + du21 Xu, =
= z'd + dz . Also ist x Dbestimmt, wenn die Kongruenz

1 . t q - ) L
zd+dz= T (ugcu, Jmod pl"" gelost ist.  Sei

' ' ' '
uy couy = (c

rs)r,s= 1, i SO ist d»as System der

% (n + 1) Xongruenzen
\ :
2d. z._= miltc mod/PV/M (r =1, ...,n)

r rr rr

= M p+A "
dpz, + dgz . = TTc, mod Py (1 S r<s<n)

zu losen., Hierfiir geniigt es zu zeigen, dag 2 d, Teiler von

-1

. . . -1
T in . ist. Es ist aber 4 1 Fz t ¥x = U, ¥, » also

ganz. Also ist det d = d-1 oo @, Teiler von det ( b‘x t Xx)»
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in &, , etwa det( a‘it Y. ) = adet d. Sei 2(det( B‘;th)'

- det t ) = a1TTl+x , 2 det ¥=a2 T wo  a, Einheit in

o, ist, so ist
2adetd= T (a, +a, 7 ),
also ist 2 d,, LYeiler von 11/, - Damit ist alles bewiesen.

Es seien V, W nicht entartete quadratische k - Vektor-

riume mit freien Gittern M, N und Gim V = m > dim W = n .

{ 811 eeos By } bzw. {b1, ooy by } seien Basen von

M pzw. N, beziiglich derer die jeweilige quadratische Form
durch die Matrizen s e Sm(xa), t e Sn(Ay) mit det s det t 4 0
gegeben sei. Vv sel eine nichtarchimedische Primstelle,

Nk(v) sei die Anzahl der Elemente des “‘estklassenkdrpers

bei v, die lbrigen Bezeichnungen seien wie in § 1 gew#hlt.

Weiter sei V. 1=V @lc}c M_ = Mew

v v’ v &, » analog Wv, N_.

v
Die oben definierten Basen sind dann auch Basen von Mv’ Nv’
und man kann s, t als Elemente aus Sm("v)’sn("v) auffas-

sen. Die linearen Injektionen W~ V_ entsprechen eindeu-

: *
tig den Elementen von Mg (K,) . Wie bei Hilfssatz 2.2

licfert s eine Abbildun : M2 (k) =~ S (x.) Die
& ¥s* “n v ntv’ ¢

sonstigen. Bezeichnungen von Hilfssatz 2.3 sceien ebenfalls

iibernommen. - O(NV,MV) sei die Menge der Darstellungen von

Nv durch Mv , d.h. die Menge der isometrischen ,Gv—linearen.

Injektionen von N_ in M_ .

Hilfssat 2.7+ w, t; seien wie in Hilfssatz 2.3 er-

klért. Dann gilt fﬁr\genugend.groﬁes A
* v
ol ey =)
O(NV’MV) .
’ X . - h1
hierbeivbedeutet Ak (Nv’Mv) die Anzahl der modulo s

- 1(mn—%(n%1))
A (N, M)
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inkongruenten 0Vrlinearen Injektionen von N in M , die

die quadratische Form modulo"‘fé invarian't’las_sena

BewelS. (Ein ahnllcher Beweis fur den- rall unltarer Darstel—‘;
lungen findet s1ch in [B § 8].) Die linearen Inaektlonen
WV, die N, in M, abbilden und dort die quadratlsche
Form modulo T¢ 1nvar1ant lassen, entsprechen elnelndeutlg
den Elementen xezMg (. ) mit X sx = modly ‘Deren chag'
rakteristische Funktion auf Mg (k,) sei ¢lu Wir zeigen

zundchst: Ist A> 2v(2 det t) = 2 , so gilt filr ue S, (k)

- : ‘ o lf“&
‘ 0( ;f )L (uv) ust mod Py
B ) N, i
(2.8) J 1= _1J ((!)A u Lu(Uv) = falls .
Ys Y ’ O- sonst .
Fiir jedes A ist namllch J J.L (wJ ; wobel

'm*
ﬁ?{k { xeabm (Ay )Iu =x sx=t mod qw.} ist, woraus fiir

u é_t mod ﬁ% folgt:'ﬂTu-= # , also kji‘=.0 . Ist dagegen

ust mod p} und A> 2, so existiert nach Hilfssatz 2.6
L : ‘ . s g .' : .

ein ye GL (wo,) mit |dety|, =1 und y ty=u . Gemdp

Hilfssatz 2.4 wihlen wir_is und bekommen wegen ldety~|v~

ip= J Co(w) = J Li@,) = J L: (w)
x'sx= u y sy=t O(N_,M_)
X ganz y ganz vy
 Veiter ist |
(2.9) J ¢l dx, = J dx (v~ Aoy M)
MMk, ' BT N L
x sx=t modpv

X gangz

und andererscits aber nach Hilfssatz 2.5 und nach Formél (2.8):
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(2.10)  J e, = J L (d, e T aw, -
| Mk, ) S,(k,) -1
ps(w)

o, ,
f (g (wy) - : J- i duy, =
| O(NV,MV) ust mod p’t-
u ganz '

. -13 (ns1)
J . Lt (‘*)v.) ° Nk<V) | o
o(N_,M ‘

if

v? v)

aus (2.9) und (2.10) folgt die Behauptung.
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§ 3 . DarstellungsmaBe

Eg sei V ein m-dimensionaler nicht énﬁaffétef-ﬁuad?a—
tischer Vektorraum iiber dem algebraischen Zahlkarpér k ,
McV sei ein ganzes #-Gitter in V , die weiteren Bezeich— 

"nungenseien wie in § 1 und wie in den Voraussetzungen Zu
Hllfusatz 2, 4 deflnlert Zusatzllch seien fir nlchtarchl—v‘
medisches veP die Raume V = _v =V &‘kkv ~definiert.
Nach Wahl einer Basis 1#Bt sich dann V mit km‘~idenﬁi—-
fizieren, anél@g in den Komplettiérungena Fiir vé& o
ist dann M, Gitter in V_, und fiir fast alle .V ist N
sogar M, = @y% . Man hat M = /\ 01 nV). Ist umgekehrt |

{Mv} vep ©in System von Gltteznv;ft M Vv ‘und M- = $
filr fast alle*“'ve P, so glbt es eln elndeutlg beutlmmtes X

Gitter M = /) (MnV)chJ.tM = Me o .
VEP © v

Fiir die Rdume V, V, bezeichne nun O(V), SO(V) etcc die ortho—”
gonale bzw, die Spez1elle orthogonale Gruppe;

0(M) , SO(M) etc. seien die entsprechenden Elnheitengruﬁpéh e
der Gitter. A sci wieder der Adelring von K . Die Ade11s1e—

rungen der Gruppen sind dann die 1ndukt1ven leltes

0,(V) = Lim T70(V,) TT‘O(MV) ;

S veS véS
$0,(V) = lig TT so(v,) TT so(u
400 = 28 T o0t T sotn)

wo S alle endlichen die Menge der archimedischen Primstellen
enthaltenden Teiimengen von P durchlsduft.
Ist dann xezOA(V), so ist x M/ =A9m fiir fast alle VeP,

und nach dem Obigen ist xM := -N (vavr\V) Gitter in V .
veP
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Also operieren OA(V) , SOA(V) auf der Menge der Gitter
in V . Die Fixgruppen von M mﬁgén OA(M), SOA(M) heiBen.
Offenbar ist

0,40 = 0,00 [L o) mit oiv) = T ov),

[e]
analog fiir SOA(M) .

Im folgenden sollen Darstellungen éines reguléren quadrati-
schen o~ Moduls N vom Rang n durch Moduln MJ aus dem
Geschlecht eines festen regulédren quadratischen o -Moduls M
vom Rang m betrachtet werden; es sei 0 < n < m . (Unter
einer Darstellung verstehen wir wie in § 2 eine p-—liﬂeare
isometrische Injektion N - M'n) Setzﬁ manbvoraus, daB eine
gsolche Darstellung existiert, so kann man offenbar ohne
Einschrinkung annehmen, daf NCc M und W:i= N e, keV :=
=Ms, k gilt. Es bezeichne dann i: N=» M die Inklusibn,

und schlieflich sei noch U das Orthokomplement von W in V:

v

Definition (cf. [K,,II]): Sei M' Gitter in V und N¢ M
Eine Darstellung ?:N - M'heiBt gpgg;g;;, wenn ¢ die Inklusion
von N in M' ist. Seien p: N~ M' y i N - M" Darstel-
lungen von N durch M', Mﬁ c V., P liegt in der eigentlichen
bzw. uneigentlichen Klasse von y , wenn ue SO(V) bzw.

ue 0(V) existiert mit u(M") = M' und (= upy - p liegt

im eigentlichen bzw. uneigentlichen fggchlggnz von y

wenn -- bei Bezeichnung der fiir veP durch \p etc., induzier-
' >
ten Abbildungen N - Mv etc. mit Py —— 2 jedem ve P ein
. 1] !
u, e SO(VV) bzw. u € O(Vv) existiert mit uv(Mv) = M,

und %r=quv°
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Hilfssatz_3.1 ¢ In jeder elgentllchen Klasse aus dem

eigentlichen Geschlecht von i gibt es elne 8p921elle Dar— '
stellungc | | !
Beweis: Mit den Sitzen von Mlnkowskl—Hasse und von Wltt,
cf.[Ké, II, Hilfssatz 5 ] |

Hilfssatz_3.2 ¢ Die eigentlichen Klassen spezieller Dar-

stellungen aus dem eigentlichen Geschlecht von i'entspreg;'ﬁ“"

chen eineindeutig den Doppelnebenklassen
50,(11,U) u S0(U) € SOA(M U) \ 50, (V) /50(V) ;-
hierbei bezeichnet SOA(M,U) die offene Untergruppe von ‘  ;
50,(U), die M in sich Uberfihrt. | | \
Beweis:  Sei LP:VN ~‘M" eine spe21elle Darqtellung aus
dem eigentlichen Geschlecht von i , d.h. N c M , ? ist -
die Inklu81on, und fir V&:P gibt es u € SO(V )

U, (M ) = M, ou, ‘Pv =i, Wegen u,|N, = ide | ist |

u, € SO(UV) ¢ SO(V‘);; da M, M im gleichen Raﬁm'liegeh{
Cist M, = M; fiir fast alle ve P , also ist | |

= (uv).e SOA(U) ., 7 Es bleiben die Glolchungen u,: (M ) M,
u, ¢ = i, bei Abénderung von u durch einen Llnksfaktor
genau dann béstehen, wenn der Faktor ih SOA(M,U)‘liegt;'
Die spezielle Darétellung y: - M" gehﬁrt genau dann
zur eigentlichen Klasse von ¢ , wenn es ﬁé;SO(V) gibt.~
mit ¢p= ﬁq{,‘ﬁ(M") = f'es folét wieder ‘U e S0(U)
und umgekehrt 1lefert ein solches W wieder éine Spezielie
Darstellung aus der elgentllchen Klasse vony, liegt ¢ .
also im Geschlecht von i § so gibt es u, wie obép mit
U, Py = uv,ﬁ y, = i, fur alle veP , u= (u,) andert
sich also um einen Rechtsfaktor aus SO(U). Damit ist der

Beweis erbracht. -
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Im Fall N = {0} geht unsere Einteilung in Klassen und
Geschlechter in die Klassen- und Geschlechtséintéiiung
'von Gittern iiber, insbesondere fallen uneigentliches
und eigentliches Geschlecht zusammen, da jedes lokale
Gitter éls Gitter ﬁber;einem Hauptidéalring uneigentliche
Transformationen besitzt. Weiter ist jede Darstellung
speziell, und es ist U =V , so daf wir als Folgerung
erhaltens

Hilfssatz 2.3: Die eigentlichen Klassen von Gittern

aus dem Ueschlecht von M entsprechen eineindeutig

den Doppelnebenklassen'
50,(M) u s0(V) e S0, (M) \ 50, (V) / so(v) .
Da das eigentliche Geschlecht einer Darstellung nur. endlich

viele Klassen enthilt, hat man eine disjunkte offene Zer-

legung

=

SQA(U) = ;;q soA(M,U)uj so(u),

wobel Ugs ooy U € SOA(U) ein Vertretersystem der Klassen
seien. |

Sei im folgehden U keine,hyperboliséhe Ebene. Dann ist nach § 1
das TamagawamaB T (80,(U)/SO(U)) endlich, und die Addi-
tivitdt des Haarschen MaBes liefert entsprechend der

obigen Zerlegung X |

T (80,(1)/50(V)) = L v (50,(M,¥) uy S0(U)/50(V)) .
. L _

Die einzelnen Summanden lassen sich wie in »[K1] umformen;
offenbar ist fiir ue€ SOA(U) :
(3.1)  w ' s0,(M,U) u=S0,(u M,U).

Weiter ist S0(U) eine diskrete, zlso abgeschlossene und

SOA(u—1'M,U) eine offene Untergruppe von S0,(U), die
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Isomorphle homogener REume i
e (u—1II U)SO(U)/SO(U) ~ 50 (u‘1M U)/SOA(u 1M U) A so(u)
SOA(u_ Tu,u)/s0(u” ", v)

~ist also sogar eine HomOOmorphle, und das Maﬁ T’ 1aBt 51ch
kanonisch ﬁbertragen [H-R, Th. SQBBJO Indem wir d;elenkse,’

inverianz vop'r ausautzen, haben wir somit:

' (50, (1,1) _uaSO(U)/SO(U)) ' (S0, (u”1M U)/SO(u"1(I‘{[ U)))
Bs sei nun T dargestellt als Frodukt der MaBe 'F auf
50.,(U) wund rI’O_auf‘SOO(U):= {u(:SO £Q) u,= 1 fir y?;gJ'n

T ist nach der Definition des Tamagawamafes ein gewéhn-~-

[e o]

liches Lebesgue-MaB, und mit [E Satz 27.2] gibt es in

0o

so (U) einen T, - mcﬁbaren Fundamentalbereich F der Klas—'

sen modulo  SO(u~ jH, U) . Demnach ist auch

Fx (50,(U) n SO, (w7, v))

o« - mefbarer Fundamentalber01ch furﬁfg ;

50, (u™'H,U) = S0, (U) > (S0,(V) A SO, (o, 0)) it
modulo SO(Q—1M,U)Q Beriicksichtigt man die Gleichung (3.1) >;§fg§
und beachtet, dap die spezielle orthogonale Gruppe~unimddulé§f£;
ist, so erhdlt man fir das betrachtetefMaB -

' (50, (=, u)/sout U,)

T_(80,,(U)/S0(uw "M, U)) T, (50,(U) n SO (u"1M ) =
=rcw(som(u)/ s0(u™ ", v)) TO(SOO(U)ASOA(M,U))

Annlich wie in [K,] bezeichnen wir hier den ersten
Faktor als ein Darstellungsmaf der durch u definierten

eigentlichien Klasse aus dem eigentlichen Geschlecht von i .




§ 4 . Beweis des Siégelscﬁen Satzés

Wie im ietzten Paragiaphen betrachtén wir Darstellungen
eines reguldren quadratischen « -lloduls N vom Rang n
durch Modﬁln M' aus dem Geschlecht eines festén regu-
lédren quadratischen o -Moduls vom Rang m . Wir fordern
wieder, dap eiﬁe Darstellung existiert, und konnen also
wieder N € M annehmen. Auch die ﬁbrigen‘Bezeichnungeﬁ“
ﬁbernehmen wif aus § 3 : U, W seien Unterrdume voﬁ
V-He kmitW=DNek ud V=V2LU.
' Die Definition
¢ (x) :=x|w fiir x e 0(V)
liefert eine nach dem Satz von Witt sufjektive Abbildung
g O(V) = o(w,V) '
von O(V) in die Menge der Isometrien voﬁ W in v, die
in natiirlicher Weise (cf.2.3) zu einem homogenen O(V)-Raqm_.
wird, ¢ ist bezliglich dieser Struktur ein Homomorphismus,
und da die Fixgruppe jedés Punktes in O(W,V)‘geradé,O(U)
ist, induziert P eine Isomorphie hompgener R&ume
o(v)/o(u) =~ o(w,v).

Piir den Fall n < m lassen sich entsPrechendé Bemerkungen
fiir die speziellen ofthogonalen Gfuppen'machen, wir be—‘
kommen - | | | »

L 50(V)/S0(U) = (W, V). |
Wir lassen wieder‘n < m zu und definieren fiir ge o(v)

RRIC) = 0(V) durch ((x) = gx (xe0(U)).

¢, ist also die Inklusion O(U) = O(V). In Hilfssatz 2.3

haben wir gezeigt, dap O(W,V) eine gegen die Operatioﬁ
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von 0(V) bis auf Elnhelten invariante Elchform 6’ besxtz’co‘ '
Wir f1x1eren noch eine link81nvarlante Elchform 091 auf O(V)v-~y'
und bezeichnep nit ,. i ' e | o _fv;g
et o<u>>

die 11nksregularen Darstellungen von o(v), o(u).

g — L (g e'O(V))'_ und g k-? 1

Hilfssatz 4.1: Is*c"‘“2 elne leferentlalform auf O(V);miﬁg.

hﬂ =52A P (G‘)

so ist uf2_= t (&)2) eine 11nk31nvar1ante Blchform auf O(U)

und von der Wahl von ©3° unabhanglgglund fur alle ge o(v) -

gilt Y
¥, ~ 2 * 4~ 2
w = : =W o
Lg( ) 1 _Lg (&)
Beweis: Fir ‘g e 0(U) gilt:
¢ (&) (1.2 1g
weiter e S : : :
32 *e)=wl=17% o * 2 oy
TN p (6) =W L‘l(g)( w “) Ly, (gs YA )_‘,_,__
daraus folgt i
,:(tﬁ - L (g)(ld ))'A (5 ) =

¢ ist reguldr, also ist o (<T) uberall auf O(V) holomorph
und verschwindet nirgends. Weiter ist : '

Ker ) = Ker(os oag'(o))  (xe DO )

2) = l*'_(w?),. -

es ist also zundchst fiir vgezO(U):
' * %,

2_ ¥, ~ 2y _ ¥ * A

g
2 A~ 2 :
w © ist also linksinvariant. Ist nun ©O° = o +ﬁ eine Zerle-

gung gemdf der dlrekten Vektorraumsummc D(O(V)) Kerc4e’ Y,
so ist »
ol =82~ "(5)=p A gi(E)

also (o iiberall holomorph und ungleich null, und da oy l¥
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reguldr und injektiv ist, folgt das Gleiche fiir ¢g2 ==L:_([3).c

Die Eindeutigkeit von w 2 folgt aus der Injektivitdt der

*
Abbildung o > OiA(f (6¢) auf Y , und den zweiten Teil
*
der Behauptung bekommt man durch Anwendung von Lg (ge 0(V))

2

‘ .
auf die Gleichung u1 =0 A P () und aus der Eindeu-

tigkeitsaussage. Das war zu zeigen.-

L)2 habe weiterhin die Bedeutung wie in Hilfssatz 4.1. Durch

s o 1 L. .
Einschrénkung von W und 192 erhalten wir invariante

Eichformen auf SO(V) und SO(U) - wir bezeichnen sie mit

den gleichen Symbolen - , die uns Tamagawamafe liefern.

1

Die zugehdrigen lokalen Haarschen MafBe seien mit W, o

2 . . ' ; -
(e bezeichnet, die konvergenzerzeugenden faktoren mit

ll. ) ),3 (ve P). Die den im letzten Paragraphen defi-

[ee]

nierten MaBen Tys T

1 1 -2 2
o’ww""o"“’oo

entsprechenden seien beziehungsweise

W

Wir setzen vdnvnun an zusdtzlich voraué, daB weder v nbch
U eine hyperbolische Ebene ist. Dann existieren nach § 1
dic Tamagawazahlen von SO(V), SO(U), die wir ﬁit « (V),
T (U) Dbezeichnen. Die Zusammenfassung der Rechnungen im

letzten Paragraphen liefert dann
k

(4.1) T (V) =w2(s0,(U)n 50,(1,U)) 2:1a)i(SOm(U)/SO(u_;M,U)),
J:

und nach dem Hilfssatz 3.3 ganz inalOg

(4.2) T (1) =0 (50,10 50,00) L g (50,(V)/5001))
J:

wobeil M1,eua, Ml ein Reprédsentantensystem der eigentlichen
Klassen aus den Geschlccht von M ist.
In ng(SOO(U)n 50,(M,U)) ist M der Bildbereich der Darstel-

lung i:N - M ; dieser Ausdruck h#éngt also von i ab, und wir
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wollen ihn mit T; bezeichnen. Fir wl(SOO(V)nSOA(M)) schreiben‘
wir kurz Tou Dann 1st | i

2
A, © (so(M ))

| ‘ - R ANEN

T,
T ‘v¢w v wz(SO(M ,U )) |

Sei zundchst n < m . er wollen w, (SO(M )) ber\echnena
:ilerzu sei §v dle charakterlstlsche Funktion der kompak-
ten Untergruppe SO(M ) von SO(V ) , und fiir y SO(V ) 5
bezeichne wieder Ly: XF>yx (x e ‘SO(VV)) die Linkstrans- '

lation mit y . Nach einem bekahnteri'Satz iber die Inte- ;

gration auf lokalkompakten Gruppen (des'seﬂn Beweis ‘sich
im wesentlichen_ mit dem des Hilfssatzes 2.5 de ckt) er-
nilt man |

2y (50015,))= J gool= ) T ) (Senlsen ) elle
so(v,,) o(v,,,V,) so(u,,) o v/

wo y ein Vertre_‘tersystemy v’on'-SO(VV)md'du'lo SO(UVV)dufr:*‘h'l‘eiuf’cio
Es ist fir x€S0(U,) ' |

| 1 € ‘
e . falls X SO(M._ ).
Evo‘ Ly(x) :: { 0 3 ¥ ¢ ( V)

Sei y fest. Wenn ein X, € SO(U ) ex1st3,ert mlt

yx € sO(M,) , so ist fiir Jedes xe SO(UV) mit yxe SO(M ) e

x 'y yx = x”gxs SO(M U),

- alsos

x =x,2 mnit z€ SO(va,UV) ,
und umgekehrt ist fir jedes solche x auch yxe SO(MV) , sc; |
dap das innere Integral gerade das MaB von iOSO(Mv,UV)l
oder wegen der Linksinvarianz das von SO(MV,UV) liefert.
" Durchliuft y das Vertretersystem von SO(Vv)' modulo: SO(~UV),
so bedeutet die Existenz von Xx € SO(UV) mit yx e SO(MV), daB -

Vo= opWy ¢ N yxo (M) = M,
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daB also v = yx e i, gilt, d.h. y einer Darstellung von

N, durch M aus der (lokalen) eigentlichen Klasse von iy

entspricht. Bezeichnen wir deren charakteristische Funktion
auf O(W,,V,) mit §;, , so ergibt sich insgesamt fir

\'2
dim U > 1

o) (s0(M,)) = ©2 (s0(,,U,)) j €. &,

v !
o(wv,vv)
und damit erhdlt man
2
T —
__9.=l|..’1:1f. J & &
T vi}:oolv o,,v,) ‘v 7

Dies wollen wir iiber ein System {1} von Reprédsentanten von
eigentlichen Darstellungsgeschlechtern von N durch Git-
ter aus dem Geschlechf von M summieren. Dazu sei g(i)
das eigentliche Geschlecht von i : N = Mj fir irgendein. .
jel 1,.,“,1} . Pir jedes veP definiert g(i) eine
lokale eigentliche Darstellungsklasse g(i), von Dar-

stellungen Nv-' Mv , und die Zuordnung

g(1) > (g(1),)

ve P

ist nach Definition des eigentlichen Geschlechtes von Dar—._
stellungen injektiv, Andererseits ist sie auch surjektiv.
Denn sei fiir jedes veP eine Klasse g, lokaler Darstel-
lungen N -~ M fixiert, so 18ft sich jedes v, € g, zu S
einer Isometrie Py W, = V, fortsetzen. Nach dem Satz

von Minkowski-Hasse gibt es also eine Isometrie \y:_w.-- vV .,
und hieraus folgt (‘/V(NV)Q I, fiir fast alle v , etwa

fir veP - S, S endlich. Nach dem Satz von Witt existiert
fir jedes VvEP ein y € SO(VV) mit y, ©, = Yy, Sei n'

das Gitter mit den lokalen Koordinaten y (M) fir veS wund
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M, fir vé S . Es ist klar, dap M' im Geschlecht von M
' Sy A
liegt und daf die Darstellung VIN : -~ M die vorgegebe-
nen lokalen elgentllchen Klassen 11eferto' Da Qs'hur.endlichguk:
viele eigentliche Gescllechter von Darstellungén éibt,'

kOnnen wir folgern, daB fast alle lokalen Darstellungsmengen

einklassig sind. Insbesondere trifft dles naturllch wegen o

des Wlttschen Satzes fur die unendllchenkPrlmstellen zu,

so dap bereits die Abbildung

g(1) > (8(1) ), ¢ pooo
bijektiv ist. Die Summation iiber { } 1lefert also.'

12 | e

t 1 =T[--7 | TT“_ ey
©ita VéL v (v, J ) Eﬁli véeo A3 -f 2
ot Vel O(Nv;Mv)’v

' 1
Bezeichnet i : N - M -eine Darstellung von N durch ein

. .
Gitter M aus dem Geschlecht von M , so glbt es offen—

bar ein M, unter den bei(4{2) definierten M, (j=1,...,1)

S
I e 1
und eine Darstellung i: N - MS aus der Klasse von i .
Wir mollen das VertreterSystem s0 wdhlen. (4n1)llefert dann
1 3 52
r+ = L z: 2; (s0,, (U)/SO(u CU))Y
;100 () Y g

Unter Veﬁyendung von (4.2) erhalten wir weiter

L Lw (50 (U)/SO(u O

| (4 3 Nedslo A= -
1
L (50,(V)/s0(11,))
3=1 |
ST o p L. W T _}__, I
c(v) °1 T T (V) v8m> s oo m) Y

. fir den Fall n < m ., Ist n=m , also rgN = rghM, so
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B konnen wir, da wir uns mit Siegel nur fiir 4 -lineare,

s (< AR .

also ganzzahlige Yarstellungen interessieren, N = M

annehmen; weiter ist in diesem Fall aﬂ.= 6 , und (4.2)

[ o S

liefert .
1 1 |
(4.4 )= - - = ;‘%;) T ";17' J o,
. . vgoo
L Y o (50,,(V)/50(1,)) v so(u,)

3=1

Pir alle v ist aber [O(M,) : SO(M )] =2 , also ist

f ov=z o= 3 | <,

S0(M,,) o(M,) - ow,,My)

In den Formeln (4.3'), (4.4"') treteh,die konvergenzerzeu-

genden Faktorennklif (i = 1,2) auf . Diese sind nur
veP

rdenn nicht triyial, wenn U oder V die Dimension 2 hat.
Satz 1.2 2zcigt jedoch, daPp sie sich gegen den Wert der
Tamagawazéhl bis auf den Faktor 2 wegkiirzen, wobel aller-
dings im ¥all dim U < dim V die absolute Konvergenz des
Produktes verloren geht und, wie man aus der Theorie der
L-Reihen weif, bedingte Konvergenz bei Anordnung der fak-
toren nach wachsender Norm der Primstellen vorliegt.
Beriicksichtigen wir dié Ergebnisse des Paragraphen 1 , so

erhalten wir aus den Formeln (4.%') und (4.4') :

1 k.
J -
T w2 (50,(V)/s0(uy H;,U))
1 1:1 I j=1 —

(4.3") T 1 =

T e (S0L(V)/S0(H;))

i=1 ., |

v=q T7~« 6v fir ~rgN < rgM und
Voo, O(N_,M_)




- 3T =

e : véoo :
“’; (80,,(V)/s0(11,)) T O(N M ) |

[=N :
ne

wotei in (4.3"),(4.4") <=1 ist, falls rg N = r‘g'm'.S. 1

oder rg N = rg ﬁ—1 ist,b und in allen anderen Fallen

hat man 7 = 1 zu setzen. | ‘ |
Wir wollen _(403"), (4;4") S0 umformuliérén, dap nicht mehr
MaBe eigentlicher, sondern unéigéntlicher DarstellungsklaS—
sen auftauchen. | | ' :
Besitzt das Gitter My .in V eine uneigentliche orthogonale
Transformation,ksé ist'offenbér jedes Gitter M' der uﬁeigent-:w 
lichen Klasse vbn‘ Mi;'auch in der eigentlicheanlasse, da‘ |
men eine uneigentliche Isomorphie M, - M! durch”Vorschal—_T:\f"f
ten eines uheigentliéhen Automorphismus zu eiﬁér eigentliqhen“jzfi
machen kann., bs-istfdanh‘ [O(Mi) :;SC(Mi)] = 2. |

Ist hy die Anzahl der reellen , h, die Anzahl der kxom-

. : h }-h .
plexen Frimstellen von k , so ist [o (V) : 80 (V)] =2 2 ,
S0 daB man _ | ‘
h;i+h2—1 o
W (0 (V)/O(II )) wm.(sog,;,(v)/so(mi))
erhélto. Be81tzt M dagegen keine unelgentllchen Automor- _1  §3

phismen, so ist offenbar fir xe;O(V) mit det x £+1  das
_ Gltter xM ’ nlcht aus der elgentllchen Klasse von Ml, und

es be81tzt ebenfalls keine un91gentllchen Automorphlsmen, W1e i

O(xDIi) = xO(I‘-Ii)x-1' = X SO(Mi)x_1 = SO (‘xMi)'

‘zeigt Die eiventlichen Klassen von M, und . xM, zusammeﬁ ‘
bllden offenbar die unelgentllche ~Klasse von M ) ﬁnd .

wegen [0(M;) : SO(;)] = 1 und SO(M;) = SO(XM ) erh#lt man
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1 v o Ci h,|-+h2 ’ ‘ :
Ve (0,(V)/0(M,) = 2 w0 (80,(v)/s0(1y)) =

=21 % (wl(so,(v)/s0(m,)) + -L);(s'om(v)/éo('i M) ) .

5 : . : 1" , 1t
Damit kann man im Nenner von (4.3 ) und (4.4 ) zu den

MaBsummen aller unelgentllchen Geschlechter ubergehen,

indem man den Faktor

1-h,-h
5 1

Betrachtungen fir die Gruppen

anbringt. Durch analoge“

SO(uw"'M, U) erhdlt man

. . 1"
das gleiche Ergebnis fiir den Zdhler von (4.3 ) und be-

kommt .

1K |
wf,(om(v)/O(u;; M,;,0))
(4.3) =L 3=
1 .
T wlh (0,(vy/00;))
i=1
e TT ] s,
véoo O(N,,M,)
. 1
(4.4)

1 iyt .
L o. <o;,(v>/o<mi>>
i=1 : s

fir rg N =

rg M,

‘wobei np =1 filr ‘rg M > rg N+
'1—h1—h2 _

h = 2 fir rg M =rgN

rg M=rg N >1 . (Die Zahlen

meinen natiirlich andere als ‘in

uij.)

Viir zeigen jetzt, daf die Formeln

sind mit'Siegels_Satz

1
(4.3"),(4.4"), ebenso die

[s 111, p.

fir rg N<rgh ,

h T“h | A ;Tvif

v(m O(N M ) : "

, N = ; fir rg M = rg N+t ,
‘ : : ~=h h : :
1 und n=2 1’.?. fur

und k; sind im allge-

(4»3), (4.4) dquivalent
A s




Fir n { m seien s € S-(As), tes (5’) mit det s det t 4 O
gegeben, und es ex1stlere ein x e M (AS) mlt x'sx =t .
wlp fassen s8,t als Formenwertmatr;zen gewisser, fﬁr den‘
Resf des Beweisesg fikigrtéf Basen4éerAnﬁnmehr also als frei _; 'A

voréuégesetzten regulidren quad:atiéchen o——ModulnﬁM, N auf

und behalten die bisherigen Bezeichnungen bei,’jedoch iden-
tifizieren wir alle auftreténden abstrakten Raume mit den&du:éhgi
die Ba81swahl zugehorlgen Matrlzenraumen Fordern;Wir mit '

Siegel, daﬁ weder m = 2»und (-det Qek'. nochm - n =2

und(-det s det t)ek ist, so ist'weder Y noch' ‘U eine
hyperbolische Ebene, was dle zusauzllchen Voraussetzungen o
in diesen Paragraphen waren Also gelten (4 3) und (4. 4)
Bisher haben wir noch kelne Normlerung der leferentlalformen
u;1,:02, G festgelegt er werden das als n&chstes tuno’”’
Dabei geniigt es, (p1 und G zu normleren, gemdf Hllfssatz

4.1 ist dann w? elndeutlg bestlmmt

Vir deflnleren die Abblldungen

Py Mm (k) - me(k) durch ?é(x):£=x'sx (x e Mﬁ*(k))
Pyt M (k)‘_#v So(k) durch g (x) i=x'sx (xe M (k))
. ? (s) = 0(V) = M (k)

i

(S8

NG

Au@erdem benotigen»wif;die’folgendeh Eichformen:

als die Inkiuéionén.l"

- 0w, Y - HE (k)

m m o : Gk i .
. . g T * : . Fiy . . :
dxi= A Adx.. aur ¥ (x), ds:i= A ds.. auf S_(x)
) i= | 1 .m . 'j: A n

dei= A Adxyy oauf Mpo(k), dtis A\ 4ty auf S (k)
i=1  j= S e EE '

Nach Hilfssatz 2.3 wéhlen wir Differentialformen zu(1),5§“

o ¥ a m* S
auf »Mm (k) bzv. M (k) mit




(4.5) ax =;o(1)A Q>: (ds) und ‘dc =% A Y ;~(dt)5
ﬁnd definieren

*

1. = L: (/LJ(‘])) ’ : 6:;: L.'l: (6")— ,‘

)
Nach dem gleichen Hilfssatz ist klar, déB W und & O(V)-
'invariénté Eichformén auf O(V) und O(W,V)b.sind und unab-
hingig von der speziellen Wahl von w'') und & fixiert sind.
Insbesondere liefert die Eindeutigkeitsaussage im Fall n = m ;»f
fiir den wir, wie beim Beweis von (4.4') gezeigt, N = M,
also s = % annehmen kénnen, wie ffﬁhef die Gleichung; |
101 : S . Mit Hilfssatz 2.7 erhalten wir sofort die

Werte der in (4.3), (4.4) rechts auftretenden Faktoren

. -l(mn-'%(n+1)) S
J e, =N(v) _ Ay (NV’MV)‘

v
O(NV,MV) | |

fir hinreichend groBes A , wo AA_(NV,MV) dierAnzahl der
modulo ,?3 inkongruenten 47 -linearen Injektionen von :
Nv in Mv bedeutet, die die quadratische Formfmodulolyé
invariant lassen. Damit steht auf den rechten Seiten
von (403); (4.4) das gleiche wie in Siegels Satz, und wir
haben Entsprechendes fiir die linken Seiten zu'Zeigen,
Dazu milssen wir auf die Siegelschen Definitionen der Dar-
stellungSmaBe eingehen, und um ein Minimum an Ubersiccht-
lichkeit bei den folgenden Rechnungen zu gewidhrleisten,
beschrinken wir uns dabei auf den Fall k = Q .-
Wir wenden uns zunichst den in (4.%), (4.4) auftretenden

Nennern zu und geben die Siegelsche Definition der ehtspfe»

chenden MaBe an [S II, Einleitung].

\




Sei B S S_(R) ein Gebiet mit se B und
= { xe Mm* (R) | x'sx«evB;}'; |
Die Gruppe der Elnhelten von M (oder:von s)_
O(M) = { ae GL (o) I a' sa ='S'}Q'
operiert auf B1° Nach Siegel glbt es in B1 einen Funda—_;? 
mentalbereich B bezugllch O(M), der ein endllches Volumen':

1w (B) Dbesitzt, wenn B ein endliches Volumen v-(B) Hat,

LBt man B .auf'deanunkt s 'zusammenschrumpfen, 50

existiert

lim —~S B) =! g ( )
Es s (B)

Wir zeigen:

(4.6) ¢ (s) = © L (0(V,)/0(m)

Sei hierzu Y die charakte;istische Funktion von 31 auf
H™ (R). |

Hilfssatz 2.5 ergibt

o (B) = m*J' 7 ane I( L Yar taiel™) ] dsm

gg)' () qgs(s')
Wir setzen I(s ): —&-»J» ‘iéﬂ~ L:,(u)(l)) und bekommen
e
I(s' ) = 0, falls' _’ ¢ B . Nach Konstruktion ist
© 1 =t (co 1)), haben wir dle Stetlgkelt von I in B ge—; é

zelgt, so -folgt mlt Hllfssatz 2. 1'

e (),
;‘L’m -1'—1;(1(3%) = lim l: j dsm] i I ds, = O(‘L ) Xs L ((J

= W (O(V )/O(H))




B
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~ Fir den Beweis der'Stetigkeit von I in B séi s'e B

und x€& tf S(s’). Bei der Transformation R 1 Py yx"1

-1 X
*
(ye M (k) gent ¢ (s') in O(V,) iber, und nach

Hilfssatz 2.4 geht L;,(&)(1)) iiber in L:(Z3(1))
mit | ‘ ‘
1

* - LR 2 -

Ls(&)(1))_= (det x) ! LS(&J(1))= (det s' det s_1) L:(UD(1))6
Also. _ .

' o -~ % 1 — ‘ — ¥, -
I(s') = . cs.uo(w)) - qe R ) Tl
v (s") 1 o(V,,) |
' 2 - 5
=(det s' det s_1) I (XS, © RX)L;}(u)(;)) =
0(Vv.,.)

1
~(det s' det s N2 | X s wl

o(v,)
die letzte Gleichung folgt, weil Ag!® R, die charakteri-
stische Funktion eines gewissen Fundamentalbéreichs von
0(V_) modulo 0(M) ist und wegen der Translationsin?arianz
von L:(&J(1)) - w', Damit ist die Stetigkeit von I
in B gezeigt. '

Die den im Zidhler von (4.3%) auftretenden entsprechenden

 MaBe sind bei Siegel [150.] folgendermaBen definiert:

*
Es sei n < m und cesMﬁ (o) mit c'sc =t . G sel
ein %(m—n)(m+n+1)—dimensionales Gebiet von mit s

recll dquivalenten Matrizen zeasm(R) der Form

: t o} ,
z = (q: r')’ qe Mﬁ-n(R)’ re Sm_n(R), welches einen

Punkt Z, = (t q0) mit det z ='det 84 enthélt, und
| 4 To
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‘., = lye Mgfn(R)l(cy)'s(éy)e ¢}, == {ae;OCQ)Igc =c} .

E ist. Untergruppe von O(M) und operiert auf Gy, und

nach Siegel existiert ein Fundamentalbereich G von G1

modulo E, der ein endliches Volumen v»(G) besitzt, wenn
G ein endliches Volumen 7 (G) hat, und 1&8t man G sich
auf’ z, zusammenziehen,_so existiert'
lim ._ngg_ =:g(s t,c).

'D-(G » Uy
G ZO‘ ’
¢ entspricht einer Darstellung N = M, und es ist

E = O(M,U). VWir zeigen:
(4.7) ¢ (s,t,¢) = w2(0(v,)/0M, U)).

Wegen det s = det z 14Bt sich zun#chst durch Transformation'rﬁf
0 , L

mit einer Matrix, deren Determinante den Betrag 1 hat
(vodurch die Volumina nicht abge#ndert werden) die Situation

_ in S & .
s =z, , C= (O erreichen. Dann konnen wir

{y15M$_n(R) | (cy) s(cy)‘= s |

mit O(U_) identifizieren. Wir definieren noch die Abbildungen fi

i MY(R) - MI(R) durch g (x)i=(x;i)iy ., p fU
- j=1,...5n
x=(%; 35, 5=1,...,m © Mﬁ*(ﬁ)’ _

g,: 8,(R) - sn,(g)- durch @'2(;}‘)"—’("“13)13:1,”,_,n fiir
x=(x35)5,5 =1,...,m ¢ kvsm(R) ’

. ) ’ % ‘ : i ‘ )
it Gy -~ M$ (R) durch ic(y) = (ecy) fir ye G, .
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EBs ist gy i (6y) =& . 0(U,) operiert auf G,

( ?snic) —‘fasertreu in der folgenden Weise: Fﬁr~
, » -,
ye 0(U,) ist (cy) s(cy) = s ; ist also cx e Gy, so ist
(cy)(cx) wieder von der Form (cz) mit geeignetem
] f
z & Mﬁ_h (R), wund es ist (cz) s(cz) = (ex) s(cx)

also (cz) & Gyo
m

dy = ist eine nirgends verschwindende

i=1 3—n+1 13
liberall holomorphe Differentialform auf Mm (R) mit

(4.8) dx = dya g1 (de)

ié(dy) ist also Eichform auf G, und offembar gegen die

Operation von'O(Um) invariant. Die Differentislform
m

i :
.Q1 dtij kann offenbar als Eichform auf G

A = j-n+1 3

aufgefapt werden, und auf Sm(R) gilt
*
(4.9) ds = g, (dt) A dr

In der weiteren Rechnung konstruieren wir eine Differential-

~s m¥* . o ~ 2 * .
form © auf M (R), deren Einschridnkung w “:i= S(w) auf
0(V) genau die Bedingung von Hilfssatz 4.1 erfiillt, in
unserer Beseichnungsweise also der Gleichung

~ * * ,ns
(4.10) (o1= wz/\ (ch1(b‘)

(denn mit dem in Hilfssatz 4.1 benutzten § ist gerade
* ¥, * - 5

hieraus folgt, daf die Einschriénkung von @ auf 0(U) genau

cJ2 liefert. Andererseits wird die Einschrénkung

2

=i (u)) auf G, gerade

(4.11) i: (dy) = ¢ (Z)f\ ( % ge )™ (ar)



- 45 -
erfiillen; da iZ(dy_) invariant gegen die Operation von
0(U,) ist und diese Operation (pge i )—i‘asertreu ist,
schlieft man wie in Hilfssatz 2.3, daf dle Elnschrankung von:-"
w( 2) auf die Fasern von t]os C .invariante: mchformen |
liefert. Insbesondere ist die Einschrénkung von wu,(z) auf

( g o ic)"1(s) = 0(U_) nach dem Obigen gerade w?. Die

Gleichung (4.11) aber erméglicht ein genau dem Beweis von
(4.6) analoges VWeiterschlieBen auf (4.7).

Wir konstruieren also o @

Zundchst existiert ein»e‘Différ‘entialform w(2). auf Gr1 nit
. - * R . *’.
(4.11)  iray) = BV A (gge 1) (an),

und wegen der Surjektivitat von iC gibt es eine Diﬁfe-—'
: ~ * TR e ’
rentialform « auf M?l (R) mit i, (w) = w‘(Z)’ und, wegen
(4.11), mit | o |
~ * *
dy = w A klos(dr) + %, x e Ker(i_).
(4.8) erglbt damlt

dx = WA LF (dr)/\g,,(dc) + XA g1(d0),

hier ist offensmhtllch wegen x_eKer(lc) nach_ Definition -vo_mg1

*
x!\g,l(dc) =0,
Die zweite Gleichung von (4.5) liefert damit
~ *x ¥, As . * :
dx = ~Ap (ar) A ¢ 4(T) A (g og,) (at). _
Wegen \f"s°91 = 2 o-lfs erhdlt man weiter mi't (4.9)

ax = ©BAg (T A ¢ (ds);

mit der ersten Gleichung von (4.5) wird dies zu
1 A~ K, * L
w )A (Ps(ds) = w/\g,](G)/\lfS (ds) ,
und Hilfssatz 2.3 ergibt mit der Eindeutigkeitsaussage

o'= U0 M) = 15(B) A 15287(F) = TP 1= 1(F) 5
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dies ist aber geﬁgu die Gleichung (4.10), die noch zu

zelgen war. -

£ ’ - Die Gleichungen
n (4.6) g(s) = wl (0(v,)/00m)
o (4.7)  g(s,%,0) = w2 (0(U,)/0(1,U))

besagen'also‘gerade, dap die von uns benutzten Darstel-
lungsmafe fir den Fall k = Q mit denen Siegels fiberein-
stimmen. Ist k ein beliebiger Zahlkdrper mit h, reellen
und h2 komplexen Primstellen, so hat man fiir den Beweis
der Gleichheit die Mapfe 0’; etc. zun#dchst zu "reellifi-
zieren", was den in der Definition des TamagawamaBes auf-
tretenden von der Kdrperdiskriminante abh&ngigen Faktor
liefert, und dann in allen h1 + 2 hZ reellen Komponen-
ten gleichzeitig die gleiche Réchnung wie oben durchzu-
fiihren(cf. Siegels Definition der Darstellungsmafe fiir
den Zahlkdrperfall, [S III, Einleitung]). Wir wollen an-
nehmen, das sei geschehen. Summieren wir dann im Fall
n<m die g(s,t,c) liber alle Klassen von Darstéllungen
von N durch Gitter aus dem Geschlecht ven M und be-
zeichnen die Summe mit p(N, M), und bezeichnet /;(M)
die Summe aller g (s) iber die Klassen von Gittern aus
dem Geschlecht von M, so liefern (4.3), (4.4) bei der zu-
sdtzlichen Definition a(N, M) = 1 im Fall n = m genau den

Siegelschen Hauptsatz [S III, p. 215]:

-k(mn—%(n+1))

L0 T T e n (v) A, (N_,M )
A1) Uy de A v
nit €= %, falls m = n, €= 1 sonst, und m=1 firm>n+ 1,
. ~h.~h ) .
h= % firm=n+1, p=2 12 firm=mn =1 und
~h,-h |
178
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