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Einleitung

Die Frage nach der Klassenzahl einer ganzzahligen quadratischen Form

iiber einem algebraischen Zahlkorper K 1idft sich deuten als Frage nach

der Anzahl gewisser 2zweiseitiger Nebenklassen in der Adelgruppe der zu-
gehorigen orthogonalen Gruppe, und in dieser Form gestattet das Problem
die Ubertragung auf eine beliebige, iiber K definierte, lineare algebra-
ische Gruppe G. Ist ndmlich fiir einen K-Vektorraum W die Gruppe G enthal-
ten in der allgemeinen linearen Gruppe von W, so operiert die Adelgruppe
GA von G in einer in § 1 ndher beschriebenen Weise auf der Menge der Git-
ter in W. Die Bahn eines Gitters M unter GA heilt das G-Geschlecht von M,
die Bahn unter der Gruppe GK der K-rationalen Punkte (die man sich dia-
gonal in GA eingebettet zu denken hat) ist die G-Klasse von M. Bezeichnet

8y die Fixgruppe von M in G so ist also die Anzahl der G-Klassen im

A’

G-Geschlecht von M gleich der Anzahl der Doppelnebenklassen ngG in GA'

K
Mit den Definitionen in § 1 1#Bt sich leicht sehen, daB im Fall, daB W
ein quadratischer Vektorraum und M ein ganzes Gitter hierin ist, diese
Geschlechts- und Klassenbegriffe mit den klassischen der durch M repria-
sentierten quadratischen Form zusammenfallen, und Entsprechendes gilt
auch fiir HERMITEsche Formen. (Ein anderes Beispiel mit klassischer Be-
deutung erhdlt man, wenn-man fir G einen K-trivialen algebraischen K-
Torus vom Rang 1 (d,h, die multiplikative Gruppe von K) und W = K wihlt.
Dann ist die G-Klassenzahl im Geschlecht des Ganzheitsringes von K ge-
rade die Idealklassenzahl von K.)

Allgemein ist bekannt, dafB éin G-Geschlecht nur endlich viele G-Klassen
enthalt [2].

Im Fall halbeinfacher Gruppen erhilt man Aussagen iiber die Anzahlen sol-

cher Klassen beispielsweise aus dem starken Approximationssatz, jedoch
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nur unter der Voraussetzung, dafl G an einer unendlichen Primstelle nicht
kompakt ist (dem entspricht im orthogonalen Fall eine indefinite Form).
Dies ist beispielsweise in der Arbeit '"Strong Approximation" von KNESER
(Proc. of Symp. in Pure Math. Vol. IX (Boulder), Providence, R. I. (1966))
ausgefiihrt (fiir den orthogonalen Fall auch in [8]).

Insbesondere zeigt sich, daf fiir einfach zusammenhingende Gruppen die
Klassenzahl stets 1 ist, falls der starke Approximationssatz gilt. Ist

G halbeinfach und an allen unendlichen Primstellen kompakt - wir sprechen
hier dann in Anlehnung an die Bezeichnungen bei quadratischen Formen von
totaldefiniten Gruppen; K ist in diesem Fall notwendigerweise totalreell -
50 scheint die Situation gidnzlich anders zu sein, wie man bereits aus
Untersuchungen iiber quadratische Formen weil f13] und wie in dieser Ar-
beit fir totaldefinite Spin- und spezielle unitire Gruppen gezeigt wird.
Satz 1 (p. 11) besagt, da die Klassenzahlen von Spingruppen fast aller
Ahnlichkeitsklassen totaldefiniter quadratischer Riume (der Dimension 2 3)
unabhingig vom Korper grofBer sind als jede endliche Zahl, und eine #hne
liche, obwohl nicht ganz so scharfe Aussage macht Satz 3 (p. 37) fiir spe-
zielle unitare Gruppen.

Die Beweise werden stets mit Hilfe einer der MINKOWSKI-SIEGELschen MaB-
formel fiir quadratische Formen analogen Formel gefiihrt, die man bekannt-
lich aus der Kenntnis der TAMAGAWAzahl der Gruppe ableiten kann. Dieser
Zusammenhang wird in & 1 erliutert. Das Ergebnis iiber die Spingruppen
wird dann bewiesen, inden ein Zusarmenhang zwischen den MaBformeln iso-
gener Gruppen hergeleitet wird ( § 2), der es zusammen mit einem Hilfs-
satz iUber lokale Spinornormen erlaubt, die entsprechenden Abschidtzungen
fir die Klassenzahlen orthogonaler Gruppen in [13] anzuwenden. Dort wer-
den die Schranken fiir die Klassenzahlen direkt durch Berechnen bzw. Ab-
schdtzen der in der SIEGELschen MaBRformel auftretenden lokalen Darstel-

lungsmalle ermittelt, und ganz analog gehen wir auch im zweiten Teil
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dieser Arbeit bei der Behandlung der speziellen unitdren Gruppe vor.
(DaB das Ergebnis in Satz 3 schwidcher als das entsprechende in [13] ist,
liegt daran, dafB hier die lokalen Darstellungsmalle der geraden Primstel-
len nur sehr grob abgeschdtzt werden (p. 33), da genauere Untersuchungen
wegen der komplizierten Verzweigungsarithmetik des quadratischen Erwei-
terungskorpers von K umfangreiche Rechnungen erfordern.)

Die im ersten Teil bewiesene Beziehung der MaBformeln isogener Gruppen
erlaubt noch eine Aussage iiber die Klassenzahl von Spinorgeschlechtern
totaldefiniter quadratischer Gitter (Satz 2, p. 17), die in § 3 bewie-
sen wird., Wzhrend auch hier wieder fiir den indefiniten Fall nach einem
Satz von EICHLER [6] gilt, daB jedes Spinorgeschlecht einklassig 1ist,
sagt Satz 2 fiir den definiten Fall, daB iiber einem gegebenen Zahlkorper
immer nur die Gitter endlich vieler Ahnlichkeitsklassen Spinorgeschlech-
ter beschriankter Kl#ssenzahl haben. Dariiberhinaus wird eine Aussage iiber

die Abhidngigkeit vom Korper gemacht.

Herrn Professor Dr. M. Kneser danke ich fiir die Anregung und standige

Forderung dieser Arbeit.
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Bezeichnungen:
N ist die Menge der natiirlichen,
§ die Menge der rationalen Zahlen.
K ist stets ein algebraischer Zahlkdrper, hierzu sei
n der Grad iiber @,
d die Diskriminante iiber @,
4 der Ganzheitsring,
T die Absolutnorm,
V die Primstellenmenge,
P die Menge der endlichen,
oo die Menge der unendlichen Primstellen und
A der Adelring.
Elemente aus V werden meist mit v bezeichnet. Zu ve V sei
llv die zugehorige Bewertung in der iiblichen Normierung,
Kv die Komplettierung von K bei v,
cv der Ganzheitsring von Kv' falls ve P, und o, = Kv' falls veow;
zu ve P sei
Tlv die Elementezahl des Restklassenkorpers bei v,
ordv die exponentielle Bewertung von Kv und
vy das Primideal in Oy * SchlieBlich sei noch
A := T_T‘Gv definiert.
veV
Ist M eine Menge, so sei [M]'die Kardinalzahl von M. Den Index einer Un-
tergruppe H in einer Gruppe G bezeichne [G:H].
Fiir einen beliebigen Ring R sei R¥ die Gruppe der Einheiten von R.
Ist G eine K-definierte algebraische Matrizengruppe und R ein Unterring
eines Erweiterungskorpers von K, so sei GR oder G(R) die Menge der Punkte
von G mit Koordinaten in R, fiir ve P ist GY die Reduktion von G modulo ﬂ%'
Weiter bezeichnet Hi(K,G) die i-te Galoiskohomologiemenge von G beziig-

lich dem algebraischen Abschlufl von K.
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I. Teil: Klassenzahlen von Spingruppen totaldefiniter quadratischer

Formen iiber totalreellen algebraischen Zahlkorpern
§ 1. Die MaBformel totaldefiniter halbeinfacher algebraischer Gruppen

G sei eine affine algebraische Matrizengruppe iiber K vom Grade r. Ist

x=(x ) _,€G, und M ein o-Gitter in XK', so ist ebenfalls
v ve A

Mx:= v;ef\;,vav
(wo Mv das in K: von M erzeugte Gitter ist) ein ¢-Gitter in Kr, und auf

diese Weise operiert GA auf der Menge der ¢-Gitter in K. GA ist die
-4

Fixgruppe des Gitters o in Kr, und wir bemerken, daf die Fixgruppe
eines jeden o-Gitters in K mit G, kommensurabel ist [2, § 8.7].

: o0
Mit C(G) bezeichnen wir die Menge aller Untergruppen g von GA von

der Form
e=TTeg
veV v

(mit g = G fir vew , g <G fiir veP), welche mit G, kommensurabel
v Kv v Kv Ag
sind.

Nach [2, Th. 5.1] gestattet die Adelgruppe GA die endliche Zerlegung

= Ue, x.G
A ieI Ag 1K

(xieGA fir iel, I endlich) in disjunkte Doppelnebenklassen; nach den

G

obigen Bemerkungen hat man daher fiir jedes geC(G) eine analoge Zer-
legung
h -

GA = j'\=/1 gxiGK.
h = h(g,G) heift die Klassenzahl von G beziiglich g.
In Anlehnung an die analoge Bezeichnung bei quadratischen Formen
nennen wir eine halbeinfache algebraische K-Gruppe totaldefinit, wenn
G, = 3;£GKV kompakt ist., Totaldefinite K-Gruppen gibt es also offenbar
nur iiber totalreellen Zahlkdrpern, und diese Eigenschaft ist dquivalent
mit der Kompaktheit einer und damit aller Gruppen aus C(G). - G sei

im Folgenden stets totaldefinit.
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Fiir die im weiteren verwandten Bezeichnungen sei auf [17, chap. Ii]ver-
wiesen.
w sei eine linksinvariante Eichform auf G mit lokalen (linksinvarianten)
HAARschen MafBen W, Da G halbeinfach ist, zeigt [12, Lemma 1.1.1], dafi
{AV = 1| veV} ein System konvergenzerzeugender Faktoren fiir G ist. Das
durch @ und dies System fixierte TAMAGAWAmaB von G bezeichnen wir mit (.
Ll definiert ein linksinvariantes MafB T auf GA/GK'
GK ist diskrete, also abgeschlossene Untergruppe von GA' jedes geC(G)
ist offen in GA' Mithin ist die Isomorphie
gGy /Gy &/Gyng
homogener Riume sogar eine Homoomorphie, und das MaB T 1dBt sich kano-
nisch iibertragen. GKr\g ist als diskrete Untergruppe einer'kompakten
Gruppe endlich, und da G als halbeinfache K-Gruppe uriimodular ist, er=
halten wir fiir das Mal des homogenen Raumes
"C'(GA/GK) = §1T(gxiGK/GK) =ﬂ($)ii[x;1gxin GK1'1 .
Diese Zahl ist die TAMAGAWAzahl T (G) der Gruppe G [17, chap. II].

Die von der Auswahl der xi.unabhéngige Zahl

._ h -1 -1 _T(G)
(1.1) M(G,g):= ];1[xi gxir\GK] =5le)

liefert offenbar eine untere Schranke fiir die Zahl h = h(G,g).
Die Formel (1.1) wird als MaRformel, die Zahl M(G,g) als MaB von G

beziiglich g bezeichnet.
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§ 2. Klassenzahlen der Spingruppen totaldefiniter gquadratischer Formen

Zunachst wird ein Zusammenhang zwischen MaBen isogener Gruppen bewiesen:

Hilfesatz 2.1: Ist f : G=2G' eine Isogenie totaldefiniter halbeinfacher

K-Matrizengruppen, und gilt fiir ge C(G), g'€ C(G")

fA(g) cg',
so ist ( )
M(G,g) ' vy M(G',g"
TZGE = Z:E cv(f,g,g ) TEG'E !
wobei

-1
cv(f'g-’sv): = [(Ker f)Kvn g'vJ [g"' Kv(gv)J
fir ve V ist,
Beweis: Die in der Definition von cv(f,g,g') auftretenden Gruppenindizes
1
- s . R Z o
sind endlich, denn es 1st[Gl'(v.£‘$GKv)]— [H (Kv,Ker f)]/.co fiir veeo, und

fiir alle ve V ist fK als analytische Submersion offen [14, part II, chap.

v \'4 OV

v

I11;811], mithin ist £, (G )nG) offen und, da G, nach [14, part 1I,
v

chap. IV, §9] projektiver Limes von p-Gruppen (p ist die Charakteristik

des Restklassenkirpers bei v) ist, von endlichem Index in q& + Da 8y
\4

und g; kommensurabel mit G, bzw. Q& sind (ve P), folgt damit auch die
v
1 toe
Endlichkeit von.[gv.va(gvﬂ .

Weiter ist fiir fast alle ve P sowohl 8y= als auch g; = q; , und damit

G
0
v v

laBt sich fiir fast alle vé€ P
- ] .l
wv(gv) = wi(g!)
fir liksinvariante Eichformen w, ' auf G bzw. G' zeigen. Denn fiir
fast alle vE P existieren die Reduktionen G', (G*)Y von G, G' modulo‘rv
und sind halbeinfache, isogene Gruppen iiber dem Restklassenkdrper bei v,
und nach (17, Th. 2.2.5] ist fir fast alle ve P
-dim Gy v ‘ -dim G*
W (G ) =Ty (Yo /p)], wier ) =ny v
Ve, v/ Pelds Wy o [ @& (4’v/1>v)] .
v v 5 .

Nach [1c] st [ GV (o /p )] = [(G)7(0 /p ). Wegen dim G = dim G' folgt

damit die obige Gleichung.
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Weiter sind invariante Eichformen auf halbeinfachen Gruppen bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt, mithin sind die zu w, W' gehorigen TAMA«
GAWAmaRe nach [17, Th. 2.3.1] von der speziellen Wahl von w, W' unab-
hingig. Da, wie man leicht sieht, £*w') invariante Eichform auf G ist,
wenn w' eine solche auf G' ist, setzen wir w = £*(w') und haben
W (g"r) = c (f,g,8") w,(g,) (veVl.
Hieraus folgt die Behauptung des Hilfssatzes sofort unter Benutzung der
MaBformel (1.1) fiir G und G'.
Sei nun W ein nicht entarteter quadratischer Vektorraum iiber K mit
3 < dimK W <9 und der quadratischen Form q : W— K, sei
(x,y) =ih(x +y) - qlx) - qly) (x, yew)
die zugehorige Bilinearform und SOq die spezielle orthogonale Gruppe von
qe. Dann gilt fir ve P:

Hilfssatz 2.2: Das Bild einer maximalen kompakten Untergruppe g von SOq(Kv)

unter der Spinornorm © umfafit die Gruppe othZ/Kza.
Beweis: Wir zeigen: wv =W o, Kv enthdlt ein o;—Gitter L mit den Eigen-
schaften

i) g = SOq(L) (= Einheitengruppe von L geschnitten mit soq(xv)).

ii) L besitzt eine orthogonale Zerlegung L = M L N mit unimodu-

larem M undlfv-modularem N.

Hieraus folgt die Behauptung fiir den Fall v * 2 allgemein: Es ist nimlich
entweder der Rang von M oder der Rang von N grdBer als 1, und [11, 92:5]
liefert das Gewiinschte. Im Fﬁll vl2 kann man analog mit [11,Ex. 93:20]
fir dimK W g schliefRen, fiir dimK W =3, 4 benotigt man jedoch die im
folgenden bewiesenen Hilfssidtze, aus denen di: Behauptung auch fiir ho-
here Dimensionen folgt.
Wir konstruieren also das Gitter L. (Fiir die Definitionen der dabei be-
nutzten Begriffe und Symbole verweisen wir auf f11, chap. VIII, IX] )

Zundchst ist klar, dafB ein Gitter Lo in wv existiert mit g¢ SOq(y), und
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wegen der Maximalitat von g gilt sogar g = SOq(Lo). Weiter kann offenbar

sogar (L ,L )¢¢ (d.h. L ganz) angenommen werden.
CRNCTRN o
Nun sei Lo = 1!1 Lo'1
. = - é . . . .
( si<.si+1 fir i=1,...,t=-1). Ist 8y 1, so ist bereits Lo ein Gitter

5.
. . _ i
eine modulare Zerlegung von Lo mit SLo,i = fk

t

Wir werden aus Lo ein Gitter L1 konstruieren, das die Eigenschaft i) hat

mit i), ii). Falls s, > 2 ist, sei k die kleinste Zahl, so daB 5y 2 2,

und bei dem die Summe der uni- und f%-modularen Komponenten von grillerer

Dimension ist als in Lo' Wir setzen

-[sy/2] #

L} P —
Ly s = (fv L)AL,.
(Hierin ist [sk/2] die grofite ganze Zahl, die nicht groBer als sk/2 ist.)

L} ist orthogonale Summe der modularen Teilgitter

1
- [5,/2] #
( fv Lo,i)f‘Lo,i’

die fir i*®k den Teiler

si-Z[s ZJ
Py ¥

s
und, falls es das gibt, fiir i <k den Teiler Po mit ¢ = O oder ¢ = -1
haben, Im Gitter
#
)

L,‘ = L,ir\(L%

ist daher (wegen O £ s, - 2[sk/é]£ 1) die Dimension der Summe der uni-

k
und 1b-modu1aren Komponenten um wenigstens den Rang des Gitters Lo,k
grofler als ih Gitter Lo‘

Evidenterweise ist aber auch SOq(L1) = SOq(L;) = SOq(LO) = g.

Durch fortgesetztes Wiederholen der beschriebenen Konstruktion gelangt

man offensichtlich nach hdchstens t Schritten zu einem Gitter L mit i), ii).
Wir haben den Beweis von Hilfssatz 2.2 noch fiir den Fall v|2 zu komplet -
tieren:

Dazu konnen wir zundchst ohne Einschrinkung annehmen, daB die unimodu-

lare Komponente von L wenigstens den Rang 2 hat. Denn ist dies nicht

der Fall, betrachten wir stattdessen das Gitter A und multiplizieren
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hier die Form mit einem Primelement aus ﬁb. Dies dndert an den auftre-
tenden Gruppen nichts, und die Spinornorm von Elementen aus SOq(Kv) an-
dert sich ebenfalls nicht.
Wir haben also eine orthogonale Zerlegung L = NNt nit unimodularem
bindrem N, und es bedeutet offenbar ebenfalls keine Einschrinkung, wenn
man N* als modular, 1 € rg N°¢ 2 und sN* =»?; mit €= O, 1 annimmt.
Wir wihlen eine Basis x, y von N mit (x,y)} = 1, § = (x,x), n = (y.y)

und formulieren mit diesen Bezeichnungen

. .. _ . .. . . .

Hilfssatz 2.2': Ist f= Zgo mit goe O, so ist fiir die Giiltigkeit der
Behauptung in Hilfssatz 2.2 hinreichend, da 2 Teiler von 7 ist
oder ein ze N1 existiert, so daB ordv(q (z42)) ungerade und
ordv(z,z) <ord ¢ ist.

Daf man sich in unserem Fall stets auf diese Situation zuriickziehen

kann, sieht man mit

Hilfssatz 2.2": Zu z = x oder ze Nl, primitiv, gebe es eine ganz-ratio=-

nale Zahl r 2 O mit ordv(z,z)+-2r= ord n.Dann gibt es y,e M (im
Fall z = x sogar y,€ N), so daB - mit Nq = (y1,y1) - gilt:
ord n, * min{ordva, 1 + ordvqi, (x,y1) = 1, Weiter gibt es ein

primitives z,c M mit (x,z1) = (y1,z1) = 0 und ordv(z1,z1) =

1
= ordv(z,z), falls ze N*,

Denn ist etwa 2 Teiler von g und gibt es ein ze Nt wie in Hilfssatz 2.2'",
80 kann man durch wiederholte Anwendung dieses Satzes zu einer Zerlegung
gelangen, so dal} die Voraussetzungen von Hilfssatz 2.2' erfiillt sind.

Ist 2 weder Teiler von £ noch von n » SO konstruiert man mit fortgesetz-
ter Anwendung von Hilfssatz 2.2" - indem man z = x oder z = y setzt =
eine Basis x,, y, von N, fiir die entweder 2 Teiler von S1= (x1,x1) ist
oder 2 weder §1 noch n,= (y1,y1) teilt, aber ordvg1q1 ungerade ist.

Gibt es im letzten Fall ein z wie in Hilfssatz 2.2", so gelangt man wie-

der durch fortgesetzte Anwendung dieses Satzes zu einer Zerlegung, auf
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die man Hilfssatz 2.2' anwenden kann. Wir miissen also zeigen, dafl ein
ze N' wie in Hilfssatz 2.2" existiert,.falls 2 [§, 2 } n, ord § un-
gerade oder falls 2 Ig ’ Z,fn' und keine der Bedingungen in Hilfssatz
2.2 erfiillt ist.
Ist rg Nt= 1, so kann man fiir z ein erzeugendes Element wihlen, wie man
leicht sieht,.
Falls rg Nl= 2 ist,s0 gibt es nach dem bereits Bemerkten eine Basis x',
y' von Nt mit (x!,¥y") =Tr° (wenn 17 Primelement in-f% ist).
Ist 2 Teiler von g’ =11-£(x',x') und von q' =ﬁ?y',y'), 80 ist - nach
Hilfssatz 2.2' - nichts mehr zu zeigen.
Sei 2 ,l’g' y 2 4 g . ordv'rrz €'§ gerade. Ist nun ordv'ﬂ'gg' > ordvg s SO
ist sogar ordinﬁg' > ordv§ + 2, also ordvg' 3 ordvnzf.
Man betrachtet in diesem Fall anstelle von L das duale Gitter L", auf
dem man die mit ﬂ! multiplizijerte quadratische Form nimmt- an der Spinor=-
norm der Gittereinheiten dndert dies nichts, wie wir bereits sahen-, und
hat- bei Vertauschung von x, y mit x', y' - nur noch die Situation
ordvﬂﬁg' £ ordv§ zu betrachten. Hier kann man offen:sichtlich z = x'
wadhlen. Ist ordvﬂﬁg'g ungerade, so kann man sogar ohne weiteres z = x'
setzen.
Wir haben daher nur noch die beiden Hilfssitze zu beweisen.

Beweis von Hilfssatz 2.2': Wegen der Vollkommenheit des Restklassenkor-

pers geniigt es zu zeigen,‘daﬂ die Klassen aller Einheiten aus 1 +4 ?% als
Spinornormen von Einheiten von L vorkommen., Im Fall 2| '2 entnimmt man

(11, 93:11], daB entweder § = n = O oder §= 2gy = 2 mit gco:' angenom-
men werden kann. Im ersten dieser beiden Fille ist die Behauptung leicht
zu sehen; wir brauchen daher‘nur noch die Fille n= 2 oder 2 ]Q zu be~
trachten., Fir w =Ax 4+ y (levv) erhzlt man in sw(a) = a--2z(%:—:-)y w (ael)

die Spiegelung an der zu w orthogonalen Hyperebene, und da im Fall lesf%

(w,w) = n + 2l + Zlago Teiler von 2 ist, ist s, Finheit von L mit der
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. - 2 2 ¥2 . .
Spinornorm n(4 + E(l + A go))Kv . Eine einfache Anwendung des HENSELschen
Lemmas zeigt daher, daB alle Klassen (1 ¢ %PV)K:Z als Spinornormen von
Einheiten von L auftreten, Dies ist im Fall n= 2 die Behauptung. Im Fall

2 }’ rz ist nach Voraussetzung (—Z"Z-El- = EOTT'-2g +1

mit 6064%*; ¢> 0, ganz, und
man sieht wie oben, daf fiir XEQ die zu w = y ¢ Trgaz gehdrige Spiegelung
Einheit von L ist mit der Spinornormnp(1 + £°Tru2)K:2, d.h. man erhdlt
als Bilder die Klassen aller Einheiten, die sich in der Form 1 + 5°'rru2
mit O(GOV und einer von x und z abhingigen Einheit €, repriasentieren
lassen.

Nun aber 1dBt sich eine beliebige Einheit aus 1 + Py die nicht Quadrat

$¢ mit geo* schreiben, wobei ¢ entweder ungerade

ist, in der Form 1 + Tr
oder mé= L iast [11 63: 2] Wegen 1 + 4o C1 ¢ —y brauchen wir nur den er-
sten dieser beiden Fdlle zu betrachten.
Wir setzen daher £ = 5052(1 +mh) (Sé(’:, (560‘,), was wegen der Vollkom-
menheit des Restklassenkdrpers moglich ist, und bekommen

1+TE= 1+ T 82(1 +mf) = (1 +weé Y1 4 (141 £, §2)"Tn8* e 8 p).
1 + m$e ist also Spinornorm einer Einheit von L, wenn der zweite Faktor
in 1 ¢ lwv liegt. Ist das nicht der Fall, so schreiben wir ihn in der
Form 1 +1Tg’£ mit ¢, > ¢ + 1 (g ist ungerade), & GO*. Ist ¢, gerade, so
wahlen wir S 50 so, dal 52 8 6 mod@a ist. Dann ist

14T =14 4, 271"" (1 + S'rrf) mod ?9*1,

man kann also 1 +'ﬂ9 = 8 2(1 + n ) mit 5 E

& 2

e(9vundg225’1+2

schreiben.

Indem wir die Konstruktion wiederholen, kidnnen wir, da wir nach endlich
vielen Schritten notwendig zu einer Einheit aus 1 + kq’gelangen miissen,
1 + w¢ als Produkt von Spinornormen von Spiegelungen von L schreiben,
und damit ist alles gezeigt.

Beweis von Hilfssatz 2.2": Ohne Einschrinkung kénnen wir wieder wegen

der Vollkommenheit des Restklassenkdrpers
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(z,2) = 62(1 +oc11r)rrd, n= (1 +Tra2)nd+2r

mit 5643:, o e0, (i=1,2)
und d > O schreiben. Es ist dann
- - r=1
(y + 158 1z, y +178 12) = (1 + Uaé)vd+2r + (1 + no%)vd+2r + 200" (y,z)
- -1
'='Trd+2r+1(°<1 + ) mod 26, und (x,y + 76 T2) = 7T 7N (x,2) =:6 .,
wo Soe Q:'sicher gilt, wenn ze Nl oder r * 1, Ist z = x und r = 0, so

ist § =1+ 801 +0mrie 0¥, falls d > 0. Ist d = O, so zeigt

S (1-8z(1+8HU1-8)=1- 8= 1 -¢ modp, mit 1 - £7€6% das

*

. -1 r{=1
v iste Man setzt also y, = 50 (y +m d7zy,

auch in diesem Fall Soeo
Die Existenz von 2, muf nur fiir den Fall ze N'noch gezeigt werden. Dann
. - . .- P -1 Ie
ist So = 1, und man rechnet nach: Fiir Z,i= Z + (1 -§71) (y1,z)\> Yq - x)
gilt (x,z1) = (y,],z,l) = 0 und
-1 2r+d
(2,2) (1 = §9077(1 = §7, #7000 4 &, M)
2r+d§) mod §?%2r+d+1
-1 2r+d+1
(z,2)(1 - §Q1) (1 + QE) mod gﬁ% .
. . . ¥
ordv(z1,z1) = ordv(z,z) folgt daher im Fall §2 €y sofort, im Fall §2ec%

(21,z1)

(zy2)(1 - €907 1 &

wegen gy 2r+d+1
I\

=P, und 1 + f& =1 - gq t 0 mod ?%.

Damit ist auch Hilfssatz 2.2" gezeigt und Hilfssatz 2.2 vollstiandig be-
wiesen,

Wir nehmen nun an, daf q totaldefinit ist (insbesondere also K totalreell),
und daf r ='dimK W2 3 ist. Dann sind Spinq, SOq totaldefinite fastein-
fache K-Gruppen, und wir kdnnen beweisen:

Hilfssatz 2.3: Zu ge C(Spinq) gibt es g'e c(soq) mit fA(g) €Cg' und

3 ! N a ]
M(Splnq,g) > EM(SOq,g )
Beweis: Zu ge¢3(Spinq) konstruieren wir g'é C(SOq) folgendermaBen: Fiir
fast alle ve P ist g, = Spinq o Tk (Sp:.nq 0') € SO 0" und Reduktion

19, v ' a0,
modulo p  zusammen mit [10] zeigt

[SOq'Ov:i;((vSpinq’uv)] = [(Kerf)Kv

fiir fast alle ve¢ P; fiir diese sei g;:: SO

N Spin J
q10,

Ch"’v.

Fir die endlich vielen iibrigen wihlen wir fiir g; eine maximale kompakte
Untergruppe von SOq Kv' welche fK (gv) umfaflt. Die Existenz einer solchen
1]

v
ist durch einen Satz von LANGLANDS [#,§2] gesichert.
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Damit ist f,(g)E€g'. Nilfssatz 2.2 liefert [g):f, (g )] ¥ [6¥:0%°], also
hat man mit [11, 63:9]: !

[g‘;:va(gv)_] H) 2[:4%’/?‘,] ord, 2 [(Ker f)K ngv] [ov/ﬂ)v] ordv2.
An den reellen Primstellen induziert f eine Su:jektion, da q als total-
definit vorausgesetzt war, so daB cv(f,g,g') = % fir veeo ist. Unter Aus-
nutzung von TTP[L‘:'/&J ord, 2 _ 2" erhalten wir _]"qu(f.g,g') > 1, und da
nach [17, ch:;. I1] wnd [12] die TAMAGAWAzahlen der Spin- und der spezi-
ellen orthogonalen Gruppe T(Spinq)»: 1, T(SOq) = 2 sind, erhidlt man mit
Hilfssatz 2.7 unmittelbar die Behauptung.
Diese Formel ermtglicht es, aus den Abschitzungen der Klassenzahlen to-
taldefiniter quadratischer Formen in [13J eine untere Schranke fiir die
Klassenzahlen der zugehorigen Spingruppen zu gewinneh.

Zu g'€ C(SOq) 158t sich nimlich ein Gitter L in W finden, dessen Iso-

tropiegruppe g1, die Gruppe g' enthdlt: Nach Definition sind g' und SOq,A”

r
kommensurabel, so daB die Menge aller transformierten Gitter ¢ X :it xe g'

endlich ist; wir setzen L gleich der Summe dieser Gitter., Offensichtlich

ist [50 4 n xTgrx]e ['soq‘

-1 -
KN X ng], also M(SOq,gL) £ M(SOq.g').

Ist nun {Li'i=1,...,k} ein System von Vertretern der Gitterklassen aus
dem Geschlecht von L (beziiglich der orthogonalen Gruppe von g) und
Oq(Li) die Einheitengruppe von Li' und setzen wir M(L) = i‘[oq(l..i)]'1'
so erhdlt man .

(2.1) 2M(L) = M(Soq,‘gL).

(Man hat sich nur klarzumachen, dafs die Geschlechtsbegriffe von Gittern
beziiglich orthogonaler und spezieller orthogonale£ Gruppe zusammeﬁfallen,
und daii eine (globale) orthogonale Gitterklasse genau dann in zwei spe=-
zielle Klassen zerfallt, wenn die Gitterklasse Gitter mit uneigentlichen
Einheiten enthilt, cf. [11, § 82C, §102a].)

Indem man die quadratische Form q gegebenenfalls mit einer Zahl aus K
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multipliziert, was an den auftretenden Gruppen, Mallen und Klassenzahlen
nichts #ndert, erreicht man, daB q(lL)e¢#, L also ganzes Gitter ist. Fiir
solche Gitter ist M(L) in [13.§§] abgeschatzt worden mit dem folgenden
fiir uns wichtigen Ergebnis:

Ist h eine natiirliche Zahl, so existieren nur endlich viele totalreelle

algebraische Zahlkorper, die Gitter L in wenigstens dreidimensionalen

totaldefiniten quadratischen Vektorrﬁumen zulassen mit h ® M(L), und ist

K ein fester solcher Korper, so gibt es nur endlich viele Isometrieklassen

von totaldefiniten Gittern beschridnkten Teilers mit dieser Eigenschaft.

Fiir h(Spinq):: min{h(Spinq,g)Ige<3(Spinq)} folgt hieraus in Verbindung

mit Hilfssatz 2.3:

Satz 1: Ist h eine natﬁrliche Zahl, so existieren nur endlich viele total-
reelle algebraische Zahlkdrper K, iiber denen mindestens dreidi-
mensionale, nicht entartete,totaldefinite quadratische Riume (mit
der Form q) mdglich sind, so daB h(Spinq) € h ist; fiir jeden sol-
chen Korper K gibt es - bis auf Ahnlichkeit - nur endlich viele

Rdume mit dieser Eigenschaft.
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§ 3. Spinorgeschlechter mit beschrinkter Klassenzahl in totaldefiniten

quadratischen Rdumen

Die Abschiatzungen in [13] gestatten zusammen mit den Uberlegungen im letz-
ten Paragraphen eine Aussage iiber die Klassenzahlen von Spinorgeschlechtern
ganzer Gitter in totaldefiniten quadratischen Riumen. Wir legen den Begriff
des eigentlichen Spinorgeschlechtes zugrunde, wie er in[SJund B1]definiert
ist (der Zusammenhang dieser Definition mit der von EICHLER [6]wird bei-
spielsweise in[S, §h]er1§utert): Zwei Gitter L und M im gleichen nicht
entarteten quadratischen Raum W liegen im gleichen Spinorgeschlecht, wenn
es zu jeder Primstelle ve V einen eigentlichen Isomorphismus e-vesoq(wv)
mit Spinornorm 1 gibt derart, dal das Gitter /ﬂ\MvG; in der eigentlichen

veV

Klasse von L liegt. (Mv ist hier wieder das von M in wv YWoe

KKv erzeugte

Gitter.)

Es ist leicht zu sehen, daB ein Geschlecht von Gittern in Spinorgeschlech-
ter und ein Spinorgeschlecht in volle Klassen zerfi#llt. Wir wollen die
Klassenzahl des Spinorgeschlechtes eines beliebigen Gitters nach unten
abschidtzen. Dazu sind die folgenden Vorbereitungen erforderlich: Zunichst

halten wir fest, daB fiir jeden Korper X die Sequenz
f

Spinq(K) —K, soq(x) —& 5 k¥ gx2

a.xakt ist, wenn f‘.der Uberlagerungshomomorphismus und © die Spinornorm
ist. Diese Situation l#B8t sich im Fall, daB K ein ZahlkOrper ist, auch
auf die adelisierten Gruppen ﬁbertragen, wobei an die Stelle von K"‘/K"‘2
die Faktorgruppe I/I2 der Idelgruppe I von K tritt, Denn ist

so setzt man 6(x) = (6x )

(A v vev Da fir ein beliebiges

X = (xv)veV € SOq

Gitter M in W fiir fast alle veV die Lokalisierung Mv unimodular und x,

Einheit von M_ ist, ist Oxvc_:o:K:Z/K:Z fir fast alle ve V (cf.[11,92:5]),

also ist Ger/IZ. Die Exaktheit von

g e 2
o
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ist nach dem obigen klar. In SO 158t sich die Gruppe SOq K diagonal
]

q,A

einbetten, ebenso haben wir die Diagonaleinbettung von K in I, und da

nach einem bekannten Satz ein Element in K Quadrat ist, wenn es bei al-
len Primstellen (es geniigt sogar: bei fast allen Primstellen) von K Qua-
drat ist, induziert die letztere Einbettung eine Injektion K""/K""2 —— I/IZ.

Wir konnen daher die Einschriankung von © auf SO mit der Spinornorm

q.K

identifizieren.

In der Adelgruppe von SOq 1aAt sich ein Spinorgeschlecht als Vereinigung
von Doppelnebenklassen beschreiben: Ist L ein Gitter in W und g1, die Iso-
tropiegruppe von L in SOq’A, so erhdlt man das Spinorgeschlecht von L

offenbar gerade in spn(L):= gLSOq xKer © = gLSOq KfA(Spinq A). Da
L] L ]

fA(Spinq A) die Kommutatorgruppe von SO umfaBt, kann man auch spn(L) =
1

9,4

= gLfA(Spinq’A)SO schreiben.

q,K

Der Homomorphismus fA ist stetig und eigentlich, daher ist g:= f;1(gL)

offene und kompakte Untergruppe von Spinq pv also Element aus C(Spinq),
1

und es gibt (nach §1) eine endliche disjunkte Zerlegung

(3.1) Splnq’A = iﬁngspanvK GIGSplnq,A, endlich).
Folglich ist
(3.2) spn(L) = ;:;gLfA(x)SOq’K.

aber diese Zerlegung ist im allgemeinen nicht disjunkt.

Jedoch 1#Bt sich die Klassenzahl hi

Hilfssatz 3.1: Es ist h} » p-(2n48) -1

Idealklassenzahl von K und § die Anzahl der nichtarchimedischen

von spn(L} nach unten abschitzen durch

h(g,Spinq), hierin bedeutet k die

ungeraden Primstellen ve V mit
* 2 *2
(3.3) e(soq(Lv>)_¢ovx§ /K*E,
Beweis: Wir zeigen zunichst, daB die Gruppenordnung [S(gL)A S(SOq K)]
b}
eine obere Schranke fiir die Anzahl der Doppelnebhenklassen in.(3.1) ist,
deren Bilder unter f, in einer Doppelnebenklasse von (3.2) liegen. So-

2n+5k

dann beweisen wir [B(S0_ .)ne(g )] € 2
q,K L

Aus beiden Aussagen zusammen folgt dann unmittelbar die Behauptung.-



Ist fiir x,y€ J gLfA(x)SOq (y)SOq’K. so existieren we &, ﬁGSOq,K

mit f,(x) = qu(y)@. was wegen 6of, = 1 die Beziehung

(3.4) 8(x) = 8(p)”"

liefert. Daher ist 8(x)€ @(g;)n e(soq ). Gilt nun fiir z€J, z £ y eben-

K

d.h. gibt es yeg,, €50 . mit

falls g f, (x)S0O
€1 a q q,K

K = BT (2)80, 4,
_ _ o=t -1
£,(x) = p1,(2)3, so st £,(z) = ¥ at, (y)BST.
Weiter ist F_10‘¢Ker 6, denn sonst wire (cf, (3.4)) auch ﬁ5_16 Ker ©,
. . -1 -1 .
und es gibe §Eg, QESpinq,K mit fA(f) =Y X £,(0) = [38 . z wiirde sich
von §y7 also nur um ein Element aus Ker fAQ g unterscheiden, so dafl man
ohne Einschriénkung z =§y’2annehmen konnte, im Widerspruch zu z ¥ y und
der Disjunktheit der Zerlegung (3.1).Folglich ist G(X) £ 6(x) und die
erste der beiden Teilaussagen ist bewiesen, Es sei nun S die Teilmengé
von V, die aus oo, den ungeraden v mit (3.3) und allen geraden v besteht.
S ist endlich (cf. (11, 92:5]), und fir veV - S gilt
X%l 2
(3.5) 6(s0, (L)) ¢ wJK] /KX,
IS sei die Untergruppe der Elemente von I, deren Komponenten auBerhald
von S Einheiten sind. Dann.ist (g )& 1512/12, o(s0, K)QK"’Ie/IZ. und
]
wegen (Isr\ K*)Iz/IZC_'- (ISIZ/\ K"Ia)/l2 folgt
2 %2 2 %y 12 jrl
'l .
(3.6) fe(gL)r\e(SOq'K)] ¢ [1,1°A K*1%: (1A K T7] [ (14 A KN T/1°],
Hierin 128t sich der zweite Faktor mit
2 * %42

[T AKYIOA I A K] € [T A KY/(T A KD ]
und dem DIRICHLETschen Einheitensatz wegen [S] £ 2n+§ durch 22n+5 abschit-
zen. Vom ersten Faktor in (3.6) zeigen wir, daB er nicht griBer ist als
[I:K*IS] £ k: Denn ist etwa AgI ein Vertretersystem von I modulo,K"IS

und erSIar\ K*Iz, so gibt es ye I € I mit

(3.7) X = yw12 = rzwzz»

*
g' NEKT, Wy W,

und zu Wi W existiert «eA, feK*. zeIs mit

2
(2.8) w;1w2 = ugz.

Wegen (3.7) ist w;awza

(SJ“E K*, r‘erS). Aus (3.7), (3.8) folgt r.

€ K*I_, also nach (3.8) auch 0(26 K¥I_, etwa 0(2 =er
S S -
1

- 2
z Zy = S’“g ne K*nIs, also
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X = yw12 = 1, (gﬂgzrz)zzwfe r“(K*r\IS)IZ. Damit ist
[S(EL)r\O(SOq K)J £ 22n+5k gezeigt. und der Hilfssatz 3.1 v5llig bewiesen.
)
Den Faktor h(g,Spinq) in Hilfssatz 3.1 schitzen wir nach Hilfssatz 2.1 ab
mit G = Spinq, G' = SOd' g' = g;, wobei wieder T(Spinq) =1, T(SOq) =2
benutzt wird (cf. §2, Hilfssatz 2.3). Danach ist - bei Benutzung von (2.1)
und von h(g.Spinq) B M(g,Spinq) -t
(3.9) h(g,Spin ) = (TT2[e(s0 (L )]IM(L).
q vev® a v
Fiir fast alle ve P ist ['G(Soq(Lv))] = 2; fir veo oder v|2 schitzen wir
diese Gruppenordnung durch 1 ab (dies sind hdchstens 2n Primstellen).

&' sei die Anzahl der ungeraden ve V mit

2 falls (3.3) fiir v gilt,
(3.10) [e(soq(Lv) )] =

1 falls (3.3) fiir v nicht gilt.

Damit ergibt sich aus Hilfssatz 3.7 und aus (3.9)

(3.11) he 2 o= (bned) =Ty ey

§' ist nun hochstens gleich der Anzahl der ungeraden ve P, fiir die Lv in
nicht weniger als r = rgL modulare Komponenten zerfillt. Ist dies namlich
nicht der Fall, so besitzt Lv eine wenigstens binidre modulare Komponente,
und nach [11,92:5] ist dann e(soq(Lv)) 2 (,:K:Z/K;Z' also kann nicht (3.10)
gelten.

Fir das Weitere miissen wir auf die Abschitzung von M(L) in [13] eingehen.

Nach SIiGELs Satz iiber DarstellungsmafBe quadratischer Formen (cf.[16])
[y gy £ A WA I : -
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Der erste Faktor der rechten Seite ist nach unten beschriankt, ebenso der
dritte, und dieser sogar durch 1 (da L ganz ist). Der zweite Faktor ist
nach unten beschrinkt, falls - bei festem n - der Rang r groler als eine
von n abhingige untere Schranke ro(n) ist, und auch, wenn mit n auch d
fixiert ist. Ist glso K ein fester Zahlkorper, so sind die beiden ersten
Faktoren nach unten beschrznkt. Der dritte Faktor ist - wie hi - eine
Invariante der Khnlichkeitsklasse von L. Bei festem r kann man aber in
der Ahnlichkeitsklasse von L ein ganzes Gitter L' finden, so daB (MsL')®
unter einer nur von K abhi@ngigen Schranke liegt. Da, wie die Reduktions-
theorie quadratischer Formen lehrt, zu einem festen Zahlkodrper nur endlich
viele ganze Gitterklassen gegebenen Rangs mit vorgegebener Diskriminante
existieren, folgt, daB nur fiir endlich viele Ahnlichkeitsklassen von Git-
tern vom Rang r M(AL) (MsL)™" unter einer gegebenen Schranke liegen kann.
Insgesamt folgt also. aus (3.15)
Satz 2: Zu natiirlichem n gibt es eine Zahl ro(n) mit der Eigenschaft:

Ist h eine natiirliche Zahl, so gibt es nur endlich viele total=-

reelle Korper vom Grade n, iiber denen totaldefinite Gitter L vom

Rang r 2 ro(n) moglich sind, deren Spinorgeschlechter nicht mehr

als h Klassen enthalten.iber jedem totalreellen Zahlkorper gibt

es zu natiirlichem h bis auf Ahnlichkeit endlich viele Klassen

totaldefiniter Gitter vom Rang r ® 3, deren Spinorgeschlechter

nicht mehr als h Klassen haben,
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II. Teil: Klassenzahlen totaldefiniter HERMITEscher Gitter
§ 4. Die MaBformel der speziellen unitiren Gruppe

Uber die eingangs festgelegten Bezeichnungen hinaus fixieren wir fiir
den gesamten zweiten Teil:
Es sei L eine quadratische Korpererweiterung von K mit dem Ring ( der
ganzen Elemente. Durch x — x (x€ L) bezeichnen wir den nicht-trivialen
K-Automorphismus ("Konjugation") von L. W sei ein endlichdimensionaler
Vektoraum iiber L und h: WxW — L eine beziiglich der Konjugation her~.
mitesche, nicht entartete Sesquilinearform (halblinear im ersten Ar-
gument) auf W, Uh’ SUh’ PUh seien die zu h gehodrige unitdre bzw. spe-
zielle und projektive unitdre Gruppe; diese sind affine algebraische
K-Gruppen. U1 sei die affine algebraische K-Gruppe eines eindimensio-
nalen hermiteschen L-Raumes,(U1(K) ist also gerade die Gruppe der
Normeinselemente von L|K).
Fir ein O-Gitter M in W bezeichne gy € C(Uh)’ g;eC(SUh) die Fixgrup-
h

Im Weiteren nehmen wir an, dall h totaldefinit ist; dies bedingt natiir-

pe von M in der Adelgruppe von U , SU, (ef. §1).

lich, daB K totalreell ist, und dariiberhinaus muB L|K imagindrquadra-
tisch sein, da es iiber reellquadratischen Erweiterungen totalreeller
Korper keine totaldefiniten hermiteschen Formen gibt.

Das Ziel dieses Paragraphen ist, fiir ganze 0 -Gitter M das in der Mal-
formel (1.1) auftretende TAMAGAWAmaB.Q(g;) mit den "lokalen Darstellungs-
dichten” von M (cf. (4.4)) in Verbindung zu bringen.

Dazu konstruieren wir zunichst auf SUh eine K-definierte linksinvarian-
te Eichform @W: Wir haben das folgende K-definierte kommutative Diagramm

mit exakten Sequenzen:
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v det
h " Uy U
o~ T
Puh.
[}

1

~
=y

1 » SU,

(Hierin ist det der Determinantenmorphismus.)
Sind nun W', Wy linksinvariante-Eichformen auf PUh und U1, so0 ist w:=

= dﬁaﬂ) linksinvariante Eiehform auf SUh und T w*) ligksinvariante Dif-

ferentialform auf U, mit w = (*(m*(w')). Nach [17,p. 26] ist dann

0, = ™(w') A det*(w1) linksinvariante Eichform auf U , und die Eichfor-
men W, a%, W, passen algebraisch zusammen., Nach [12, §1.1] kann man

zur Definition von TAMAGAWAmafRen auf“Uh und U1 ein und dasselbe System
konvergenzerzeugender Faktoren {lv[ vsvj widhlen, auf deren genaue Defi-
nition es uns hier nicht ankommt., Da {fﬁv = 1| ve'V} System konvergenz-
erzeugender Faktoren fiir SUh ist, und da der Determinantenmorphismus
einen K-rationalen échnitt besitzt, passen nach [17, Th. 2.4.3} die mit
: dén angegebenen Faktorensystemen und mit ), ak. aq gebildeten TAMAGAWA-
nmLB:e.('I.,.Q.o,.ﬂ.1 auch topologisch zusammen, d.h. fiir jede auf Uh,A inte-
grierbare Funktion f gilt

J a (dety) J Q2 @)y c(t)) = j.n. (x)£(x).
i SU J L
1,4 h,A h,A

(Die Integrationsvariable ist hier in Klammern hinter das Malsymbol
gestellt.) Wihlen wir hierin fiir f die charakteristische Funktion von

8y 80 ergibt sich daraus

+ -1
(4.1) D (gy) =R, (det g)7" 2 _(g,) = uﬂv

(die l? kiirzen sich gerade heraus), wobei wir Mv = Nv fiir veco setzen.

LJo,v(Uh(Mv))

&’1’v(det uh(nv))

Die in dteden Formel rechts auftretenden MaBe unitirer Gruppen sind in
f1. § 8] unter Zugrundelegung der Normierung der lokalen Mafle wie beim
TAMAGAWAmaB (cf. [17, chap. II] ) berechnet worden. Dort ist zwar nur

der Fall K = § behandelt worden, jedoch lassen sich die Rechnungen fast
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wortlich auf den allgemeinen Fall iibertragen. (Man hat nur zu beach-
ten, dal L im allgemeinen keine Ganzheitsbasis iiber K besitzt. Statt-
dessen nehme man irgendeine Basis von L iiber K und transformiere in
jeder endlichen Primstelle in eine Ganzheitsbasis. Dabei tritt an allen
Primstellen der jeweilige: Betrag der Diskriminante der globalen Basis
in einer gewissen- fiir alle Stellen gleichen- Potenz auf. Man befreit
sich von dieser Basis, indem man die Eichform mit der entsprechenden
Diskriminantenpotenz multipliziert, was wegen der Produktformel fiir
Bewertungen am AdelmaB nichts #ndert.) Bei Durchsicht der Rechnungen

findet man: wo 1d68t sich so normieren, daB

(r/4) (r+1)
(4.2) Do,y (UMY = [AL 1K) | 5T pom [T e () (ve P)
und
- rl, A (omd
(4.,3) l;lw (Uh(Mv)) = ya (T'r T___T_

ist; hierin ist r = dim W,und fir ve P ist ﬁ(Lv|Kv) die Diskriminante
von L =L e, K iiber K , 34 die Diskriminante von M_ und a_ (M) die
v K'v \4 v v v
lokale Darstellungsdichte von Mv' d.h.
2
N . =P
(4.b) av(M)-&&g Mv Aﬂr(Mv,Mv).
wo fiir ueN mit A v"‘(Mv'Mv) die Anzahl aller modulo f\;Mv verschiedener
. . . - Ao
0v-11nearer Abbildungen if: M, M mit h(x,y) = h(fx,fy) mod Po fiir
alle x, y&M bezeichnet wird (Ov =0 ).
Wir normieren ( so, daf die Formeln (#.2) und (4.3) entsprechend gele-
ten mit r = 1, h(x,y) = xy fir x, ye L und M = O , Dann folgt aus (4.1)

bis (4.3)
(4.5) Q(gy) = (&

- Lrer)sd ud v M)
'(r—ﬂ(ﬂ. L(m " (o) "t (nam) TT [, s ot (1) °§0,
-2 ¢ - ve

Da wir die Klassenzahlen h(SU ,g,) nach unten (mittels (1.1)) abschitzen
wollen, gehen wir nun daran, den in (4,5) auf der rechten Seite stehen-
den Ausdruck nach oben abzuschitzen. Wir werden dabei analog vorgehen
wie PFEUFFER in [13] bei der entsprechenden Untersuchung fiir quadratische

Formen.
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§ 5. Hilfssdtze zur Abschitzung der lokalen Malle

Kv von L als Kv-Algebra isomorph

Fir ve P ist die Lokalisierung Lv = L o

zur direkten Summe zweier Exemplare von Kv oder einer quadratischen Kor-
pererweiterung von Kv‘ je nach dem £ in L zerlegt ist oder nicht., Im
ersten Fall erhdélt man die Isomorphie L = K, ¢ K_durch xel (x,x)
(xel), was offensichtlich auch eine Isomorphie der ganzen Strukturen
Ov:= O .o "v - lrv TS Uv induziert., Wir setzen in diesem Fall zur Abkiir-
zung: e:= (1,0), e:= (0,1).

Jedes Element aus Lv bzw. aus Uv kann dann also geschrieben werden als
ge + Q; mit g.‘zc Kv bzw. e(’v, und die K-Involution x 2 x von L liefert
eine K_-Involution von L_ mit W = ne + EZ.

Es sei nun M ein Gitter in dem nicht-entarteten hermiteschen Raum W der
Dimension r iiber L|K mit der Form h und Mv =M -, B Wv =W e K.

K v
h definiert dann eine hermitesche Struktur auch auf Mv, Wv, und man hat
im Fall Lv = Kv ® Kv Zerlegungen wv = wve + Wee, L, = Lve + Lve von Wv,
Lv in direkte Summen von Kv- bzw. cv-Moduln. Offensichtlich ist
h(wve.wve) = h(er, er) = {Oj,und fiir Mv liefert eine einfache Anwendung

des Elementarteilersatzes den folgenden Struktursatz [15,prop.3.1] :

Hilfsaatz 5.1: Es gibt eine Lv-Basis {a_l,..., ar} von Wv und ganze Zahlen

r
£ T £,,.5 = g
o, > 0. derart, daB M_ j;(vve R e)ai und

h(ai,aj) = 5i,j.

Ist N ein weiteres hermitesches Gitter iiber LIK, so entsprechen die
Ov--linearen Abbildungen p: N —3 M _ eineindeutig den Paaren (?1,?72) “ -
linearer Abbildungen ¥, ¢ Nve - Mve, Py ¢ Nve -—)Mve (man kann P1 = ey
¢, = ‘f; setzen). Bezeichnet man die Form auf N mit k, und sind M, N
ganz, soidesometrie genau dann, wenn fiir alle xeNve, YE Nv; gilt:
x(x,y) = h(?1 (x),?z(y)). Im Fall M = N ist diese Bedingung unter der

zusgtzlichen Voraussetzung, daB alle in Hilfssatz 5.7 auftretenden U'i

gleich Null sind, dquivalent damit, daiB \f,l, ‘fz beziiglich der Basen
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{aie}i=1,...,r' {ai;}i=1,...,r durch Matrizen §1, gaeiHEXUQ) mit ?%?; =1
dargestellt werden. Die unitdre und die spezielle unitire Gruppe von Mv
sind in diesem Fall also isomorph zu GLr(vv) und SLr(c%).
Ist Lv Korpererweiterung von Kv’ sc miissen wir fiir die Beschreibung von
Ov die verschiedenen Verzweigungssituationen von fv in Lv unterscheiden.
Die folgende Zusammenstellung entnehmen wir [7,§5 U §9J. Sei Be K: - K:a
das Quadrat eines Elementes aus Lv’ welches LV iiber Kv erzeugt, so kann
ohne Einschrinkung angenommen werden, daB 8 Einheit oder Primelement ist.
Im folgenden seien T, p Primelemente in Kv’ Lv’ und {1,ad sei eine Ganz-
heitsbasis von Lv iiber Kv mit der Diskriminante Av' Sei zundchst f% nicht
Teiler von 2 ("Nicht-dyadischer Fall"), so ist Lv,Kv genau dann unverzweigt,
wenn ordv 6 = O ist. Im verzweigten Fall kann ohne Einschrankung 6 = v}
V§'= p angenommen werden, und man sieht ohne weiteres, daBR in beiden Fdllen
W= %fe' mit Av = © gewdhlt werden kann.
Ist Po Teiler von 2 ("Dyadischer Fall"), so ist Llev genau dann unver-
zweigt, wenn ordv 6 = O ist und gleichzeitig der quadratische Defekt
S, (8) von @ gleich bo ist (fiir die Definition des quadratischen Defektes
ch[?, §5J oder ﬁ1, chap. VI, §63AJ). In diesem Fall kann ohne Einschrin-

kung 8 = 1 + 4 mit einer Einheit § aus Kv angenommen werden, und daher

1+ V®

erhdlt man mit W:= >

wegen [wlv = 1 in {1,Q}eine Ganzheitsbasis mit

der Diskriminante Av 8. Falls ordv © >0 ist, liegt der sogenannte

"primverzweigte Fall vor. Man kann dann © = 7, Y€ = p und w = {€ mit

Av = 46 annehmen. Ist dagegen ord 6 = O und SK (8) = 2k
v

ordv4 > 2k + 1 > 0, so spricht man vom "einheitsverzweigten' Fall. Es

O nit
v

-k
kann & 1 + W2k+15 mit einer Einheit & aus Kv und p =W =17 (1 + Ja)

mitllv - yr2ke gesetzt werden, Fiir das Folgende wollen wir uns die ex-
ponentielle Bewertung ordv von Kv auf Lv fortgesetzt denken in der Weise,
dall im verzweigten Fall auch halbganze Werte auftreten kdnnen: ordv P = %;

aublerdem schreiben wir in diesem Fall ?%1/20v fiir pCL.
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Zundichst einige Bezeichnungen: Fiir ein hermitesches Gitter Mv liber Lv
mit der Form h heifit das - moglicherweise gebrochene - Lv-Ideal st:=
= {_h(x,y) I X,y E Mv} der Teiler von M . Fiir eine halbganze Zahle heiBt

_ &
M &-modular, wenn h(x,Mv) =4

(.’v gilt fiir jedes x ¢M  mit x#va, falls

'PV verzweigt, x*vav sonst. - Im unverzweigten Fall kdnnen offenbar nur

ganze 6 auftreten.

Das zu M_ duale Gitter ist M¥ :={xeL M |[h(x,M ) <0 f. bas Gitter in
v v vy v v

Hilfssatz 5.1 hat den Teiler f:r: Ov; es ist genau dann &-modular, wenn

g = 0'1 = 0'2 = eee = G'r ist, Das duale Gitter ist gerade

n

T (?‘We + 8, )a,. Man sieht leicht (cf. [11, chap. VIII, 82:1ka]):

i=q v vt

. . _ . = C [\ o bl .
Hilfssatz 5.2: Ist M @-modular, so ist M, {xeLvalh(x.Mv) c rv @v}

Fir den Rest dieses Paragraphen seien M, N ganze hermitesche nicht ent-
artete Gitter iiber Llev mit r = rg M2 s = rg N und mit den Formen h, k.
Eine @v-lineare Abbildung ¢ : N — M heiBt Isometrie modulo.f:(fﬁr ue N),
falls gilt: h(px,gy) = k(x,y)mod/r'“ fiir alle x, yeN.
v
Mit A .(M,N) bezeichnen wir die Anzahl der mod y:M verschiedenen Isome-
v

trien modulo Zo: von N nach M. Zur Abkiirzung setzen wir im Folgenden P

fiir 'Pv und beweisen

Hilfssatz 5.3: Es gilt A , (M,N) = fMys(2r=s), L(MN), wenn  « oe N,
M2 26 4+ 1T und x> - or(Iv(sN#). falls 712 oderw zerlegt bzw.
x> 6rdv(m(sN‘)-1), falls f|2 und # unzerlegt ist.

Beweis: Dieser Hilfssatz ist eine Verallgemeinerung und Verscharfung

von Hilfssatz 11 in[}]. Wir werden den dort fiir K = Q@ gefiihrten Beweis

im wesentlichen iibertragen und lediglich anstelle der dort benutzten

Ganzheitsbasen unsere oben eingefiihrten verwenden.

Es sei also x wie in der Behauptung und /ueN, M 2 2x + 1. Lf: N—M

Ssei eine Isometrie mod /f’“. Dann setzen wir A(T) gleich der Anzahl der

mod »a:”M verschiedenen Isometrien Hu: N == M mod ff'“ mit \fx = T?x modf"°°'M

fir xe N, und B(lr) gleich der Anzahl der mod f“”M verschiedenen Iso-

L -
metrien y : N —4 M mod f" mit yx = px mod r"‘“M fiir xe N,
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Indem man iiber alle mod /B;'“-QM verschiedenen Lf summiert, erhdlt man
AF (M,N) = Z A(f) wet (MyN) = _7: B(T)' so dafl es geniigt, die Gleichung
B(&f) = Rvs(Zr S)A(tf) zu zeigen. Jede Isometrie p N — M mod p “mit

= px mod T'“ M 1i06t sich schreiben als = ur + 0" mit einer Uv-
linearen Abbildung & : N — M, Wegen m * 2o + 1 ist 2(/4- «) 2 ;s 1,
also ist fir alle x,y€&N:

h(vx,yy) = h(\{x,fy) + 'rr“-“(h(xfx,try) + h(fx,lry)) modf”

Nach Voraussetzung ist 1(x,y):= Tr-#(h(trx,l'y) - k(x,y)) fir festes lreine
ganze hermitesche Form auf N, und es ist
h(\'/x,Yy) = k(x,y) +'n’"'1(x,y) +1-|-""th(7x,Wy) + hiex,py)) modf.“-ﬂ
fiir alle x,y¢ N. Damit sind A(uf), B(kf‘) gerade die Anzahlen aller G mod
TO‘M, die die Kongruenz
(5.1) - 1(x,y) = h(Yx,Uy) + h(Vx,?y) fir alle x,ye N
mod y“ bzw. mod me erfiillen. Deren Verhiltnis werden wir bestimmen.

Zundchst einmal ist ¢ injektiv: Ist {f1,..., fsj Basis von N, so erzeugt

der Teiler der Matrix (k(fi'fj))-1 gerade das Ideal sNﬁ, wegen

N # -1 . ‘
m>x 2 or%(sN )" ist daher ot ordv(sNﬂ) > 0, aus h(ffi'ffj) k(fi,fj)

mod .y"w folgt also

-1 .
(Rpey o9t Ce(ey, €07 = 1

mod 'fﬂ +ord, (sN¥) ,
und also hat Lr maximalen Rang.

Da weiter M ganz ist, ist M¢ M#, wir konnen also T auch als Abbildung
von N in M#auffassen. Wegen der Injektivitdt von T gibt es nach dem Ele-
mentarteilersatz Basen {f ,.;., f } von N und {91,.... er} von M#sowie
Zahlen dgyese, dg e(ﬁ , so daB «f(f ) = dje, fir i=1,...,s ist.

Wir iliberlegen uns als ndchsten Schritt, dall die Torsion von Mﬂ/fN

nicht zu grofl3 ist, genauer, dab ordvdi < ordv(sN#)_‘l fiir i=1,.0.,s ist,

: . : - M
Denn ist « := ord d , so gilt wegen k(fj’fi) z dih(djej’ei) mod/f und

¢
P
= C c (8 i =
h(djej’ei) = h(\rfj,ei) c h(M,ei) c Lv die Kong"ruenz k(fj'fi) o] modao
A —hAs

mit u, = min{wM ), also ist k(fj RARE VO RED k(fj,fi) e 0, also

_u; ! #
”r fie N'.
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¢

Benutzt man die zu (fikduale Basis von N*, so sieht man: Tr.#; € sNﬁ,

. s z #\-1 #~1
also ist M, = mln‘,/u, /“i* € ord (sN")" ', und wegen myord (sN¥") " folgt
ord_d, £ ord_(sN¥)~

vi v

Mit dem bisher bewiesenen 1iBt sich nun die Behauptung des Hilfssatzes
zeigen. Denn mit den eben benutzten Basen wird die Kongruenz (5.1) #@qui-
valent zu dem System

i, F
1y j) + dihﬁ;fj,ei5 MOd{?arf(i,j=1’o--,S)-

Da h nicht entartet ist, ist G eindeutig durch die Matrix o 4%7 h(G'fi,ej)

« =
- 1(fi £f,) = djh(!'fi,e

definiert. Hierbei werden die o-ij mit i3> s durch die obigen Kongruenzen

1 -
nicht gebunden, es gibt also mod fm+ gerade RVBS(r S)-mal so viele Mog-
lichkeiten wie mod/fx. Setzen wir 1ij = l(fi,fj), so schreibt sich das
obige System
.5 d. o, = -1 ir 14icjs
dj ij+dicji Trlij fir 1£i<jss
digll + iU = -ﬂ“lii fiir i=1,.4.,8
& 1 .
mod p bzw. modqo . Das System (i<j) 1#@Bt sich wegen ord d, ¢ & stets
4 -

16sen und hat modzfu+ genau RVS(S 1)—mal so viele Losungen wie mod‘fa.

Fir die restlichen Gleichungen machen wir eine Fallunterscheidung. Sei

P zundchst in L zerlegt, so schreiben wir di =d,,e +4d,_e und

i1 iz
Gii = T e + O, e mit 4, ik? Gikgv + Wir haben also das System
(d 1611 + diZU'iz)e = —Tr l (i=1’..o,s)

. . . o+

zu 1sen und bekommen Zhnlich wie eben wegen ordvdi £ x modﬁa genau
s . .. . x . .

Tlvo-mal so viele Ldisungen wie mod‘r » Im unzerlegten Fall schreiben wir

mit der zu Beginn dieses Paragraphen (p. 22) eingefiihrten Ganzheitsbasis

{1,ud 2o, = fi + wq, mit fi’Yiéiuv (i=1,...,458); unsere Kongruenzen

lassen sich also umformen in

—1T°‘1ii = di(fi +wn.) o+ Ei(fi +wy) = (a, + Ei)fi + (a0 + Eia)yi.

1

xX+1

Dies System ist mod f losbar und besitzt dann mod TQf4 genau Nv® -mal

. - I3 a .. - = by
so viele Losungen wie mod F o wenn der groBte gemeinsame Teiler von di+di

und diw + Ei; auch fateilt.— Nun ist aber
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ared
di‘”Av’ somit im unverzweigten

il

(d,w+ d.@) ~wod, +d.) =d.(w=-w)
i i i i i

; N Ny P a0 a
und im Fall g {2: & 2 ordv(\..lvdi) 2 min {ordv(d W o+ diw), ordv(di + di)},

v

i

so daB jetzt nur noch etwas fiir den Fall y/2, pin L verzweigt, zu zei-
gen ist. In diesem Fall setzen wir di = di1 + wdiz, dike O Dann ergibt

sich: di +d, = 2d + Ei; = Zwad £x, so ist

cay d. Ist nun ord 4.
i i1 i v i

i2* 1

nichts zu zeigen; ist dagegen ordvdi1>zx 2. ordv(sN”), 80 ist wegen

£

# . Z i .
ord d;, £ - ordv(sN ) notwendig ordv(wd:.L ) £ - ordv(sl\l )So; da o ganz

2
ist, folgt ordv(udiz) < o, und somit also ordv(wadia) € x. Zusammen-
fassend ergibt sich also fiir das Verhiltnis B(T)/A(f) der Wert
nvas(r‘S)ﬂv5(5’1)nv5 = KVS(Zr-S), was zu zeigen war.

Mit diesem Hilfssatz werden wir im nidchsten Paragraphen die lokalen

MaBe modularer Gitter abschitzen. Die im folgenden bewiesenen Aussagen
werden die #bschiatzung der MaBe beliebiger ganzer Gitter auf die C- oder
%—modularer Gitter zuriickfiihren.

Dazu behalten wir weiterhin die oben fixierten Bezeichnungen bei und de=-
finieren dariiber hinaus: Ist P - M ein - moglicherweise entartetes - Unter-
gitter von M und fAsN, so sei A ,.(H.P) die Anzahl aller mod WFM verschie~
denen Isometrien g P ~- M mod fP’ die mod fMeine Fortsetzung auf M be-
sitzen, d.ii. zu denen es eine Isometrie T ¢t M M mod,fﬂ'gibt mit

wx = Yx mod r“M fir xeP; im Fall P € N ¢ M sei A , (M,N/P) die Anzahl
der mod ?MM verschiedenen Isometrien p: N — M mod f”mit Yx = x mod ?FM

fir xe P.

Hilfssatz 5.4: Ist M = N L NL, PcN, so gilt

~ ~ #y-1 ‘
Afp(n,N) £ AFM(M,P) ATM(M,N/P), falls m> ord (sM")™' ist.

Beweis: Zwei Isometrien P s N — M mod &ﬂ'liefern mod ?FM genau dann

i

die gleiche Einschrinkung auf P, wenn ¢x = yx mod &M fiir xe P gilt. In
diesem Fall setze man Y fort zu einer Isometrie qu/: M ~>»M mod T” Wie
cder folgende ililfssatz zeigt, existiert ?,"—'1, und man sieht leicht:

Q;".l ¢ I — M ist Isometrie mod y mit g"ﬂxf x = x mod r“M fir xe P,

Daraus folgt die Behauptung.
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Hilfssatz 5.5: Ist g M — M Isometrie mod p(sM#)-1, so ist ¢ invertierbar,
Beweis: Beziiglich einer Basis von M werden h, ¢ durch gewisse Matrizen dar-
gestellt, die wir hier mit den gleichen Symbolen bezeichnen wollen. h-1 ist
dann die Formenwertmatrix der dualen Basis, der groBte gemeinsame Teiler

der Koeffizientenlvon h—1 ist also sM¥. Die Isometrieeigenschaft von ¥y
besagt gerade @’hy = h mod p(sM*)'1. Multiplikation mit n~1 1iefert

?h*h—1 = 1 mod p, also ist detY Einheit, und es folgt die Behauptung.

Hilfssatz S.6: Ist M = N L N* und N modular mit ordv(sN)< 1, so gilt

Af,,(M,M) ¢ X, (MN) A vk nE my2ordy (sN)s(r=s) ooy,

Mo ordv(sM =1, (Hier ist wieder r = rg M, s = rg N,)
Beweis: Wir beachten zunidchst, daf ordv(sN) héchstens im verzweigten Fall
von Null verschieden sein kann. Nach Hilfssatz 5.4 ist
A (MM) £ Ia)p(M,N) AIFM(M.M/N),

4
es ist also noch

A (M,M/N) £ A (Nt NL).nvzord,(sN)s(r-s)

f,u fp 1 :
zu zeigen. Hierzu bezeichnen wir mit Pys Py die Projektionen M — N,
M— N*. Ist ¢ M —> M Isometrie mod /{)o’“ mit vy = y mod f’“M fir alle

ye N, so bekommt man fiir alle xe M, ye N:

h(y.p1x) h(y,x) = h(Ty,fx) = h(y,Tp1x) + h(y,rpax)

h(yop,]x) + h(y.p1$p2x) mod ﬂo’“,

also h(N,p,l‘.szx) = O mod f”.

Da N modular ist, gilt nach Hilfssatz 5.2 N = {xeLleh(N,x)g sN}. Daher
ist - mit ¢ := 2ord (sN) - also W+pgp1fp2x€ N, folglich

(3 P4yP X € mp SN ewipTm.

Damit ist fiir x,ye NL - wegen ¢ £ 1, und weil M ganz ist -:
h(Pﬂﬁx,p.]Yy) € 1’2}‘-3; fn' also

h(pzvx,pzvy) = h(Tx'Ty) - h(p1yx,p1yy) = h(x,y) mod-y“,

L
dehe poplyL + Nt ot

ist Isometrie mod /J.»'“. Zwei mod T’“M verschiedene
Isometrien ¢s¢y: M~ M mod /ﬁ"mit px = x = yx mod fFM fir x e N miissen

sich mod f'“M bereits in ihrer Einschrinkung auf Nt unterscheiden; (%)
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zeigt, daB hochstens Tlng(r_s) Myt

mod Ap”M verschiedene \r das modf gleiche
J

p2 lf‘N"' liefern konnen.

Hilfssatz 5.7: Ist M = N L N*, N modular, sN™¢ psN, so ist

AL (M,N) € MyPRs(m=8) 4y,
() f
Beweis: Pqr Py seien wie im letzten Beweis definiert.~ Es gilt fiir eine

Isometrie 50 ¢ N =>M mod fﬁ

_ M

h(x,y) h(‘fx’Ty) = h(p,leax.p,]nfy) + h(petfx,patfy) modﬂa .
also h(x,y) = h(p,!«fx,p,,\fy) mod psN fiir alle x,ye& N wegen
h(pahfx.pzlry)é sN'LgpsN. Da N modular ist, ist sN = (sN”)“', somit ist
N —> N invertierbar (nach Hilfssatz 5,5).

. . M . - »
Ist ¢: N —> M ebenfalls Isometrie modﬂo , und gilt Popx = poyx modﬁ M
fur alle xe N, so ist p,'lr(pﬁ/)-‘l Isometrie mod /fﬁ von N in sich, denn

fir x,ye N ist

h(p,]kf(p.]\y)—1x,p1T(p1\y)-1y) =

L]

h( (p1\y)-1x, (p.'\f)-qy) - h(pzf(p1\r)-1x,p27(p1\f/)-1y)

B((p,0) "%, (0,0 ™'y) = Blp,y (o) %, p,uip ) ~Ty)

B(p ¥ (pay) T xypyv (0 7'y) = Bx,y) mod p™,

Zwei mod gg"M verschiedene Lf’ liefern also entweder verschiedene

L

2ur(r-s)

P, ¢ N — Nt - hierfiir gibt es v Moglichkeiten, oder sie unter-

scheiden sich um eine Isometrie mod /p'“ von N, wofiir A .(N,N) Moglichkeiten
15

in Frage kommen.

Hilfssatz 5.8: Sind fiir «e K* mit M, N auch «-!, xN ganz, so gilt fiir

po>ord st A, (xeMyuael) = My2OrWOET 4 L (M,N).
v ki ,P
(Dabei wird unter x°M das Gitter M, versehen mit der hermiteschen
Form ah, verstanden.)
Beweis: Ar.‘(cx-M,u-N) ist die Anzahl aller modf"M verschiedenen @v-linearen

¢ : N =M mit uh(trx,Yy) = xk(x,y) mod 4 oder Hquivalent
i

Mm=ord,

B(ex,py) = kix,y) modsy fir alle x,ye N. Ein ¢ : N — M mod W’“"M

2rs

zerfallt modlp”M in Mv verschiedene Klassen, also folgt die Behauptung.
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Der Hilfssatz 5.3 besagt, daB der Ausdruckfﬂv-ﬂrlA?ﬁ(M,M) fiir geniigend
groles M von m unabhingig, also gleich der lokalen Darstellungsdichte
av(M) wird.
Ist nun M = N o N*, N modular mit sN = pg/‘pwov(wo g = O oder 1,g# O hich-
stens Aann, wenn f in L verzweigt), so schidtzt man fiir geniigend grofies m
unter der Voraussetzung snt € psN ab:

2er?

A uer(M,M) = Ay” (r% M, 7 e M) v (Hilfssatz 5.8)

s

3
X ("M, 7N AL (N rTN ) T ts(res) (Rilfssatz 5.6)

N

AU,. TON, 7" NA (TN N ) T +g+2)8(r=-8)  (yi)¢5satz 5.7),
folglich gilt av(M) < vaS(r-s)+Vrzav(vJ;N)av(n$;N Yo

Ist M = M1L...LMt eine Zerlegung von M in modulare Komponenten mit

sM, , ¢ psM, fir i=1, ..., t-1 (eine solche Zerlegung existiert stets:
Ist ¥ in Lv zerlegt, sb wird sie gerade durch Hilfssatz 5.1 geliefert,

.= - L%y
ansonsten cf. f?§4j), und setzt man 0 = r 4, =0, sM, = p'p Ov

t+
(0 ¢ g5 < 1), r, = rg M, ;£ = rg(Mii_...J.Mt) fir i=1, ..., t, so erhilt
man durch Induktion

Hilfssatz 5.9: Mit an obigen Bezeichnungen ist

F =2y t
a"(M) £ v ;.Z,(Q.'IEI‘;., +% = S)n ) TT a (m%M,).
i=1 7 1

Mit diesem Hilfssatz lassen sich die lokalen MaBe beliebiger ganzer Gitter
abschidtzen, wenn man die MaBe O- und %-modularer Gitter kennt. Diese sollen

im ndchsten Paragraphen abgeschitzt werden.
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§ 6. MaBe modularer Gitter

Wir behalten die bisher eingefiihrten Bezeichnungen weiter bei. Am einfach-
sten lassen sich die MaBe unimodularer Gitter abschitzen. Denn fiir die
Falle, daB P nicht Teiler von 2 oder aber in L zerlegt ist, sagt Hilfs-
satz 5.3, daB bereits av(M) = ﬂv-flAf(M,M) fiir unimodulares M ist.

Nun ist aber A?(M,M) gerade die Anzahl der rationalen Punkte der modulo v 4
reduzierten unitdren Gruppe iiber dem Restklassenkidrper. (Fiir die Defini-
tion der Reduktion modulo P cf, [17, chap. IIJ.)

Ist f in L zerlegt, so ist die: gerade die allgemeine lineare Gruppe,

und man erhilt A?(::,M) . 7T 1 -neh,

Ist ? tridge in L, so ist die ;:;uzierte Gruppe gerade die unitidre Gruppe
iiber der quadratischen Erweiterung von 4GV/P. Wir entnehrmen [5, p.49]
die Anzahl der rationalen Punkte: Ar(M,M) = rlv"1 TrT 1 - (- IZv)'i). Mit-
hin gilt: =

Hilfssatz 6.1: Ist P kein Teiler von 2 und unverzweigt, und ist M uni=-

. : r Bypoy-iy 4 8\ =1
modular, so ist a_(M) = T] (1 « ((DNw)™) €1 - (=)W,
v i=1 ¥ P

Wir nehmen nun an, daB P kein Teiler von 2 ist, aber die Diskriminante

von L}K teilt. Dann werden die unimodularen Gitter M gerade durch [7,

prop. 8.1&)] beschrieben. Bezeichnet fiir a€ K das Symbol {a) den Modul

73

€, mit der Form (x,y) — xya (fiir x,ye @v) und Eq die g-fache orthogo-
nale Summe von (1), so ist M = E 1+ {e) mit Eé.(?:.

Nach Hilfssatz 5.6 bekommt man mittels Induktion
r-1

A (M,M) € A (M, ) A (E (1),
) pM (D T 1)

(M, {g)) ist die Anzahl aller mod p verschiedenen (x1,..., xr)e Uvr mit
1

5;; X;X; +€X x = £ mod p. Schreiben wir x,; = fi + wp, mit der in Para-
graph 5 eingefiihrten Ganzheitsbasis und mit f&,qi €0, , so ist die obige

Kongruenz Hquivalent zu

r-1 5 >
(6.1) > £,°+e§.° = € modp,
i=1
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da wze/f ist, Die 7i sind also frei wdhlbar, es erpgeben sich er Moglich-
keiten., Die Losungsanzahlen von (6.1) entnehmen wir Hilfssatz 56 in [16]

und erhalten damit

ot (1 - (%)["};’“V”Ji) falls r gerade,

A_(M,(&)) =
nv25-1 (1 + [(?})Kv-1]

(]

L R
) falls r ungerade.

Man bekommt also

Hilfssatz 6.2: ISt'F kein Teiler von 2 und in L verzweigt, so rilt fiir

unimodulares M = E L (&)
-1 .

) r r-1 .
2(1 - (5)[(:l)nv_1]z) 3 (1 -HV-Zl) falls r gerade,
a,m < = TOF i=1
v 2 (1 -nv™hH falls r ungerade.

i=1
Insbesondere ist av(<1>) = 2.
Es ist nun der Fall zu betrachten, daB M %—modular ist. Weiterhin sei v

kein Teiler von 2. Nach [7, prop. 8.1 b)} ist M dann isomorph einer di-

Cp
rekten Summe von hyperbolischen Ebenen H mit einer Formenwertmatrix( J.
p O

Die Hilfssatze 5.3, 5.6 liefern
2
a (M) = y™>% A, (M,M),
” o
A (M) VPTTTT K (8%,R).
F =1 ¥
Hierbei ist Hf die orthogonale Summe von ¢ Exemplaren von H.

Op

Sei e,f eine Basis von H mit der Formenwertmatrix ( ). Dann ist nach

poO
Hilfssatz 5.4

Kﬁ,(n’,n) EE L, 000) &y (1 H/G ).
Da ¥ kein Teiler von 2 ist, ist ; = =p, und daher ist x},(Hs,Qve) gerade
die Anzahl der mod ?3 verschiedenen Ldsungen xi,yie Gv (i=1,...,8) mit
P 3?; (;iyi - xi;i) =0 mod.fB, wobei nicht alle x,,y; gleichzeitig durch
P t;ilbar sein diirfen, da, wie man leicht sieht, andernfalls die zugehdrige
Abbildung Cke — H® keine Foftsetzung zu einer Isometrie mod113 besdfle.
Schreiben wir Xy = X454

{1, p} ist Ganzheitsbasis von Ov iiber © ), so haben wir Hquivalent dazu

* PXyo0 Vi S ¥yq * PY;, mit x5y, €0 (denn

die Anzahl der mod 73 verschiedenen Ldsungen von
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§

(6.2) g;% (xi4¥55 = %5954

mod f zu bestimmen, fiir die nicht alle X549Y51 gleichzeitig in P liegen

) =0

dirfen. Diese Zahl ist offenbar gleich dem 'ths—fachen der mod ra ver-

schiedenen Ldsungen von (6.2) mod /yz mit der gleichen Bedingung an X1

Yiq° Unter Benutzung dieser Bedingung liefert ein SchluB vom Typ des

HENSELschen Lemmas, daf die Zahl der mod ?2 verschiedenen Ldsungen von

(6.2) mod fz gleich dem nvug =1 fachen der Zahl der mod p verschiedenen

Losungen von (6.2) mod,y ebenfalls unter der Teilbarkeitsbedingung an

xi]?i1 ist. |

Nennen wir fiir aefwv die Anzahl der mod P verschiedenen Ldsungen der

€

Kongruenz iE‘I (xi1yi2 - xizyi‘I) = a mod/y Bg(a), so ist also

A (5 ,0e) ¢ W8T (B (0) - Mv2S).
P s

Fiir Bg(a) bestidtigt man leicht die Formeln

(S - My ~? falls a ¥ O mod  ,

B (a) = 5
5 Bg(1) + NMv3 falls a =2 O modAr
fir ¢ = 1 direkt und fiir ¢ > 1 durch Induktion mit der offensichtlichen
Beziehung Eg(a) = Z: B ;1(a - b) B, (b).
b mody
Also ist

7(?, (B',0e) = Mv'2872 (1 - my™38),
A?J(H’,H/Ove) ist die Anzahl der pf mod TPH‘ mit h(yf,e) = h(f,e) mod fB
und (¢f,yf) = O mod ?3.
Die erste Kongruenz ist Hquivalent mit

tff - fe (Ove)'L + TBHS = @ve..L HE + TBH ’
was bedeutet, daB yf = f + ae + z mod v)BH’ mit aeov, ze Bt ¥ BS™V ist.
?f erfiilllt die zweite Kongruenz offenbar genau dann, wenn (mit a = a,+pay,

a,€ ev) gilt:

U= pla-a)+ h(z,z) = 2Ta, + h(z,z) mod T).

$=1 frei wihlbar und a. mit z eindeutig

Iun ist h(z,z)e somit ist zeH
’ 2

fixiert. ay ist ebenfalls frei winlbar, was insgesamt zu
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v’ nv12(g_1) = nv129-9 Mdglichkeiten der Wahl von Yf mod fBHs fiihrt,

Insgesamt ist

v I 192
A 00,10 € I T e 1 - ety ¢ 27T TT (1 w2,
g=1 3:1

1EY

Daher ist bewiesen

Hilfssatz 6.3: Ist T kein Teiler von 2 und in L verzweigt, so gilt fiir

1 . Z 1 {(r-ﬂ
E—modulare Gitter av(M) & flv .
Es sei nun y Teiler von 2 und»ev:= ordva. Fiir ein 0- oder %—modulares

Gitter M ist dann, wie die Zusammenstellung zu Beginn von § 5 zeigt,
“-1 Z . .
ordv(JZ:(sM )T ) £ e, + 1, und daher ist nach Hilfssatz 5.3
2
a (M) =Ty (2e,43)r" 2e,03 (MM

i
Mit der trivialen Abschitzung A .(M,M) £ NTvP*T ergibt sich

a (M) £ ny(ze,+3)ri
v
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§ 7. Die Abschitzung der Klassenzahlen

Wir setzen mit den in den beiden letzten Paragraphen bewiesenen Hilfs-
sdtzen die Uberlegungen von § 4 fort und schitzen das MaB.Q(g;) in (4.5)
nach oben ab, um untere Schranken fiir die Klassenzahl von M zu finden.

(M)
Zunichst betrachten wir das Produkt [ | [u1 g det U (M )]_ﬁZT?T

Der Gruppenindex [U1 K :det U (M )J 1;iPJedenfalls dann gleich 1, wenn
es eine Zerlegung Mv = {a)_L N mit aes gibt. Nach [7, prop. 4.#] und
nach Hilfssatz 5.1 ist das stets moglich, falls fb in L unverzweigt oder
zerlegt ist, und im verzweigten.Fall zumindest dann, wenn &% nicht 2 teilt
und in der modularen Zerlegung von Mv ein G-modulares Gitter mit ganzzah-
ligem & auftritt (d.h. wenn eines der in Hilfssatz 5.9 auftretenden
g; gleich Null ist).
In den anderen Fallen 1HBt sich Mv stets orthogonal zerlegen in ein zwei-
dimensionales Gitter und einen Rest [7, prop. #.31, so daB gilt:

[0y g det U ()] < [U,l’K L 2].

v v v

Im Fall WVYZ, rv verzweigt in L 1dRt sich der zweite Index leicht bestim-
men: Ist xe U,1 K y 50 ist x =11 mod va. Gibt es ein ye 0: mit y = x,
so ist offenbar yy =*1, und da, wie man leicht verifiziert, y2 = yy

mod p@v ist, hat man x = yy mod pcx. Ist nun x = +1 mod pC;, so ist x

0%

Quadrat in Uyo also sogar in U Im Fall x = -1 mod pCL hat jedes y

u,"K",Z]: 2.

Im Fall fvlz. P verzweigt in L ergibt sich mit der Abkiirzung U1 = U1’Kv:
[U1:u12] = (U 0;2:U121 [uqzu,}n'o’;aj 4 2fu,: U1n0:2]
= 2-[11,I 0:2:(5;2_] < 2{(9::(9;2] = hy2ords2

(die letzte Gleichung folgt beispielsweise aus [11, 63:9]).- Man hat also

1,Kv'

mit y2 = x die Norm -1. Alsc ist [U1 K :
*
v

fir in L verzweigtes Py
v

[ { falls ﬁ:v,(z,
(7.1) u, . :U
1 ql( 1 K ] L unvF_’ord 2 falls fv !2.
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av(M)/av((1>) schitzen wir unter Zuhilfenahme der Aussagen des letzten
Paragraphen ab mit Hilfssatz 5.9 und den dort eingefiihrten Bezeichnungen.
Es ist (fir ganze Gitter M mit rg M >, 1):
(1 + 'flv-ﬂ)t_‘I Mv E,‘(G;-a‘:_);l
2y B0 | g, LR, +(5/2) (5-0)] 65,05

a i\'l)s - 1 _ - .
v L850t )+ G =%.0n + (20, +3) (17 +1)

(Die erste Zeile gilt im Fall»fvfz, unverzweigt, die zweite im Fall ?@!2'
verzweigt, die dritte, falls ’LIE.)

Hierin ergibt sich der erste Fall unmittelbar aus Hilfssatz 6.1, im zweiten
Fall muB man die Hilfssitze 6.2, 6.3 anwenden, und es bedeuten t' die An-
zahl der ganzzahlig-modularen Komponenten von M (d.h. der Komponenten Mi
mit ¢; = 0) und t" die Anzahl derjenigen unter diesen Komponenten, die
geraden Rang haben.

Eine einfache Induktion zeirt; Z:rir1+1 < %(r - 1), also ist

I: gl iTis1 £ —(r - 1) - 2(t" = 1).
Fiir die nv—Exponenten von (7.2) bekommt man daher die Abschitzung

(7.3) Z g (£, T, 4+ Hey = 1) + (o, -6, 7,4

£Rr -1 - (" = 1)+ 2: &+ (5, - 0;_OF)T,.

Hierbei wurde ri =r, +r benutzt,

i i+

Den zweiten Summanden schitzen wir noch weiter ab: Fiir eine beliebige

reelle Zahlx mit O < x <1 ist
(7.4) 2_'_<ﬁ£+ (s; -

%5 1)" Iy =

2r + &r)x + 2:( + (oy - U’i_,');i)(r -x)

(&K - poy -
g;é(e + (Gi Ui_1)ri)(r r

i-n)

(%~+o-)"+(r_x) Z(L+ (6, =6, _ )r)-(t—1)(1-x)
i=1

. Y - . - .
(wegen %? + (Fi - Gi_1)ri > 1 fir i=1, +eey, t und r - r; =X > 1 - fiir
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i * 2), - Wahlt man hierin x so, daB 31-! * 2, so ist fiir alle fvlz auch

Durch Zusammenfassen der Abschitzungen (7.3), (7.4) erhizlt man also unter
Beriicksichtigung von
t t
241 T = & - & =
g;é(%?w(sl - 0&_1)ri) = 321(2 + ci)ri = ordv(SMv) und 5 + o7 = ordv(st)
aus (7.2) die Abschitzung

(M) ~(r/4)( 1)-- (r-x)
(7.5) —“W A5 gy | wuv]v r-x
T("’(2eev+3)(r +1)

mit c, = s falls fvjz, c, = 1 sonst.

Der Index [D1’Kv:det Uh(Mv)] ist fiir ungerades 1% nicht grofer als 2 und

ungleich 1 hochstens dann, wenn in L verzweigt und ¢. = 1, 2|r, fir
fv §3 i

alle i=17,...,t gilt. In diesem Fall ist in (7.2) t" = t*' = O, und die
obige Abschiétzung (siehe (7.4)) 7eigt, daB die rechte Seite von (7.5)
sogar noch eine obere Schranke fiir [U1,Kv:det Uh(Mv)J(av(M)/av((1))) ist.
. . 2e, . .
Fir p |2 zeigte (7.1), daB [U1 g ‘det U (M )] £ 4v"™ ist, und daher ist

TTlu

ve F

. (M) % Flr-1)+% rx r-x,_n(5r*+9)
1'Kv.det Uh(Mv)]W nA(LK)* 3 (MsM)” T (IM)”T T (2 ).

Setzt man dies in (4.5) ein, so erhilt man
rld

AL 1.5 -
S).(g;fl) £ q=T (5T 49 ng(l%—) (M (LIK)) “TH (M) T (nam) "
N

Zusammen mit der MaBformel (1,1) und mit r(suh) = 1 (cf. [17]) ergibt sick

hieraus eine untere Schranke fiir die Klassenzahl h(SU_,g)) von M:
h'"M

r s
(7.6)  n(su,,gp = @77 TT 2T "B (L[ K))T ™ (M M)

Fiir die Abschitzung des zweiten Faktors der rechten Seite in (7.6) kann man
die STIRLINGsche Formel verwenden. Hiernach ist

log k! 2 (k + %)log k -k + %log 2,

und eine Rechnung shnlich der in f13, L, 2] ergibt

(7.7)  logl(2™ (5’ +9).rT(J - Diem™d) > £ log r + 0(r%).
j=2

Nach einer Diskriminantenabschitzung von ROGERS ist mit der Korperdiskri-

minante d auch der Grad n bescarinkt (cf. [13, § 4.2]); es ist
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(7.8) log\d = 2n + O(log n).

Da in (7.6) die beiden letzten Faktcren nach unten durch 1 beschrinkt

sind, haben wir alsoc das folgende Ergebnis: Nach (7.7) gibt es ein T

so dafi fiir alle r r_ der zweite Faktor der Schranke in (7.6) grofer

als 1 ist (fiir alle n), und (7.6) zusammen mit (7.8) zeigt, daB h(SUh,g;)

fir beliebiges h und ganzes M nur fiir eine endliche Menge von Zahlen n,

d, also nur fiir endlich viele Zahlkdrper K unter einer vorgegebenen Schran-

ke bleiben. Ist r < r_s SO sieht man an (7.6), daB jedenfalls fiir festes

n nur endlich viele Korper K existieren, so dafB h(SUh,g&) beschréankt

bleibt.- Betrachtet man (7.6) fiir festes K, so sieht man wieder mit (7.7),

dafl die untere Schranke fiir die Klassenzahlen nur fiir beschridnktes r be-

schrinkt bleiben kann. Ebenso kommen nur endlich viele Korpererweiterungen

L infrage. Der letzte Faktor der Schranke ist wie die Klassenzahl eine In-

variante der Ahnlichkeitsklasse des Gitters M, und wegen x>0 sind auch

hierfir nur endlich viele Werte moglich. Beschrinkt man insbesondere den

Teiler von M, so ist bei festem r die Diskriminantennorm beschrénkt. Ins-

gesamt ist also bewiesen:

Satz 3: a) Es gibt eine natiirliche 2ahl ry mit folgender Eigenschaft:
Totaldefinite, ganze, nicht entartete, hermitesche Gitter M be-
schrinkter Klassenzahl (in bezug auf die spezielle unitire Gruppe)
sind fiir rg M 2 r, hochstens iiber endlich vielen totalreellen Zahl-
korpern K, fiir rg.M < T, hochstens iiber endlich vielen solchen K
vorgegebenen Grades n mdglich.

b) Ist K ein fester solcher Korper, so gibt es hieriiber nur end-
lich viele quadratische Erweiterungen L, iiber denen totaldefinite,
ganze, nicht entarteie, hermitesche Gitter M beschrinkter Klassen-
zah]l mdglich sind; und fiir festes L kann dabei die Diskriminante
von M hidchstens einer endlichen Menge von Idealen entstammen,

wenn man den Teiler von M beschriankt.
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