Zentrale Erweiterungen der speziellen linearen
Gruppe eines Schiefkdrpers®)

Von Ulf Rehmann in Bielefeld

0. Einleitung

Zu einem Schiefkérper (oder allgemeiner einem assoziativen Ring mit 1) D und
ne N, n =3 bezeichnet man mit Milnor [15], § 5 als Steinberg-Gruppe St,(D) die Gruppe
mit Erzeugenden x;;(u) (1=4,j<n, i*j, u€ D) und definierenden Relationen

Al il j*k
“(uv) l*l, J=k.
(Hierbei wie im folgenden werden fiir Elemente a, b einer Gruppe die Abkiirzungen
%:=aba” !, [a, b]:=°b-b~' verwandt.) Diese Relationen beschreiben bekanntlich das

Verhalten der Elementarmatrizen e;;(u) € GL,(D) (fir 1 =i, j<n, i+j, ucD ist ¢;;(u) die
Matrix (a,,) mit a,,=1, a;;=u, a,,=0, falls (u, v)*=(,j) und p+ v): Die Zuordnung

1
xij(u) xij(v) = xij(u +v), [xij(u)s xu()]= {x

x;;(u) — e;;(u)

definiert einen Gruppenhomomorphismus ¢,:St,(D)— GL,(D) der Steinberg-Gruppe
auf die durch die e;;(u) erzeugte Untergruppe E, (D) von GL, (D). Wenn D Schiefkérper ist
— was im folgenden stets angenommen wird —, ist die Gruppe E, (D) gleich dem Kern
SL,(D) der Dieudonnéschen Determinante [6], also der speziellen linearen Gruppe von D.

Nun ist die Gruppe SL,(D) perfekt, also gleich ihrer Kommutatorgruppe, und be-
sitzt als solche eine universelle zentrale Erweiterung (cf. [19], § 7, [15], § 5). Es gilt der

Satz (Steinberg). i) ¢,: St,(D) — SL,(D) ist zentrale Erweiterung.

(ii) St,(D) ist universelle zentrale Erweiterung von SL,(D), falls n>5 ist oder das
Zentrum von D wenigstens fiinf Elemente enthdilt.

Fiir kommutatives D ist dies in [18] bewiesen, fiir den Schiefkdrperfall verweisen
wir auf unsere Bemerkung zu Korollar 1 Satz 1 Abschnitt 4.

In der Steinberg-Gruppe definiert man iiblicherweise

w;i(u) = x;;(u) x;;(— “_1) x;;(u), hij(u) =wii(w) wi;(—1)

*) Habilitationsschrift Bielefeld 1977.
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fir ue D*. Es ist dann
®n (hij(u)) =dij(u) =diag(uy, ..., u,),
17 uk=1 (k*l,]),

hierbei bedeutet diag(u,, ...,u,) € GL,(D) die Diagonalmatrix aus den Elementen
ug, ..., u, € D*,

w=u, ;=u"

Setzen wir nun c(u, v):=hy, (1) hy, (V) hy,(vu) ", so ist
Gu(c(, v)) =diag([u, v], 1, ..., 1).
Ist also D = K ein kommutativer Korper, so ist ¢(u, v) € Kern ¢,, und man hat den
Satz (Steinberg [18]). Kern ¢, wird durch {c(u, v)lu, ve K*} erzeugt.

Die Elemente c(u, v) sind im allgemeinen nicht unabhingig. Als Extrembeispiel
filhren wir den folgenden ebenfalls von Steinberg [18] gefundenen Sachverhalt an:

Ist K algebraische Erweiterung eines endlichen Ko&rpers, so ist ¢(u, v)=1 fiir alle
u,ve K*.

Im allgemeinen hat man fiir die Elemente c(u, v) die Relationen

0 cu,1—uw)=1 (u,1—ueK¥),
1 c(uv, w)y=c(u, w) c(v, w),
2 c(u, vw)y=c(u, v) c(u, w),

und Matsumoto hat in seiner Arbeit zum Kongruenzuntergruppenproblem [13] gezeigt,
daB hieraus alle iibrigen Relationen folgen:

Satz (Matsumoto). Kern¢, ist isomorph zur Gruppe mit Erzeugenden c(u, v) und
definierenden Relationen 0,1, 2.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Ausweitung dieses Satzes auf den Schiefkdrperfall
zu geben.

Es ist klar: Ist D Schiefkorper, u;, v; € D* mit [] [u;, v;] =1, so ist
I c(y;, v;) e Kern ¢,.

Mit einiger Rechnung in der Steinberg-Gruppe zeigt man, daBl man so alle Elemente aus
Kern ¢, erhilt. Etwas schwieriger ist der Nachweis von folgender Aussage:

In St,(D) gelten fiir die Elemente c(u, v) folgende Relationen:

uo c(u, 1—u)=1 (u, 1 —ue D¥),
Ul c(uv, wy=c(*v, “w) c(u, w),
U2 c(u, vw) c(v, wu) c(w, uv)=1.

Die von uns angestrebte Verallgemeinerung des Matsumotoschen Satzes besteht
dann in folgendem

Satz. Sei Uy, die durch c(u, v) (u, v e D¥) erzeugte Gruppe mit definierenden Relationen
U0, U1, U2. Auf U, operiert D* vermoge *c(u, v) = c(*u, *v), und es gilt:

i) Die Zuordnung c(u, v)+— [u, v] definiert einen D*-dquivarianten, D*-zentralen
Gruppenepimorphismus n:Up — [D*, D*].
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iiy Die Zuordnung c(u, v) > hy,(u) hy,(v) hy,(vu)™" definiert einen Gruppenmono-
morphismus Uy — St,(D), dessen Einschrinkung auf Kernn eine Isomorphie mit Kern ¢,
induziert.

(D*-zentral bedeutet hier: Kern= ist zentral in U, und elementweise fest unter D*.)
Satz 1 in Abschnitt 4 enthilt eine etwas stirkere Formulierung.

Bemerkungen. 1) Fiir kommutatives D ist offenbar Kernn= Up, und man erhilt
Matsumotos Satz.

2) Nach Milnor [15] setzt man K,(n, D):=Kern¢,. Der Satz liefert einen unab-
hiingigen Beweis fiir ein schon linger bekanntes Resultat (cf. [1]):

K,(n, D)= K,(n+1, D)= K, (D) (:=-4 K, (n, D)) fir n=3.

3) Eine Anwendung der Hochschild-Serre-Spektralsequenz auf den Homomorphis-
mus = liefert die exakte Sequenz

H,(Up) — H,([D*, D*]) = K;(D) — H,(Up) — H,([D*, D*]) = 1

(alle Homologiegruppen mit Werten in Z als trivialem Modul). Unter der zusétzlichen An-
nahme, daB [D*, D*] perfekt ist, hat Dennis eine dhnliche exakte Sequenz hergeleitet
(unveréffentlicht, cf. [3]).

4) Von Dennis und Stein wurde das Resultat von Matsumoto verwandt, um eine
Prasentation fir K,(A4) zu erhalten, wo A4 ein kommutativer diskreter Bewertungsring
ist [5]. Eine analoge Ausweitung des hier gegebenen Resultats auf nicht notwendig
kommutative Bewertungsringe 4 ist von Dennis angekiindigt worden [3], [4]. Es wird eine
durch Erzeugende und Relationen gekennzeichnete zentrale Erweiterung von [4*, 4*]
mit K, (A) angegeben und eine exakte Sequenz wie in 3) abgeleitet. Dariiber hinaus wird
die Priasentation von U, fiir den Quotientenschiefkdrper D von A benutzt, um eine
explizite Beschreibung des ,,zahmen Symbols* von D zu erhalten.

5) Im Abschnitt 5 (Satz 2) wird eine topologische Fassung des Satzes gegeben. Es
liegt nahe zu fragen, ob dieser Satz eine Verallgemeinerung der Resultate von C. C. Moore
[16] auf lokal-kompakte Schiefkorper ermdglicht (fiir den kommutativen Fall cf. [15],
Appendix) und ob sich gegebenenfalls damit (nach dem Vorbild der Matsumotoschen
Thesis) das Kongruenzuntergruppenproblem fiir die SL, einer endlich-dimensionalen zen-
tralen Divisionsalgebra iiber einen globalen Zahl- und Funktionenkorper angreifen 1aBt.
Resultate in dieser Hinsicht scheint es nicht zu geben (cf. [3], probl. 7).

6) Das Ergebnis von Matsumoto [13] (ebenso wie die von Steinberg [18]) ist nicht
nur fiir die SL,, sondern fiir beliebige Chevalley-Gruppen iber einem Korper K for-
muliert und bewiesen. Fir den Fall einer endlich-dimensionalen zentralen Divisions-
algebra D iiber K ist SL,(D) im wesentlichen die Gruppe der K-rationalen Punkte einer
fasteinfachen algebraischen Gruppe lber K. Unser Satz (in der stirkeren Fassung im
Abschnitt 4) beschreibt die zentralen Erweiterungen der Gruppe durch gewisse zentrale
Erweiterungen ihres (halbeinfachen) anisotropen Kernes. Mdglicherweise existiert in diesem
Zusammenhang eine Verallgemeinerung.

11*
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7) Prisentationen fiir K, sind neuerdings im kommutativen Fall auch fiir eine
Reihe ringtheoretischer Situationen gegeben worden (von v. d. Kallen, Maazen, Stienstra,
cf. [11], [12]). Es sollte nicht allzu schwierig sein, etwa die Methoden aus [12] mit den
hier benutzten zu vereinigen und die Resultate dort auf nichtkommutative Ringe zu iiber-
tragen (cf. [3], probl. 9, 10, 11).

8) In [7] ist eine Présentation fiir K, von Schiefkdrpern angegeben. Inzwischen hat
sich gezeigt, daBl der angekiindigte Beweis nicht realisierbar war, da die Relationen nicht
ausreichten ([3], probl. 1).

Unser Satz scheint darauf hinzudeuten, daB eine allgemeine Losung dieses Problems
ziemlich schwierig ist. Jedoch ist vielleicht der Fall von iiber ihrem Zentrum endlich-
dimensionalen Divisionsalgebren einfacher zu behandeln. Deren K, scheint sich vom K,
des Zentrums nicht allzu sehr zu unterscheiden (cf. [8]).

Der Autor dankt an dieser Stelle den Herren R. K. Dennis, Ithaca, und W. v. d. Kallen,
Utrecht, fiir niitzliche Hinweise zu dieser Arbeit.

1. Gruppenerweiterungen vom Typ U (G)
Es sei G eine Gruppe. Mit U(G) bezeichnen wir die Gruppe mit Erzeugenden
c(u,v) (u,veG) und den definierenden Relationen
U1 c(uv, wy=c(™, *w) c(u, w),
U2 c(u, vw) c(v, wu) c(w, uvy=1.
Auf U(G) operiert G vermoge
U3 *c(u, v):==c(u, *v),

und es gibt einen G-dquivarianten Gruppenepimorphismus 7g: U(G)—G':=[G, G]
mittels ¢(u, v)— [u, v]. Wir setzen H(G):=Kernng.
Definition'). Eine Gruppenerweiterung n: U — G' heiBe vom Typ U(G), wenn sie

Quotient von mg ist, wenn also die Gruppe U Erzeugende c(u,v) (¥,veG) mit
nc(u, v) = [u, v] besitzt, fiir die die Relationen U1, U2 erfiillt sind.

Lemma 1. 1. Sei n: U— G' eine Gruppenerweiterung vom Typ U(G). Vermige U3
wird U eine G-Gruppe und n G-dquivariant. In U gelten die Relationen (u, v, ... € G):

U4 c(l,u)=1,

Us cu,v) c(v,u)=1,

ueé c(u, vw) =c(u, v) “c(u, w),

u7 c(u,v) c, v')="""lc(u, v') c(u, v),
U8 “e(w ™, v)=c(v, u),

U9 c([u, v1, wy=c(u, v) "c(v, v),

u10 c(mg,wy=¢¢t (el).

1) In [17] haben wir zusitzlich U7 gefordert. K. Dennis [2] bemerkte, daB U7 Implikation von U1
und U 2 ist.
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Kern n ist also zentral in U und elementweise fest unter G.

Beweis. Die Giiltigkeit der ersten Aussage ist klar in U(G). Es geniigt, U4—U10 in
U(G) zu beweisen. Denn nach U 10 ist dann jede Untergruppe von Kernzn; G-invariant
und folglich U nach U3 eine G-Gruppe, in der ebenfalls U4—U10 gilt. U4 folgt aus
U1l mitu=v=1; U5 ergibt sich aus U2 mit w=1 und U4; U6 aus U1, US. Wendet man
U1, U6 in verschiedener Reihenfolge an, erhilt man einerseits
c(u, vv')="c(/, v) “c(W, V") c(u, v) *c(u, v'),
andererseits

c(u, vv')y="c(, v) c(u, v) "“c@, V') *c(u, v').

Ein Vergleich ergibt U7, wenn "%’ durch «’ und *v’ durch v’ ersetzt wird.
Weiter ist nach U1
“e(u™t, v) c(u, v)=c(1, v),

mit U4, U35 ist dies U8. Fir U9 berechnet man

c([u, v], w)="c(u™*v™1, w) c(uv, w) (U1
=c(u, v) " cu v, w)e(u, v) " c(u, vw) c(v, wi) (U7,U02,U5)
= c(u, v) c(w, vu) "c(u, w) c(v, w) “c(v, u) (U8, U6)
= c(u, v) Ye(v, w) (US, U6).
U 10 erhilt man fiir &£ = ]i[ ¢(u;, v;) durch Induktion nach r aus U9; fiir := ﬁ c(u;, vy)
ist i=1 i=2
c(né, wy=""v"de(mn, w) e(uy, vq) Yc(vy, uy) (U1,U9)
=c(uy, vy) c(mn, w) ¥e(vy, uy) (o))
=gvet

nach Induktionsannahme.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Beispicle und Bemerkungen. i) Sei G abelsch. U7 besagt, daB U(G) abelsch ist. Aus
U1, U6 folgt: c:Gx G— U(G) ((u, v) — c(u, v)) ist bimultiplikativ, U5 bedeutet Schief-
symmetrie. Umgekehrt implizieren U5, U6 die Relation U2, man hat also

HG)=UG)=G ®; G/u ® v+v @ u).

ii) Sei p: E— G zentrale Erweiterung von G, s: G — E ein Schnitt: ps=idg. Dann
hidngt das Element c(u, v) :=[su, sv] fir u, v € G nicht ab von der Wahl von s, und das
Erzeugnis aller Elemente c(u, v) ist genau E' =[E, E]: fir ¢=T] [n;, n;] € E* ist nimlich

[T c(pns, pr)) =T1 Lspti, spnid =T1[n:;, n1=¢. Die Einschrinkung m,=plg,:E' — G
ist Erweiterung vom Typ U(G) mit Kernn,=Kernp n E', wie man leicht nachrechnet.
i) zeigt, daB man nicht jede solche Erweiterung auf diese Weise erhilt; hier gilt ndmlich
zusitzlich c(u, u)=1 fiir jedes u € G.
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iii) Ist G perfekt, also G=G", so gilt dies auch fiir U(G): Sind fiir «, v € G Urbilder
£, n e U(G) fixiert, so hat man hierfar

c(u, v)=c(ngé, ngn) =L, nl € LU(G), U(G)]

nach U 10, U7. Hieraus folgt, daB in diesem Fall der nach ii) fiir jede zentrale Erweiterung
E— G iiber G existierende Homomorphismus U(G) — E eindeutig ist. Mit anderen
Worten: g : U(G)— G ist die universelle Uberlagerung von G, und H(G) = 7, (G) = H,(G, Z)
ist die Fundamentalgruppe bzw. der Schur-Multiplikator von G.

iv) Im allgemeinen hat man einen Epimorphismus von H(G) auf den Schur-
Multiplikator H,(G, Z) (der nicht injektiv sein muB, wie aus i) — etwa fir G=27 —
hervorgeht).

Ist ndmlich eine exakte Sequenz
1->R—->F->G—o1
mit der freien Gruppe F und dem Relatorennormalteiler R gegeben, so ist
1— R/[F,R]— F/[F,R] 5> G—1
zentrale Erweiterung von G, also
1—>Rn F'Y[F,R]— F'/[F,R]1 3 G' —> 1

Erweiterung vom Typ U(G), dessen Kern nach [10] von F und R unabhingig und
isomorph zu H, (G, Z) ist.

v) Man rechnet leicht nach, daB durch die Abbildung u+ c(u, ¥) ein Homo-
morphismus G — H(G) definiert wird. Wegen c¢(u, ©)?> =1 induziert dies einen Homomor-
phismus

G/G' ® Z,)-» H(G).

Der Beschreibung des Schur-Multiplikator in [14] 148t sich entnehmen, daB das Bild
von 1 gleich dem Kern des in iv) beschriebenen Homomorphismus ist. %)

vi) Die Rechnungen in [14] (cf. Lemma p. 590) lassen sich auch verwenden, um folgen-
des nachzuweisen: Ist G, « G, freies Produkt der Gruppen G,, G,, so ist

H(G, + Gy)=H(G,) x H(G,).
Es sei nun G eine separierte topologische Gruppe.

Definition. Eine Gruppenerweiterung n: U — G! vom Typ U(G) heiBe topologisch,
wenn gilt:

i) U ist separierte topologische Gruppe,
i) = ist stetig und offen,

iii) die Abbildung ¢:Gx G — U ((u, v) — c(u, v)) ist stetig.

2y Neuerdings ist der Funktor G — H(G) von Dennis [2] systematisch untersucht worden; es ist nicht
schwer zu sehen, daf} 1 injektiv ist und daB die exakte Sequenz

15 GG ® Z, 5 H(G)— H, (G, Z) — 1

(nicht-kanonisch) zerfallt.
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Bemerkung. Ist n: U — G' topologische Erweiterung vom Typ U(G), so ist die Ab-
bildung

GxU->U ((x,8)—>%)
stetig.

Dies folgt ohne weiteres aus der Beziehung *¢ =c(x, n&) €.

2. Gruppenerweiterungen vom Typ 9, (G)
Es sei G eine Gruppe, ne N, n=3. Mit D,(G) bezeichnen wir die Untergruppe des
n-fachen direkten Produkts G x---xG={(uy, ...,u,)|u;€ G} mit der Eigenschaft

IT % € G*. Diese Gruppe D,(G) wird erzeugt durch Elemente

i=1
djw)=@,, ..., u) (WeG 1Zi,j<n,i%j)
mit w;=u, u;=u"", und w,=1, falls k*i,j.
H,(G) sei die Gruppe mit Erzeugenden
hijw) (weG 1=i,j<n,i%))

und folgenden definierenden Relationen:

H1 hij(w) hy(w)=1,

H2 hij(u) b () by (w)=1,

H3 hi; () by () hy; ()" = hy (uv) by, ()~ falls j+k,

H4 hy; (1) hyj(v) ()" = hy(ou) by ()™t falls ik,

H5 LAy (@), by ()] =1 falls ik, I;j+k, 1.

(Im Fall n=3 ist H5 leer.) Es ist leicht zu sehen: Durch 4;;(u) — d;;(1) erhilt man einen
Gruppenepimorphismus 7, : H,(G) — D,(G).

Definition. Eine Gruppenerweiterung n: H — D, (G) heile vom Typ $,(G), wenn sie
Quotient von 7, ist, wenn also die Gruppe H Erzeugende h;;(v) (ue€ G, 1<i,j<n, i+j)
mit 7 (h;;(u)) = d;;(u) besitzt, fir die die Relationen H1—HS gelten.

Beispiel. Sei D ein Schiefkorper, G = D*. Fiir n> 3 sei H, das Urbild der Diagonal-
matrizen D,< SL,(D) in der Steinberg-Gruppe St,(D). Die Einschrankung der Uber-
lagerungsabbildung St,(D) — SL,(D) auf H, ist dann vom Typ $,(D*), ([15], 9.4,
9. 10), wobei zusitzlich gilt (1. c., 9. 8):

HO hyj(u) by (1 —u)=h;j(u—u?) u=+1).

Es wird sich herausstellen, daB in diesem Fall die Gruppe H, durch die Relationen HO,
H1, ..., HS prasentiert wird.

In diesem Abschnitt stellen wir die fiir das Rechnen in Erweiterungen vom Typ
9,(G) — und damit in der Steinberg-Gruppe St,(D) zu einem Schiefkérper D —
wichtigen Sachverhalte zusammen und geben im AnschluB die Beweise.
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Sei also im folgenden stets n: H — D,(G) eine Erweiterung vom Typ $,(G). Wir
schreiben c;;(u, v):= h;;(u) hy;(v) hy;(vu) ™" fiir u, ve G, 154, j<n, i#].
Proposition 2. 1. Fiir j+k gilt ¢;;(u, v) = cy(u, v).

Wir schreiben daher c;(u, v) :=c;;(#, v) und nennen die in H durch alle ¢;(u, v) er-
zeugte Untergruppe U; (1 <i<n). Folgendes ist klar: Bezeichnet d;: G — G" die Ein-
bettung von G auf die i-te Komponente, so gilt

7 (c:(u, v)) =d;([u, v]), ©(U})=d;(G").

Propeosition 2. 2. 1) Fiir die Elemente c;(u, v) gelten in H die Relationen U1, U2
(und damit alle Folgerelationen, cf. Abschnitt 1), die Einschrinkung n; von © auf U, definiert
also eine Erweiterung vom Typ 1(G).

il) In H gelten folgende Relationen:

Hé6 Ay (1) hy (v) = hy (uv) ¢ (u, v),

H7 ¢ (u, v) hy (W) = hy (W) ¢, (Fu, ¥v),

H38 i () by () = by (v) by (W) 0 (, v) (%)),
H9 hy;(u) ¢, (u, ) = ¢, (u, v) h;;(u) k=+1i,j).

Bemerkung. Es ist zweckmiBig, auch die folgenden Relationen zur Verfiigung zu
haben, die aus H6, H7, H8 unter Benutzung von #h;(u) '=h;(u) (H1) und
¢;(u, v)"' =¢;(v, u) (U5) hervorgehen:

H6’ hi(U) hy (V) = ¢;(u, V) hy(v1),
HT hi () ¢;(v, w) = ¢; ("0, "w) hy (1),
H¥ hi;(u) hy (v) = c;(u, v) hy (V) hij(w).

Es ist klar, da H9 aus H7, H7’ folgt unter Benutzung von H1, H2.

Fiir ie {1, ..., m} bezeichne 1;: U(G) — U, den nach Prop. 2.2 i) existierenden
Epimorphismus.

Proposition 2. 3. i) In H gelten folgende Relationen:

H10 hij([u, v]) =¢;(u, v) c;(u, )",

H11 hij(ﬂcf) lj(é) hij(ﬂc’?) 1(n) =hij(nGé71) lj(f”l) (f, ne U(G))’
H12 li(5)=hij(7l'sf) ’j(é) (é € U(G))-

il) Zu jedem k € {1, ..., n} existiert fiir h € H eine Normalform

n
h=TT hu(u) ¢
i=1
ik
mit eindeutig bestimmten u;€ G, &€ U,, insbesondere ist Kernn< Uy, also Kernn=Kernmn,,
und Kernn ist zentral in H.

iii) Auf H operiert die symmetrische Gruppe S, vermdige
hy; () = hg ()
fiir 0 € S, (o(ij) =01 aj). Fiir e Kernm ist °¢=¢.
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Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB ein Teil der hier behaupteten Aussagen in der
Steinberg-Gruppe eines Schiefkérpers D — um die es in dieser Arbeit im wesentlichen
geht — a fortiori klar ist (beispielsweise die Operation der S, etc., cf. [15]). Unser Ziel ist
jedoch, ,,um* eine geeignete Erweiterung = : U — [D*, D*] vom Typ U(D*) ,,herum* eine
Erweiterung der SL,(D) zu konstruieren, die homomorphes Bild der Steinberg-Gruppe ist.
Dazu wird im Abschnitt 3 die Gruppe U zuniichst eingebettet in eine Erweiterung
H— D,(D*) vom Typ $,(D*), auf die dann im weiteren Verlauf des Beweises die hier
aufgefiihrten Aussagen angewandt werden.

Fiir den Beweis unserer obigen Behauptungen nehmen wir zunéchst an, Prop. 2. 1
und 2. 2 seien bereits gezeigt, und folgern hieraus Prop. 2. 3: '

i) Mehrfaches Anwenden von H6, H6' ergibt

hij([u’ v]) = ¢;(uv, u vl (™t v 1) hij(v—l) hij(u_l) hij(u) hi; (v) cj(v, u)
=c;uo,u” v ) v ) et w) (0, v) ¢;(v, w),

letzteres nach H6’, H7' und U 10, U4.
Nach Abschnitt 1 ist

ci(u, u oY) ="ci (0, u™Y) (o, 07 1) €y u ) ¥ ey, v7Y)
- = ci(us 1.7) ci(vs v—l) ci(us u_l) ci(v_l, u—l)’

damit folgt H10.

Fiir ¢, ne U(G) ist

hij(m6 &) 1;(8) hij(mgn) 1;(n) = hy;(ng &) hij(mgn) " "1;(8) 1;(n) nach H7
=h;;(ngEn) cj(mg s, mgn) 1;(n) 1;(6)  nach H6, U7
=hij(nG£r’) (1) nach U 10,

dies ist H11.

H12 folgt unmittelbar: Ist = [T c(u,, v,) € U(G), so ist
p=1

lill ci(um vp) = IrIl (hij([up’ vp]) Cj(ups vp))zhij(pli[ [uw vp]) ].:.[ cj(up’ Up)'
p= p= =1 p=1

i) Aus H1, H2 folgt: H wird durch h;(w) (1=i<n, i+k) erzeugt. Mit H6, H7,
HS8 erreicht man die Normalform, die Eindeutigkeit ergibt sich iiber das Bild unter =.
Die Zentralitit von Kernn folgt nun aus H7 und der Zentralitit von Kernr, in Uj.

iii) ist nun auch klar: Fir { e Kemnng=1; ! Kernz ist 1;(§)=1;(§) (H12).

Mit einigen Lemmata beweisen wir jetzt Prop. 2. 1, 2. 2.
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Lemma 2. 1. Es sei c¢;;(u, v):= h;j(u) h;;(v) hyj(vu)™" fiir u,ve G, 1<i, j<n, i+j.

Dann gilt:

6] ;i (u, v)=cy(uvu, u™ 1),

2 c;j(u, u™") ist zentral in H,

3 his(x) e (u, v) by (x) ™t =cy (u, X) 71 ey, xv)  fiir k+j,
4) cij(u, v) P =¢;(v, w),

&) ¢i(u, v) =Lh;;(w), hy (v)].

Beweis. Nach H1, H2, H3, H4 ist

h‘.j(u)hij(v) = hkj(")hik(u)hij (v) = h;j(uou) h;; @)™,
also fir v=u"":
(6) hij(u_l) hij(u)_l =hij(u2)_ls
die letzte Gleichung in die erste eingesetzt ergibt
hy; () hy;(v) = hy(uvu) hij(u_l)a
also (1).

Nach H3 (mit u=v=1) ist h;(1)=1, also ist
ciju, u™ )y =hy(u) hyj(u™).
Ebenfalls nach H3 ist
et O hy () = hy (),
und nach H4
e (0) = iy 0);

mit H1, H2, H5 folgt (2).

(3) beweist man mit H3:
hij(x)cik(“s v) = hy (xu) hy (x)~* hi (xv) By (xvu) ™t = ey (u, x)7* i (U, xv).

1

Setzt man hierin v=wu"", so erhilt man mit (2):

cl'k(u’ u_l) = Cik(u’ x)_l Cik(u: xu_l)'

x=u ergibt
(7 Coclt, ™) = c(u, )™,
und x=u"" liefert ‘
calt, u™)? = cy(u, u_i) = hy () hy (@™ 2) hy (™) 7!
® = hy () hy (™) by (W)™ g (™) nach (6)
=1 nach (2).
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Demnach ist
-1 -1
ca(tty u) = ¢y (u, u) " =cy (U, u™ "),

und fiir k=%j wird

ca(, V)71 ="y (u, v71) nach (3)
=M, (v, v 'uv™t) nach (1)
= cu(v, ©) ! cu (v, uv™") nach (3)
=0, 077! cu (v, uv™?) nach (7), (8)
=cu (v, u) nach (3), (2).

Damit gilt (4).
Nach H3 ist fiir j+k
[h:‘j(u)’ hy(v)] = hij () hij(v) hij(vu)_l s
dies ist (5) und das Lemma ist bewiesen. ‘
Aus (4) und (5) ergibt sich Prop. 2. 1:
cij(u> v)= cij(vs “)_1 = [hij(v)s hik(u)]_1 = [hy (u), hij(v)] =cy(u, v).
H6', H8 und — vermoge (4) — H6 und H8 resultieren hieraus ebenfalls. Die rest-
lichen Behauptungen aus Prop. 2. 2 folgen aus
Lemma 2. 2. In H gelten die Relationen
) hy(x) ¢i(u, v) h;(X) ™' = ¢i(xu, v) ¢;(x, v) 7!
(10 hi;(x) ¢;(u, v) hy(x) ' = ¢;(Fu, *v),
und die Elemente c;(u, v) erfiillen U1, U2.
Beweis. Da H6 bereits bewiesen ist, haben wir fiir j+1i, k (mit H1):
ki e (u, v) =" Phy (uv) hy(w) ™" by (@) 7!
= hy, (cuv) hy (x1) ™ by (x) hg(xv) ! | nach H3
=¢;(xu, v) ¢;(x,v) ! nach H6,
also (9).
Wir zeigen nun zundchst U2: Fiir k #1, j ist nach (5)
ci(u, vw) = [h;; (W), hy(vw)]
=[h;;(u), c;(v, w) hy (W) hy(v)] nach H6'
= [hy; (W), ci(v, w1 ™ (c;(u, w)'*™ ¢;(u, v))
(dies folgt aus Kommutator-Identititen)
= c;(uv, w) ¢;(u, w)~* c;(u, w) c;(wu, v) ¢;(w, v) ! ¢;(v, w) ! nach (9)
= ¢;(uv, w) ¢;(wu, v),

mit (4) folgt U2.
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1

Setzen wir in der zuletzt bewiesenen Formel u=~y, v=x, w=2zx""!, so erhalten wir

c;(*y, *2)=c;(xy, zx V) ¢;(zyx 71, x)
=¢;(xy, 2" (c;(xy, x™Y) c;(yx71, X)) ¢i(z, x) nach (3), (9)
=c;(xy, 2) ¢;(z, x) nach U2
=hy; (%) ¢i(y, 2) h(x) ™! nach (9), (4).

Damit ist (10) bewiesen. Ein Vergleich von (9) mit (10) liefert U1.

3. Einbettung von Erweiterungen vom Typ M (G) in solche vom Typ $,,(G)

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB zu einer gegebenen Erweiterung n:U— G*
vom Typ U(G) fiir n=3 eine Erweiterung =,: H,— D,(G) vom Typ 9,(G) existiert, die
.7 fortsetzt“, was hier folgendes heiBit:

Es sei fiir ke {1, ...,n} die Abbildung 1,:G' — D,(G) die Injektion auf die k-te
Komponente, also

W=y, ...,u,) mit w=u, =1, falls i+k.
=, setzt dann 7 fort, wenn fiir jedes k€ {1, ..., n} durch die Zuordnung
Usc(u,v) > c(u,v)e H,

ein Monomorphismus 1,: U — H, definiert wird, so daB die folgenden Diagramme
(ke{l, ..., n}) kommutieren:

v-=>, Gt

ST

H, - D,(G)

Prop. 2. 3 iii) impliziert, daB es geniigt, den Monomorphismus i, fiir ein k¥ zu haben;
wegen der Symmetrie hat man ihn dann fiir alle. Wir haben also eine Gruppe H, zu
konstruieren, die ein isomorphes Bild von U in passender Weise enthélt. Dazu bedienen
wir uns einer Methode, die in [12], § 3 in einer dhnlichen Situation angewandt wurde. ®)

Es sei S die Menge aller Symbole A;(¥) (1<i<n—1, ueG) und ¢ (e U, wir
schreiben c¢(u, v) fiir c(u, v)). M sei das (assoziative) Monoid aller Worter aus Elemen-
ten aus S. Das leere Wort ist das Einselement, wir bezeichnen es mit 1.

Definition. Sind A =A4yA4,4,, A'= Ay,A] A, zwei aus je drei Teilwdrtern zusammen-
gesetzte Worter aus M, so nennen wir A’ aus A entstanden durch die Substitution
A, — A}. Fiir A, Be M gelte A> B genau dann, wenn B aus A4 hervorgeht durch eine

3) In einer fritheren Fassung des Beweises ([17]) sind wir hier anders vorgegangen. (Cf. Lemma 3. 5.)
Nach einem Vorschlag von Herrn W. v. d. Kallen, Utrecht, benutzen wir das hier beschriebene Verfahren,
wodurch der Beweis nicht kiirzer, aber moglicherweise durchsichtiger wird.
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,,zuldssige Substitution, d.i. die Komposition einer endlichen Folge (positiver Léange)
folgender Substitutionen (die ,clementar* heien mdgen):

) h(1)—1 (1eG,1Lign—1),
) 1 -1 (1el),
(€) ¢n —&n (¢ nel),
@) B () hy () — hy(uv) c(u, v) (w,veG,15i<n—1),

‘ 5) hy(u) hj(v)—>hj(v) hy (1) c(u, v) u,veG,1<j<ign—1),
(6) Ehw)  — hw) e (EeUueG,1<ign—1).

Die Ziffer (x) (x € {1, - . ., 6}) heiBe der Typ der Substitution.

Lemma 3. 1. i) > ist Halbordnung auf M.
ii) Zu A € M ist die Menge {Be M|A> B} endlich.

iii) Die Menge M, der in M beziiglich > minimalen Elemente besteht genau aus den
Wortern der Form

L¢ (CeU-{1}), und hy(uy)---hy(4)a
mit 1<i,<---<ipzgn—1, u,e G—{1} fir 1<x<k und a=1 oder a=¢ ({ € U—-{1}).
iv) Zu jedem A € M — M, existiert genau ein Be My mit A> B.
Beweis. Fiir ein Wort A=a,---a, (a; € S fir 1 <A=<1/) definieren wir
S(A):={ae Sla=a, fir ein Le{1, ..., [}},
ry(A) =1+ 2% {(a,, a)) € S(4)*|x <4, a, =), a, = h;(v), iZ]},
ry(A) = 4 {(a,, a)) € S(A)?*|x <4, a,=¢, a;=h;(w)}.

Man sieht leicht: geht B aus 4 hervor durch eine zulassige Substitution, so ist
ry(4) > r,(B) oder ry(4)=r,(B) und ry(4)>r;(B) (der letzte Fall tritt genau dann auf,
wenn nur elementare Substitutionen vom Typ (6) benétigt werden). Folglich kann nicht
gleichzeitig 4 > B und B> A4 gelten. Damit ist i) gezeigt, ii), iii) sind nicht schwer zu
verifizieren.

iv) Wie iiblich schreiben wir 4 2 B, falls 4> B oder A=B. Wir zeigen: Die Halb-
ordnung 2 besitzt die Church-Rosser-Eigenschaft (cf. [12], 3.6): Zu A, B,Ce M mit
A= B, A>C existiert D e M mit B=D, C2 D. Hieraus folgt iv) ohne weiteres.

Kann man die Existenz von D fiir den Fall zeigen, daB B und C aus 4 je durch eine
elementare Transformation hervorgehen, so folgt die Behauptung allgemein durch
Induktion nach # {Be M|A> B} (fir A€ M, ist sie natiirlich klar).

Nehmen wir also an, B und C gingen aus A je durch eine elementare Substitution
hervor. Werden zwei disjunkte Worter substituiert, oder ist eine der Substitutionen vom
Typ (1) oder (2), so liegt die Existenz von D auf der Hand. Wir diirfen also davon aus-
gehen, daB beide Substitutionen sich in einem Unterwort aus drei Buchstaben abspielen
und vom Typ (3), (4), (5) oder (6) sind. Daher darf 4 selbst als Wort aus drei Buchstaben an-
gesehen werden.
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Nach dem Vorbild von [12] deuten wir etwa im Fall 4> B durch
A—4—-6—-4—-3—B

an, dal} das Wort 4 durch die Folge elementarer Substitutionen der Typen (4), (6),
(4), (3) in das Wort B iibergefiihrt werden kann, dabei kann die Ziffer 3 oder 6 auch fiir
eine Folge aus mehreren Transformationen des Typs (3) oder (6) stehen. Es konnen
— abgesehen vom trivialen Fall 4 =¢n{ — 7 Ausgangssituationen auftreten:

1. A=§ﬂhl(u)
_B—6-B,

~N
C—6—13—C,

Es ist By =h;(u) “({17), Co=h;(u) “¢ "y, die Gleichheit beider Worter liegt auf der Hand,
also D:=B,=C,.

II. A=h;(u) h;(v) h;(w).

SC-4-3-¢,
Fiir B, =C, hat man in U die Identitit
c(uv, w) Ye(u, v) =c(u, vw) c(v, w)
zu beweisen, was nicht schwer ist.

L. A=h(uw) h;(v) hj(w), i>].

SC-5-6-4-13-C,
In U ist zu zeigen:
c(uv, w) Ye(u, v) = c(u, v) "c(u, w) c(v, w).
IV. A=h;u) h;(v) hj(w), i>].
,B—6-5—4-6-3-B,

~N
C—-5-3-C,
In U ist zu zeigen:

Ye(v, w) e(u, w) Ye(u, v) =c(u, vw) c(v, w).
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V. A=h,(u) hj(v) hk(W), l>]>k.
_B—6-5-5-6—13 —B,

S C—5-6-5-3-C,
In U ist zu zeigen:
“c(v, w) c(u, w) Yc(u, v) =c(u, v) "c(u, w) c(v, w).
VL. A=Eh(u) hy(v).
,B—-6-4-3-B,

S C—6-3-C,
In U ist zu zeigen:
c(u, v) #E=""Ec(u, v).
VIL A= Ehy(u) hi(v), i>]. '
_B—6-5—-3 —B,

~N
C—6—-3—-C,
In U ist das gleiche zu zeigen wie in VI.

Damit ist Lemma 3. 1 vollstindig bewiesen.

91

Korollar. Ordnet man jedem Paar (A, B) von Wortern aus M, das nach 3. 1 iv) ein-
deutig bestimmte Element Ce My mit AB>C zu, so wird M, mit dieser Verkniipfung
(4, By — C zu einer Gruppe, die ein isomorphes Bild von U (bestehend aus 1 und & mit

E e U) enthdlt.

Beweis. Das Assoziativgesetz ist klar; das Inverse des Elementes
h; (uy)---hy, () £ e My (1gi;<-- < =n—-1)
erhidlt man im minimalen unter
STy (i ) by (g ) (g, uy) - ey, w) €M

liegenden Element. Die Aussage liber U ist ebenfalls offensichtlich.

q.e.d.

Die im Korollar definierte Gruppe nennen wir H,, wir definieren hilfsweise

h,(w):=1¢€ H, fur alle u e G und hiermit

hij(u) == h; ()" hy(u) (=i, j=n, i*j;, ueG).
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Lemma 3. 2. In H, gelten fiir die Elemente h;;(u) die Relationen H1—HS, H, ist
also eine Erweiterung von D,(G) vom Typ 9,(G). Es ist ferner
c(u, v)=hy;(u) hy; () hy;(00) 7",
die in 2.3 ii) definierte Abbildung 1,: U(G) — U, < H, induziert also einen Isomorphismus
U~ U,.
Beweis. In H, gelten, abgesehen von den Relationen in U, noch die folgenden, die
den oben definierten elementaren Substitutionen entsprechen:

“ h;(u) h;(v) = h;(uv) c(u, v),
) hi(u) h;(v) = h;(v) h;() c(u, v),
6 Ehi(u)=h;w)"“¢.

(Auf die Unterstreichung der Elemente aus U verzichten wir von jetzt an der Einfachheit
halber.) In (5) kann die Einschrankung j <i aus Symmetriegriinden verschwinden.

Weisen wir nun die Relationen H1—HS5 nach. H1, H2 sind unmittelbar klar.
Weiter ist nach (4), (5), (6)

hy(u) hy(v) hy(u) ™" = hy(0) (W) c(u, v) By(w) ™' = h; () c(v, u™")
hy(vu) hy(u)™' =h;(ou) hy(u™") c(u, u)=h;(v) c(ou, u™*) c(u, u),

also:

™ hy(x) h;(v) hy(u) ™" =h;(vu) h;(u)~".
Eine dhnliche Rechnung ergibt

® hi()™" by )~ hi(u)=h;(uv) ™" hy(w).

Aus (7) folgt fur i=j, k und n=j, k:
hi(u) hy(0) B ()"t =c(u™, v) b(@) 7 i) (v, w7,
also gilt mit (6)
)] h;(w) hjk () hi(“)—1 =Ny (v).
Aus (9) folgt ohne weiteres HS5.
H3 ist fiir i=n bereits in (8) gezeigt; fir i, k+n ist
hy(u) hy (v) by ()" = hy(u) (™) B () hy(u™ ) c(u, w) c(v, v)
=h (™) hy(u0) c(u, v~ 1) hy(vu™ ) c(v, u™") c(u, u) c(v, v)
=h (0™ 1) hy(uvu™ ) c(u, vu™ ) c(u, u) c(v, v)
=h,(v) ! hy(uvu ) c(u, v)
und
i (uv) hy )™ = by (0™ ™) hy(uo) by () By (0) c(uo, uv) c(u, u)
=h (v 'u"Y) hy(uou™t) c(uv, u™*) b (u) c(v, v)
=h (0" 'u™) b () hy(uou™ ') c(uou™t, u) c(u, uv) c(v, v)
=h® e u"t, w) h(uout) c(u, w)

=h) ! hy(uou™t) c(uo, u™") c(u, u).
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Vergleich der beiden Rechnungen zeigt
h; () hy () hy(w)™" = hy(uv) ()
Mit (9) folgt hieraus H3 ganz allgemein.

H4 zeigt man durch eine analoge Rechnung mit Hilfe von (7), und die restlichen
Behauptungen in Lemma 3. 2 liegen auf der Hand.

Lemma 3. 3. Es sei n=3 und t: {1, ...,n} = {1, ..., n+ 1} eine injektive Abbildung,
H, und H,., seien die nach dem obigen Verfahren zu U konstruierten Erweiterungen vom
Typ H.(G) bzw. 9,+1(G). Dann wird durch

Hn 3 hij(u) - hti,rj(u) € Hn+ 1

ein Gruppenmonomorphismus definiert. Fiir Elemente aus dem Kern der Erweiterung H, hingt
das Bild unter t, nicht von 1t ab.

Beweis. Fiir t:i+> i+1 liefert die Konstruktion genau die Monomorphie-Eigen-
schaft, der Rest der Behauptung ergibt sich aus den Eigenschaften der Operation von
S,., auf H,., (vgl. 2.3 ii)).

Aus der Konstruktion ergibt sich ferner: H, 14Bt sich identifizieren mit der Menge
G" ! x U, wobei h;(u)=h;,(u) mit (uy, ..., U=y, 1) (@=u, u;=1 fiir j*i) und e U
mit (1, ..., 1, &) gleichzusetzen ist. Die Normalform (beziiglich ) des Produktes zweier
Elemente hiingt von deren Normalform (beziiglich #) in folgender Weise ab:

n—1 n—1 n—1 n—1 1
(*) IT AQu) & T1 k@) n= 1—11 hy(u;v;) 1_11 e (ui’ I1 Uj) Een
i=1 i=1 i= i= !

j=i

i+1 1
mit x;:= [ wv; falls 1<isn—2, Xp—1:=1€G und y:= [] v;.
j=n—1 j=n—1

Ist nun G eine separierte topologische Gruppe und m:U— G' topologische Er-
weiterung vom Typ U(G), so erhilt H, iber die Identifikation mit G" ! x U eine
Topologie, und die obige Formel zeigt die Stetigkeit der Multiplikation. Die Stetigkeit
der Inversen-Bildung ist leicht nachzuweisen. Es gilt

Lemma 3.4. H, ist separierte topologische Gruppe, m,:H,— D,(G) ist stetig und

offen.

Zum AbschluB dieses Abschnitts wollen wir — ohne Beweis — noch ein Lemma
formulieren, welches zeigt, wie aus der Gruppe H, die Gruppe H,,, induktiv kon-
struiert werden kann. Dies ermdglicht einen von der oben verwendeten Methode unab-
hiingigen, rein gruppentheoretischen Beweis fiir die Existenz der Erweiterungen
n,: H,— D,(G) als Fortsetzung von n: U — G', indem man Hj explizit angibt als Menge
G? x U mit der Multiplikation (), fiir die das Assoziativgesetz nachzuweisen ist (cf. [17],
Lemma 3. 4).

Fiir n>3 betrachten wir die nach Lemma 3. 3 existierenden monomorphen Ab-
bildungen t,, v} : H, — H,,, zu den durch i () =1i, " ({)=1i+1 definierten Injektionen
(,...,n}—{1,...,n+1}. H,,, wird von 1, (H,), 74 (H,) erzeugt. Sei

Vi=1,(H,) Nty (H)<H,,.
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Dann ist H,, , homomorphes Bild des amalgamierten Produktes
H:=1L(H,) x y7%.(H,)
von 1, (H,), 7 (H,) beziiglich der gemeinsamen Untergruppe V. Genauer gilt
Lemma 3. 5. Der Kern des kanonischen Homomorphismus
H=c,(H,) » y1}(H,) = Hys,
wird — als Untergruppe — erzeugt durch die Menge
{lh12(W), By i1 @)]|u, v E G}

4. Zentrale Erweiterungen von SL,(D)

Es sei D ein Schiefkorper mit der multiplikativen Gruppe D*, ne N, n>3.

Definition. i) Eine Gruppenerweiterung n: U — [D*, D*] vom Typ U(D*) heiBe
algebraisch, wenn in U die Relationen

Uuo c(u,1—u)y=1 (u, 1 —u e D¥)
erfiillt sind. Up, sei die ,,universelle algebraische Erweiterung vom Typ U (D*), also die
Gruppe mit Erzeugenden c¢(u, v) (4, v € D*) und definierenden Relationen U0, U1, U2.

ii) Eine Gruppenerweiterung n: H — D,(D*) vom Typ $,(D*) heiBe algebraisch,
wenn in H die Relationen

HO hij@) hiyy(1 —uw)=h;(u—u?)  (1Zi,j<n, u, 1 —ue D¥)
erfiillt sind.

Lemma 4. 1. i) Ist n: H— D,(D¥) algebraische Erweiterung vom Typ $,(D*), so sind
die nach Prop. 2. 2 zugehorigen Erweiterungen U, — [ D*, D*] algebraisch vom Typ U (D*).

i) Ist w: U— [D*, D*] algebraische Erweiterung vom Typ U(D¥), so sind die nach
Lemma 3. 1, Korollar und Lemma 3. 2 zugehorigen Erweiterungen H,— D,(D*) algebraisch
vom Typ $,(D*).

Der Beweis besteht aus naheliegenden Rechnungen.

Das Ziel dieses Abschnittes ist der Nachweis, daB3 jede algebraische Erweiterung
n:U— [D*, D*] vom Typ U(D*) sich einbetten 14Bt in eine zentrale Erweiterung der
Gruppe SL,(D). Hierfiir sind noch einige technische Vorbereitungen zu treffen:

Fiir eine Permutation ¢ € &, bezeichne g, die entsprechende Permutationsmatrix in
GL,(D). Jede monomiale Matrix m e GL,(D) kann in eindeutiger Weise als Produkt
m=gq,-diag(u,, ..., u,) einer Permutationsmatrix und einer Diagonalmatrix geschrie-
ben werden.

Lemma 4. 2. Sei n: H— D, (D*) Erweiterung vom Typ 9,(D*). Auf H operiert die
Gruppe der monomialen Matrizen vermége
"hij(0) = R (U0 t) By (g )7
(wobei m=gq, diag(u,, ..., u,) (und o(ij):=aiaj) ist), hierbei bleibt Kernn element-
weise fest.
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Beweis. GemdB Lemma 3.3 betten wir H mittels h;;(u) — h;;(u) ein in eine Er-
weiterung vom Typ $,.;(D*). Die Relationen H1 —HS5 zeigen dann, daB der innere

Automorphismus mit [] A; ,+; ;) auf H den durch

i=1
h;;j(v) — hyj(uou; h By (uguy -1

beschriebenen Automorphismus induziert. Mit Prop. 2.3 ii), iii) ist dann klar, daB
hy;(v) — ™h;;(v) einen Automorphismus von H definiert, der Kern n elementweise fest 1a0t.
Ist m' = q, diag (w,, ..., w,) die Zerlegung der monomialen Matrix m’, so ist

mm' = q, diag(u,, ..., U)q. diag(wy, ..., w,) =g, diag (U, Wy, - . ., Uy Wn)
und man verifiziert
m(mlhij(v)) = mm’hij(v) .
Damit ist Lemma 4. 2 gezeigt.

Die Steinberg-Gruppe St,(R) eines assoziativen Ringes R mit 1 wird erzeugt durch

Elemente
xij(u) (1 §i3j§n9 l#]s ue R)

und definierenden Relationen
x;; (W) x;;(0) = x;;(u +v),
x5 (@), x5 (v)] = X (uv) (i*k),
[xi; (@), xu(@)]=1 (i%1,j*k),
und allgemein verwendet man die Abkiirzungen
wii () = x;;(u) X (—u) x;(u),
hij () = w;; (W) w;;(—=1)
fiir Einheiten u aus R.

Der Gruppen-Epimorphismus ¢, :S?,(R) — E,(R) der Steinberg-Gruppe auf die
elementar erzeugte Untergruppe E,(R) von GL,(R) ist definiert durch @, (x;;(u))=e; (1)
(siehe Einleitung).

Das Bild von #;;(u) unter ¢, ist
d(w)y=diag(uy, ...,u,) (=u,u;=u"',u=1 fir k=*ij),

ferner ist m;;(u) == ¢, (w (4)) eine monomiale Matrix. Wir betrachten die beiden folgenden
Untergruppen von St,(Z):

W, = Erzeugnis aller w;;(1) in St,(2),
H, := Erzeugnis aller A;;(—1) in St,(Z).
H, ist normal in W, und es gilt:

Lemma 4. 3. H, wird durch h;:=h; ;. ,(—1) (1=i<n—1) erzeugt und durch folgende
Relationen definiert:

hi‘hh=h;h}  falls li—jl=1,
hithjh;=h; falls li—j|=2.

13*
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Beweis. In [15], § 10 wird bewiesen: Der Kern des Epimorphismus St,(Z)— E,(Z)
ist enthalten in H, und besteht aus zwei Elementen. Andererseits ist die durch die an-
gegebenen Relationen prisentierte Gruppe zentrale Erweiterung des Bildes von H, in
E,.(Z) mit einer zweielementigen Gruppe. Dies ist in [13], Th. 6. 3 (c) bewiesen, 4Bt sich
aber auch aus den Uberlegungen der Abschnitte 1, 2, 3 folgern, wenn man dort
G={+1} nimmt.

Da in H, die angegebenen Relationen gelten, folgt die Behauptung.

Uber den kanonischen Homomorphismus St,(Z) — St,(D) — SL,(D) wird W, in
die Gruppe der monomialen Matrizen in SL,(D) abgebildet. Ist also n:H— D, (D*)
Erweiterung vom Typ 9,(D*), so operiert W, auf H vermdge Lemma 4. 2. Das Bild
von h e H unter we W, sei "h. Mit W* bezeichnen wir das halbdirekte Produkt von H
mit W, d.h. die Menge H x W, mit der Multiplikation

th,w)y (W, w)=(h"N,ww).

Lemma 4.4 (vergleiche [13], Lemma 6.6; [15], Lemma 12.4, 12.5). Es sei
n: H— D,(D*) Erweiterung vom Typ $,(D¥).

i) Es existiert ein Homomorphismus j: Hy — H mit j(h)=h; ;,(—1) fir1<isn—1,
und J:={(j(h), h"*)| h e Hy} ist Normalteiler in W*. Je nachdem, ob in H ¢,(—1, —1)*1
oder =1 ist, ist Kern j trivial oder von der Ordnung 2 und enthdlt dann h? +1.

il) Die kanonische Projektion W* — W:= W*|J ist injektiv. auf H, W ist zentrale
Erweiterung der Gruppe M der speziellen monomialen Matrizen in SL,(D) mit Kernm:

1->Kenr—>WS3SM—1.
von h;;(u) (bzw. w;(1)) in W bezeichne).

Beweis. 1) Fiir die Existenz von j hat man nur die in Lemma 4. 3 angegebenen
Relationen fiir &; ;. ,(—1) (1<i<n—1) in H nachzurechnen, was nicht schwierig ist.

Die Normalitidt von J folgt, wenn die Gleichungen
"h=j(ho) hj(he)™"  (ho € Ho, h € H)

und
"j(ho) =j(WhoW_l) (we Wy, hy € Hy)

bewiesen sind. Dies 148t sich aber fast unmittelbar aus der Definition der Operation von
W, auf H (cf. Lemma 4. 2) herleiten. Die Aussage liber den Kern von j folgt aus der
Tatsache, daB Kern (St,(Z) — E,(Z)) erzeugt wird durch h,,(— 1)? und von der Ordnung 2

ist ([15], §10).
i) ist leicht zu sehen.
Wir benétigen noch

Lemma 4. 5. Sei n: H— D,(D*) algebraische Erweiterung vom Typ 9,(D*), we W
mit @(w)=q, diag(u,, ..., u,). Dann gilt:

) Whi(0) W™ =y (405") By (i)
i) wwi (1) W™t = hyp (it ) Wogp (1)

Beweis. 1) folgt aus Lemma 4. 2.
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ii) Wir konjugieren nach dem Vorbild von [15], Lemma 12. 5, Beweis w;;(1) mit
einem Element h € W mit ¢ (h)=diag(u,, - .., u,). Zu ki, j benutzen wir die Normal-
form bzgl. k aus Prop. 2. 3 ii) und H6, H7, H8, um eine Darstellung

h=hy () hy (u;) b’
mit [#', w;(1)]=1 zu erhalten. Dann ist (mit H6, H7, H8, Prop. 2. 2)

LA, Wij(1)] = hy(u) hjk(uj) hik(uj)_l hjk(_ 1) hjk(—“i)_1
= hy (45) by (uj ') B () hjk(ui_l) (=1 ur ) e(—ut, —ur )
= hy (uiu; ") e (uy, uy ) iy uiui YY) e (uj, ui Y) e (g, —uy)
= hy (uiu; ) by (g ) o (u, —uy)
= hy;(uiu; ) o (u;, —uy).
Nun ist im Fall einer algebraischen Erweiterung ¢, (v, —u) =1 fiir alle u € D* ([15], p. 95),
und ii) folgt daher mit Lemma 4. 2.

Nach dem Vorbild des Beweises von Matsumoto [13] werden wir jetzt eine Er-
weiterung von SL,(D) konstruieren.

Mit T bezeichnen wir die Gruppe der strikten oberen Dreiecksmatrizen, M sei die
Gruppe der monomialen Matrizen. Man hat eine disjunkte Zerlegung

SL,(D)=TMT= ) TmT

meM

([15], Lemma 9. 15), also eine Abbildung p:SL,(D)— M (p(tmt):=m fir t, ¢ €T,
me M).

Wir wollen die Anderung von p berechnen, wenn das Argument von rechts oder von
links mit einer monomialen Matrix m;;,  (£1)= @, (wy+,(+1)) multipliziert wird. Dazu
benutzen wir Bezeichnungen o, B, ... fir Indexpaare (i,j), (7,j), ... und setzen
—a=(j, ), wenn a=(i,j). Wir schreiben a=(i,j)>0, falls j—i>0, sonst a<O0. Ist
m=gq, - diag(u,, ..., u,) € M monomiale Matrix und o= (i, j), so definieren wir

L(m)y:=u;, r,(m)=u;.
Offenbar gilt /_,(m)=r,(m), und man hat
me,(x) m™! = e, (I,(m) xr,(m)™1).
Ist a=(i,i+1), so sei T, die Untergruppe von 7, die aus Matrizen (a,) mit a;,,=0
gebildet wird. Fiir jedes 7 € T existieren zwei Zerlegungen
t=e,(u) t,, t=te,(u)

mit eindeutig bestimmten u,u’' € D, t,, t,€ T,.

Lemma 4. 6. Sei s SL,(D), p(s)=m=q, diag(u,, ..., u,), s=tmt (t,t' €T). Fiir
a=(,i+1), B=(,j+1) sei ¢ =te,(—u) und t=ez(v)t; mit u,veD und t,eT,
tp€ Ty Dann gilt folgendes:
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i) Ist u=0 oder y:=0"*a >0, so ist fiir passendes t. € T,

my(1) s=tym,(1) me,(—1,(m)~" ur,(m)) t

und
p(m, (1) s)=m,(1)y m.
ii) Ist u%0 und y=0"'a <0, so ist fiir passendes t, € T,
m,(1) s=t;e,(u™ "y d,(u)" " me_ (—r,(m)"  u='1,(m))¢
und

p(m,(1) s)=d,(w)~' m.
iii) Ist v=0 oder o >0, so ist fiir passendes t; € T,
smp(—1) =1 e,5(ls(m) vrg(m)™') mmy(—1) t5
und
plsmy(—1))=mmy(—1).
iv) Ist v+ 0 und o8 <0, so ist fiir passendes ty € T
smy(—1)="re_z(rs(m) v p(m) ™) mdy(v) eg(—v™") 1
und
p(smp(—1))=mdy(v).
Beweis durch Rechnung (cf. [15], p. 114ff)).

Es sei nun fiir den Rest des Abschnittes n: H — D,(D*) algebraische Erweiterung
vom Typ 9,(D*), ¢ : W— M sei die nach Lemma 4. 4 zugehorige Erweiterung von M.

Auf der Menge X = {(s, w) € SL,(D) x W|p(s) = ¢ (w)} definieren wir Permutationen
ACh), u(t), n, (bzw. A*(h), p*(2), n¥) fir he H, te T, a=(i,i+1) (1<i<n—1) folgen-
dermaBen:

A(h) (s, w) == (@ () s, hw)
(s, w) A*(h) = (s (h), wh)

w(®) (s, w):=(ts, w) fir teT
(s, w) p* (1) :=(st, w) '

}fﬁr he H,

_ Jlm, (1) s, w (1) w) B { m, (1) m
el W)= {(ma(1) 8, hy ()™t w) falls p(m,(1)s) = d,(u)"" m,
- (Smat(_ 1)’ quz(_1)) _ _ mma(— 1)

(s, w) ¥ = {(smm(—l), wh, (0)) falls p(sm,(—1)) = {mdz(v),

hierbei ist a=(i,i+1) (1<is<n—-1).

Mit G (bzw. G*) werde die durch A(h), u(t), n, (bzw. A*(h), u*(r), n¥) erzeugte Auto-
morphismengruppe von X bezeichnet.

Lemma 4. 7. Fiir alle (s, w)e X, ge G, g*e G* gilt
(%) (g(s, w)) g*=g((s, w) g*).
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Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir die Erzeugenden von G und G* zu zeigen,
und dabei ist nur der Fall g=n,, g*=n} nicht trivial. Fiir das folgende cf. [15],
p. 119f.

Sei s=t'mt=t,e,(—u)mey(v)ty (',teT,t,eT, tge Ty, seio die zum gehorige
Permutation.

Ist ca# B und o' (bzw. ¢”) die zu p(smy(—1)) (bzw. p(m,(1) s)) gehorige Per-
mutation, so sicht man leicht:

c la>0<=0c 'a>0, of>0<0c"§>0,
(%) folgt dann sofort mit Lemma 4. 6.

Sei of=oa. Wir setzen o' :=u—Ig(m)vrg(m)~"'. Ist «'=0, so ist der Nachweis
von () trivial. Andernfalls muB gezeigt werden (Lemma 4. 6):

By )™ wwp(— 1) =w, (1) why(—1(m) ™" u'rg(m)).

Nach Lemma 4. 5 ist aber mit v’ := I;(m) rg(m) ™"
wo(1) why (—I,(m) ™" ' rg(m)) = w, (1) by (=) by (v') " w=h, (W) ™" B (=) wo(1) w
=h, ()" B (=) (V)" wwg(D)
= hy ()" By (—0) B (V)7 why(=1)7" wy(—1)
=h, ()™ wwy(—1).
Sei 6= —a. Der Fall u=v=0 ist trivial.
Ist 4 0=v, muB man zeigen:
w,(1) wwy(—1) = h,(u) ! why(—I(m)™" u™ rg(m)).
Im Fall u=0++v mul} gelten

hy(—rg(m) v~ I (m) ™')™ why(v) = w, (1) wwy(—1).
Falls u#0%+v und v :==u—rg(m) v~ 'ly(m)~' =0 ist, muB
wo (1) whe (W) =h, ()~ wwy(—1)

nachgewiesen werden. Die beiden ersten Gleichungen sind ersichtlich dquivalent. Alle
Beweise erbringt man leicht mit Lemma 4. 5.

Ist schlieBlich %04 v und « %0, so ist auch v'=v—1Il;(m)~' u"'r,(m)*0, und
man hat nachzuweisen:

h, )t why(v) =h, ()" why (V).
Dies ist nach Lemma 4. 5 dquivalent zu
ha ()™t b (lg(m) vrg(m) ™)  =hy(w) ™" by (lg(m) V'rg(m)~ 1)1,
Anders ausgedriickt: Fiir x, y € D* mit 1 —xy e D* ist zu zeigen:

hij(x) hij(y_x_l) =hij(x -y hij(y)'
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Nun ist aber nach U2, UO:
a(x, y—xH=c(x, y1—y 'x™ )=
=ci(xy, 1=y ' x ) e(A=y "% x, y)=ci(x—y 71, ).
Damit ist Lemma 4. 7 bewiesen.

Wie schon Milnor ([15], p. 120) an der entsprechenden Stelle des Beweises im
kommutativen Fall bemerkt, ist der letzte Schritt des eben gegebenen Beweises der
einzige Punkt, wo voll von der Relation U0: ¢(¥, 1 —u)=1 Gebrauch gemacht wird.
(Im Beweis von Lemma 4. 5 wurde lediglich c(u, —u)=1 bendGtigt!)

Proposition 4. 8. G (bzw. G*) operiert einfach transitiv auf X und ist zentrale Er-
weiterung von SL,(D) mit Kernn.

Beweis. Die Transitivitit beweist man wie in [15], p. 117, aus Lemma 4. 7 folgt
dann ohne weiteres, daB die Gruppen einfach transitiv operieren. Den Erweiterungs-
homomorphismus ¥ :G— SL,(D) erhdlt man aus der Beziehung g(s, w)=({(g) s, %),
und weil G einfach transitiv operiert, folgert man Kerny = Kernn. Die Zentralitit von
Kerny ist leicht zu sehen.

Proposition 4. 9. Es gibt genau einen iiber SL,(D) liegenden Epimorphismus
St,(D)—G.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, daB die Steinberg-Gruppe perfekt
ist, d. h. ihre Kommutatorfaktorgruppe verschwindet, da beide Gruppen zentral iiber SL,, (D)
sind. Die Existenz ist etwas schwieriger zu zeigen. Aus Prop. 4. 8 folgt: t — u(z) (teT)
liefert einen Isomorphismus von T mit einer Untergruppe von G, und die in G durch die
Elemente A(h) (he H)und 5, (x=(i, i+1), 1 <i<n—1)erzeugte Untergruppe kann mit
der in Lemma 4. 4 ii) definierten Gruppe W identifiziert werden; diese enthiilt eine zu H
isomorphe Untergruppe A(H) (l.c.), erzeugt durch A(h) (h e H). Die Elemente 5, wer-
den identifiziert mit w; ;,, (fir a=(i, i+1), 1<i<n—1, L.c.). Sie erzeugen in G ein
homomorphes Bild von W,,.

Nun 4Bt sich leicht nachweisen, dafl die Steinberg-Gruppe St,(D) folgende Prisen-
tation besitzt: Als Erzeugende nehmen wir x;;(u), 1<i<j<n, ue D und w;:=w; ;,,(1)
(1<i<n-—1), als Relationen nehmen wir alle in W, < St,(Z) geltenden Relationen unter
den w; und weiter

x;;(w) x;;(v) = x;;(u+v) @i<j)
Rl [.xij(u), xk,(v)]=1 (l<j,k<l, i*l,]z*:k)
[xi (), x4 (v)] = x4 (uv) (i<k<l,
wix; (W) wi F=x;4 4, ;(—€u) (i+1<j,ee{£1})
R2 wix;;(u) wj_£=xi,j+1(—8u) (i<j,ee{x1})
WX (1) wi ' = x;; (1) (*k k+1,j+k k+1),
R3 wixi,i+1(_1) wi=X; ;+1(1) wixi,i+1(1)-

Dér Homomorphismus S?,(D) — G wird dann gegeben durch die Zuordnung
X (W) ﬂ(eij(u)) (i<j,ueD),

w; > 1, (=G, i+1),1<i<n—1).
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Man hat also in G die Relationen R 1 bis R 3 fiir die Bilder der Erzeugenden nachzuwei-
sen. R1 ist klar, da u Isomorphismus von 7 nach G ist. R2 ist leicht zu verifizieren, und
R3 ist ein Spezialfall von

R4 A (P () N2 (€x(—10)) My = ple, (W) nopt (e (u™ 1))

fir ue D*, a=(i,i+1) (1<Li<n—1). Diese Relation liefert auch die Surjektivitit des
gesuchten Homomorphismus.

R4 muB durch explizite Rechnung unter Ausnutzung von Lemma 4. 6 i), ii) nach-
gewiesen werden. Dabei sind dhnliche Betrachtungen erforderlich wie im Beweis von
Lemma 4. 7. Auf die Durchfithrung verzichten wir hier.

Bemerkung. Die Relation R4 148t sich verwenden fiir den Nachweis, daB3 das Bild
von h;;(u) hy;(v) hy;(vu) ™ € St,(D) in G genau das Element A (c;(u, v)) ist.

Wir fassen Prop. 4. 8, 4. 9 zusammen zu

Satz 1. Fiir n>3 werden die unter der Steinberg-Gruppe St,(D) liegenden zentralen
Erweiterungen von SL,(D) klassifiziert durch die algebraischen Erweiterungen vom Typ
U(D*), genauer: Ist n: U— [D*, D*] eine solche Erweiterung, d.h. wird U erzeugt durch
Elemente c(u,v) (u,v€ D*) mit n(c(u, v))=1[u, v], die U0, U1, U2 erfiillen, so gibt es
eine zentrale Erweiterung p:G — SL,(D) und genau einen iiber SL,(D) liegenden Homo-
morphismus ¢ : St,(D) — G derart, daf} die Zuordnung

c(u, v) > @ (hy2 (@) hy2 (V) hyz(0w)~?)

einen Isomorphismus von U auf eine Untergruppe von G definiert und Kernn isomorph auf
Kernp abgebildet wird. Umgekehrt gewinnt man so jede zentrale Erweiterung G von
SL,(D), die Quotient von St,(D) ist.

(Die Umkehrung folgt aus den Bemerkungen zum Beispiel in Abschnitt 2, aus Prop.
2.2 i) und Lemma 4.1 i).)

Korollar 1. Ist die Steinberg-Gruppe St,(D) universelle zentrale Erweiterung von
SL,(D), so ist der Schur-Multiplikator H,(SL,(D),Z) isomorph zum Kern m, der
,,universellen‘‘ algebraischen Erweiterung ny:. Up— [D*, D¥].

Bemerkung. Die Voraussetzung iiber die Steinberg-Gruppe ist fiir n=5 stets er-
fiillt ([15], p. 48, Remark). Fiir n =2 und kommutatives D ist dies in [ 18] bewiesen, wobei
gewisse kleine Korper ausgenommen werden miissen. Der Beweis 148t sich derart modi-
fizieren, daB er fiir n>3 und fiir Schiefkérper mit wenigstens fiinfelementigem Zentrum
durchfiihrbar ist.*)

Korollar 2. Fiir n=3 hat man K,(n, D)= K,(n+1, D)~ K, (D) und folglich eine
exakte Sequenz

1—-K,(D)— Up,— [D* D*] > 1.

4) Der Beweis ist sogar fiir n>3, Zentrum = F; oder n=4, Zentrum = F, durchfiihrbar. (Cf. J. R.
Strooker : The fundamental group of the linear group, Th. 1. Erscheint demnéchst in: Journal of Algebra.) Fiirn=4
ist inzwischen sogar bekannt: Ist 4 assoziativer Ring mit 1, so ist 7, (St4(A))=O genau dann, wenn F, nicht
homomorphes Bild von 4 ist. (Cf. W. v. d. Kallen, M. Stein: On the Schur multipliers of Chevalley groups over
commutative rings. Erscheint demnéchst in Math. Zeitschrift.) In diesem Fall ist also D = F, die einzige Aus-
nahme.

Journal fiir Mathematik. Band 301 14
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Anwendung der Hochschild-Serre-Spektralsequenz ergibt

Korollar 3. Es existiert eine exakte Sequenz

H,(Up, Z2) — H,([D*, D*], Z) — K>, (D) — H,(Up, Z) — H,([D*, D*], Z) —> 1.

Bemerkung. Verwendet man die Beschreibung des Schur-Multiplikators von Miller
[14], so lassen sich die Homomorphismen dieser Sequenz explizit angeben (cf. [2],
siehe auch die Beispiele und Bemerkungen in Abschnitt 1).

5. Der topologische Fall

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir eine topologische Version von
Satz 1 (cf. [13], Th. 8. 2). Es sei D separierter topologischer Schiefkorper, so daBl also
SL,(D) separierte topologische Gruppe ist. Die Untergruppen D,:=D,(D*), T, T~
(= strikte untere Dreiecksmatrizen) sind abgeschlossene Untergruppen von SL,(D).
Stets sei n=3.

Lemma 5. 1. Die Zuordnung (s, d, t) — sdt liefert einen Homéomorphismus des Pro-
duktes T~ x D, x T mit einer offenen Teilmenge Q von SL,(D).

Beweis. Die Injektivitit der Abbildung ist leicht zu sehen. Bleibt zu zeigen:
Q=T -D,T ist offen in SL,(D). Dazu definieren wir auf gewissen Mengen S, von
n x n-Matrizen iiber D Funktionen 4,:S; — D auf folgende Weise: Fiir a=(a;;)1 <, j<n
hangt 4,(a) nur von (@;), <;, j<x ab, und zwar sei 4,(a) :=a,, fir beliebiges a.

Sei nun k fest und 4;:S; — D definiert fiir 1 <i<k derart, daf}
S;={aeS;_1|4;-1(a) 0} 2=igk).

Fiir Zahlen u, v mit k<pu, v<n sei a*" die k x k-Matrix, die aus a hervorgeht durch
Streichen aller Zeilen der Nummer ; und Spalten der Nummer j mit k<i, j<n, i+ y,
j#v. Fiir ae S, mit 4,(a) = 4,(a**) £ 0 definieren wir nun

Avr1(@) :=Ak(ak+l’k+1)_4k(ak+l’k) Ak(ak'k)_l Ak(ak’k+1).

(DaB die rechte Seite definiert ist, ist leicht zu sehen.) Auf diese Weise werden die
Funktionen 4,: S, — D induktiv definiert, und es ist nun nicht schwer nachzuweisen, dal3

Q={aeS,|4,@) +0}={ae SL,(D)| A (a)+0 fiir 1<k=<n},

mithin offen ist, da D als separiert vorausgesetzt wurde. Fiir die Definition der 4,
cf. [9]; 4,(a) ist die dort auftretende linksseitige Designante von a.

Wir nennen eine zentrale Erweiterung p:G — SL,(D) topologisch, wenn G
separierte topologische Gruppe und p stetig und offen ist.

Satz 2. Die nach Satz 1 zu einer algebraischen Erweiterung n:U — [D*, D*] vom
Typ W(D¥*) gehdrende zentrale Erweiterung p:G — SL,(D) ist genau dann topologisch,
wenn m topologisch ist (cf. Abschnitt 1) und wenn die zugehirige stetige Abbildung
¢:D* x D* — U der folgenden Bedingung geniigt:
limo c(1+uv,v)=1.

u,v—>
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Beweis. i) Sei p: G — SL,(D) topologisch. Wir zeigen die Notwendigkeit der Bedin-
gungen. Sei ¢: St,(D) — G der tiber SL,(D) liegende Epimorphismus nach Satz 1. Wie in
[15], p. 96f. beweist man: Der Homomorphismus u — ¢ (x;;(#)) von D nach G ist stetig,
also auch die Abbildungen u > ¢ (w;;()), u+> @ (h;;(w)) (ue D*), und damit ist die
Stetigkeit von

(u, v) ‘P(hlz(u) hy2(v) h12(vu)_1)
auf D* x D* klar.
Ferner gilt in der Steinberg-Gruppe die Identitit

(%) x5 () x5 (0) =x;; (0(1 + uv) 1) ¢;(1 + uv, v) hy(1+vu) x;((1 + uv) ™" u),

wenn v, 1+ uv € D*. Fiir u, v— 0 folgt hieraus nach Ubergang zur Gruppe G unter ¢
die obige Stetigkeitsbedingung.

ii) Ist © topologisch und die angegebene Stetigkeitsbedingung erfiillt, so haben wir G
zu einer separierten topologischen Gruppe zu machen derart, daB p: G — SL,(D) stetig
und offen wird. Dies geschieht folgendermaBen:

Das Urbild @=p~'Q hat in G eine Zerlegung Q=T HT; wo T=p7'T,
T~ =p 'T™ und H=p '(D,). H ist separierte topologische Gruppe, p|y ist stetig und
offen nach Lemma 3. 4. p|3, p|5~ sind Gruppenmonomorphismen, mit diesen ziehen wir
die Topologie von T (bzw. T~) zuriick.  versehen wir dann mit der Produkttopologie. Eine
Teilmenge von G nennen wir Umgebung der Eins, wenn sie @ in einer Umgebung der
Eins trifft. Wir haben zu zeigen, daB G so eine topologische Gruppe wird, daB also die
Abbildungen (x, ) x"'y (x,y€G) bzw. Ad(zt):x— zilx(x € G) stetig in (1, 1)
bzw. — fiir ein Erzeugendensystem {z} von G — in 1 sind. Dies geschieht — unter Aus-
nutzung der Zerlegung von € und mit der Formel (+) — analog wie im entsprechenden
Beweis fiir den Fall eines kommutativen D ([13], p. 49f.). DaB p dann offen und stetig
ist, ist klar mit Lemma 5. 1.
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