Prisentationen von Chevalley-Gruppen iiber k|t|

von Ulf Rehmann (Bielefeld 11%5)

In dieser Untersuchung werden fiir Chevalley-Gruppen iiber dem
Polynomring in einer Unbestimmten iiber einem Korper explizite
Prasentationen angegeben. Hauptresultat ist dabei der Nach-
weis, dafBl eine fasteinfache Chevalley-Gruppe vom Rang grifler
als zwei endlich prédsentierbar ist, wenn der Konstantenkorper
endlich ist (Korollar zu Satz 2). Dies ist im Fall einer
Gruppe vom Rang eins falsch; von Nagao ist gezeigt worden, daB
die Gruppe nicht einmal endlich erzeugt ist [6]. Von fast-
einfachen Gruppen vom Rang zwei ist leicht zu sehen, daBl sie
endlich erzeugt sind, dagegen lassen wir die Frage offen, ob

diese Gruppen auch endlich prédsentierbar sind.

Etwas allgemeiner l1ld0t sich fragen, unter welchen Voraussetzun-
gen arithmetische Gruppen in Chevalley~Gruppen iiber globalen
Funktionenkdorpern endlich prédsentiert sind (im Zahlkorperfall
ist dies stets richtig, wie von Behr gezeigt worden ist [1]).
Hierzu war bis vor kurzem das Resultat von Nagao das einzige
Ergebnis, neuerdings ist jedoch von anrelbrink gezeigt wor-
den, daB fasteinfache Chevalley-Gruppen vom Rang gréBer als
eins iiber k[t,t—I] endlich présentiert sind (ausgenommen
eventuell der Typ Gz), wenn k endlich ist [4], ferner be-

wies Stuhler die endliche Pridsentierbarkeit fiir die SL2 im

Fall eines globalen Funktionenringes mit mehr als zwei unend-
lichen Primstellen, fiir den Fall zweier unendlicher Primstel-
len wurde gezeigt, daB die SL2 zwar endlich erzeugt, aber
nicht endlich prisentierbar ist [14].

Unser Beweis verliduft folgendermaBen: Zunidchst werden aus einem
Resultat von Soulé [9] unendliche Pridsentationen fiir Chevalley-
Gruppen bei beliebigem Konstantenkdrper hergeleitet (Satz 1),
wobei sich als Nebenresultat die Verallgemeinerung des aus der
algebraischen K-Theorie bekannten Resultates Kz(k[t]) = Kz(k)

auf die beliebigen Chevalley-Gruppen zugeordneten Funktoren



ergibt (Korollar zu Satz 1). AnschlieBend wird durch expli-
zite Rechnung gezeigt, da im Fall fasteinfacher Gruppen vom
Rang grofer als zwei die Prdsentationen sich auf solche reduzieren
lassen, deren Parameter Polynome beschridnkten Grades sind
(Satz 2). Diese Rechnung wird sogar in der zugehorigen Stein-
berg-Gruppe durchgefiihrt; dabei ist die Rangbedingung jedoch
duBerst wesentlich, von ihr wird stidndig Gebrauch gemacht. -

Fiir den Fall eines endlichen Konstantenkorpers folgt dann
die endliche Prisentierbarkeit der betreffenden Chevalley-

und der zugehorigen Steinberg-Gruppen.

Es sei k ein Korper, ¢ ein irreduzibles, reduziertes Wur-
zelsystem (im Sinne von [2]) vom Rang rg & > 1, G ein
einfach zusammenhingendes Chevalley-Gruppenschema vom Typ &
iiber k. K = k(t) bzw. R = k[t] seien der Kdrper der ratio-
nalen bzw. der Ring der ganzen Funktionen iiber k. Fir o« € &,
u € K seien Elemente xa(u) € G(K) und, falls u # O, wa(u),

ha(u) € G(K) definiert wie in [12]. Nach [13, Th.18,Cor.3]
wird die Gruppe G = G(R) erzeugt durch {xa(u)|a € &, u € Rj.

In G gelten die folgenden Relationen fir gq,a'€ ¢, u,v € R[IZ]:

() x_(u)x (v) = x (usv)
() [x, (W),x ()] = Mxy oou(eyy ulv?)  (ava'$0)
(5') w (Vx (@) (V)7 = x_ (v %) (vex*)

(c) h (a)h,(v) = b (uv) (u,vex®),

dabei ist - in (B) - [x,y] = xyx-1y-1 fiir x,y € G, sind

die cij a,a gewisse von u,v unabhingige ganze Zahlen und

? t4
ist das Produkt (in der nach einer lexikographischen Anord-
nung der Wurzeln geordneten Reihenfolge) iiber alle io+Jja' € &
fiir i,j > O zu nehmen. Die Relationenmenge (B) ist im Fall
rg$ = 1 leer, im Fall rg ¢ > 1 ist (B') Implikation von

(4), (B).



Satz 1:
G wird prdsentiert durch die Erzeugenden {xa(u)laeg,uER}

und die Relationen (a), (B), (B'), (C).

Fiir den Fall rg & = 1 ist dies ein dlteres Resultat von
Nagao (cf.[6], {7411,1.6]); eine entsprechende Prisentation

ist neuerdings (fir Typ ¢ = An) sogar fiir die allgemeine

lineare Gruppe der freien assoziativen Algebra k (X) einer

Menge X liber einmem Schiefkdrper k bekannt [8,Cor.11].

Unser Beweis stellt die Interpretation einer von Soulé gege-
benen Beschreibung von G als amalgamiertes Produkt dar.
Zunichst soll jedoch ein Korollar formuliert werden.
Bezeichnen wir fir einen kommatativen Ring A mit L(Q,A)
den Kern des Homomorphismus der durch (4), (B), (B') pri-
sentierten Gruppe (mit Argumenten u,v€A) auf die durch
(A), (B), (B'), (C) prisentierte Gruppe, so ist fur A=k R
Kz(n,A) = L(An_I,A), K,(4) = Lim L(An_,,A) (er.[10]).

Unser Satz liefert unmittelbar:

Korollar: L(¢,k[t]) = L{®,k).

Beweis des Satzes:

Wir wdhlen in ¢ ein Halbsystem Q+ positiver Wurzeln aus und
bezeichnen mit I die Menge der beziiglich §+ einfachen Wur-

zeln., Ferner fixieren wir den durch die Bedingungen ha(u) € H(x)

(q&@,uEk*) festgelegten maximalen zerfallenden k-Torus Hin G
[13,Th.6] und identifizieren ¢ mit der Wurzelmenge von G

beziiglich H. Fir T ¢ I sei P, die zugehdrige parabolische

%
"Standard" - k - Untergruppe. 22 zerfdllt halbdirekt iiber k
in das unipotente Radikal gz und den Zentralisator QE der

Zusammenhangskomponente des Durchschnitts der Kerne der Wurzeln
in . Sodann ist G das iiber den Durchschnitten in G amalga-

mierte Produkt der Untergruppen Gp: = Zz(k)-gE(R) fiir alle

T¢I [9,Th.4].



Flir den Beweis des Satzes geniigt es daher, folgendes zu zZeigen:
Aus dem angegebenen Relationensystem 148t sich ein System von
Folgerelationen ableiten, so daB zu jeder Relation des neuen
Systems ein ) C I existiert derart, dafl alle in der Relation

auftretenden Gruppenelemente zu G, gehdoren und daff umgekehrt

z

die Gesamtheit aller dieser Relationen mit Elementen in GF

diese Gruppe prisentieren [55 ], Der einfache Zusammenhang
von G ist dquivalent damit, dafl jedes Element aus g(k) sich

eindeutig als Produkt von ha(ua) mit o € [, uae k¥ dar-

stellen 1340t [13, Lemma 28,Cor.], weiter bedeutet dies, dal
die Relationen (A), (B), (B'), (C) mit u,v € ¥ die Gruppe
g(k) prasentieren [12,Th.3.2]. Daher sind die Relationen

(c') [ha(u)shar(v)] =1 (a,a'€ &, u,vek*)

Folgerungen aus jenen [12,7.3(e)].

Ferner folgert man durch Rechnung (mittels der Definitionen
w (u) = x_(v) x_(-u 1)xa(u) und k(1) = w_(u)w (-1)

fir o€®, u€k*) aus (A), (B) fir u € k*, v € R, g,q'€ &

xa”(nu-n(a’.a)v)

(p) Wy (w)x (V) (u)7"

xa,(u—n(a"“)v),

i

(p*) hy (u)x 4 (v)h (w)7

dabei ist n = n(a,a')€{+1}] ein nur von ¢q,q' abhingiges
Vorzeichen mit n(e,a) = -1, n(q',a) die Cartan-Zahl von

asa' [2,chap.VI], und go"= oa(a') = a'- n(a',a)o die Spie-
gelung von ¢q' an der zu g orthogonalen Hyperebene [11,3.8].

Bezeichnen wir fiir eine Teilmenge T ¢ I mit &(%)(bzw.s (L))
das durch T erzeugte Teilsystem von Wurzeln (bzw. positiven

Wurzeln) aus ¢ und mit H, die durch ha(U) (0€%,uck*)
erzeugte Untergruppe, so ist EZ iiber k definiert [13, § 57
und nach dem obigen gilt fiir %': =1 -~ %

I_{(k) = Ez(k)gzl(k)!ﬂz(k:’f)}{z,(k) = {l},



Ist fermer gz die durch § definierte halbeinfache k~Unter-

gruppe von G [1.c.], so ist HE maximaler zerfallender

k-Torus von G', und ebenfalls nach der obigen Bemerkung ist

daher gz einfach~zusammenhingend. Dies bedeutet wieder, dal
G-(x) durch (4), (B), (C) (mit u,vex) fur a,a'c (L) pré-

sentiert wird, Weiterhin ist

Z5(x) = Go(k) - H(k) = Gn(k)-Hp, (k)3
das letztere Produkt ist halbdirekt mit QE(k) als Normal-
teiler nach (D')., Daher haben wir eine Prisentation von Zz(k)

in (4), (B), (B') mit a,a'€ 3(%), (c), (C') mit a,a’'€ &,
(D*') mit o € &, '€ (%) und iiberall u,v € k. - Die Gruppe
gﬁ(R) wird erzeugt durch xq(u) mit o € ¢ - 37(g), ue R

und prisentiert durch (A), (B) mit q,q'€ & - 87(%). Das
halbdirekte Produkt Zi(k)-gx(R) wird definiert durch die Re-

lationen (B), (D') mit g € 3(%), u € kK bzw. a € &, u € k*,
a'e 8 - 8*(8), v € R. Schrinken wir also in (a), (B), (B')

@ und q' fiir den Fall u,v € R-k, in (D') gq' fir v € R-k
auf §' ein, so haben wir - mit (C), (C') - ein System von
Relationen gefunden, welches die oben aufgefiihrten Eigenschaften

erfiillt, und damit den Beweis von Satz 1 erbracht.

Sei nun G die durch (A), (B), (B') prisentierte Gruppe.

Satz 2:

Ist § > 3, so wird G durch die Relationen (A), (B) mit

Polynomen u,v beschriankten Grades pridsentiert,

Korollar:
Ist Fq der Korper mit q (< ») Elementen und G eine fast-
einfache Chevalley-Gruppe iliber Fq vom Rang 2> 3, so ist

Q(Fq[t]) endlich pridsentiert.



Fir den Beweis von Satz 2 Dbendtigen wir einige Hilfssdtze:

H 1: Seien a,b,... Elemente einer Gruppe., Wir setzen

b: = aba”]. Dann gilt:

i) [a,bc] [a,b]b[a,c] [a,D] [b-[a,c]j.[a,c]
ii) [ab,e] a[b,c][a,c] [a,[b,c]] [b,c].[a,c]
iii) [a,c] = Ly,c] = 1 = [ya,[b,c]] = [y[a,b],bc]

iv) [[a,p], [b,c]] = [c,[b,c]] = 1 = [[a,b],c] = [[a,b],bc]

il
i}

il
n

Zum Beweis: i), ii) sind klar,
-1 b
iii) [ya, [p,e]] = [va, bc] = [ya-ba 1, c] = [y[a,b],bc]

iv) 1 c[[a,b], [b,c]] = c[[a,b], bc-c_]'] = c[[a,b], c-1-bc]

[cy[a,b]] [[a,b],bc], letzteres nach 1i).

1}

H2: Sind g¢g,0'€ & linear unabhingig, so existiert eine Basis ]

von ¢ und B € I sowie i,j € Nu {0} derart, daB
a' = ig+j8 und ¢ € II ist. Bezeichnet {q,qa') c & die

Menge aller Linearkombinationen von ¢g,q' in &, so haben
wir
i) ato'€d={ma)={ta, xta' £ (a+a')} ~ B,

i) a+o's o+ 2'€t=>(ae’) = {ta ta'y £ (ata') tla+20')}x B,

iii) o + o'€ &, @ - a', @ + 2¢', 2q + a'¢ ¥ > Ca,a') =

= {ta, o' t(a+a')} oA,

Beweis: [3, VII, Lemma 1,2] (Man beachte, daB Typ & # G, wegen

rg § 2 3).
Im zu § gehbrenden Wurzelgitter bezeichne ( ’ ) ein unter
der Weylgruppe von & invariantes (positives) Skalarprodukt.

]
Fir die Cartan-Zahl von q,n'€ & gilt dann n(a',q) = 2 )
?



H 3: Seien qg,0'€ ¢ linear unabhidngig. Dann gilt

i) (¢ra) € (a'ya') = n(a,a') € {0,+1},
ii) (asa) > (a'sa') = n(a,a’) € {0,22},
iii) n(a,a') >0 > a-0'€ §.

Beweis: [2,VI,1.3]

Es sei g die zu § gehorige komplexe Lie-Algebra. g be-
sitzt eine Chevalley-Basis {xa,ﬂa,1m € §,0'€¢ I} mit folgen-

den Eigenschaften [3]:

X X = N X falls '+ 0
[ Qs a'] asa'"arat ? a+o' + O,
. B . . A
mit Na’a, = c11’a’a,€l0,11,12l, wenn a+a '€ & (cf.(B), hier
ist wieder rg $ > 3 wesentlich), Na o' = 0, falls qg+a'¢ v {0};
’
ferner

: } : ,
[x, x_,] € I T [, %] = n(a,a')X (a€d,0'en).

Hieraus resultieren Identitdten fir die Zahlen Na at ! beispiels~-
9

weise N s = = N, ’ und insbesondere aus der Jacobi~Identitidt
A O 0L

H L Sind a,B,y € $ paarweise linear unabhidngig und q+B+y $ O,
so ist

N -
aB+y NB.V * Nﬁ.7+a Ny.a * Ny,a+a Na,B = 0.

Wir halten ferner fest, daB |N

= 2 enau d ilt
a,a'l gena ann gilt,

wenn Q,q' kurze Wurzeln sind, qg+a'€ & dagegen lang ist. In
A

diesem Fall setzen wir N 12 0= 4 N ¢
ara 2 Tasa

Beweis von Satz 2:

Sei also § irreduzibel, reduziertumnd vom Rang rg $ 2 3.



Ql bezeichne die Menge der langen Wurzeln in § (im Fall
konstanter Wurzellinge seien dies per definitionem alle Wurzeln),
Qk: = Q-Ql»

Fir m € N, 0 € & sei q : = m, falls & = $ oder g € 8,

api= 2m, falls & + @ und g € $,» ferner definieren wir

eine Gruppe 8; durch die Erzeugenden {xq(at“)[aé@; o € k;

uw€Nuio}, u < a,} und durch folgende Relationen (Rm)

(am) xa(at“)xa(btU) - Xq((a+b)t“)
(bg,) [xg (ath)yxg  (0tV)] = 1 falls oa+a'¢ & u {0}
(b'g) [x“(at“),xa,(btv)] = xa+a:(Na.q'abtu+v)
falls a,oa',a+a'€ &,
2a+R ,a+28 ¢ )
(b”m) [xa(atu)'xa'(btv)] = xu+qt(Na,@'abtu+v)-

2, . 2u+v
. bt 2 ' ' ' R
x2a+a'(Na.a’Na.a+a'a ? ) falls aqa,a'ra+a’s2ata’'c &
Dabei sei stets a,b € k, g,0'€¢ $, und fiir die auftretenden
Exponenten mogen die entsprechenden Ungleichungen gelten,

¢ "
also 0 €y <gq, 0<v<a' und in den Relationen (bm)’ (bm)
Mty € (a+a')m, was im Fall (b;) wegen g,a+a’'€ @,
a's 20+0'€ @, die Ungleichung 2u+v 4(2a+a')m bereits nach
sich zieht.

Es ist klar, dafl kanonische Homomorphismen Ont 8; -» 8;*1

existieren, und wir zeigen: Flir m > 3 ist mm ein Isomorphis-
~
mus, oder anders ausgedriickt: In Gm existieren Elemente

xa(atp), o, <u <a so daf (R __ ) gilt.

m+1' +17
Damit ist dann Satz 2 bewiesen, denn es ist andererseits leicht

™~
zu sehen, daB & der induktive Limes der Gm ist. (Hierzu

hat man sich nur zu iliberlegen, dal es geniigt, die Relationen

(A), (B) fiir Monome zu fordern, was ohne weiteres mit H1 folgt.)



Fiir den Rest des Beweises unterscheiden wir, ob ¢ symplektisch

ist oder nicht, und betrachten zunichst:

1. & hat konstante Wurzellinge,
In diesem Fall ist Oy = m fir alle g € §, und die Relationen

(b;) treten nicht auf.

1,1 Proposition:
Sei a,Bsa+f € $; pov € m, p+v = m+l1; a,b € k.

i) Gilt fir o',B'€ &: a'+g' = a+f, Ffir p',v' € mpu'+y' = p+v,

und fiir a',b'€ k:

N ab = N

o,p a',a'a'b"

so ist

[xa(at“), xB(btv)] = [xu,(a'tuv,xe,(b‘tv')].

ii) Fiur y €{a,B,a+B}, u' < m, ¢ € k gilt
[[xa(at“). xB(btv)], xy(ct“')] = 1.

Beweis:
i) Nehmen wir zumichst an, osfsa'sB' erzeugten einen Z-Modul

vom Rang 3. Dann ist
1 = n(a+B.G') = n(aoa')*‘n(s’a')!

also nach H3i) n(a,a') = 1, n(g,a') = 0 oder umgekehrt.

Ist n(a,a') = 1, so ist nach H2, H3 a-a' = B'-B € &, a+a',B+B"',
atB', a'+p ¢ $ u{0}, und aus (Rm) folgt (mit geeigneten c,c',...ck)

[x, (at"), xg(0t¥)] = [x (ath), [xg_g4(ct¥ 1) x5, (8)]]
= [xd,(c'tm), xB,(t)xB(btv)] nach H1 iii) wegen a+p'¢ dvio}

= [xu,(c'tm), xﬁ'(t)] wegen 0-'*3 ¢ Qu{O},
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dabei ist ¢! ab = N sab = a'b’' nach H4,

= Na,p-g' Np-p'.8 8 Nat,p

Symmetrisch ist
[xd,(a't“ Zxa,(b'tv )] = [xa(abtm), xa(t)]

= [xa,(c'tm),xs,(t)].

Ist n(a,a') = O, n(gya') = 1, so hat man nach dem eben be-

wiesenen wegen N = =« N
a8 Bra (ath)
x (a
[xa(at“),xa(btv)] = © [xs(btv),xu(-at“)]
xa(at“)

i

[ o (a7 ),xg  (04V")]

[xa,(a'tu'), xB,(b'tV.)]. nach (b ) wegen a+a',¢+s!¢ 8.

Erzeugen nun ¢,8,0',f' einen Z-Modul vom Rang 2, so 148t
sich wegen rg & > 3 stets ein Paar q",p"€ § derart finden,
daB g+B = "+ B" und daB q,p,a",B" einen Z-Modul vom Rang 3

erzeugen. Sodann ist
[xa(at“),xa(btv)] = [xmn(N“’BNan'Bu abtm),xBn(t)]
= [xdn(Na,’a,Nan,pna'b'tm),xau(t)] = [xa.(a'tp'),xﬁ,(b'tv')].

Damit ist i) gezeigt; aber auch ii) folgt ohne weiteres:

Nach den obigen ist némlich fiir passendes c'€ k wegen
a"+y,8"+y ¢ 20y {0}
M btV M
[[x,(a )’xa( )1, xy(c )]

[[xa"(c'tm)vxa"(t)]!x7(ctu'>],= Te

1.2 Da § dirreduzibel ist, existiert zu g € § ein q'€ §
mit q-q'€ &, und nach 1.1 i) ist folgende Definition sinn-
voll:

x (at™ ) = [x o (N _ 0 at™)x (8)]
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H1 ii) und 1.1 ii) 1liefern sofort die Relation (am+1).

Fiir das weitere fixieren wir fiir das Wurzelsystem vom Rang 3
die Bezeichnungen anhand des Dynkin-Diagramms in folgender

Weise:

Beim Beweis von (b;+1) diirfen wir nach H2 q'= § annehmen

und berechnen:

m+ 1
[x,(a), x,(2t™1)]

[xa(a), [x9+7

x
(a't), B+y x_y(b'tm)] nach H1 iii), a'e k geeignet

(t), x_ (b'tm)]] nach Definition, b'€ k geeignet

= xa+p +7
x_ .. (t)
= B¥Y [xa+a+y(a't), x_y(b'tm)] nach (Rm)
x (t)
- By [xu+ﬁ+y(a't2), x_Y(b'tm-l)] nach 1.1 i)

x (t)
= x (a x B+y x e nac o1 i
= [[x,( t), B+v(t)]’ -y(b ™)) h 1.1 ii)
=[x (at), xa(btm)] nach H1 iii)

Mit 1.1 i) ist daher (b’ bewiesen.,

m+1)

Beweisen wir nun (b )o Der Fall g =gq' dist fiir py = v = m+1

m+ 1

in (am+1), fir m+1 =y > v in 1.1 ii) epthalten.
Fir @ # ' induzieren wir nach py+v.

Sei n(a,u') > 0, so darfnach H2 ¢q'= g+ angenommen werden,

und es ist

[x,(at¥), xa+s(btv*‘)] = [x,(atH), [ (b'tV), x (1] =1

xa+s+7

mit passendem b'€ k (nach (Bé+1)).'
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Ist n(a,a') = 0, darf - ebenfalls nach H2 - g'= y gesetzt
werden. Dann ist im Fall b # O mit ¢ = 0, falls v >0, ¢ =1,
falls v = 0, p=m+i-¢

x v x (btv)
Y(bt )xu(atm+1) = ¥ [x_s(a'tu),xu*a(te)] nach (b;*1)
x (btV) c
= [x‘ﬁ(a'tu)’ Y xd+5(t )] / wegen n(-g,y)> 0
=[[x (amt*"V), x (btv)] xY(bt)x (tc)] nach (b' _)
TRy "y ’ a+p m+ 1
= [x_B_Y(a“t“-v), [xy(btv)’xa+ﬁ(te)]] nach H1 iii) und (bm)
= xa(aﬂtm+1) nach (b;+1)

mit passenden Konstanten, und zwar ist mnach HA4

L4

o = N'ﬂ'?,ﬂ.‘*‘ﬁ"’? NYQQ"'ﬁ N“B"Y.? N‘ﬁ)ﬁ"'a a = a.

Damit ist der Fall konstanter Wurzellidnge erledigt.

2., & ist nichtsymplektisch.
In diesem Fall ist Ql € § ein Wurzelsystem vom gleichen Ramg

wie §, und wegen rg & > 3 ist sogar irreduzibel. Da

L5
fiir ¢ € 61 a, = 2m ist, folgt also nach 1, die Menge der

Relationen in (R ), an denen lediglich lange Wurzeln be-

m+ 1
teiligt sind, aus (Rm) fir ma 1. Wir diirfen daher annehmen,
daB alle diese Relationen (Rm,) fiir beliebiges m'€ Nv {0}
bereits in 8; fiir m 2 3 gelten, und haben dann unter Voraus-
setzung von (Rm) fir o € §, @ € k ein Element xa(atm+1)€ 6;

zu definieren und (R ) zu verifizieren.

m+ 1

Fiir den Fall rg @ = 3 fixieren wir wieder die Bezeichnungen:

a 8 Y

o= & R ¢ AU , 1



2.1 Fir o € &, a'€ &;, p < m, v € NU{0O}] mit n(a,a') >0
gilt v
[xc(at“), xa,(bt )] = 1.

Beweis: Durch Induktion nach y. Nach H2 darf a'= 20,48

angenommen werden, und es ist nach Induktionsannahme und mnach (bm):

[x,(ath),x ,(btV*")] = [xy (@tH) s [z (BEY) x| (80, )]0

2.2 Proposition:
Sei a € ., B € &, a+p € ¥; u € m v < 2m py+v=m+1; a,b € k.

Wir setzen dann AL B(at“‘,btv):=
9

. x2a+e (-ﬁq ,a-g-BNa, ,Bazbt2u+v) [xa(atp') ’ XB (btv)].

i) Gilt fiir o'e ¢ 0 B'€E &;: a'+p' = a+p, fir p'€m, v'<€ 2m:
u'+v' = u+y, und fir a',b'€ k: Né,’.a'b' = Na.pab’

so ist u v e V'

= ' ' R

Aa’a(at ,btV) Aa:ﬁ,(a t* ,b'tV )

ii) Fur y € {B,a+B,2a+B}, p'e Nu {0}, c € k gilt

[4, g (atH,btY), xy(ctp')] =1,

m " a+8
falls u'< {, fir y = | g -
Beweis:
i) Sei wieder zunichst angenommen, a,B,a'yB' erzeugten

einen Z-Modul vom Rang 3. Dann ist

0
1

n(a+g,a')
n(a'+'p)

n(a,a’)+n(g,a')
n(a}p) +n(B'B),

hieraus folgt nach H3: n(a,a') = n(g,a') = n(a'g) = O,
also n(a:a) =1, B'- B = a-a'€ $;» also nach H2: a+a'e & .

Symmetrisch ist n(a,B') = O, und es ist azif, a':ﬁ,B+B'¢ e {0}
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Es ist mit geeigneten Konstanten

' g L+
[xa'(a )v xac(b t )]

1 c x v
[xa,(a )’[xan_a( t“), B(bt )]]

B

[[x..(a'), xg,_o(ct®)],x_ (btY)x, ,(b't™')] nach H1 iii)
* Pi-p e P wegen q'+8 ¢ $ v {0}

' o+
[x, (e t+) xu+a,(dt“), xa(btv)xa,(b,t *')] nach (R,)

xza,+a,(d'tm+1)x2a+a(d"t2“+v)[xa(c't“), xg (btY)] nach H1 1),11),

wobei nach H4

-1 -1
c' = N N - a'b'b =N N a'b'b = a
a'+B'~p B'~B,B Ta,pal,p
a' = N N N N a'®pt = N N a'?pe
a+a',fg a'y,g'-g a'ya B'-8,B a',g'a’,a'+p’ '
A 2 -1 A 2
" ] ] - -
a" = Na+a,'s, a',8'-8 Na,,a 8'-g B(a b')" b ' = Na’BNa’a+Ba b,
Daher ist
P L A M \Y
Ags,pr(alip’t ) = Ay, (2t bt )
und symmetrisch
t ]
A 1M RY - m+1y ¢ e+l .
Q',B'(a t" ,b't ) AG,B(a'bt ) Ad',B'(a y't )

Ist der durch q,g,0',B' erzeugte Z-Modul vom Rang 2, so
148t sich(wegen rg & 3 3)a'"¢ $0 B"€ #; mit a+g = a"+p"
derart wdhlen, da8 a,8,a",8" einen Z-Modul vom Rang 3 er-

zeugen, und es ist

v
Aa’a(atu,bt ) = abtH,tV)

Aa”,sll(Na"'a"Nu,B

= Aan’au(Nan’BnNal’sla'b'tu!tv) = Aaosn(a't“.gb'tv')o



ii) Im Fall y =f sei q",B" wie oben gewdhlt, Dann folgt

aus [
[Aa"’an(at“,btv),xa(ct“ )] = 1

fir alle a,b,c € k, y <« m, p',v € 2m mit i) sofort die
Behauptung. Fiir y = a+f folgt die Behauptung aus einer

einfachen Rechnung (fiir y' € m), fiir y = 20+8 (fir
beliebiges y') aus 2.1 wegen n(a,2a+g) > O.

2.3 Da § irreduzibel ist, existiert zu a € ék stets a'e 61
mit a-a'€ Qk’ daher ist nach 2.2 i) die folgende Defi-
nition sinnvoll

m+1,y _
xu(at ):= Aa-a'.a'(Na-a'.a

Unter Verwendung von 2.2 ii) beweist man sofort mit H1 i)

R ae - t
die Relationen ((am+1) und (bm+1) fir a =a'€ §.

N
o
=

Wir zeigen nun (b;+1). Dazu miissen wir erstmalig m > 3

voraussetzen. Es darf (nach H2) @'= 8 angenommen werden,
Wir setzen zur Abkiirzung

m+2)

o
(13
H

A
a+B+y € &, n::zN&ﬂB'YN‘B'Yvﬁ' u: = xa+6(-N6’anat
v: = X’B'Y(-N‘B‘Yvaatm) und bekommen

[xa(atm+1), xa(b)] x2a+B(-Na,a ﬁa,a+s azbt2m+2)

= [u [xé(nt),v°1], xa(b)] x2G+B(-Na,B ﬁa’“+8a2bt2m+2) nach 2.3

= [[xb(ﬂt)-v-llo XB(b)] xza*ﬁ(’N“os ﬁ“i“*ﬁ azbt2m+2)

m+2)

(cabt nach H1 ii)

’x2(u+g)+7

Mittels mehrfacher Anwendung von H4 berechnet man

Ya+8,8 Na,6 No,-p-y Nop-y,p ° |
A N
= Nog-y,2(a+8)+y "7, "o, “o,a+g = No,-y Vo,av,

c =
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daher bekommt man fiir den obigen Ausdruck mit H1 iii)

| [xb(ﬂt)v [v-I,xa(b)]]‘. xz(a+a)+7(cabtm+2)

u m+2))

V([xb(ﬂt)o x_?(abtm)] 12(a+é)+y(cabt

1]

uv([xa(n), x_v(abtm+1)]xz(a+a)+y(cabtm+1)) nach 2.2 i)

u m+1))

([xb(n), [v'1,xp(bt)]]xz(a+8)+7(cabt

“ [[xé(n),v_1], xB(bt)}vxz(a+s)+7(cabtm+l) nach H1 iii)

= “ [ xa(atm)xa+6(ﬁ6’anatm),xs(bt)} xz(a+s)+v(cabtm+1) nach(b;)

(-cabtm+1)-u[xa(atm),xs(bt)]. vxz(a+ﬁ)+7(cabtm+1)

nach H1 i)

= x2(a+$)+y

= [xa(atm)’ XB(bt)xz(a+E)+7(cabtm+3)]'x2a+3('Na.ﬁﬁa.a+ﬁa2b2m+1)

= Aa’ﬁ(atm,bt)

falls m 2> 3. Zusammen mit 2.2 i) bedeutet dies (b;+1).

2.5 Der in diesem Abschnitt zu erbringende Nachweis von (bm+1)

fir g'€ 61‘ wird sich verhéltnismﬁﬂig kompliziert gestalten,
Wir diirfen nach H3 wieder q'=y im Fall n(a,a’') = 0 und
a'= 20+8 im Fall n(g,a') > O annehmen. Der Beweis wird in
mehreren Schritten gefiihrt: '

2.5.1 Fiir y € m+1, p+v € 3m gilt [xa(at“),xy(btv)] = 1.

Beweis:
i) Sei zundchst y € m, dann ist vy's y-2m > O keine Ein-
schrinkung, und es gilt M+v'€ m.  Sei

xG+B+7(atH+v4)= x2a+9+y(°'t2u+v')[xa(atp)'xp+7(°tv')].
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mit passenden Konstanten c¢,c'€é k. Dann ist mach H1 i)

2m
x_.(b't™) !
8 xu+B+y(at“ V') =
' X (Ctv')
= xa+s+7(at“+v ) - B¥Y [x (ath), xy(ti)].

Mit (bm) folgt die Behauptung.

ii) Sei
m+ 1 m+1
xa(at ) = x )[x

2a+B+Y (°tm+l)]’

(a), x_g_y

so ist fiir v € 2 m-1 wiederum nach H1 i) und nach i)

a+a+y

x (btY)

7 x (at™) = x (@™ ) [x (a),x_ﬁ(cntv+m+‘)]=xa(atm*‘).

a+6+7
2.5.2 Fir v <€ 3 m gilt nach 2.5.1

[x, (at™ 1), x, o (0tY)]

- [[xq+a+7(a),x_a_y(ctm+l)]x2a+e+y(c'tm+1),x2a+a(btv)] =

Damit und mit 2.1 ist (b fiur den Fall a € &,

m+1)

a'€ &, n(a,a') > 0 vollstindig bewiesen.

2,5.3 Sei py € {m,m+1}; €,0€50€,+ ¢2€{0,1}, Mte,+ e, S mtl.

Sei fermer

x, (bt2p+e,+e2 =

= [ -a- B(t )s x2(a+a)+y(b'te1+e2)] a+a+7(‘b"t“+e1+ez).
xq+s+7(b"t”+e1+ez) =
2a+3+7(‘°'t (u+e,)+e2) [xa(atp+ . xs+7(ct62)]
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me & b, b" = N b'
T - " H
Bf = N g-p,2(a+p)+y | —a-Bio+Ber ~a-B,2(a+B)+y
=ln = N 2. = N u
c = NG:S*Ya b*, c' = N“*ﬁ*? Na’a+s+7a c = Na,a+ﬁ+yab .
Ferner sei a' = N_q_B'2a+an a" = N-G-B,aa'
Mit H4 erhdlt man dann
= "h! = !
Noa+g,p4y®'C = P'0 Nog gey®"® = Pr Nog a(aug)ey® ™ = "¢
und es folgt
M ' e1+62
[X_a_a(t ), x2(a+a)+y(b t )1
" 0 €1 €2
= [x_q_s(t ),[x2a+s(a t '), xB+7(ct )1]
H*e, 2ute, €2 e S17C2
= [xa(at ) x_ﬂ(a"t ),xs+7(ct ) x2(a*9)+1(b't )]
nach 2.5.1 und H1 iii)
u+e,
xa(at ) 2p+g1+e2) (- 't2(p+g1)+gz)‘
x2g+g+y ¢

= bt
xy(

HTE €2 h 2.5.2 und H1 i), ii)
.[xa(at ),x5+7(ct )], 1letzteres mach 2.5.2 un i), ii).

Nach 2.4 ©bedeutet dies
u+e 2u+e, +e

[x_(at '), x_ (bt 12

« Y

)] = 1,

also fir y = m, = 1:

€2
m 2m+ 1
(1) [x (at™), x (bt )] =1,
o Y
fir y = m, €, = 1T oder y = m+1:
(2) [x, (ag™1), x (66™"H)] = 1 (i=1,2).
Annlich wie in 2.5.1 sei fir py €m

1 '
xa+8+7(atu+ ) = x2a+B+y(c t2“+1)[xa(at“), x3+7(°tv)]'

Unter Verwendung von 2.5.2 erhidlt man

2m+1

x (bt )
-B +1
xa+8+7(atu )

(atp+1)_xa+y(°t)

2m+2
= xﬂ*3+? )]

[xa(at“), xy(bt



und fiir y =m - 1,m folgt aus (1) bzw, (2) (angewandt auf
das Paar (G*B*Y"s) anstelle (a,y)):

2m+2 )-]

[xa(at“), xy(bt = 1.

Schliefllich sei

) o 2m+1 m
xa(atm+1) = x2a+s+¥c e )[xa+ﬁ+7(at )s x'B'Y(Ct)]’
so folgt dhnlich mit (1)
xy(btzm) L tm+1)[x ne2me1)]
xa(a = x (a a+e+7(at ),x_B(c t
= xc.(atm+1 )

und damit ist mit

m+ 1 2m
[xd(at *h, xY(bt )] =1

die letzte der mdglichen Relationen (bm+1) fir q'€ §, als

gililtig nachgewiesen.

2.6 Zum Beweis von (b;+1) diirfen wir annehmen, daB g,q'€ &, ist.
i) at+ta '€ 61. Nach H2 darf gqg' = a+p angenommen werden.

Wir fiihren eine Induktion nach p+y durch: Fir p<m+1,v€m ist

[xy(ath), x g (pe¥"")]

v
= [xa(at“),[xa+a+?(b't ) x_y(t)]]
+V . - .
= [x23+3+7(0tp ) x_y(t)] nach H1 iii), Induktionsannahme
und (bm+1)
Xagg (1),
hierbei ist nach H4
c! = N2a+a+ynya,q+g+7 Na+a+y,-yab = Na,a+aab.

ii) a+a'€ $.+ Dieser Fall kann nur auftreten, wenn Typ § = F),

ist. Wir normieren die Bezeichnungen:

a B Y )

o———— 0—=—0 . O
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Es geniigt, den Fall q'= 8 zu betrachten (H2). Dann ist

mit geeigneten Konstanten fiir a % O

, m=1
% (P67) = [xg gy (P87 )s %y g, (at)]

= [x_a_s_y(b'tm-1), xz(a+B)+7(-a't2)[xd(at), %2g4y (M1

m+ 1 2m
= xa+B(-Na,Babt * )xny(ct ).u
L Zaeen ) -
mit u = [x‘G‘Q‘Y(b't 1), [xa(at),x28+7(n)]]

nach H1 i), denn nach H4 ist

. _ A

N-a-p-y,2(aep)ey”
Na'Bab.

Wir haben daher
R LN m
xa+B(Na’Babt )xa(bt )
x_(at)
= x_y(ctzm)[x_s_v(c'tm), a
xa(at)

2m ¢
(x_y (8™ [x_g_, (c*¢™), xp0, (MDD,

x28+7(n)] nach H1 iii)

und nach Hh4 ist

©'M = Nog-g-y, as28+y Y-a-g-y,a Na,2849° = Vopoy,2pey®
und
¢ = Na-pey,2(a+p)+y ﬁ-a-B-voG+B ﬁ°'°+29*7b2
= -N N n-v,
~B=y+2B+y ~B-y,8
Also ist

(%) [x,(at), xa(btm)] = xu+B(Na’sabtm+1)

= N g-p-y,2(a+p)+y -a-B-7,0+28+7 a,a+2p+¢2° =



Ist nun y+y = m+1 und vy > 0, so ist daher ebenfalls mit H4

[xa(at“), xB(btv)]

i}

[x, (at"), [xpq, (ne¥" 1), x g _ (02)]]

sy

xB_Y(bt)] nach H1 iii)

28 +y
x2$+y(n

#

[xa+25 +y ('ﬂ 'atm) ’

x28+y(ntv")

= xq+B(Na sabtm+1) nach (%)

(N, _abt™ ),

X a
G"Fﬂ G-,B

was fir (b’ gezeigt werden muBSte.

m+1)

2.7 Im Fall (b ist noch die Situation q,q'€ ék,a+a'¢ $u {0}

m+1)

zu bebandeln. Wiederum tritt dies nur ein, wenn Typ § = Fh ist,

und wir diirfen nach H2 mit den im letzten Abschnitt eingefiihrten

Bezeichnungen gq'= q+8 annehmen. Dann ist fir y < m+1

[x, (atH), x (6t 1)]

[xu(atu),[xa+28+?(b'tm), x_s_y(t)]] nach 2.6 ii)

(ctH*™), (t)] nach H1 iii) und 2.6 i)

[xz(@+5)+y xa+B

= 1.

3. § ist symplektisch.

In diesem Fall ist das durch je zwei linear unabhingige kurze

Wurzeln, deren Summe nicht in Ql liegt, erzeugte Untersystem

enthalten in einem Teilsystem vom Typ A

n-1* wenn n = rg .

Daher diirfen wir mach Abschnitt 1 annehmen, daB im Fall

rg 8 > 4 die Elemente xa(atm+1) fir a € 8, a €k in &

definiert und alle Relationen (R ) nachgewiesen sind, an

m+ 1

denen nur kurze Wurzeln beteiligt sind.
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Im Fall rg @ = 3 gilt in Analogie zu 1.1:

3.1 Proposition: Sei q,B,q+p € Qk; MyV € m, p+y € m+1; a,b € k.
i) Gilt fuir a',B'€ dia'+ B’ =a+p, fur p',v' <m:op'+ Vo= pey,
und fiir a',b'€ k:

N ab = N

a,f G'9B'a'b"

so ist

[xa(at“), xB(ti)] = [xu,(a't“ )» xa,(b'tv )]-

ii) Fir y € {a,B,a+p}, u' € m, c € k gilt

[[x“(at“), xB(btv)], xy(ct“ )] = 1.

Beweis: i) Wieder nehmen wir zundchst an, a,B,a',B' erzeugten
einen [Z-Modul vom Rang 3. Aus

1 = n(a+p,a') = n(a,a')+n(p,a')
folgt mit H3 i) entweder n(a,a') = 0, n(R,a') = 1 oder umgekehrt.

Nehmen wir das erstere an, so ist o'+ B ¢ & v \O] « Aus der Annahme
a+q‘¢ ¢ v {0} wiirde dann folgen, daB a,B,a',p' in & ein

Wurzelsystem vom Typ A3 erzeugten, was nicht moglich ist. Daher
ist notwendig azra'€ Ql’ also auch g#8'c Ql, a+5'¢ Q\J{O},

wie man durch Betrachten der auftretenden Cartan-Zahlen in Ver-
bindung mit H3 leicht sieht. Es ergibt sich dann fiir passende

Konstanten
[x, (atH), xa(btv)]
= [xa(at“),[xa_s,(ctv-1), xg:(£)]]  da a+(p+p’) ¢ ¢ufo}
= [xgo(e't™)x , (cnth™), Xa'(t)xa(btv)’s'+e(b'tv+1)] nach H1 iii)

= s M
= [xg(e't?), x5.(¢)] nach (b_)
mit c¢' = a'b' wie im Beweis von 1.1. Der Rest des Beweises von i)

sowie der von ii) erfolgt ebenfalls durch #hnliche Betrachtungen

wie bei 1.1,
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Die Irreduzibilitidt von § gewidhrleistet zu a € Qk die
Existenz von @'€ ’k mit a-o'€ Qk’ so dal nach 3.1 i)

folgende Definition sinnvoll ist:

xa(atm+1) = [xa_ao(Na_at’“natm)v xa'(t)]'

H1 ii) wund 3.1 ii) ergibt dann die Relation (am+1) fur o € §.

Fuir den Rest von Abschnitt 3 fixieren wir fiir rg ¢ = 3 die

Bezeichnungen :

o Qo——«&——0

):

+
n(Nao’anabtu V)

3.2 Es gilt folgender Spezialfall von (bl;l+1

v
[xa,(at“), xan(bt )] = X540
fir a',a" € Qk’ a'+a" € Ql, eV € m+1, p+v < 2m.
Beweis: Nach H2 darf man a'= 8, a"= B+y annehmen.

Dann ist fiir passende Konstanten und mit H4
x_ (ath), x . (bt™*!
[xg (at), xp,, (5™*1)]

= [XB(at“)v[x_a-s(t)' xa+23+y(b’tm)]]

i}

[x_a(a't“+'), x-q-s(t) xa+2a+?(b'tm)] nach H1 iii)

x-a-g(t) m++ 1
x28+#NS'B+7abt )

und hieraus folgt die Behauptung.

- . .
3.3 Es gilt (bm+1) fir a,a'€ @, .

Beweis: Nach der zu Beginn des Abschnitts iiber rg ¢ > 4 ge-
machten Bemerkung kann man sich auf rg ¢ = 3 beschridnken
und darf hier (H2) a'= a+g annehmen (der Fall oa=a' folgt

aus 3.1 ii) wund aus (a_ ,,))4 wir induzieren auch p+v:
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[x, (at"), x (bt™ )]

+B
[xa(atp).[xa+2s+y(t)? x_e_v(b'tm)]] nach 3.1

It

(a't“+1), xa+2a+y(t) x_

_Y(b'tm)] nach H1 iii),

Induktionsannahme und 3.2

[xz(a+a)+y

(t)
[xz(a+3)+y(a

B

xa+25+y

4Ty, x__ (b't™)] = 1 nach (b))

8-

3.4 In diesem Abschnitt sei B'€ & ., y'€ &;, 2p'+y' = 28+y,

ferner mogen a,y,ﬁ',y' einen Z~-Modul vom Rang 3 erzeugen.

Dann ist
0

i
i

2“(3.7')*“(797')
2n(g,p')+n(y,p"),

n(28+y,y"')
n(28+79ﬁ')

2

also nach H3: n(ﬁ,y') n(y,y'): 0, n(g,s') = 1

0.

und symmetrisch n(g',y)
Also ist R-B'€ &, B+8', By', B'ry, yiy'¢ ¢ u {0}, b: = B+7;ﬁ' =
= B'+y'-B € o) -
Mit H4 beweist man

o,y Npr-g.6 = Mateyt,pr-s “o,8" Va',8 Va.pr-s,

da in dieser Formel |N | = 2 und alle anderen GroBen

B'~B,b

betragsmdfig =1 sind, gilt also

N

N N, N =N . ' . N = .

B’Y a _Bib s +y as -s 6,5 NB ) NB,B‘-B.
Weiter ist nach H4

NB""?"B"’S NB'o‘Y' = NS';& N‘Y'vB"‘Pm

Nﬁ'*?'.B' Nb,B = NB"’Y’S Nﬁ.ﬁ'-
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Daraus folgt
/[N ' ' ﬁ ' = N ﬁ Now o ﬁ 1 qtan!
(1 B'-Byy' B'-B»b Bry BBty BTy’ BBty

N

S ——

sy = Verue Yar-s.6 Yeun-s. Ma'uyt T Neas Mppr-s Mar-payt.

L
Bt

Wir setzen fir y < m+1, v'€< m, ¢ € {0,1} die Beziehung

U+ 2v'+ ¢ = m+1 voraus, so daB v'+ ¢ € m ist. Fir b,c € k¥%,

- ' A
1tv +e), v

_ -2.¢
S,_B,abc = xy,(NB,_a’y, NB'-B:b bc “t%)

u = xa(-ﬁ

gilt dann

xy(btzv'+¢) u[xB,_B(ctv'),v].

Nehmen wir an, daf fiir a € k die beiden folgenden Gleichungen

gelten:

(2) [xa(at“)ov] = [xﬂ'(N actu+v')' xy(btzv.+e)] = 1.

B,g'-8

Dann ist
u,x_ (a x_ (at!), x 2v'+
(3) ) [usxg (ath) J[xg (ath), x, (b£7V*€)]
= [xﬁ(at“), [xB,_B(ctV'), v]] nach H1 i)

actu+v.),u'1v] nach H1 iii) und (2)

u
[xg 1 (Mg, g0 g

[u,xs,(Na’s,_sact“+v')][xe,(NB'B,_Bact“+V'),v].

Fir y =m, v'= 0, ¢ = 1 ist (2) erfillt und (3) wird fir

2

ein Zahlenpaaxr a',b'€ k mit N a'“"b' =

A
N

B"Y. B"B'-"v’

a®b unter Verwendung von (1) 2zu

A
= N N
Bsy BB+

(h) xﬁ'+ ?,(NB,’?,a'b'tm*1) [xB(atm)y xy(bt)]

x5+7(NB’7abtm+1) [xs,(a'tm), xy,(b't)]

(bei ¢: = NS,B,_Ba'-a-‘).

Die Terme XB+7(’ ) xB,+?, (.) xommutieren nach 3.3, und daher

ist der Ausdruck
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( t2m+1)_

m+ 1 m
(5) x2B+Y a at )[xs(t ),xy(N

- ( N A
= xs+7 Ng B4y B’YNE’B+7at)]

von der speziellen Zerlegung der langen Wurzel 2@+y unab-

hédngig. (Hat man zwei Zerlegungen durch Wurzeln, die einen
Z-Modul vom Rang 2 erzeugen, erginzt man dhnlich wie im Beweis
von 2.2 durch Hinzunahme einer dritten Zerlegung und schlieft
iiber diese. Hier wird wieder rg & > 3 bendtigt).

Fir y €m, v =2v'+ ¢ € m+1 ist (2) ebenfalls erfiillt und

aus (3) wird - unter Verwendung von (5) im Fall y = m =:

m+1) azbt2“+”),

x25+7(NB-7Nﬁ,S+?

fiir .diesen Fall gezeigt.

(6) [xs(at“),xv(btv)] = xB+7(NB'Yabt

damit ist (bm+1)

3.5 Es gilt (b;+1) fir a,a',a+a'€ & .

Beweis: Nach H2 darf gq' = B angenommen werden:

[x, (2),xg (6™ )]

[xa(a),[x25+7(b'tm),x_a_y(t)]] nach 3.4 (6) und (bm)
(a"tm> x25+7(b'tm)x (t)]
? _ﬁ —’Y

i}

[xa+2a+7(a'tm)x2(a+8)+y

nach H1 iii)

1, m 1 n, m+2
[xa+2s+7(a t ),xﬁ(btm+ )x_y(b t )X'B'Y(t)]
nach 3.4 (6) und (bm)
[xa+2ﬁ+7(a'tm)’x'ﬁ'7(t)] nach (bm) und 3.3
= xa+B(Na’ﬁabtm+1) nach 3.1 und Hb,

Zusammen mit 3.1 folgt die Behauptung.

3.6  Es gilt (b  .) fir a € &, a'€ ¢, n(a,a’') = 0, v < 2m.

m+ 1
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Beweis: Nach H2 darf a'= y angenommen werden:

x (btV)

x (btV)
Y xa(at Y

= ([X'G-Zﬁ-‘y(a)’

(antm'b‘))

m+ 1
)

(a'tm+1)]

x2(q+a)+y x-ze-y

nach (6), mnach (bm) kommutiert xy(btv) mit allen rechts

auftretenden Termen.

3.7 Nach 3.6 sind die Formeln (2) in 3.4 erfiillt

fir p+v' < m+1, Unter den gleichen Voraussetzungen wie fiir (h)
folgt daher aus (3) in Verbindung mit 3.5

(W) mpa (g b Y ) L (@ V) (b12)]

B'sy

- (-N abtm+1)[xs(at“)’xy(btzv'+e)]

B+Y " By

also ist auch der Ausdruck

2m+2) .

' x a at®t1 x m+1 x
(5') 2g+y (2% £ ) [xg (877 )y,

A A

= X -N N N a
8+7( BiB+Y T By ByBHy )]

unabhidngig von der Zerlegung der langen Wurzel 23+y. Ebensb

folgt nun sofort aus (4'), daB Formel (6) auch fir . = m+i,

v =0 gilt, womit (b ohne Einschrénkung bewiesen ist,

m+1)

Formel (4') ermdglicht jetzt den Nachweis von

[x23+v(at“), xa,(btv)] = 1 (u € 2m+2)

zunidchst fir a'= B, v< m+1 mittels 3.3, sodann unter
Benutzung des eben gezeigten fiir a'e{y,25+y} in zwei Schritten:
fiir v < 2m, danach fiir vy = 2m+1, 2m+2.

Damit ist dann (b fir n(a,a') > 0 oder a,a'€ @l voll-

m+1)
stindig bewiesen (cf.3.3). Mit H1 i) und ebenfalls mit (4')

weist man nun leicht (am+1) fiir lange Wurzeln nach.

Wir beweisen nun (b fiir den letzten noch offenen Fall

m+1)

o € Qk, a'c @1, n(a,a') = 0. Nach H2 darf a' = Y angenommen
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werden, und wegen 3.6 brauchen wir nur noch die Fille
v = 2m+1, 2m+2 2zu betrachten. Je nachdem sei v = 2v'+ ¢

mit vy'=m, ¢ = 1 bzw. vy'=m+l, ¢ = O,

Dann ist fiir passende Konstanten

[xa(a),xy(btv)]

[t (2) s [xgy (8¥), x_pg_ ('6%)]]  mach (5), (5') und 3.3

-28-y

(V")

X
1 V' B+y
(a'ty ), x‘ZS“Y

L]

[xu+e+? (b't®)Inach H1 iii)

V'
Xgay (V")

L]

1
[xa+s+y(a'tv )’x_zs_y(b'tc)] nach 3.3
= 1 nach 3.6

Folglich ist fir y € m+1

[xa(atu), xy(btv)]

= [[x-g_za_y(a)’ 12(a+p)+y(a't“)] x-za,y(a"tp)y xy(btv)] =1,

denn n(-a-ZB—y,y) = 0.

3.8 Wir zeigen jetzt [xB(at“), x +v(bt“)] = x2B+Y(NB,B+7abt“+v)

fir y,v € m+1, womit dann nach H2 (b;+1) vollstindig bewie=-

sen ist. Sei hierzu Yy =m, ¢ = 1 oder y =m+1, ¢ = 0,
Mit 3.5, (bm+1) und H1 i),ii) zeigt man
x_o (tH)
[xa+8(a't“), XQ+B*Y(b')]
= M pt+e M
[xa+B(a't ) xa(at ) xB+7(bt ) xa+B+y(b')]

_ Mt+e M L+ 1 (>
= [xs(at ) xa+y(bt )] xq+2s+7(c t ) xz(q*s)+7(ct )
mit a = N'd.d*ﬁa', b = N-a’“+s+7b', c = Na*ﬁ’a+ﬂ+7a'b' und
c':(N )ab

N
-a o +B+y B.a+B+7+ N-u,a+6 Na+B,B+7
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= (N

-0, 0.+8 Na.a+8+7+ N-a.a+a+7 N¢+B.B+7) a'bl.

Aus H4 folgt mit mehrfacher Anwendung

A

= N-o‘,Z(o."'B)-F‘Y.c = N-a’a+29+7 Nﬂ,s+7ab

Nach (b;+1) hat man aber andererseits

[x-a(tu)’XZ(a+B)+y(Cte)] =

(N N ct2“+°).

m+ 1
xa+29+y »a,2(a+3)+70t )x23+7(N-a,2(a+B)+7N-a,a+25+y

Eine Zusammenfassung der Rechnungen liefert die Behauptung.
Damit ist auch der symplektische Fall behandelt, der Beweis

von Satz 2 also somit beendet.
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