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Vorwort.

Das vorliegende Buch, aus Vorlesungen entstanden, die ich mehr-
fach in Basel, Gottingen, Hamburg gehalten habe, setzt sich zum
Ziel, den Leser, ohne irgendwelche zahlentheoretische Kenntnisse
vorauszusetzen, in das Verstindnis der Fragen einzufiihren, welche
gegenwirtig den Gipfel der Theorie der algebraischen Zahlkérper
bilden. Die ersten sieben Kapitel enthalten sachlich nichts Neues
was die Form angeht, so habe ich die Konsequenz aus der Ent-
wickelung der Mathematik und insbesondere der Arithmetik gezogen
und von vornherein iiberall die Ausdrucksweise und die Methoden der
Gruppentheorie benutzt, dazu im II. Kapitel die nétigen Sitze iiber
endliche und unendliche Abelsche Gruppen entwickelt. Das bringt
erhebliche formale und begriffliche Vereinfachungen mit sich. Fiir
den Kenner der Theorie werden immerhin vielleicht einige Einzel-
heiten von Interesse sein, wie der Beweis des Fundamentalsatzes
iiber Abelsche Gruppen (§ 8), die Theorie der Relativdiskriminanten
(§ 36, 38), die ich mit dem urspriinglichen Ansatz von Dedekind
behandele, und die Klassenzahlbestimmung ohne die Zetafunktion
(§ 50).

Das letzte, VIIL. Kapitel fiihrt den Leser auf den Gipfel der mo-
dernen Theorie. Es bringt einen neuen Beweis des allgemeinsten
quadratischen Reziprozititsgesetzes in beliebigen algebraischen Zahl-
kérpern, der, mit Thetafunktionen operierend, wesentlich kiirzer als
die bisher bekannten Beweise ist. Wenn diese Methode auch nicht
verallgemeinerungsfihig ist, so hat sie doch den Vorzug, dem An-
finger sehr rasch einen Uberblick iiber die neuartigen Begriffe zu geben,
welche bei Potenzresten in algebraischen Zahlkorpern auftreten, und
ihm von hier aus auch die héheren Reziprozititsgesetze leichter zu-
ginglich zu machen. Mit dem Nachweis der Existenz der Klassen-
korper vom Relativgrade 2, die sich hier als eine Folge des Rezi-
prozititsgesetzes ergibt, schlieBt das Buch ab.
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v Vorwort

An Vorkenntnissen werden nur die Elemente der Differential-
und Integralrechnung und der Algebra, fiir das letzte Kapitel auch
die Elemente der komplexen Funktionentheorie vorausgesetst.

Fiir Hilfe bei den Korrekturen und mannigfache Ratschlige bin
ich den Herren Behnke, Hamburger, Ostrowski verpflichtet.
Der Verlag hat mit dankenswerter Beharrlichkeit an dem schon
vor dem Kriege gefaBten Plan des Buches festgehalten und trotz
der ungiinstigen Verhiltnisse jetzt das Erscheinen des Buches er-
moglicht. Thm gebiihrt fiir seine Miihe mein besonderer Dank.

Hamburg, Mathematisches Seminar, Mirz 1923,
E. Hecke.
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Kapitel L
Elemente der rationalen Zahlentheorie.

§ 1. Teilbarkeit. GroBter gemeinsamer Teiler. Moduln. Prim-
zahlen. Fundamentalsatz der Zahlentheorie.

Gegenstand der Arithmetik sind zuniichst die ganzen Zahlen, O,
+1, +2,... die man durch die Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und (nicht immer) Division wieder zu ganzen Zahlen ver-
kniipfen kann. Die hohere Arithmetik unterwirft auch noch andere
reelle oder komplexe Zahlen #hnlichen Untersuchungsmethoden, auch
benutzt sie zur Ableitung ihrer Sitze analytische Hilfsmittel, welche
anderen Gebieten der Mathematik wie Infinitesimalrechnung und
komplexer Funktionentheorie angehtren, und da auch hiervon in den
letzten Teilen dieses Buches die Rede sein soll, so setzen wir als
bekannt die Gesamtheit der reellen und der (gemeinen) komplexen
Zahlen voraus, ein Zahlgebiet, in welchem die vier Spezies (auBer
der Division durch 0) unbeschréinkt ausfiihrbar sind, wie es genauer
in den Elementen der Algebra oder der Differentialrechnung dar-
gestellt zu werden pflegt. In diesem umfassenden Bereich von Zahlen
ist eine Zahl die Einheit 1, als diejenige ausgezeichnet, welche die
Gleichung

l-a=a
fir jede Zahl @ erfilll. Aus der Zahl 1 entstehen durch den Prozef
der Addition und Subtraktion sukzessive simtliche ganzen Zahlen, und
fibt man hierauf noch den ProzeB der Division aus, so entsteht die
Menge der rationalen Zahlen als die Gesamtheit von Quotienten
ganzer Zahlen. Spiter erst, von § 21 ab, wird der Begriff ,ganze
Zahl“ eine wesentliche Erweiterung erfahren.

In diesem einleitenden Teil sollen kurz die Grundtatsachen der
rationalen Arithmetik zur Darstellung kommen, soweit sie die Teil-

barkeitseigenschaften ganzer Zahlen betreffen.
Hecke, Vorlesungen ber die Theorie der algebr. Zahlen 1




2 Kapitel 1. Elemente der rationalen Zahlentheorie

Wihrend aus zwei ganzen rationalen Zahlen @, b in der Form
a+b,a—b,a-b immer wieder ganze Zahlen entstehen, braucht
a
b
sondere Eigenschaft von a und b vor, welche wir durch das Zeichen

b/a susdriicken wollen, in Worten: b teilt @ oder b geht in a auf,
b ist ein Teiler von a oder a ist ein Vielfaches von b. Jede ganze
Zahl a(+ 0) hat die trivialen Teiler +a, + 1; a und — a haben
dieselben Teiler; die einzigen Zahlen, welche in jeder Zahl aufgehen,
sind die beiden ,Einheiten“ 1 und — 1. Eine von Null verschiedene
ganze Zahl g hat stets nur endlfth viele Teiler, da diese ja dem
Betrage nach nicht gréBer als |a| sein konnen; dagegen geht in O
jede andere ganze Zahl auf.

Ist b == O und ganz, so gibt es unter den Vielfachen von b, welche
nicht groBer als eine gegebene Zahl a sind, genau ein groBtes, etwa
q - b, und dafiir ist dann @ — gb = r eine nicht-negative ganze Zahl,
welche kleiner als | b| ist. Diese eindeutig zu @ und b durch die
Forderung

nicht ganz zu sein. Ist dies doch der Fall, so liegt eine be-

a=qb+r, gganz, 0<r<|b!

bestimmte ganze Zahl » heiBt der Rest der Division von @ durch b,
oder Rest von a modulo b. Die Aussage b/a ist also gleichbe-
deutend mit » = 0.

Richten wir unser Augenmerk jetzt auf die gemeinsamen Teiler ¢
von zwei ganzen Zahlen g, b, wofiir also ¢/a und ¢/b gilt, so ist zu-
nichst wieder ein eindeutig bestimmter groBter gemeinsamer Teiler
(abgekiirzt: gr. gem. T.) vorhanden, wir bezeichnen ihn mit (a, b)
= d. Nach dieser Definition ist stets d > 1. Um die Eigenschaften
dieses (@, b) zu finden, bedenken wir, daB stets auch d/az + by fiir
alle ganzen 7,y. Betrachten wir nun die Gesamtheit der Zahlen
L(z,y) = ax + by, wenn z,y alle ganzen Zahlen durchlaufen, so ist
d offenbar auch gr. gem. T. aller L(z,y); denn er geht in allen
L(z,y) auf, und es gibt keine groBere Zahl mit dieser Eigenschaft,
da es ja keine groBere geben soll, welche gleichzeitig in @ = L(1, 0)
und b = L(0, 1) aufgeht. Unter den positiven der Zahlen L(z,y)
sei nun etwa dy = L(«,, y,) die kleinste, so daB aus

L(z,9) >0 sogleich L(z,9)>4d, (1)
folgt.
Wir zeigen nun, daf jedes m = L(z,y) ein Multiplum von d,
it und daB d =d,. Man bestimme nimlich den Rest r von =
mod. d,

§ 1. GroBter gemeinsamer Teiler. Euclidischer Algorithmus 3
r=mn—gq-dy= L — g%, y — q%)-
Hierbei ist 0 < 7 < d,; aus » > 0 wiirde aber nach (1) » > d, folgen,
also kann nur =0, d h. n=g¢d, sein. Darnach sind also die
Zahlen L(z,y) identisch mit allen Vielfachen von d,, denn jedes
Vielfache gd, = L(q%,, qy,) kommt ja auch unter den L(z,y) vor.
Mithin ist d, ebenfalls gr. gem. T. aller L(z,y), ist daher mit d
identisch. Insbesondere folgt daraus:
Satz 1. Wenn (a,b) = d, so ist die Gleichung

n-—=ax+by

in ganzen x,y dann und nur dann losbar, wenn d/n.

Und hieraus folgt weiter, daB jeder gemeinsame Teiler von a
und b in dem gr. gem. T. von @, b aufgeht.

Zur Ermittelung des gr. gem. T. benutzt man bekanntlich ein
auf Euclid zuriickgehendes Verfahren, den sog. Euclidischen Algo-
rithmus. Der Sinn desselben besteht darin, die Berechnung von
(a, b) auf die des gr. gem. T. zweier kleinerer Zahlen zuriickzufiihren.
Aus a=gb + r folgt nimlich, daB die gemeinsamen Teiler von
@ und b identisch mit denjenigen von b und r sind, also auch
(@, b) = (b, 7). Nehmen wir der Bequemlichkeit halber @ > 0, b > 0
an und setzen der Symmetrie wegen a = a,, b = a,, s0 sei der Rest
von a, mod. a, gleich a,, allgemein

;.o der Rest von a; mod. a, ,, fir i=1,2,...

solange der Rest bestimmbar, d. h. g, , > 0 ist, und zwar sei
O= 1+ Gy, 0L 0, <oay,,.

Da die g, fiir ¢ > 2 hiernach eine monoton abnehmende Folge ganzer
Zahlen bilden, mufl das Verfahren nach endlich vielen Schritten sein
Ende erreichen, was nur dadurch eintreten kann, daB der Rest Null
wird. Es sei etwa a,,, = 0. Wegen

(ay, a) = (ag, ag) = - - - (@, “i+1) = (a'k+v “k+2) = (”’H-u 0)= (U

ist der letzte nicht verschwindende Rest g, , der gesuchte gr. gem. T.
Beim Beweise von Satz 1 haben wir von der Zahlmenge L(z, y)
nur eine Eigenschaft gebraucht, néimlich die, daf sie ein Modul ist.
Dabei definieren wir:
Definition: Ein System S von ganzen Zahlen heifst ein Modul, wenn
es mindestens eine von O verschiedene Zahl enthdilt, und wenn mit m, n

stets auch m + n, m — n zu S gehoren.
1%
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Gehort also m zu S, so auch m + m = 2m, m + 2m = 3m usw.;
aber auch m —m =0, m — 2m = — m, m — 3m = — 2m usf, also
allgemein gehort auch mz fir jedes ganze x zu S, sofern m zu S
gehort, und folglich gehdort ma + ny auch zu S mit jedem ganzen
z,y, wenn dies fiir m, n gilt.

Uber Moduln kdnnen wir dann unter Anlehnung an den Beweis
von Satz 1 folgenden, sehr allgemeinen Satz beweisen:

Satz 2. Die Zahlen eines Moduls S sind mit allen Vielfachen einer
gewissen Zahl d identisch. d ist durch S bis auf den Faktor 4-1
festgelegt.

Zum Beweise bedenken wir, daf S jedenfalls auch positive Zahlen
enthilt. Sei d die kleinste in S vorkommende positive Zahl. Ge-
hért » zu S, so gehort nach dem Vorangehenden auch # — qd fiir
jedes ganze ¢ zu S, insbesondere auch der Rest von » mod. d,
welcher < d, aber > 0 ist, also = O sein muB. Mithin ist jedes »
aus S ein Vielfaches von d, und da d zu S gehort, so tun dies auch
alle Vielfachen von d. Ist d' eine zweite Zahl, welche auch die
Eigenschaft hat: Die Zahlen von S sind mit den Vielfachen von
d’ identisch — so muB d ein Vielfaches von d sein und auch um-
gekehrt, d. h. d'= 4 d.

L#Bt man in einer beliebigen linearen Form a,z; 4 a2, + - - -
+ a,z, mit ganzen Koeffizienten a,,...a, die z,, ...z, alle ganzen
Zahlen durchlaufen, so ist der so definierte Wertevorrat der Form
offenbar ein Modul. Daher gilt insbesondere

Satz 3. Der Wertevorrat einer linearen Form von n Variabeln mit
ganzen nicht similich verschwindenden Koeffizienten ist identisch mit
dem Wertevorrat einer gewissen Form einer Variabeln, d - x. Hierbei
ist d der gr. gem. T. der Koeffizienten der urspriinglichen Form.

Damit die Gleichung (eine sog. Diophantische Gleichung)

k=az + a2+ +a,z,

in ganzen Zahlen z,, ...z, losbar ist, ist also notwendig und hin-
reichend, daB der gr. gem. T. von aj,...a, in k aufgeht.

Ist (@,b) =1, so nennen wir a und b teilerfremd oder relativ
prim. Nach Satz 1 ist notwendig und hinreichend, damit (a, b) = 1,

die Losbarkeit von
az +by=1

in ganzen Zahlen z,y. :

Als wichtigste Rechenregel fiir das Symbol (a, b) sprechen wir

aus:

T I

§ 1. Lineare Formen. Moduln. Primzahlen 5)

Sate 4. Fiir drei ganze Zahlen a, b, ¢, wo ¢ > 0, gilt stels
(a, b)e = (ac, be). @

In der Tat, ist (@, b) =d, so folgt aus der nach Satz 1 gewiB los-
baren Gleichung az + by = d die Gleichung acz + bey = cd, mit-
hin ist ¢d ein Vielfaches von (ac, bc), wieder nach Satz 1; andrer-
seits ist aber offenbar cd gemeinschaftlicher Teiler von ac, bc und
muB daher = (ac, bc) sein.

Wir merken noch den Begriff des kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
fachen zweier Zahlen a,b an. Es ist dies die kleinste positive Zahl
v, welche sowohl durch @ als auch durch b teilbar ist. Hierfiir gilt

=|a'b!,wenn (a, b) = d. (3)

v d

Denn nach (2) ist

a b a b
(3> a)=1 v=(zv 39
a
d

%0 st aber gemeinsamer Teiler von — v und %v, geht also in v

d
auf, d. h. v > %b—'; andrerseits ist %Tb eine sowohl durch a als auch

durch b teilbare Zahl und mithin dem Betrage nach >v. Also kann

nur % = 1 v sein.

Da die durch @ und b teilbaren Zahlen einen Modul bilden und
v die kleinste positive darin vorkommende Zahl ist, so muB jede
durch @ und b teilbare Zahl ein Vielfaches von v sein.

Nunmehr wenden wir uns zur multiplikativen Zerfallung einer
Zahl a. Wenn es auBer der trivialen Zerfillung in ganzzahlige
Faktoren, bei der ein Faktor 4+ 1 und der andere + a ist, keine
andere gibt, so nennen wir ¢ eine Primzahl. Solche gibt es, wie
+2, +3, +5...4 Die Einheiten 4+ 1 wollen wir nicht zu den
Primzahlen rechnen. Beschrinken wir uns der Einfachheit halber
auf die Zerlegung positiver Zahlen a in positive Faktoren, so er-
kennen wir zunichst, daB jedes @ > 1 durch mindestens eine positive
Primzahl teilbar ist, da der kleinste positive Teiler von a, welcher
> 1 ist, offenbar nur eine Primzahl sein kann. Indem wir von der
positiven Zahl a durch eine Zerlegung a = p, - a, eine Primzahl p,,
von a,, wenn es >1, wieder durch @, =p,a, eine weitere p,
abspalten usf., miissen wir nach endlich vielen Schritten, da die
a,, @, ... eine abnehmende Reihe ganzer positiver Zahlen bilden,
zu einem AbschluB des Verfahrens gelangen, d. h. ein a, muB
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=1 werden. Damit ist @ als Produkt von Primzahlen p, - p,...p
dargestellt. Hiernach sind also Primzahlen die Bausteine, aus denenk
man jede ganze Zahl durch Multiplikation aufbauen kann. Es gilt
nun '

Satz 5. (Fundamentalsatz der Arithmetik.) Jede positive
ganze Zahl > 1 lift sich auf eine und — von der Reihenfolge der
Fakioren abgeschen — nur eine Art als Produkt vom positiven Prim-
zahlen darstellen.

‘ Hierzu geniigt es, zu zeigen, daB eine Primzahl p nur dann in
einem Produkt von zwei ganzen Zahlen a-b aufgehen kann, wenn
sie in mindestens einem Faktor aufgeht. Das folgt aber aus ’Satz 4.
Geht néimlich die Primzahl p nicht in a auf, so kann sie als Prim-
zahl mit a tiberhaupt keinen Teiler gemein haben, also (a,p) =1
Fiir jedes positive ganze b ist dann nach Satz 4 ’ '

(ab’ Pb) =b.

Wem} nun p/ab, so ist hiernach auch p/b, die Primzahl p muB
also in dem andern Faktor b des Produktes ab aufgehen. Dieser
Satz tibertriigt .sich sogleich auf Produkte von mehreren Faktoren.
' Um d'en Satz 5 zu beweisen, betrachten wir zwei Darstellungen
einer positiven Zahl a als Produkt von Potenzen verschiedener po-
sitiver Primzahlen p,, ¢;:

A P S A R A

Nach dem eben Bewiesenen geht jede Primzahl ¢ in ‘mindestens
einem Primfaktor der linken Seite auf, ist also mit einem p, iden-
tisch. Die g, ... g, stimmen daher mit p,, ... Prs eventue.ll von
dfar Reihenfolge abgesehen, iiberein, also auch % =7 Die Nume-
rierung wiih.len wir 8o, daB p, = g,. Wiren nun entsprechende Ex-
ponfanten nicht gleich, etwa a, >b,, so folgt nach Division der
Gle.lchung durch ¢, daB die linke Seite noch ‘den Faktor D=4
bemtz;, die rechte aber nicht mehr; also ist a, = b, und a]lglemeixt
a,=b,

i 'Mlt diesencf Satz iiber die cindeutige Zerlegbarkeit jeder Zahl in
Primfaktoren ist eine wesentlich andere Methode gegeben, um die
obfan b.ehandelten Fragen zu entscheiden, z. B. ob eine gegeb’ene Zahl
b in einer andern a aufgeht, wie man (a,b) oder das kleinste gem.
Vl.elfa.che von @ und b findet usw. Denken wir uns niimlich ¢ und
b in ihre Primfaktoren p, ...p_ zerlegt, .

r

a =p1a1p’a: . ‘prar, b =p]blp3bz - prbr,

§ 2. Kongruenzen und Restklassen 7

wobei als Exponenten a;, b; auch Nullen zugelassen werden sollen,
so gilt offenbar b/a dann und nur dann, wenn stets a,>b,. Ferner
ist

(@, b) = pyap,™ . .. p°r d,= Min (a,,0,) i=1,2...r

V=P, D% ... DT ¢; = Max (a,,0) ¢=1,2...r
DaB es unendlich viele Primzahlen gibt, geht sofort daraus her-
vor, daB
g==p Py D+ 1

eine durch keine der Primzahlen p,, ... p, teilbare Zahl ist. Also
ist z durch mindestens eine von p,, ... p, verschiedene Primzahl
teilbar und folglich gibt es auch # + 1 Primzahlen, wenn es n Prim-

zahlen gibt.

' § 2. Kongruenzen und Restklassen.

Durch eine ganze Zahl » = 0 ist nach dem Vorangehenden so-
gleich eine Einteilung aller ganzen Zahlen bestimmt, je nach dem
Rest, den sie mod. n ergeben. Wir rechnen zwel ganze Zahlen a, b,
welche mod. n denselben Rest haben, zu derselben ,,Restklasse mod. n¢
oder einfacher ,Klasse mod. n“ und schreiben

a="b (mod.n), (a kongruent b modulo %),

was also gleichbedeutend mit n/a — b ist. Ist @ nicht mit b kon-
gruent nach dem Modul %, so schreiben wir a = b (mod.n). a=0
(mod. n) besagt, daB a durch n teilbar ist. Jede Zahl heiBt ein
Repriisentant ihrer Klasse. Da die verschiedenen Reste mod. n die
Zahlen 0,1, 2 ... |n| — 1 sind, so ist die Anzahl der verschiedenen
Restklassen mod. n = |n|. Fiir das Rechnen mit Kongruenzen gelten
folgende leicht verifizierbare Regeln: Sind a, b, ¢, d, n ganze Zahlen,

n =0, so ist
L a=a (mod. n)
IL. Aus a=b (mod. n) folgt b=a (mod. n)

IIL. Aus a=>b (mod. %) und b= ¢ (mod. n) folgt a=c¢ (mod. n)
IV. Aus a="b (mod.n) und ¢=d (mod.n) folgt a -c=b+td (mod. n)
V. Aus a =b (mod. n) folgt ac=be (mod. n).

Allgemein folgt aus a = b (mod. ») und ¢ =d (mod. ) auch ac = bd
(mod. #). Insbesondere ist a* = b* (mod. n) fiir jedes positive ganze
k, sobald a =5 (mod. #). Und durch wiederholte Anwendung von
IV und V ergibt sich: Wenn a=>b (mod.n), so ist f(a) = f(b)
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(mod. »), falls f(x) eine ganze rationale Funktion von z (Polynom
in ) mit ganzen Zahlkoeffizienten ist.

Man kann also, kurz gesagt, mit Kongruenzen nach demselben
Modul ebenso wie mit Gleichungen rechnen, was die ganzen ratio-
nalen Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation) anlangt.
Anders bei Division. Aus ca=cb (mod. n) folgt nicht a =5 (mod. ),
denn die Voraussetzung bedeutet: n/c(a — b), Ist nun (n,¢)=d

so gilt weiter '

n c n [4

(7 a)=L Z[i-@=v,
also nach Satz 4

%/a —b, d b a=b (mod %)

Z.B.: Aus 5-4=5-1 (mod. 15) folgt nicht 4=1 (mod. 15),
sondern nur mod. ¥ = 3. Also gilt

Satz 6. Aus ca=-cb (mod. n) folgt a =05 (mod. %), wenn (¢c,n) =d,
und umgekehrt.

Im Zusammenhang damit steht die Tatsache:

Ein Produkt sweier gamzer Zahlen kann der Null kongruent sein
mod. n, obwohl keiner der Faktoren diese Eigenschaft hat.

Z.B. ist 2 - 3 = 0 (mod. 6), aber weder 2 noch 3 ist = 0 (mod. 6).
In Betreff des Zusammenhanges von Kongruenzen nach verschiedenen
Moduln sehen wir unmittelbar aus der Definition: Gilt eine Kon-
gruenz mod. n, so gilt sie auch nach jedem Teiler von =, insbe-
sondere auch nach —»n.  Wenn ferner

=b (mod. »,) und a =1b (mod. n,),
so ist auch
=b (mod. v),

wo v das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von %, und n, ist.

Da die Restklassen nach # und nach — » zusammenfallen, reicht
es aus, die Restklassen nach einem positiven % zu untersuchen.

Ein System von ganzen Zahlen, welches aus jeder Restklasse
mod. #» genau einen Reprisentanten enthilt, nennen wir ein voll-
stiindiges Restsystem mod. n. Da es aus |#| verschiedenen Zahlen
besteht, so bilden |n| nach dem Modul » inkongruente Zahlen stets
ein vollstindiges Restsystem mod n, z.B. die Zahlen 0,1, 2...|n|— 1.
Allgemeiner:

Satz 7. Wenn z,, z,, ...z, ein vollstindiges Restsystem mod. n

§ 2. Restsysteme mod.n 9

(n > 0) bilden, so sind auch az, + b, ... az, + b ein solches, sofern
a, b ganze Zahlen und (a, n) = 1.

Denn die » Zahlen ax, +b (¢=1,2,... %) sind nach Satz 6
ebenfalls nach dem Modul % inkongruente Zahlen.

Eine sehr oft brauchbare Darstellung eines Restsystems nach
einem zusammengesetzten Modul gibt folgender

Satz 8. Wenn a, ay, . .. a, ganze zu je zweien teilerfremde Zahlen
sind, so erhdlt man ein vollstindiges Restsystem mod. A, wo A=a,-a,...a,,
i der Form

A A A
Lz, ...2,) =" e+ 6y + -+ ¢4,
1 2 n

wenn dic x; unabhingig voneinander je ein vollstindiges Restsystem
mod. a;, (1 =1, 2, ... n) durchlaufen. Hierbei diirfen c, beliebige, zu
a; teilerfremde ganze Zahlen sein.

Die Anzahl dieser Zahlen L ist nimlich | 4|, und sie sind in- .
kongruent mod. 4. Denn aus der Kongruenz mod. 4

L(z,, ...z,)=L(z/, ..., ) (mod. 4)

folgt diese Kongruenz auch nach jedem a,. Wegen.
g =0 (mod. @) fiir k44,
k .
ist also dann fiir 1=1,2, ... n

A
C.—
[

v .
(2

Z

= % z; (mod. a;)
(2

und wegen (¢;, @) =1 und (—%", a,.) = 1 nach Satz 6 z; =z, (mod. a)).
Zwei Zahlen L, wie sie in Satz 8 vorkommen, sind also stets in-
kongruent mod. 4.

Ebenso beweist man, daB man ein vollstindiges Restsystem
mod. @ - b erhilt, wenn man in z 4 by die GriBe z ein vollstindiges
Restsystem mod. b und darnach y ein vollstindiges Restsystem
mod. ¢ durchlaufen laBt.

Ein Charakteristikum jeder Restklasse mod. » ist der gr. gem.
Teiler, den eine beliebige Zahl aus der Klasse mit » gemein hat.
Dieser hiangt wirklich nur von der Klasse ab, da aus

a=1"b (mod. »n) folgt a ="b+ qn

mit ganzem ¢ und daher jeder gemeinsame Teiler von @ und % auch
ein solcher von b und # ist und umgekehrt, Es hat also einen
Sinn, von dem gr. gem. T. einer Restllasse mod. n mit n zu reden. ,
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Wir fragen insbesondere nach der Anzahl der zu n teilerfremden
Restklassen mod. n. Ihre Anzahl ist die Eulersche Funktion ¢ (n). Zu-
nichst bestimmt sich () leicht fiir den Fall, daB » = p* Potenz
einer positiven Primzahl p ist. Denn ¢(p*) ist die Anzahl der-
jenigen unter den Zahlen 1,...p% welche durch p nicht teilbar sind.
Die Anzahl der durch p teilbaren darunter ist die Zahl der Viel-
fachen von p zwischen 1 und p% also p*—! und daher

o) = — =g (1 - ).

b

Um o@(n) fiir zusammengesetztes » zu bestimmen, beweisen wir den

Hilfssatz: g(ad) = ¢(a)- ¢(b), wenn (a,b) = 1.

Ein volles Restsystem mod. ab erhilt man ndmlich nach Satz 8
in der Gestalt ax 4 by, wenn # mod. b und y mod. @ je ein voll-
stindiges Restsystem durchlaufen. Damit eine solche Zahl aber zu
* ab, d. h. sowohl zu a als auch zu b teilerfremd ist, ist notwendig
und hinreichend, daB (az,b) =1 und (by,a) =1, d. h. wegen (a, b)
=1:(x,b)=1 und (y,a) =1. Man erhilt also die zu ab teiler-
fremden Zahlen ax + by, wenn man z die zu b und y die zu a
teilerfremden Restklassen mod. b resp. mod. @ durchlaufen 148t, wo-
mit der Hilfssatz bewiesen ist. Durch mehrmalige Anwendung er-
gibt sich, wenn » in seine positiven Primfaktoren zerlegt wird: Fir
n=pap...p7o ist

o) =) o) . o) =n [ [(1=1) @
pin
In dem Produkt hat p alle verschiedenen in » aufgehenden positiven
Primzahlen zu durchlaufen.

Das vollstindige System zu # teilerfremder Restklassen mod. »
heiBt ein reduziertes Restklassensystem mod. n. Es enthilt ¢(n)
Klassen, und ein System von je einem Reprisentanten aus diesen
Klassen heiBt ein vollstindiges reduziertes Restsystem mod. n.
Wie bei Satz 7 beweist man:

Wenn z,, 25, ... 2, ein vollstindiges reduziertes Restsystem
mod. » ist, so ist auch ax;, az,, ... az, ein solches, sofern (a,n)=1.

Hieraus ergibt sich nun eine hochst wichtige Aussage iiber jede
zu n teilerfremde Zahl a. Da némlich jede der Zahlen az,, ... ax,
mit genau einer der Zahlen z,, ...%, nach dem Obigen kongruent
mod. n ist, so ist das Produkt der Zahlen az,, ...az, kongruent
dem Produkt z,....,, d. h.

e, %y ... %, =,2, ... 2, (mod. n)

i

§ 3. Ganzzahlige Polynome. Funktionenkongruenzen. Teilbarkeit mod. p 11
und da jedes z zu m teilerfremd, ergibt sich
a*=1 (mod. n),

und damit wegen h = (%)
Satz 9. (Fermatscher Satz.) Fiir jede zu n teilerfremde Zahl a ist

a®™ =1 (mod. n).

Ist speziell # eine Primzahl p (> 0), so ist p(p) =p — 1, und durch
Multiplikation mit a folgt die nun fiir jede ganze Zahl a giiltige
Kongruenz
a? = a (mod. p). : (5)
Die Bedeutung dieses Satzes und der Kern seines Beweises wird
erst richtig verstindlich werden im II Kapitel, wenn wir den all-
gemeinen Gruppenbegriff in diese Untersuchungen hineinziehen. Der
Satz enthilt eine Aussage iiber die Losungen der Kongruenz 2# —z=0
(mod. p) und bildet die Grundlage der Theorie der héheren Kon-

gruenzen.

§ 3. Ganzzahlige Polynome. Funktionenkongruenzen. Teil-
barkeit mod. p.

Lassen wir uns bei der Weiterentwicklung der bisher dargestellten
Ideen von Analogieen aus der Algebra leiten, so ist das nichste
Ziel die Untersuchung von Polynomen f(2) mit ganzen Zahlkoeffi-
zienten hinsichtlich ihres Verhaltens nach einem Modul # und so-
dann die Frage nach der Losbarkeit einer Kongruenz f(z)=0
(mod. #) zunichst in ganzen Zahlen z.

Unter einem ganzzahligen Polynom f(z) =cy + ¢,z + - - - + ¢t
verstehen wir ein solches, wo ¢,, ¢;, . .. ¢, ganze Zahlen sind. Zwei
ganzzahlige Polynome f(2) und g(x), wo g(z) =ay+az+---
+ a,2* heiBen kongruent nach dem Modul 7 oder

f(@) =g () (mod.n),
¢ =a, (mod.n) fir ¢=0,1,2,...k
(Fir Konstante, d. h. Polynome 0*» Grades, deckt sich dieser Kon-
gruenzbegriff mit dem bisherigen). Diese Definition betrifft also das
Verhalten von f(z) und g(z) identisch in der Variabeln z, nicht

etwa nur fiir spezielle Zahlwerte von 2. Auch wenn fiir alle ganz-
zahligen Werte 2, stets

f(#) = 9(%,) (mod. n),

wenn
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brauchen deshalb die Polynome f(z) und g(x) noch nicht kongruent
zu sein, wie das Beispiel (p eine Primzahl > 0)

2 = (mod. p)
zeigt. - Nach dem Fermatschen Satz ist das eine richtige Zahlkon-
gruens fiir jede ganze Zahl x; aber die Polynome z? und z sind ein-
ander nicht kongruent.

Fiir diese Funktionenkongruenzen gelten genau dieselben Rechen-
regeln I—V auf Seite 7 wie fiir Zahlkongruenzen, und der Beweis
ist ebenso einfach, weshalb wir nicht darauf eingehen.

Definition: Von zwei ganzzahligen Polynomen f(z) und g(z) heift
f(zx) durch g(z) teilbar mod.n, wenn es ein ebensolches Polynom

9, (z) gibt, so daf
() = 9(2) - 91(x) (mod. n).
Wenn ferner a eine solche ganze Zahl ist, daf
f(a) =0 (mod. n),

so heifie a eine Wurzel von f(ax) mod. n.

Ist a eine Wurzel von f(x) mod. » und @ =1"b (mod. ), so ist
offenbar auch b eine Wurzel von f(z) mod. n.

Der Zusammenhang von Wurzeln mod. # und Teilbarkeit mod. »
wird durch folgende Tatsache hergestellt:

Satz 10. Wenn a eine Wurzel des ganzzahligen Polynoms f(z)
mod. n ist, so ist f(x) durch x — a teillbar mod. n und wmgekehrt.

Denn wegen f(a) =0 (mod. ) ist

(%) =f(@) —f(a) (mod. ),

W ist aber ein ganzzahliges Polynom g(x), weil fiir jedes po-

sitive m
a™ —a™
__x P _xm—-l axm——z a2xm—8 .. am—2x l am—l

ein ganzzahliges Polynom ist und f(x) — f(a) eine ganzzahlige Kom-
bination von Ausdriicken 2™ — a™ ist. Daher

f(x) = (z — a) g(z) (mod. n).
Die Umkehrung ist trivial.

Sind £ g, 9, ganzzahlige Polynome und f(z) = g(x)g, () (mod. n),
so braucht aber nichf, wie man nach Analogie mit der Algebra ver-
muten konnte, eine Wurzel @ von f(z) mod. » auch Wurzel von g(z)
oder ¢,(x) mod. » zu sein. Es ist z. B.

2’ =(x — 2) (z — 2) (mod. 4).

§ 3. Funktionenkongruenzen. Teilbarkeit mod. p 13

4 ist Wurzel von 2% mod. 4, aber nicht Wurzel von 2 — 2 mod. 4.
Nur fiir Primzahlmoduln gilt

Satz 11. Ist f(x) = g(2)9,() (mod. p), wo p eine Primzahl, dann
ist jede Wurzgel von f(x) mod.p Wurzel von mindestens einem der beiden
Polynome g(x), g,(x) mod. p.

Wenn fiir die ganze Zahl a: f(a) =0 (mod. p), so ist

9(a) - g1(a) = £(a) = 0 (wod. p);
geht die Primzahl p in dem Produkt g(a)-g,(a) auf, so geht sie
auch in einem der beiden Faktoren auf.

Satz 12. Ein ganzzahliges Polynom k-ten Grades f(x) hat nach
einem Primzahlmodul p wicht mehr als k inkongruente Wurzeln, aufer
wenn f(x) =0 (mod. p), also alle Koeffizienten durch p teilbar sind.

Der Satz ist richtig fiir die Polynome vom Grade O, die Kon-
stanten. Denn wenn f(#) = ¢, von # unabhingig ist, so hat f(z) =0
(mod. p) entweder 0 Losungen — wenn nimlich p nicht in ¢, auf-
geht — oder es hat mehr als O Losungen — nimlich jede ganze
Zahl — wenn ¢, durch p teilbar, d. h. das Polynom f(z) = 0 (mod. p).
Unser Satz sei nun bewiesen fiir alle Polynome vom Grade <%k — 1.
Dann zeigen wir seine Richtigkeit auch fiir die Polynome vom Grade k.
Ist @ eine Wurzel von f(z) mod. p, so konnen wir nach dem Beweise
von Satz 10 setzen

f@) = (@ — a) f,(2) (mod. p),

wo f,(x) hochstens vom Grade & — 1. Nach Satz 11 ist jede Wurzel
von f(#) mod. p entweder Wurzel von f,(x) oder Wurzel von z —a
mod p (oder beides), # — a =0 (mod. p) hat aber nur eine inkon-
gruente Losung, und £;(x) = 0 (mod. p) hat nach Annahme entweder
hochstens k — 1 inkongruente Losungen — alsdann hat f(x) hochstens
%k —1+ 1 =TI Losungen, oder es ist das Polynom f;(z)=0 (mod. p),
dann ist aber auch das Polynom f(z) = 0 (mod. p). Damit ist durch
vollstindige Induktion der Satz bewiesen. '
Der Satz ist nicht richtig fiir zusammengesetzte Moduln, wie das
Beispiel 22 — 1 nach dem Modul 8 zeigt. Dieses Polynom 2. Grades
hat vier inkongruente Wurzeln mod. 8, némlich z =1, 3, 5, 7.
Satz 13. Wenn fiir zwei ganzzahlige Polynome f(x) und g(z)

f@) - g(®) =0 (mod. p), p eine Primeahl,

damn ist entweder f(z) = 0 (mod. p) oder g(x) = 0 (mod. p) oder beides.
Wiire der Satz falsch, wiire also weder f(z) noch g(z) =0 (mod. p),
so lasse man in f(#) und g(x) alle durch p teilbaren Glieder weg
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und erhilt zwei nicht verschwindende Polynome f;(z), g,(z), deren
sémtliche Koeffizienten durch p nicht teilbar sind, wihrend gleichzeitig

f@)=fi(=), 9(2)=9,(2), also f,(2)-g,(x)=0 (mod. p).
Das hochste Glied in f;(2) - g, (#) muB also einerseits = 0 (mod. p)
sein, ist aber andrerseits gleich dem Produkt der hochsten Glieder
von f,(x) und g, («). Da p eine Primzahl und simtliche Glieder von
fi(#z) und g,(z) durch p nicht teilbar sind, kann auch das Produkt
zweier solcher Glieder nicht durch p teilbar sein. Mithin ist die
Annahme falsch, der Satz also bewiesen.

Definition: Ein ganzzahliges Polynom f(x) heife primitiv, wenn
seine Koeffisienten teilerfremd sind, wenn also fiir jede Primezahl p
stets f(x) &= 0 (mod. p).

Dann gestattet offenbar Satz 13 auch folgende Formulierung:

Satz 13a. Das Produkt sweier primitiver Polynome ist wieder ein
primitives Polynom. (Satz von Gaup.)

§ 4. Kongruenzen ersten Grades.

Die Polynome 1. Grades und ihre Wurzeln mod. » lassen sich noch
leicht erledigen. Das fiihrt zur Theorie der linearen Kongruenzen
mit einer oder mehreren Unbekannten.

Gegeben seien die ganzen Zahlen a, b, n (n > 0). Was liBt sich
iiber die Losungen z in ganzen Zahlen von

ax + b =0 (mod. n) (6)

aussagen? Da als Losungen, wenn es solche gibt, stets gleich simt-
liche Zahlen einer Restklasse mod » auftreten, so fragen wir nur
nach den mod. % inkongruenten Losungen. Die Antwort gibt

Satz 14. Die Kongruenz (6) hat eine und zwar mod. n villig be-
stimmte Losung, wenn (a, n) = 1. .

Denn nach Satz T fillt ax + b genau einmal in die Restklasse O,
wenn z ein vollstindiges Restsystem mod. % durchliuft.

Ist aber (a, ) =d und (6) losbar, so ist die Kongruenz auch
mod. d richtig und ergibt fiir b die Bedingung

b=0 (mod. d).
Nach Satz 6 ist dann (6) gleichwertig mit
%— z + -db— =0 (mod. 3)

und diese hat nach Satz 14 genau eine mod. Z vollig bestimmte

§ 4. Kongruenzen ersten Grades 15

Loésung z, Alle Losungen von (6) sind also die Zahlen
Z =12+ % Y

mit ganzem y, und unter diesen gibt es genau d mod. » verschiedene.
Man erhilt sie, wenn man y ein volles Restsystem mod. d durch-
laufen 14Bt.

Im Falle (a, n) = d > 1 ist also (6) nur lisbar, wenn d/b. Dann
aber ist die Anzahl der mod. n verschiedenen Losungen gleich d.

Die Kongruenz (6) ist gleichbedeutend mit einer Gleichung
az +b=mnz wo # ganz, d. h. ihre Auflésung ist dquivalent mit
der linearen Diophantischen (leichung az — nz = — b; die Anwen-
dung von Satz 1 auf diese fiihrt natiirlich auch auf obiges Resultat.
Insbesondere hat, wenn (@, n) = 1, die Kongruenz

aa’=1 (mod. n)

immer genau eine mod. # bestimmte Losung a’, und die Losung der
allgemeineren Kongruenz az + b = 0 (mod. n) erhdlt man durch
Multiplikation mit a’ fn der Form

z=—a’b (mod. n).

Nach Satz 9 konnen wir ibrigens fiir o’ die Zahl a#®-* nehmen.
Mehrere lineare Kongruenzen mit einer Unbekannten z, aber nach
verschiedenen Moduln, kdnnen wir uns auf die Form gebracht denken

z=a, (mod. n), z=a, (mod.n,),... z=a, (mod.n). (7)

Sind z, y zwel Zahlen, welche dieses System befriedigen, so ist
z —y durch jedes der =, teilbar, also auch durch das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache » von n,, ..., d. h. =y (mod. v); und
ist umgekehrt z eine Losung von (7), und # =y (mod. v), so ist
auch y eine Losung. Die Losungen von (7) sind also, falls es solche
gibt, eindeutig mod. v bestimmt. Wir interessieren uns nur fiir den
wichtigsten Fall:

Satz 15. Die k Kongruenzen (1) besitzen genau eine mod. n, - ng . . .1,
bestimmte Losung, wenn die Moduln zu je zweien teilerfremd sind.

Mit Riicksicht auf Satz 8 setze man nimlich

v v
T =g+ -

v
n. n,w2+"'+7,;x’= (v =" ng...1m)

und bestimme die x; aus den Kongruenzen

;:T 2, = a; (mod.n), (t=1,2...k)
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was infolge der Voraussetzung nach Satz 14 immer méoglich ist. Ein
so sich ergebendes z ist Losung von (7).

Die Untersuchung der Wurzeln von Polynomen hdheren Grades
mod. » fiihrt dann zu den Kongruenzen héheren Grades mit einer
Unbekannten. Um auch nur die Elemente dieser viel komplizierteren
Theorie angreifen zu konnen, miissen wir das Rechnen mit Rest-
klassen genauer durchdenken. Das Wesentliche an den da vorliegenden
Verhiltnissen wird uns vielfach in der Folge noch in anderen Formen
begegnen, so dafl es zweckmiiBig ist, den Begriff, welcher so ver-
schiedenartiger Realisierungen fihig ist, herauszuschilen und ihn
fiir sich zum Objekt der Untersuchung zu machen. Es ist dies der
Gruppenbegriff. Ihm ist das folgende Kapitel gewidmet.

!
4
[

Kapitel II
Abelsche Gruppen.

§ 5. Der allgemeine Gruppenbegriff. Das Rechnen mit den
Elementen der Gruppe.

Definition der Gruppe: Ein System S von irgend welchen Ele-
menten 4, B, C ... heiBt eine Gruppe, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1 Es ist eine Vorschrift (Kompositionsregel) gegeben, vermoge der
aus einem Elemente A und einem Elemente B stets eindeutig wieder
ein Element von S, etwa C, abgeleitet wird.

Symbolisch schreiben wir diese Beziehung

AB=C und C=AB oder (4B)=C.

Diese Komposition braucht nicht kommutativ hinsichtlith der Ele-
mente 4 und B zu sein, d. h. es darf 4B von BA verschieden sein,

II. Fiir die Komposition soll das assosiative Gesetz gelten: Fiir
je drei Elemente A, B, C ist also stets

A(BC) = (4B)C.
I1I. Sind A, A’, B irgend drei Elemente aus S, so soll gelten:
Aus AB=A'B folgt A=A
Aus BA=BA folgt A=A

IV. Zu je zwei Elementen A, B aus S gibt es ein Element X aus S,
so dap AX = B, und ein Element Y aus S, so dap YA = B.

Enthilt das System S nur endlich viele verschiedene Elemente —
ihre Anzahl sei B — so ist IV als Folge von I und III von selbst
erfiillt. Denn es durchlaufe in 4X das X die h verschiedenen Ele-
mente X, ... X, der Gruppe. Dann stellt 4AX nach I stets wieder
ein Element der Gruppe dar, und die so erhaltenen 7 Elemente sind
nach III alle voneinander verschieden, folglich erscheint auf diese

Art jedes Gruppenelement genau einmal, insbesondere auch das Ele-
Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 2
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ment B, es gibt also ein X, so daB AX = B. Analog schlieBt man
fir den zweiten Teil von IV.

Enthilt eine Gruppe unendlich viele verschiedene Elemente, so
heiBt sie unendliche Gruppe; andernfalls eine endliche Gruppe
vom Grade i, wenn & die Anzahl ihrer Elemente ist.

Die Gruppeneigenschaft kommt einem System S nicht absolut
zu, sondern erst im Hinblick auf eine bestimmte Art der Kompo-
sition. Bei der einen Art der Komposition kann S eine Gruppe
sein, wihrend dieselben Elemente bei einer anderen Verkniipfungs-
art keine Gruppe zu bilden brauchen.

Beispiele fiir Gruppen sind:

Das System aller ganzen Zahlen bei Komposition durch Addition.
Das System aller positiven (ganzen und gebrochenen) Zahlen bei
Komposition durch Multiplikation.

Dagegen bildet das System der positiven ganzen Zahlen allein
bei Komposition durch Multiplikation keine Gruppe, weil die
Forderung IV nicht erfiillt ist.

Wenn wir ferner zwei ganze Zahlen als gleich betrachten, falls
sie nach einem bestimmten Modul % einander kongruent sind, so
bildet das System der Reste mod. n bei Komposition durch Addition
eine endliche Gruppe vom Grade n.

Ebenso bildet das System der zu » teilerfremden Reste mod.
bei Komposition durch Multiplikation eine endliche Gruppe vom
Grade gp(n). In allen diesen Beispielen ist die Verkniipfungsregel
kommutativ. Ein Beispiel fiir eine nicht-kommutative Gruppe ist
etwa das System aller Drehungen um den Mittelpunkt eines regu-
liren Korpers, z. B. eines Wiirfels, welche den Korper mit sich selbst
zur Deckung bringen. Dabei soll die Verkniipfung zweier solcher
Drehungen A4 und B, welche AB heiBt, diejenige Drehung sein,
welche entsteht, wenn man erst B und dann A ausfiibrt.

Auch die Gesamtheit der Permutationen von # Ziffern bildet eine
endliche Gruppe. Komposition der Permutation 4 mit B bedeutet
die Permutation 4B, welche durch Ausiibung von B und darauf-
folgende Ausiibung von A entsteht.

Sind zwei Gruppen &, und @, gegeben, deren Elemente resp.
durch die Indizes 1 und 2 markiert werden sollen, und liBt sich
awischen den Elementen von &, und @, eine derartige umkehrbar
eindeutige Zuordnung (durch —> bezeichnet) herstellen, daB stets

aus A4, — A4, und B, — B,
folgt A, B, — A, B,,

r
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dann nennen wir die beiden Gruppen @, und &, isomorph. Zwei
isomorphe Gruppen unterscheiden sich also nur in der Bezeichnung
der Elemente und der Bezeichnung der Verkniipfungsoperation. Alle
Bigenschaften, welche allein unter Benutzung der Gruppenaxiome
I—IV sich aussprechen lassen, kommen daher, wenn sie einer Gruppe
zukommen, stets auch jeder zu ihr isomorphen Gruppe zu. Fiir
gruppentheoretische Untersuchungen sind also isomorphe Gruppen
als nicht verschieden anzusehen.

Sei nun ® eine Gruppe. Ihre Elemente sollen im folgenden
durch groBe lateinische Buchstaben bezeichnet sein. Durch das Vor-
handensein der Verkniipfung nach I ist das ,Produkt® von zwei
Elementen aus @ definiert. Wir definieren jetzt durch vollstindige
Induktion das Produkt von % Elementen: '

Definition: Es sei bereits definiert, welches Element von S ein Pro-
dult A, - Ay -...- A, aus n beliebigen Elementen A, A, ... A, von
S bedeuten soll. Dann definieren wir das Produkt von n + 1 beliebigen
Elementen A,, ... A, von & durch die Gleichung

A Ay Ay, = (4, 4,... A1;)'An+1-
Wir beweisen nun den
Hilfssatz: Es ist fiir beliebiges ganzes k>3 auch
A Ay A=A -(4,- 4. .. 4.
Fiir k = 3 ist das offenbar richtig, vermoge des assoziativen Gesetzes 11.
Ist der Satz aber richtig fir k¥ = », dann auch fir k=n» + 1, wie
sich aus
A Ay Ay = (4 4y A) A=A (44 . 44,
= A, - (4, 45. .. 4,,))
ergibt; also ist der Hilfssatz allgemein bewiesen.
Weiter folgt fiir 1 <1<k
(4, - 4y... 4) (4, .- 4,)=[(4,-4,... 4,_) A (g 4
= (Al : As e Al—l) : [Az : (Al+1 Ak)]
= (4,4, ... 4,_y) (AzAH-x oAy
d. h. in dem urspriinglichen Produkte diirfen die beiden inneren
Klammern, ohne daB das Resultat sich indert, um eine Stelle nach

links verschoben werden. Folglich konnen sie auch um beliebig
viele Stelle nach rechts oder links verschoben werden und folglich ist

(A Ay A) (A, ... A) =4, -4, .. 4,

2.
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ganz unabhingig von der Stelle, wo die Klammern stehen. In einem
Produkt von zwei Klammerausdriicken diirfen also, ohne daB da-
durch das Resultat geéindert wird, die Klammern weggelassen werden,
und durch vollstindige Induktion beweist man wieder leicht den
Satz fiir mehrere Klammerausdriicke:

Satz 16. Ein Produkt von r + 1 Klammerausdriicken

(g A) (A g A (Ao A) o (A g A

dndert sich nicht, wenn man die Klammern fortlipt, und ist also unab-
hingig davon, an welcher Steile die Klammern stehen,

=4, -4,...4,.
Satz 17. In jeder Gruppe gibt es genau ein Element E, so daf
AE=FEA=A

fiir jedes Element A der Gruppe ist. E heifft das Einheitselement.
Denn es gibt zu 4 ein E nach IV, so daB

AE= A, also auch YAFE=YA.

Durchléuft Y alle Gruppenelemente, so gilt dies nach IV auch fiir
YA=B, also ist BE= B fiir jedles B, und E von B unab-
héngig.

Ferner existiert ebenso ein E’, so daB fiir jedes 4

E'A=A.
Fiir A -= E folgt
E'E=E,

und aus AE = 4 folgt fir 4 = F
) EFE=F, also E=EFE,

womit der Satz bewiesen ist. Dieses Einheitselement darf daher als
Komponente eines Produktes weggelassen werden, spielt also die
Rolle der Zahl 1 in der gewdhnlichen Multiplikation und wird auch
mit 1 bezeichnet.

Endlich gibt es wieder nach IV zu jedem 4 ein X und ¥, so daB
AX =E, YA=E.
Hieraus folgt durch Komposition mit ¥
YAX=YE, also EX = YE,
X=1Y.

Das so eindeutig zu A definierte Element X nennen wir das rezi-
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proke Element zu 4 und bezeichnen es durch A~'. Es ist definiert
durch

A-A'=A4A1' A=E.
Jotzt konnen wir Potenzen eines Elementes A einfithren:

Unter A™ verstehen wir fiir positive ganze m ein ,Produkt” von
m Elementen, deren jedes — A ist. Nach Satz 16 gilt dann fiir
jedes positive ganze m, n '
Am+n —_ Am . An — An . Am;
Ferner ist nach Satz 16
A'm . (A— l‘)m — E,

d. h, (4-Y)™ das Reziproke zu A™ also = (A™)~!, wir bezeichnen
dieses Element durch

A-™ = (A— l)m — (Am)—l'
Endlich setzen wir fiir jedes 4

A’ = E.

Genau wie in der elementaren Algebra beweist man fiir diese Po-
tenzen mit beliebigen ganzen Exponenten:
Satz 18. Es ist fiir alle ganzen Zahlen m, n

Am.An=An, Am=Am+n
(Am)n —_ (An)m = Anm,

Mit Hilfe der Reziproken liBt sich eine Gleichung zwischen Gruppen-
elementen mit einer Unbekannten auflésen: Durch Multiplikation mit
A-1 folgt aus

AX=B: X=A4"1'B
und aus

YA=B: Y=DBA"

§ 6. Untergruppen. Einteilung der Gruppe nach einer Unter-
gruppe.

Es moge nun ein Teil der Elemente von @& in bezug auf die-
selbe Kompositionsregel fiir sich bereits eine Gruppe bilden. Ein
solcher Teil heiBt ein Teiler von & oder eine Untergruppe von @.
Eine bestimmte Untergruppe sei etwa durch U bezeichnet; die ver-
schiedenen zu Ul gehérigen Elemente (endlich oder unendlich viele)
seien U, U,,.... Ist 4 ein beliebiges Element aus &, so wollen
wir mit

AN = (AU, AU, .. .)
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die Gesamtheit der Elemente AU,(s=1,2,...) bezeichnen. Die
Elemente von & lassen sich nun in Reihen!) von der Form AU
anordnen; dabei gilt

Hilfssatz: Haben zwei Reihen Al und BU ein Element gemein,
so haben sie alle Elemente gemein, stimmen also, von der Reihen-
folge derselben abgesehen, iiberhaupt iiberein.

Ist nimlich AU, = DU, ein gemeinsames Element, so folgt
B=AU,U,7 ", also

Bl = (AU,U-'U,, AU, U 'T,,...).

Nun durchlguft aber U, U,~*U, fiir i = 1,2 ... wegen der Gruppen-
eigenschaft IV von U siimtliche Elemente von 1, es stimmen also
in der Tat AU und BU iiberein.

Die Anzahl der verschiedenen in einer Reihe A1l vorkommenden
Elemente ist offenbar von der Wahl von A unabhingig, nimlich
gleich dem Grad von U. Dieser Grad heile N, wobei also auch
N = oo sein darf. Jedes Element 4 von & kommt auch wirklich
in einer solchen Reihe vor, z. B. 4 kommt in AW vor, weil zu U
als einer Gruppe jedenfalls das Einheitselement E gehtren muB und
AE = A. Wir erhalten also jedes Element von @& genau einmal,
wenn wir alle Elemente in den verschiedenen vorhandenen Reihen
AW durchlaufen. Das driicken wir symbolisch durch die Gleichung aus

=40+ 40+---,
worin 4,1, A,11,... die verschiedenen existierenden Reihen dieser
Art bezeichnen.

Falls nun @& eine endliche Gruppe vom Grade h, dann ist
auch der Grad N von U endlich, und die Zahl der verschiedenen
Reihen ist dann auch endlich, etwa — j. Da jedes Element von &
in genau einer Reihe vorkommt und in jeder Reihe genau N ver-
schiedene Elemente enthalten sind, so ist

h=j-N
und damit ist gezeigt

Satz 19. Bei einer endlichen Gruppe vom Grade h ist der Grad N
jeder Untergruppe ein Teiler von h.

Der Quotient % = heiBt Index der Untergruppe beziiglich &.

Falls @& eine wmendliche Gruppe, so kann sowohl der Grad
1) Diese ,Reihen** werden .auch , Nebengruppen* genannt, obwohl nur bei
der Reihe I die Elemente eine Gruppe bilden.
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von U als auch die Anzahl der verschiedenen Reihen unendlich gro8
sein, und mindestens eines davon muB offenbar auch eintreten. Die
Anzahl der verschiedenen Reihen heiBt auch hier der Imdex von U
beziiglich &, mag er nun endlich sein oder nicht.

Unsere weileren Untersuchungen bezichen sich zundichst auf endliche
Gruppen.

Ein System S=(U,, Uy, ...) von Elementen, die einer endlichen
Gruppe ® angehoren, bildet eine Untergruppe von &, wenn man nur
weiB, daB jedes Produkt von zwei Elementen U wieder zu S gehort.

.Die Gruppenaxiome II und III sind némlich von selbst erfiillt, I gilt

nach Voraussetzung, und IV ist bei endlichen Gruppen eine Folge der
iibrigen.

7.B. bilden also die simtlichen Potenzen eines Elementes 4 von
@ mit positiven Exponenten stets eine Untergruppe von . Diese
Potenzen konnen nicht alle verschieden sein, da & nur endlich viele
Elemente enthilt. Aus A™ = A" folgt aber A™~" = E. Eine gewisse
Potenz von A mit von Null verschiedenem Exponenten ist daher
stets = E.

Um einen Uberblick iiber die Exponenten g zu gewinnen, fiir die
A2 = FE, bedenken wir, daB diese Exponenten offenbar einen Modul
bilden. Denn aus 4?2 = E und A" = E folgt A?*" = E. Also sind
nach Satz 1 diese ¢ identisch mit allen Vielfachen einer ganzen
Zahl a (> 0). Dieser eindeutig durch 4 bestimmte Exponent a heiBt
der Grad von 4. Er hat die Eigenschaft:

A7 — E dann und nur dann, wenn » =0 (mod. a).

Das einzige Element vom Grade 1 ist E.

Allgemeiner gilt

Satz 20. Ist a der Grad von A, so ist dann und nur gann

A™ = A, wenn m = n (mod. a).

Folglich sind unter den Potenzen von A nur a untereinander ver-
schiedene vorhanden, etwa A° = E, 4%, ... A%~%, und diese bilden
nach dem Vorstehenden eine Untergruppe von & vom Grade a. Aus
Satz 19 folgt daher weiter

Satz 21. Der Grad a jedes Elementes von & ist ein Teiler des
Grades h von ® und daher ist

A =E

fiir jedes Element A.
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§ 7. Abelsche Gruppen.

Diejenigen Gruppen, welche in der Zahlentheorie vorkommen,
sind fast ausschlieBlich solche, deren Kompositionsgesetz kommutativ
ist: AB=BA fiir alle ihre Elemente. Gruppen dieser Art heiBen
Abelsche Gruppen. Wir werden in diesem und dem n#chsten Para-
graphen eine genauere Untersuchung der Struktur einer beliebigen
endlichen Abelschen Gruppe vornehmen. & bedeute im Folgenden
eine endliche Abelsche Gruppe vom Grade A.

Satz 22. Geht eine Primzahl p im Grade h von ®& auf, so gibt
es in & ein Element vom Grade p.

Dann seien C,, C,, ... C, die h Elemente von &, ihre Grade resp.
€1y Cgy - .- C,. Wir bilden alle Produkte

Con- Gy O (8)
worin jedes z; je ein vollstindiges Restsystem mod. ¢; durchliuft.
Dann erhalten wir ¢, - ¢, ...c, formal verschiedene Produkte, unter
ihnen alle Elemente von &, und da aus zwel verschiedenen Dar-
stellungen desselben Elementes sofort eine Darstellung des Einheits-
elementes entsteht, so kommen in der Gestalt (8) alle Elemente gleich
oft, etwa Qmal vor. Also ist

GGy Cy=h- Q.
Die in h aufgehende Primzahl p muB daher in mindestens einem c;,
etwa ¢, aufgehen. Dann ist

Produkt zweier Abelscher Gruppen.

A=Cpr
nach Satz 20 ein Element vom Grade p.
Sate 23. Sei h=a, - a,....a, und die ganzen Zahlen a,, . ..a,
2u je zuwien teilerfremd. Dann lift sich jedes Element C von & auf
eine und nur eine Art in der Form darstellen

C=A,-4,... 4

,.

mit den Bedingungen
Al =A% =A% =E.

Man bestimme némlich r ganze Zahlen #,,...n_ so daB
h h h
_a_lnl_i_;,ne_'....

+ —n,=1,
was wegen der Voraussetzung iiber die a, stets mdoglich ist nach

ar
Satz 3. Setzen wir dann
h

-y

A, =04, (t=12...7)

K3

go ist nach Satz 21

r

S R ot
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Api=Cm=E
und damit
C=4,-4,...4
in der verlangten Form dargestellt. Um die Eindeutigkeit der Dar-
stellung zu erkennen, sei C = B, - B, ... B, noch eine Darstellung
dieser Art. Dann ist

(B,-B,...

r

h

B = (4 Ay A5 ®

Weil aber die Komposition kommutativ ist, wovon erst an dieser
Stelle Gebrauch gemacht wird, folgt aus (9)

h h 1 h h h

o a @ A . 4 @,
Ba-Bya.. Ba =A% A A5

h . . .
Da nun —- ein Vielfaches von jedem ay, a; . ..
1

der Voraussetzung iiber die A,, B, die Faktoren mit den Indizes
2,3 ... r gleich E sein, also

h h

@ — A
B — A,

a, 18, miissen wegen

Wegen (al, ai) =1 gibt es ganze z, y mit a,x + aiy= 1, und mit
1 1
Riicksicht auf
E=B%=A4"
ist daher
h
B = Bta’ = 470 4,
Allgemein folgt auf diese Art 4, — B; und damit die Eindeutigkeit
der Darstellung von C.
Ist @/ die Anzahl der verschiedenen Klemente 4 mit der Eigen-
schaft
. A% = E,
so bildet offenbar die Giesamtheit derselben eine Untergruppe von &
vom Grade a weil das Produkt zweier Elemente dieser Art wieder
die gleiche Eigenschaft hat. Nach Satz 23 ist jedenfalls

a’ =a,-ay...a,. (10)

h=a -a,... .
Man erkennt nun, daB @ = a; sein muB.

Denn ist p eine Primzahl und p/a;, so existiert nach Satz 22
unter den Elementen 4 mit 4% =1 eines vom Grade p, also gilt
p/a,. Daher enthilt a, keine anderen Primfaktoren als a,, Wegen
der Gl (10) und weil die @, zu je zweien teilerfremd sind, muB also

. .
a; = a,; sein.
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Wir haben damit bewiesen:

Satz 24. 1Ist c/h, (—ﬁ-, c) =1 (¢>0), so bildet die Gesamtheit
der Elemente von & mit der Eigenschaft

4°=1
eine Untergruppe vom Grade c.

Der Satz 23 legt es nahe, eine besondere Bezeichnung fiir das
Verhalten der Gruppe & zu den r Untergruppen der 4,, ... 4, ein-
zufiihren, aus denen die Gruppe & nach jenem Satz aufgebaut werden
kann. Man kann & einfach als das ,Produkt® dieser Untergruppen
definieren. Will man aber, von zwei Gruppen &, und @, ausgehend,
erst die Gruppe @ definieren, welche &, und &, als Untergruppen
enthdlt und welche dann das Produkt dieser Untergruppen genannt
werden soll, so hat man zu beriicksichtigen, daB von vornherein ein
»Produkt® eines Elementes aus &, mit einem aus &, noch gar keinen
Sinn hat.

Wir gehen deshalb so vor: Die Elemente der Abelschen Gruppe
@, (i =1, 2) bezeichnen wir durch den Index ¢. Wir definieren nun
eine neue Gruppe, deren Elemente die Paare (4,, 4,) sind, und
setzen fest:

1. (4,, 4;) = (B,, B;) bedeutet 4, = B, und 4, = B;.

2. Kompositionsregel fiir diese Paare soll sein:

(4y, 4) - (B, By) = (4, B,, 4, B,).

Auf diese Art sind die h, - hy neuen Elemente (4, der Grad von &)
zu einer Abelschen Gruppe & vereinigt. Das Einheitselement der-
selben ist (F,, E;), wenn E; das Einheitselement aus &, ist. Die
h, Elemente (4,, E,), wobei 4, die Gruppe @&, durchliuft, bilden
offenbar eine Untergruppe von &, und diese ist mit &, isomorph,
ebenso ist die Gruppe der Elemente (E,, 4,) mit @, isomorph. Die
beiden Untergruppen haben nur das eine Element (E,, E,) gemein-
sam. Jedes Element aus & l4Bt sich auf genau eine Art als Produkt
von zwei Elementen der beiden Untergruppen darstellen:

(An Ax) = (An E2> ) (Eu Az)-
Wir definieren endlich
3. (4,, E,) = A,, (E,, 4,) = A;, insbesondere also E, = F,.

Diese Festsetzungen ,=* sind erlaubt, weil zwischen den Elementen
von ®, &, und @, die Relation ,,=“ noch nicht definiert ist, und
die Komposition als gleich erklirter Elemente wieder gleiche Re-
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sultate gibt. Die so durch 1), 2), 3) definierte Gruppe & mit den %, - h,
Elementen A, - A, nennen wir das Produkt der beiden Gruppen &,
und @; und schreiben
=6, 6=06-6,.

Mit Benutzung dieser Terminologie folgt dann sofort aus Satz 23,
da diese Produktbildung assoziativ ist: :

Satz 25. Jede endliche Abelsche Gruppe lifit sich als Produkt von
Abelschen Gruppen darstellen, deren Grade Primzahlpotenzen sind.

§ 8. Basis einer Abelschen Gruppe.

Und nun konnen wir folgenden Satz beweisen, der uns volligen
AufschluB iber die Struktur der allgemeinsten endlichen Abelschen
Gruppe gibt:

Satz 26. (Fundamentalsatz iber Abelsche Gruppen.) In jeder Abel-
schen Gruppe & vom Grade h (> 1) gibt es gewisse Elemente B,,...B,
resp. von den Graden hy, ... h, (h;>1) derart, daf3 man jedes Element
von ® genau einmal i der Form erhalt

¢ =B=Bg~ ... B,

wo die ganzen Zahlen x; unabhingig voncinander je ein vollstindiges
Restsystem mod. h; durchlaufen. Uberdies sind die h, = p}i Primzahl-
potenzen und h =hy - hy ... h,.

r derartige Elemente heiBen eine Basis von .

Nach dem Vorangehenden ergibt sich die Richtigkeit dieses Satzes
sofort fiir beliebiges h, wenn er nur bewiesen ist fiir alle Abelschen
Gruppen vom Primzahlpotenzgrad.

Es sei also jetzt der Grad h von & = p!, wo p eine Primzahl,
k ganz, >1. Der Grad jedes Elementes von & hat dann einen Wert p%
wo 0 L e Lk o« ganz.

Ein System von m Elementen 4,, ... 4, resp. von den Graden
da,, - .. @, heie unabhingig, wenn

aus A, - 4,5 ... A,m=E folgt
#,=0 (mod. @) fiir i =1,2,...m.

7. B. ist jedes Element A fiir sich ein unabhingiges Element. Die
Potenzprodukte von m unabhiingigen Elementen bilden offenbar eine
Gruppe, welche genau @, - dy . . . . @, verschiedene Elemente enthilt.
Mit 4,, ... 4, sind auch stets die m + 1 Elemente 4,, ... A,, E

unabhiingig und umgekehrt. Wir verabreden jetzt stets eine solche
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Numerierung der unabhingigen Elemente, daB die Gradzahlen eine
abnehmende Reihe bilden:

G >a>ay...>qa >1.

Dieses Zahlsystem: a,, a,, . .. @, heiBe das System von Rangzahlen
von A,,... 4, oder der Rang R von 4;,... A4, Nun treffen wir eine
bestimmte Anordnung unter den Systemen R. Es seien zwei un-
abhingige Systeme

v

4, vom Grade a, = p= (i=1,2 ...m)
B, vom Grade b, = pft (@=1,2,...n)

vorgelegt. Falls m <% und etwa m > n, definieren wir g

n+1
=B,42- - =p,=0. Beide Systeme heiBen von gleichem Rang,
wenn ¢, = f; fiir alle ¢ =1, ... m. Im andern Falle heiBe der Rang

von (4,, ... A,) hiher oder niedriger als der Rang von (B, ... B),
Je nachdem, ob die erste michtverschwindende Differenz o, —f3,>0
oder <O ist. Fortlassung - oder Hinzuftigung von Elementen E
indert also den Rang nicht. Ist der Rang von (4,,....) hoher als
der von (B;,....) und dieser hoher als der von (G, ... ), so0 ist
auch der Rang von (4,,....) hoher als der von (C,....). Fir
den Rang von Systemen unabhiingiger unter einander und von E
verschiedener Elemente bestehen offenbar hdchstens At Maglich-
keiten, folglich gibt es Systeme unabhingiger Elemente von héchst-
mdoglichem Rang, solche wollen wir kurz Maximalsysteme nennen. Es
sei By, ... B, ein Maximalsystem, in welchem kein Element — E
ist. Wir zeigen, daB B,,... B, ein System von Basisele-
menten ist. Dazu brauchen wir nur nachzuweisen, daB jedes
Element von & als Potenzprodukt der B; darstellbar ist — und
dazu dienen folgende Hilfssiitze:

Hilfssatz a). Unter den Elementen By, ... B, kann keines die
p® Potenz eines Elementes aus @ sein.

Wire niimlich etwa B, = C?, so wire auch das aus den B, ...
B, durch Ersetzung von B, durch C' und eventuelle Anderung der
Numerierung entstehende System unabhingig, aber offenbar von
hoherem Rang als das Maximalsystem B, ... B, was nicht mog-
lich ist.

Hilfssatz b). Ersetzen wir in dem System By, ... B, eines der
B, etwa B, durch

4=B,Brt... B,

wo u =0 (mod. p), die z; aber beliebige ganze Zahlen, so #ndert
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sich der Rang nicht, und auch das neue System ist wieder ein Ma-
ximalsystem.

Denn A4 hat denselben Grad wie B,, weil die Grade von
B, 1, - - - B, nicht groBer als der von B,, also Teiler von diesem
sind, ferner ist jedes Potenzprodukt aus 4, B,.,, ... B, auch
als Potenzprodukt von B,, B, ,, ... B, darstellbar und umgekehrt.
Mithin ist auch das neue System unabhingig, also ein Maximal-
system.

Hilfssatz c¢). Falls ein Element C? als Potenzprodukt der B,
darstellbar ist, so gilt dasselbe von C.

Ist ndmlich

C? =B~ ... B2, (11)
so sind alle ;=0 (mod. p). Denn wire z, = u der erste durch p
nicht teilbare Exponent, so ersetze man B, im System der B, durch

—_ - -
A=B B ... B = OB ™ ... B 1,

Dieses neue System wire nach b) wieder ein Maximalsystem, ent-
hielte aber die p* Potenz eines Elementes, nimlich 4, im Wider-
spruch zu a). Mithin kann man in (11) x; = py, setzen mit ganzen
y; und daher

(C-'Bm ... Byr)r = 1.
Wire nun C nicht als Potenzprodukt der “B; darstellbar, so wiirde
das auch fiir alle C" mit #» % 0 (mod. p) gelten, und es wire auch
obige Klammer

C'=C'B%...Br+1,
also ein Element vom Grade p. Mithin wiiren auch die » + 1 Ele-

mente ,
B, B,...B,C

unabhingig, richtig angeordnet nach abnehmenden Gradzahlen (weil
der Grad von B, groBer als 1 und daher > p ist), hiitten aber einen
hoheren Rang als das Maximalsystem B, ... B, was unmoglich
ist. Also ist die Annahme falsch und ¢) bewiesen.

Durch wiederholte Anwendung von c¢) ergibt sich aber die Dar-
stellbarkeit jedes Elementes 4 von & durch die B, Denn ist 4
vom Grade p™ so ist

47" =1
sicher durch die B, darstellbar, also nach c) auch A#™~
auch 47", wenn m > 1, usf. bis wir zu 4% = A selbst gelangen.

1
, und also
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Die Elemente einer Basis von & sind durch & nicht eindeutig
bestimmt. Gewisse Eigenschaften der Basis sind aber doch charak-
teristisch fiir @& selbst. Als wichtigste durch & allein bestimmte
Konstante kommt in Betracht die Anzahl e = ¢(p) derjenigen Basis-
elemente, deren Grad durch die Primzahl p teilbar ist; wir nennen e
die zu p gehorige Basiszahl. Ihre Unabhingigkeit von der Aus-
wahl der Basiselemente wird gezeigt durch

Satz 27. Ist p eine Primzahl, so ist die Anzahl der verschiedenen
Elemente von & mit der FEigenschaft

Ar =1
gleich p°, wo e die 2u p gehorige Basiszahl. -

Denn wenn B,, B,, ... B, diejenigen Basiselemente sind, deren

Grade Potenzen von p sind, so folgt aus

A=B=B* ... B B¥{'... B und 4? =1
die Reihe der Kongruenzen

px;=0 (mod. h;) i=1,2,...7

also fir ¢=e+1,...r wegen (b, p)=1:2,=0 (mod. k) und
fir i=1,2,... ¢ wegen h, = p*i

;=0 (mod. %‘),

und auch umgekehrt haben diese Kongruenzen die Gleichung A?=1
zur Folge. Die Anzahl der mod. h; inkongruenten Losungen jeder
dieser Kongruenzen ist 1 fir i=e¢+41,...rund pfiri =1, 2,...¢c.
Mithin ist die Anzahl der inkongruenten Ldsungssysteme p°.

Die Aussage ist auch richtig, wenn p nicht im Gruppengrade h
aufgeht, weil dann e =0 ist.

Die einfachsten Abelschen Gruppen entstehen durch Potenzieren
eines Elementes: 4°=1, 4, 4% ... und 4~ 4~% .... Wenn alle
Elemente einer Abelschen Gruppe Potenzen eines einzigen von ihnen
sind, so heiBt die Gruppe zyklisch und A4 ein erzeugendes Ele-
ment der Gruppe. Hier gilt

Satz 28. Eine Abelsche Gruppe & vom Grade h ist dann und nur
dann zyklisch, wenn fiir jede in h aufgehende Primzahl p die Anzahl
der Elemente A mit A? = 1 gleich p ist.

Nach dem vorhergehenden Satz ist diese Bedingung gleich-
bedeutend mit der: Es soll die zu p gehdrige Basiszahl = 1 sein.

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn

C, C... 0 Ch=1
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die h Elemente von & sind, so folgt aus 4# =1 fir 4 = C*
px =0 (mod. k) :
o h
z=0 (mod. ’PZ )

d. h. # hat mod. & einen der p Werte %, 2%, ..
gekehrt erhilt man so auch p verschiedene Elemente 4 mit 47 =1.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn wenn die Zer-
legung von & in verschiedene Primfaktoren h = pho. o ph ist, so
gehort zu jedem p; nach Voraussetzung nur ein Basiselement; es sind
also alle Elemente von & von der Form

A=Bp... B,

b and
- P+, und um-

wo
Bli=1 mit h=pl.

Dann erhilt man aber # verschiedene Elemente, also alle Elemente
von &, wenn man etwa die sukzessiven Potenzen von
C=B-bB;,...B,

bildet. Ist  der Grad von C, so folgt nimlich wegen der Basis-
eigenschaft der B

=0 (mod.h) fir ¢=1,2...7
und da die &, zu je zweien teilerfremd sind, ist also durch by...h.=h
teilbar, also = &, da es nicht groBer sein kann.

§ 9. Komposition der Nebengruppen. Die Faktorgruppe.

Ist U eine Untergruppe der Abelschen Gruppe @, also selbst
auch Abelsch, so gibt Il zur Entstehung einer weiteren Gruppe An-
laB. Mit Ul sind nimlich eindeutig nach § 6 die Reihen oder Neben-
gruppen AU bestimmt. Thre Anzahl ist E, wo N der Grad von
U; wir bezeichnen sie mit R, R;, . Zwischen den R setzen wir
jetzt ein Verkniipfungsgesetz fest durch folgende Uberlegung. Sind
4, und A, Elemente aus R,, 4, und 4," aus Ry, so gehdren 4,4,
und A4,’A4,” derselben Reihe R; an. Denn

4,'=4,T,

4, =A4,T,
wo U,, U, Elemente von U sind, also 4," 4y = 4, 4,U, U, (Hierbei
benutzen wir, daB die Verkniipfung der Elemente von & kommu-
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tativ ist.) Da 4,4, und 4," Ay’ sich also nur um einen Faktor aus
L unterscheiden, so gehoren sie zu derselben Reihe R; und daher
ist R, eindeutig durch R, und R, bestimmt. Wir schreiben

R,-R,=R,.

Bei dieser Art von Komposition der R sind die Gruppenaxiome I—III

erfiillt. Uberdies ist offenbar diese Komposition kommutativ. Mit-
h

hin bilden die Reihen R eine Abelsche Gruppe R vom Grade -
Definition: Die so definierte Gruppe R heifit die Faktorgruppe
von U. Ihr Grad ist gleich dem Index von U. Man schreibt

R =06

Wir konnen sie auch so beschreiben: Sie entsteht aus &, wenn man
zwei Elemente von @ als nicht verschieden ansieht, sobald sie sich
nur um ein Element von 1l als Faktor voneinander unterscheiden,
und wenn man im #ibrigen die Kompositionsregel von & beibehilt.

Wir werden spaterhin diese Begriffsbildungen vorzugsweise auf
den Fall anzuwenden haben, daB 1l die Gruppe derjenigen Elemente
aus @ ist, welche sich als p* Potenzen von Elementen aus & dar-
stellen lassen, wobei p eine in & aufgehende Primzahl ist. Diese
Untergruppe Ul mag insbesondere jetzt mit U, bezeichnet werden.
Es gilt

Satz 29. Der Grad von &/U, ist p°, wenn e die 2u p gehorige
Basiszahl von @ ist. Die Gruppe &/W, ist isomorph mit der Gruppe
der Elemente C von ®, wofiir C? = 1.

In der Tat erkennen wir aus Satz 26, daB sich jedes Element X

von & in der Form
X =B®By" ... B Ar

darstellen 14Bt, wo die B,, ... B, die ¢ zur Primzahl p gehorigen
Basiselemente sind, und die e Zahlen 2, ... , mod. p eindeutig be-
stimmt durch X sind, wihrend A4? eine geeignet gewihlte p* Po-
tenz d.h. ein Element aus 11, ist. Ein solches Element X ist dann
und nur dann eine p** Potenz, wenn alle 2, = 0 (mod. p) sind. Folg-
lich ist die Anzahl der durch I, bestimmten Reihen oder Neben-
gruppen gleich der Anzahl der mod. p verschiedenen Systeme ;,
d.h. = p*. Die p* Potenz jeder Nebengruppe ist mit dem System
U, selbst identisch, d. h. in der Gruppe /R, vom Grade p° hat
jedes Element den Grad p, wenn es nicht das Einheitselement ist.
®/Ul, muB also genau e Basiselemente enthalten, jedes vom Grade
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p. Dieselbe Struktur hat nach Satz 27 die Gruppe der C mit C?=1.
Im iibrigen sieht man, daB in der Faktorgruppe die ¢ Reihen

B i=1,2...¢

ein System von Basiselementen bilden, und in der Gruppe der C
mit C? =1 sind die ¢ Elemente
Ay

Br i=1,2...¢

Basiselemente. Beide Gruppen sind daher isomorph.

§ 10. Charaktere Abelscher Gruppen.

Da das Kompositionsgesetz einer Abelschen Gruppe kommutativ
ist wie die gewdhnliche Multiplikation, so verhalten sich ihre Ele-
mente wegen der symbolischen Gleichung A4* = 1 formal #hnlich
wie h-te Einheitswurzeln, also wie gewisse Zahlen, und es liegt die
Frage nahe, ob es nicht mdglich ist, die Untersuchung Abelscher
Gruppen iiberhaupt in eine KFrage iiber Zahlen zu transformieren,
etwa in folgender Art:

Es soll jedem Element 4 einer bestimmten Abelschen Gruppe ®&
eine Zahl, etwa mit y(A) bezeichnet, zugeordnet werden, so daB
fiir jo zwei Elemente 4, B aus @ stets

1(4) - 2(B) = 2(4.B) (12)
ist, der Komposition der Elemente also die Multiplikation der zu-
geordneten Zahlen entspricht.

Die Aufstellung aller dieser ,Funktionen® y(4) ergibt sich ver-
moge des Fundamentalsatzes in folgender Weise.

Die triviale Liosung ,y(4) =0 fiir alle A% bleibe bei Seite.

Zunichst muB fiir das Einheitselement

1(E)=1

sein. Denn fiir jedes A4 ist
1(4) 1(E) = 3(4 - E) = z(4).
Ist weiter B,, ... B, eine Basis von ®, so folgt durch wieder-
holte Anwendung von (12) fiir
A=DB}-B;... BT

2(4) = 2(B)™ ... 2(B)", (13)
folglich ist y(4) fiir jedes Element A bekannt, wenn es fiir die
r Basiselemente B; bekannt ist. Diese Werte (B, sind aber nicht

Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 3
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willkiirlich, sondern miissen so gewihlt werden, daB alle Exponenten-
systeme z,, welche zu demselben A fiihren, auch in (13) denselben
Wert fiir y(4) ergeben. D. h. es muf y(B;) eine solche Zahl

sein, daf ®
(B

pur von dem Werte von x, mod. k; abhingt. Wegen 1= y(E)
= 2 (Bk) = (B ist 3(B;)+ 0 und also eine h;te Einheitswurzel.
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn seien

2(B,) = &a
fir m = 1,...r irgend welche h, -ten Einheitswurzeln,
LLA
g, =em " (a,, beliebig ganz)
so definieren wir
1 A)=¢"...8, wemn A=BP...B”. (14)

Da der Ausdruck z(4) in der Tat nur davon abhingt, welcher
Restklasse die x,, mod. h,, angehdren, und da diese durch das Ele-
ment A eindeutig bestimmt ist, so ist y(A) damit eindeutig erklirt
und geniigt auch der Forderung (12). Nun gibt es genau h, ver-
schiedene Einheitswurzeln des Grades h,, entsprechend den Werten
a, —=1,2,...h, Folglich existieren genau k=5, - hy...h, formal
verschiedene Funktionen y(A4), von denen auch keine zwei fiir alle
Elemente identisch sind, da sie ja fiir mindestens ein Basiselement
differieren. Damit ist bewiesen:

Satz 30. Es gibt genau h verschiedene Funktionen y(A), welche

die Eigenschaft haben: 3(AB)=yx(4)-3(B) und x(4) nicht =0

fiir alle Elemente A von ®. Jedes y ist eine h-te Einheitswurzel.

Eine jede solche Funktion y(4) heift ein Gruppencharakter
oder Charakter von G.

Unter den Charakteren y(A) ist einer fiir alle 4 =1, er heiBt
der Hauptcharakter. Umgekehrt ist genau ein Element, nimlich E,
vorhanden, so daB y(E) =1 fiir jeden Charakter.

Die Charaktere lassen sich selbst wieder zu einer Abelschen
Gruppe vom Grade % vereinigen. Denn sind z,(4) und y4(4) Cha-
raktere, so erfiillt auch f(4) = x,(4) - 13 (4) die Definitionsgleichungen
eines 7, ist also auch ein Charakter von . Durchliuft y(4) alle
Charaktere und ist 7,(4) ein bestimmter, so durchliuft auch y(4)x,(4)

alle Charaktere von ®. Verstehen wir unter > eine Summe, er-
A
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streckt tiber alle 4 Elemente 4 von ®, unter > eine Summe, er-

‘streckt iiber alle 7 Charaktere 7, so gilt

Satz 31. FEs ist

> h, wenn y der Hauplcharakter.

= 14) = . . )

" 0, wenn y nicht der Hauptcharakter.
- h, wenn A= E.

% 1(4) = {O, wenn A == E.

Die erste Hilfte jeder Aussage ist trivial, da jeder Summand dann
=1 ist. Ist B ein beliebiges Element, so durchliuft mit 4 auch
AB alle Elemente von &, also ist

,Agz(A) =§Z(AB) = 1(B) ;%(A), also
(1— Z(B));'x(A) =0.

Ist nun 4 nicht der Hauptcharakter, so ist y(B) == 1 fiir mindestens
ein B, also ist die ' gleich 0.
4

Ebenso sei 7, ein beliebiger Charakter, dann ist
21(4) = 2n(4) 2(4) = u(4) =2(4)
(1= ) 27(4) =0

Ist A< E, so ist fiir mindestens einen Charakter z,(4) <1, also
ist > gleich O.

3

Das Element A4 ist durch die /» Zahlen y,(4), wenn g, fiir
n=1,2...h die h Charaktere sind, eindeutig bestimmt. Denn hiitte
ein zweites Element B dieselben Werte g, (B), so wiire 3, (4B~ =1
fir alle », und AB-! das Einheitselement, also 4 = B.

Die % Zahlen 7,(4) sind aber nicht beliebig. Vielmehr gilt
folgender

Satz 32. Ist A ein Element vom Grade f, so ist y,(A) eine f-te
Einheitswurzel. Unter den h Zahlen y,(4) fir n=1,...h kommen
alle f-ten Einheitswurzeln gleich oft, namlich —;— mal vor.

Zuniichst ist nimlich wegen 47 =1 : 1,(4)" = y,(4) = 1, (D=1,
also der 1. Teil des Satzes richtig. Sei nun ¢ eine beliebige f-te Kin-

heitswurzel, so betrachte man die Summe
~. 3*




36 \ Kapitel II. Abelsche Gruppen
ST L@ MY+ @) = S,

Da nach Voraussetzung A™ fiir 1 < m < f nicht das Einheitselement
ist — wenn wir den trivialen Fall f= 1, d. h. A = E ausschliefen —,
so folgt nach Satz 31, wenn wir die Summe in f einzelne Summen :
spalten, S = h.

Andrerseits ist jede Klammer gleich ¢ + &2 + ... + &/, wo

&= C"lln(A); e = 1’

also gleich O oder f, je nachdem ob &< 1 oder =1 ist, d. h. ob
2,(A) == & oder = § ist. Bezeichnet & die Anzahl der Charaktere y,(4),
wofiir y,(4) =¢ so folgt also S=Fkf, in Verbindung mit dem
ersten Resultat daher

h
=
unabhiingig von ¢, was zu beweisen war.

Die Gruppe der Charaktere ist iibrigens isomorph mit der Gruppe ®
selbst. Man ordne etwa den Basiselementen B, je eine primitive
h;te Einheitswurzel, etwa

kf="h, k

2

{,=el
zu. Dann ist jeder Charakter y(A4) durch die r Basischaraktere
1,A)=¢8 (@=1,2...r)

eindeutig in der Form
1(4) = 1(4) - 1 (4) - - - 1,7 (4),
A=B...BY,

wenn

darstellen, wobei die y, eindeutig mod. k, bestimmte ganze Zahlen
sind. Ordnen wir jetzt dem Charakter

A A ST
B'B:.. . B’

1 r

das Element

zu, s0 ist damit offenbar eine isomorphe Beziehung zwischen der
Gruppe der Charaktere und der Gruppe & hergestellt.

Mit Hilfe der Charaktere einer Abelschen Gruppe li8t sich jede
Untergruppe festlegen. Nimmt man irgend welche verschiedene
Charaktere 7, y3 ... von &, so bildet die Gesamtheit der Ele-
mente U, wofiir 3,(U) = 2,(U) = - - - 1:(U) = 1 offenbar eine Unter-
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gruppe Il von &, da mit zwei Elementen U, U, auch das Produkt
U, - U, jene Eigenschaft hat.

DaB man aber auch jede Untergruppe 1 von & auf diese Art
erhilt, erkennt man folgendermaBen: Sei 11 eine beliebige Unter-
gruppe von ®; die Faktorgruppe ®/U1, deren Elemente die ver-
schiedenen Nebengruppen A1l sind, ist auch eine Abelsche Gruppe
und besitzt demgem#B genau j Charaktere, die etwa mit 1,(41),
25(AN) ... 2,(AN) bezeichnet seien. Mit ihrer Hilfe definieren wir
einen Charakter y,(4) durch die Festsetzung

w(d) =240 firk=1,2...4

Fiir jedes k ist diese Festsetzung eindeutig, da jedes Element 4 nur
einer einzigen Nebengruppe angehort. Ferner ist fiir irgend zwei
Elemente A, B von & stets

1:(4) - 2.(B) = p(41) - 4(BU) = 3,(4B1) = 1.(4.B),

mithin ist wirklich y,(4) ein Charakter der Gruppe ®. Die simt-
lichen Charaktere 1,(AW) fir k=1, 2...j haben den Wert 1 nur
fir das Binheitselement der Gruppe ®/11, d. h. fiir diejenige Neben-
gruppe, die mit 11 selbst identisch ist. Also sind alle j Charaktere
2%:(4) nur genau fiir diejenigen Elemente 4 simtlich gleich 1, die
zu W gehoren. D. h. die Untergruppe U ist zu definieren als die
Gesamtheit derjenigen Elemente A4, wofiir die j Bedingungen

npd)=1 firk=12...J (15)
erfiillt sind.

Diese j Bedingungen, denen jedes einzelne Element 4 aus U zu
gentigen hat, sind aber nicht unabhiingig voneinander, damit z, und
auch g, - 4, = g5 unter den g, vorkommt, also die Bedingung 7, 4)=1
aus den beiden g, (4) = g3(4) = 1 schon folgt. Um die Anzahl der
voneinander unabhiingigen unter den j Bedingungen (15) zu er-
mitteln, bedenken wir, daB die 4,, welche die g, eindeutig definieren,
als die Gesamtheit der Charaktere der Gruppe &/ eine mit dieser
isomorphe Gruppe bilden und daher durch eine Basis darstellbar
sind, etwa 4,,...4,, wenn r, die Anzahl der Basiselemente von Gun
ist. D. h. jeder Charakter 4, ist ein Potenzprodukt dieser r, Charaktere.
Aus den 7, Bedingungen

1) =pd)="--= 1r(4) =1
folgt also bereits das Erfilltsein aller j Bedingungen (15) fiir 4

und damit die Zugehorigkeit von A zu U. Ist h, der Grad des
Basischarakters 4, und sind ¢ (i=1, 2...7,) beliebig gegebene
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hste Einheitswurzeln, so gibt es aber stets eine Nebengruppe AU
so daB 2,(4AN) =¢ fir s=1, 2...7,. Damit ist also bewiesen: ’
Satz 33. Ist U eine Untergruppe von & und hat die Faktorgruppe
®/L r, Basiselemente, so gibt es unter den h Charakteren z2u & r,
Charaktere y, von Primzahlpotenzgrad h; (i =1, 2. ..r,), derart da/g
die r, Bedingungen
1(4)=1 (t=1,2...7)
fiir alle und nur die Elemente A aus U erfiillt sind, wihrend andrer-
seits stets Elemente B in & existieren, wofiir jene r, Charaktere y,(B)
beliebig vorgegebene h-te Einheitswurzeln sind. '

§ 11. Unendliche Abelsche Gruppen.

Di? Theorie der unendlichen Abelschen Gruppen ist gegenwirtig
noch in keiner Richtung von dhnlicher Abgeschlossenheit, wie die
vo'rstehend entwickelte Theorie der endlichen Abelschen ,Gruppen.
Die wenigen Sitze, welche dariiber existieren, beziehen sich auf
Gruppen, welche noch weiter spezialisiert sind. Die Begriffe und
Tatsachen, welche im weiteren Verlauf dieser Darstellung innerhalb
der {&rithmetik eine Anwendung finden, sollen in diesem Paragraphen
a}lselnandergesetzt werden. Ubrigens wird die Theorie der unend-
lichen Abelschen Gruppen erst spiter, von Kap. IV ab in der Theorie
der Korper Verwendung finden.

. In einer unendlichen Gruppe & unterscheiden wir Elemente end-
ll.chen Grades und solche von unendlichem Grade, je nachdem, ob
eine Potenz des Elementes einmal gleich E ist oder nicht — die
n@te Potenz natiirlich ausgenommen. Wie sich spiter an Beispielen
zeigen wird, kann es vorkommen, da8 eine unendliche Abelsche Gruppe
nur Elemente von unendlichem Grade enthilt (E ausgenommen) oder
auch nur solche von endlichem Grade.

Wir nemnen ein System von endlich vielen Elementen aus &
,.Al, 4;,... 4, T, T, ... T, wobei jedes A unendlichen Grad
jedes T; einen endlichen Grad A, habe, voneinander unabhﬁngig’
wenn eine Relation ,

Amdys . AT Ty =1

mit ganzen @ y nur dann besteht, wenn alle z; = 0 und jedes
y,..EO (mod. h;) ist. In diesem Falle stellt der Ausdruck auf der linken
Seite offenbar lauter verschiedene Elemente dar, wenn jedes x alle

ganzen (positiven und negativen) Zahlen, jedes y; ein vollstindiges
Restsystem mod. %, durchliuft.
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Ein System von endlich oder unendlich vielen Elementen aus &:
4,6=12,..), TL(k=1, 2...) (4, von unendlicher Ordnung, T,
von endlicher Ordnung), heiBe eine Basis von @, wenn jedes Ele-
ment von & sich in der Form

AlxxAM:'“"z - leng!/-z V.. = 0

darstellen 1iBt, wobei

1. die Exponenten z; und y, ganze Zahlen und nur endlich
viele %= 0,

9. durch C die Exponenten z; eindeutig, die Exponenten y; ein-
deutig mod. h, bestimmt sein sollen.

Die Elemente einer Basis miissen offenbar zu je endlich vielen
unabhiingig sein. — Die Forderung, daB die Grade h, Primzahl-
potenzen sein sollen, stellen wir der Binfachheit halber hier nicht.

Fine Basis heiBe endlich, wenn sie nur aus endlich vielen Ele-
menten besteht.

Sats 34. Wenn eine unendliche Abelsche Gruppe © eine endliche
Basis besitzt, so hat auch jede Untergruppe von & eine endliche Basis.

Bs sei etwa B,, B, ...B,, eine Basis von @, worin B,,... B,
die Elemente von unendlich hohem Grade, B,,,,... B, diejenigen
der endlichen Grade hy, ...h,_, sein mbgen. Wir betrachten die
Exponentensysteme aller Potenzprodukte

U=B» ... Bun,
welche zu 1 gehoren; auch die letzten u, ., ... Uy, sollen alle, nicht
nur die mod. h, verschiedenen Zahlen durchlaufen, soweit das Pro-
dukt zu U gehort. Wegen der Gruppeneigenschaft von U gilt aber
offenbar: Mit den Exponentensystemen (v, ... u,) und (AR
treten bei Elementen U stets auch die Systeme (u, + Uy - Uy + Uy,
und (4, — uy, .. . %, — %, ) auf. Fassen wir insbesondere fiir ein
bestimmtes % die zu 1l gehorigen Elemente
U—B*Biy .. By (1<k<m) (16)
ins Auge, bei denen also u; = - %_, = 0 ist — solche gibt es, da
ja, wenn alle u,= O sind, das zu Ul gehorige Einheitselement heraus-
kommt — so bildet die Gesamtheit der in (16) mdglichen ersten
Exponenten z, einen Modul von ganzen Zahlen im Sinne von § 1,
falls nicht etwa immer z, — 0. Alle Zahlen eines Moduls sind aber
identisch mit den Vielfachen einer gewissen ganzen Zahl; mithin
gibt es, wenn nicht immer 2z, = 0, ein Element U, in U mit einem
solchen 7, == 0,
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U=B!Bii ...,

daB in (16) 2, ein Vielfaches dieses r, ist. Unter den — eventuell
in unendlicher Zahl vorhandenen — U, mit diesem 7, wihlen wir
fir jedes k=1,...m ein bestimmtes aus, wobei U, = E, r, =0
gesetzt werden soll, falls in (16) fiir dieses k¥ immer 2, = 0 ist.

Wir zeigen, daB als Produkt dieser Elemente U, ... U, jedes
Element aus U darstellbar ist. Sei nimlich

U=Bw...Bin

m

ein Element aus U. Nach dem Vorangehenden ist u, ein Vielfaches
von 7y, u, = v;7;, und daher

UU~ = By By ... B¥m (17)

e?n Potenzprodukt nur noch der B,, ... B,, das wegen der Gruppen-
eigenschaft auch noch zu U gehort. Sollte », =0, U, = E sein, so
ist v; = 0 zu nehmen. In (17) muB ebenso u,” ein Vielfaches von 75,
falls dieses == 0, sein, u," = vy7,. Wenn aber 7, — 0, so muB ja auch
s’ = 0 sein, und wir nehmen v, = 0. Jedenfalls ist dann U U,~»U,~*
ein Element aus 11 und als Potenzprodukt nur noch der B ... B,
darstellbar usf, bis wir in dieser Art auf das Einheitselement kommen
und eine Darstellung

erhalten. U= GG U

Die U,, ... U, sind von unendlichem Grade, soweit sie + E sind,
die iibrigen von endlichem.

Die Potenzprodukte der U,,, ... U, bilden eine endliche Abel-
sche Gruppe und lassen sich daher nach Satz 26 durch eine Basis
Cy, ... C, darstellen. Wir behaupten nun, da8 v,...0,¢C,...C,
wenn wir die Elemente U, = E weglassen, eine Basis von U bildeli.
Jedes Element aus U liBt sich zunichst durch die Uv,...U0,, also
auch durch U,,... U, C,....C, darstellen. Ist nun

UU0p... UG .. Ca =1 (18)
eine Darstellung des Einheitselementes, wobei v,=0 fir U,=FE
(d.h. 7, = 0) angenommen ist, so folgt durch Einsetzen der i? an
Stelle der U, und C,, zunichst Z

vr, =0,
also entweder v; = O oder #, = 0, in letzterem Falle aber auch v, =0
infolge der Verabredung. Ebenso darauf v,— 0 usf. v, = 0. Da weiter
die C, eine Basis der endlichen Gruppe bilden, so muB alsdann in
(18) jedes ¢, ein Vielfaches des Grades von C, sein. Da nun jedes
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Element durch die U, und C, gleich oft, also so oft wie das Ein-
heitselement dargestellt wird, so bilden in der Tat jene Elemente
eine Basis von U, was zu beweisen war.

Das Hauptinteresse nehmen diejenigen unendlichen Abelschen
Gruppen in Anspruch, in denen auBer F kein Element von end-
lichem Grade auftritt. Solche Gruppen mdogen reine unendliche
Gruppen heiBen, die andern gemischte Gruppen. '

Mit @ ist gleichzeitig auch jede Untergruppe von & eine reine
Gruppe. Sei 11 insbesondere eine Untergruppe von & von endlichem
Index (§6). Dann muB eine gewisse Potenz jedes Elementes von &
mit von Null verschiedenem Exponenten stets zu Il gehoren. Denn ist
A ein Element aus @, so sind die Reihen oder Nebengruppen

AN, A2, ... AU

nicht alle untereinander verschieden, da ja der Index endlich sein
soll. Also muB einmal A"l = 4*11 sein, d.h. 4™~* zu Ul gehoren,
wobei m —n=0. Bei dem obigen Beweise, angewandt auf & und U,
kann daher offenbar nie der Fall r, =0, U, = E eintreten, da ja
stets ein Wertsystem 2,40, 2,,, = ... 2, = O existiert, so daB

U,= B2 zu 1 gehort.

Daraus ergibt sich unmittelbar
Satz 35. Ist & eine reine unendliche Gruppe mit der endlichen Basts

B,,...B,, so hat jede Untergruppe N von & von endlichem Index
eine Basis Uy, ... U, von der Form

L"l = Bl"u Bsr"‘ . B”ruc,

U, = By ... B,

Un = Bnr wn

mit r; =0 fir i=1,2,...n.

Sate 36. Der Index von W innerhalb & ist j = |1y -1y ... 7yl

Zum Beweise haben wir festzustellen, wieviel Elemente in @ exi-
stieren, die sich nicht nur um einen Faktor aus 1l unterscheiden.
Wir zeigen zunichst, daB ein Element

BBy ... Bz,

wo alle |#,| < r,;, nur dann zu U gehdrt, wenn alle z, = O sind. Es
muB nimlich nach der Definition der U, bei dem vorigen Beweise z;

durch r,, teilbar und, da |z,| <7y, also =0 sein. Dann aber muB
z, durch 7,, teilbar und folglich auch = O sein usf.
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Daraus folgt dann weiter, daB unter den j = |r, -7g ... 7,,]|
Elementen ‘

By - By= ... B,

04 <r, }
sich keine zwei um einen Faktor aus 1 unterscheiden; es gibt daher
mindestens § verschiedene Nebengruppen — repriisentiert durch je
eines dieser Elemente. Andererseits erhalten wir aber aus diesen
durch Multiplikation mit allen Elementen aus U simtliche Elemente

aus @, und j ist daher der genaue Wert des Index. Denn zu einem
beliebigen Produkte der B, B,,, ... B,

P = B Bit1... B
1aBt sich stets eine ganze Zahl b, so bestimmen, daB

PU %= Bz Bk . ..
und hierin der erste Exponent z, die Bedingung 0 < 7, < r,, erfiillt.
Offenbar ist z, der kleinste positive Rest von z, mod.r,,. Durch
mehrmalige Anwendung dieses Schlusses erkennen wir, daB zu jedem

A aus @ eine Exponentenfolge b, ... b, gefunden werden kann,
so daB

(19)

AU~U, ... U,

ein Element aus dem System (19) ist; mithin unterscheidet sich 4
von einem dieser Elemente nur um einen Faktor aus U.

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen verschiedenen
Basissystemen einer Gruppe ®, um die allein durch @ bestimmten
Eigenschaften einer Basis zu finden. ’

Satz 37. Besitet die reine unendliche Gruppe & eine endliche Basis
aus n Elementen By, ... B,, so ist n die von der Auswahl der Basis
unabhéingige Mazimalzahl unabhingiger Elemente in ©.

Da die B,, ... B, jedenfalls unabhingig sind, so gibt es » un-
abhiingige Elemente in @ und wir brauchen also nur noch zu zeigen,
daB n + 1 Elemente in @ nicht unabhingig sind. In der Tat be-
steht zwischen n + 1 beliebigen Elementen

A, =Bt -Bgir ... Bein (1=1,2...0n+1)
die Relation

A=A, . Asit=1,
wenn wir die # + 1 ganzen Zahlen x; so wihlen, daB sie den »

linearen homogenen Gleichungen
n+4+1

g'w,.n,.k=0 k=1,2...m)
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geniigen. Das ist bekanntlich stets moglich, da die Koeffizienten c,,
ganze Zahlen sind.

Satz 38. Aus einer Basis B,, ... B, einer reinen unendlichen Gruppe &
erhiilt man similiche Basissysteme B/, ... B,’ von @ in der Form

B/ = By%1. B ... Bain, (=12...m)
wo das Exponentensystem a,, aus beliebigen gangen Zahlen mit der
Determinante + 1 besteht.

Erstens bilden die B, stets eine Basis. Dazu braucht man nur zu
zeigen, daB man die B; durch die B, darstellen kann. Die Gleichung

B, = B/®-By=...B/™

ist erfiillt, wenn man die ganzen Zahlen x so wiahlt, daB die
n Gleichungen
0, wenn i ==m

T P R N 1, wenn i — m
gelten. Da die Determinante der (ganzen) Koeffizienten = 4 1 ist
und die rechten Seiten auch ganz sind, sind die 2 eindeutig bestimmte
ganze Zahlen.

Sollen zweitens » Elemente

B/ = B ... Bin t=1,2...n)
eine Basis bilden, so mu8 B, durch die B; darstellbar sein,
B, = B, - Byt ... B un", (g=1,...2)

und wenn man hier fiir die B’ wieder die B eintrigt, erhilt man
wegen der Basiseigenschaft der B die n? (leichungen

n

-

zb Y —
= qi”ik

Die Determinante dieses Schemas ist daher = 1, andererseits aber
nach dem Multiplikationssatz der Determinantentheorie gleich dem
Produkt der beiden Determinanten |b,,| und |¢,|. Jede von diesen
ganzen Zahlen muB also in 1 aufgehen, ist daher selbst = + 1; also
lex =+ 1.

Durch Kombination der letzten drei Sitze ergibt sich endlich

Satz 39. Ist ® einc reine unendliche Gruppe mit endlicher Basis
B,, ... B,, U eine Untergruppe von endlichem Index j, so hat auch
U eine endliche Basis U, ... U,, und in den n Gleichungen

U, = BeasByoin . .. Bon, G=1,2.. n
ist stets die Determinante |a, dem Betrage nach gleich j.

0, wenn g + k,
1, wenn g =£F.
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Die letzte Behauptung trifft zu fiir die spezielle in Satz 36 er-
wihnte Basis. Der Ubergang von dieser speziellen Basis U’ zu einer
beliebigen Basis U findet nach Satz 38 durch ein Exponentenschema
mit der Determinante 4 1 statt. Beim Ubergang von B zu U er-
hilt man aber offenbar ein Exponentenschema, dessen Determinante
gleich dem Produkt der Determinanten ist, welche beim Ubergang
von B zu U’ und von U’ zu U auftreten, also gleich + j ist.

Wir formulieren schlieBlich noch ein einfaches Kriterium dafiir,
daB U von endlichem Index ist:

Satz 40. Ist & eine Gruppe mit endlicher Basis By, ... B, so
ist eine Untergruppe W dann und nur dann von endlichem Index, wenn
von jedem Element von & eine Potenz zu N gehirt.

Ist die N,* Potenz (N, > 0) von B, zu Il gehorig, und setzt man

N=N,-N,...N

m?

so gehdort auch BY zu U und folglich die N* Potenz jedes Ele-
mentes ebenfalls zu 1. Daber unterscheidet jedes Element aus &
sich von einem
B= ... Bzn 0Lz, < N)

um einen Faktor aus U, es gibt daher hidchstens N™ verschiedene
Nebengruppen, reprisentiert durch obige Elemente. Der Index von
U ist also endlich.

Umgekehrt koénnen im Falle eines endlichen Index die unendlich
vielen Reihen

Al, A0, 4% ...

nicht alle voneinander verschieden sein, es muB also eine Potenz von
A zu U0 gehoren.

Wir erkennen auch, daB die Definition der Faktorgruppe &/U
sich unverindert von den endlichen Gruppen auf unendliche Abelsche

Gruppen tibertriigt, wobei es nicht in Betracht kommt, ob die Gruppe &
eine Basis besitzt. '

Kapitel IIL

Abelsche Gruppen in der rationalen Zahlentheorie.

§ 12. Gruppen ganzer Zahlen bei Addition und bei Multipli-
kation.

In den Elementen der rationalen Zahlentheorie haben wir es be-
stindig mit Abelschen Gruppen zu tun. Die Gesamtheit der ganzen
Zahlen hat die Eigenschaften:

1) a+b ist eine ganze Zahl, wenn @ und b es sind; o+ b=b+a

Ma+@+c)=(@+Db)+c¢

III) Aus @+ b=a'+ b folgt a =a’

IV) Zu a und b gibt es eine ganze Zahl g, so daB o + 2 = b.
Bei Komposition durch Addition bildet also die Gesamtheit der
(positiven und negativen!) ganzen Zahlen eine unendliche Abelsche
Gruppe &. Das Einheitselement ist die Zahl Null: a + 0 =a.
Diese Gruppe entsteht durch Komposition des Elementes 1 mit sich
selbst. Wir haben es also mit einer reinen Gruppe mit einem Basis-
element, also einer syklischen Gruppe zu tun. Auch die ganzen
Zahlen eines Moduls bilden offenbar eine Abelsche Gruppe, und zwar
eine Untergruppe von ®. Was wir frither iiber einen Modul im
Satz 2 bewiesen haben, driickt sich in der Terminologie der Gruppen-
theorie so aus: Jede Untergruppe einer unendlichen zyklischen Gruppe
st wieder eine zyklische Gruppe.

Der Modul der durch eine feste Zahl k teilbaren Zahlen bildet
eine Untergruppe 1, von ©. Der Index von U, ist die Anzahl der
verschiedenen ganzen Zahlen, die sich nicht um ein Element aus u,,
d.h. um ein Vielfaches von % additiv unterscheiden; es ist also der
Index von 11, gleich der Anzahl der mod.% inkongruenten Zahlen,
d.h. =k (k>0 angenommen). Was wir in der Gruppentheorie
Reihen oder Nebengruppen All, nannten, ist in diesem Fall das
System der Zahlen, die aus einer bestimmten a durch Komposition
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mit allen Elementen aus 1, also durch Hinzufiigen aller Vielfachen
von % entstehen; die Nebengruppen sind also einfach die verschiedenen
Restlklassen mod. k. Die Komposition der Nebengruppen, welche uns
zur Faktorgruppe &/, fiihrte, erscheint hier als eine Komposition
der Restklassen mod. %, die man als Addition der Restklassen be-
zeichnen wird.

Die % Restklassen mod. ¥ bilden also bei Komposition durch
Addition eine Abelsche Gruppe, welche mit der Faktorgruppe &/11,
isomorph ist.

In allen diesen Fillen handelt es sich um zyklische, also sehr
einfache Gruppen. Wichtiger und schwieriger ist die Untersuchung
der andern Art von Komposition der Zahlen, der Multiplikation.

Wir stellen zunéchst fest, daB die positiven ganzen Zahlen bei
Komposition durch Multiplikation keine Gruppe bilden, da wohl die
Gruppenaxiome I—III, nicht aber IV gelten: Es gibt zu ganzen a, b
nicht immer ein ganzes z# mit ax =b. Ziehen wir aber die ge-
brochenen Zahlen mit hinzu, so sehen wir:

Bei Komposition durch Multiplikation bilden die positiven ratio-
nalen Zahlen eine umendliche Abelsche Gruppe, und zwar eine reine
Gruppe M. Das Einheitselement ist die Zahl 1. Der Satz iiber
die eindeutige Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen in Primfaktoren be-
sagt offenbar:

In der Gruppe IM bilden die positiven Primzahlen eine unendliche
Basts. '

Die einfachsten Untergruppen von M erhilt man etwa in Gestalt
aller rationalen Zahlen, zu deren Darstellung nur bestimmte (end-
lich oder unendlich viele) Primzahlen gebraucht werden.

Durch Hinzunahme der negativen rationalen Zahlen (exkl. 0) er-
halten wir eine erweiterte Gruppe, in der ein Element endlichen
Grades, nimlich — 1, vorkommt,

Wir wollen jetzt die Restklassen mod. # durch eine Art Multi-
plikation komponieren. Seien 4 und B zwei Restklassen mod. » und
a, = a, (mod. »), b, = b, (mod. n) je zwei Repriisentanten von 4 und
B, so ist a,b; = a,b, (mod. n); d. h. die Restklasse, welcher a, - b,
angehort, ist allein durch die Klassen 4, B bestimmt, nicht ab-
hiingig von der Wahl der Reprisentanten. Die so durch 4, B de-
finierte Klasse schreiben wir 4 - B oder kiirzer AB. Offenbar ist
AB= B4 und A(BC)= (AB)C. Die Restklassen mod. n bilden
aber keine Gruppe, da RyA4 = R,B fiir jedes 4, B, wenn R, die
Restklasse der Null bedeutet, also Axiom III nicht erfiillt ist.
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Sind aber A und B zu n teilerfremde Restklassen mod. », so
gilt das auch fir AB. Und aus ab=a'b (mod. ») folgt a=a
(mod. #), wenn b und # teilerfremd sind. Damit ist bewiesen:

Sate 41. Bei Komposition durch Multiplikation bildet das System
aller Restklassen mod. n keine Gruppe. Wohl aber bilden die ¢(n)
o n teilerfremden Restklassen bei Komposition durch Multiplikation
eine Abelsche Gruppe. Diese heife schlechtwey die ,,Gruppe der Rest-
klassen mod. né¢ und werde mit R(n) bezeichnet. Das Einheits-
element ist die Klasse, welche 1 enthlt.

Aus dieser Tatsache entnehmen wir als Folge des Gruppensatzes 21
sofort den Fermatschen Satz: A9® = E oder a?™ =1 (mod. n),
wenn (a, n) = 1. '

Wir stellen uns die Aufgabe, die Struktur dieser endlichen Abel-
schen Gruppe anzugeben.

§ 13. Struktur der Gruppe $®(n) der zu n teilerfremden Rest-
klassen mod. n.

Zunichst reduzieren wir die Untersuchung von R (n) auf den
Fall, daB n eine Primzahlpotenz ist, durch

Satz 42. Sei (ny, my) =1, n —=mn, -ny. Dann ist

R (n) = R(ny) - R(ny).

Man ordne nimlich jedem Element A von % (n) ein Paar von
Elementen C, aus R(n,) und C; aus R(n,) folgendermafen zu: Ist
a eine Zahl aus 4, so wihle man irgend zwei Zahlen ¢, ¢, geméB
den Bedingungen

¢ =a (mod. n,)

¢, = a (mod. ny). (20)

Die Restklasse C, mod. #, von ¢, ist eindeutig durch 4 bestimmt,

ebenso die Restklasse C; mod. ny, von ¢;. Wir setzen
4 = (Cy, Gy)-

- C, gehort zu R(n;) und C; zu R(n,) Sind umgekehrt ¢ und ¢,

zwei zu m, resp. n, teilerfremde Zahlen, so gibt es nach Satz 15
wegen (ny, ng) = 1 ein eindeutig nach dem Modul # = n, - n, be-
stimmtes a, welches (20) erfiillt. Offenbar folgt weiter aus

4= (01; 02)) A= (01” 02,)
AL = (C,C, GO

auch
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Die Gruppe R(n) ist damit in der Tat als Produkt der Gruppen
R(n,) und R(n,) dargestellt.

Durch wiederholte Anwendung des Satzes fiir ein Produkt aus
verschiedenen Primzahlen p,, p,, ... p, folgt

R(p,ap - .. p*) = R(py™) - R(wy™) . R,
Die Untersuchung von R(n) ist damit auf den Fall einer Primzahl-
potenz n zuriickgefiihrt.

Satz 43. Ist p eine Primzahl, so ist die Gruppe R(p) der Rest-
klassen mod. p eine zyklische Gruppe vom Grade p — 1.

Nach Satz 27 brauchen wir nur zu zeigen, daB, wenn g eine in
p — 1 aufgehende Primzahl ist, die Anzahl der Klassen 4 mit 42=1
gleich ¢ ist. (Nach Satz 22 muB sie ja mindestens g sein). Die
Anzahl dieser Klassen A ist aber identisch mit der Anzahl der
mod. p inkongruenten Zahlen ¢ mit a?=1 (mod. p), d. h. mit der
Anzahl der mod. p verschiedenen Wurzeln von 22 — 1 =0 (mod. p).
Nach Satz 12 ist diese hochstens gleich dem Grade g, weil der
Modul eine Primzahl ist. Mithin ist sie genau gleich g.

Es gibt daher eine erzeugende Klasse mod. p. Jede Zahl g aus
dieser Klasse heiBt eine Primitivzahl mod. p. g ist darnach eine
Primitivzahl mod. p, wenn ¢, ¢% ¢° ... g¢~! lauter inkongruente
Zahlen mod. p sind. Die Potenzen g%, wo (u, p — 1) =1, und nur
diese, sind wieder Primitivzahlen. Es gibt also g(p — 1) verschie-
dene Primitivzahlen mod. p.

Satz 44. Ist p eine ungrade Primzahl, so ist auch die Restklassen-
gruppe nach jeder Potenz p® zyklisch.

Der Grad dieser Gruppe ist nimlich & = @(p%) =p*~'(p — 1).
Hierin diirfen wir « > 2 annehmen. Die in % aufgehenden Prim-
zahlen sind p und die Primteiler ¢ von p — 1. Die Basiszahl e, die

in R(p?) zu p gehort, ist die Anzahl der mod. p* inkongruenten

Losungen a von
=1 (mod. p*). (21)

Nach dem Fermatschen Satz ist jedes solche ¢ =1 (mod. p). Wir
setzen a 41 voraus und a =1 + up™, wo p™ die hochste in @ — 1
aufgehende Potenz von p ist, also

m>1, (u, p)=1. (22)
(I 4+ up™? =1 (mod. p?). (23)

Wir entwickeln nun die p'* Potenz nach dem binomischen Satze
und bedenken, daB fiir eine Primzahl p alle Binomialkoeffizienten

Aus (21) folgt

/
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Py _pr—1(p—2...(p—k+1 .
HE p— 2. ) (fir k=1,2,...p—1)
durch p teilbar sind, da der Zihler durch p teilbar, wihrend der
Nenner durch die anzahl p nicht teilbar ist. Fiir m in (23)
wollen wir jetzt zeigen: m >« — 1. Wire nimlich m < o — 2, so
folgte aus (23)

(1 + up™P =1 (mod. pm+?) (24)
(1 + upm)p =1+ (f)upm R (p£ 1)up—lpm(p——l) + u? pme;

wegen p>2, m > 1 sind die Glieder vom 3. ab durch p™+? teil-
bar. d. h.
1+ up™)P=1 4 up™** (mod. pm+?).
Aus (24) folgt also
up™tt=0 (mod. pm+%)

=0 (mod. p) im Widerspruch zu (22).

Also ist in (23) @ = 1 4 up™ mit m > « — 1. Unter diesen Zahlen
sind aber hochstens p nach p* inkongruente Zahlen.

Die Basiszahl e der Gruppe, welche zu p gehort, ist daher <1,
also = 1. DaB nun auch die Basiszahl fiir die Primzahlen ¢ gleich
1 ist, erkennt man am einfachsten so: Die Elemente der Klassen-
gruppe mod. p* lassen sich nach Satz 23 und 24 in der Form

A-B

darstellen, wo B die p — 1 Klassen mit B?-1=1, 4 die p*—!
Klassen mit A?*~' =1 durchliuft. Es braucht also nur noch die
Untergruppe der B als zyklisch nachgewiesen zu werden. Ist nun
a eine Primitivzahl mod. p, so ist wegen a =a? =a#*... = a** "' =}
auch b eine solche, daher sind die Zahlen b, %% ... 5~ mod. p, also
a fortiori mod. p® verschieden, wihrend ihre (p — 1)*® Potenzen = 1
(mod. p%) sind. Die Gruppe der Klassen B ist also durch die Po-
tenzen der Klasse von b dargestellt, also zyklisch, womit der Satz
44 bewiesen ist.

Die Ausnahmestellung der Primzahl 2 behandelt

Satz 45. Die Gruppen R(2) und R(4) sind syklisch. Ist o> 3,
so hat die Klassengrippe R(2%) vom Grade h = ¢(2%) = 2= genau
zwes Basisklassen, die eine ist vom Grade 2, die andere vom Grade

h o
—_— =2
5 = Q¢—32,

Die Aussagen fiir die Moduln 2 und 4 sind trivial. Es sei also
« > 3. Die Klassengruppe mod. 2% hat den Grad » = (p(2“) = 201,

Hecke Vorlesungen tiber die Theorie der algebr. Zahlen
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Die Anzahl inkongruenter Losungen von 2?=1 (mod. 29) ist 2%
d. h. e =2, weil jedenfalls # ungrade sein muB, =1+ 2v und
dann folgt
O0=2*—1=(1+4+20v)?—1=4v(v + 1) (mod. 2%)
v(v + 1) =0 (mod. 2%-2).
Hierbei kann offenbar nur einer der Faktoren grade und muB dann
durch 2¢-? teilbar sein, d. h.
v=20"2y oder v=—14 202y
r=1+2""w oder z=—142¢"1yp

mit ganzem w. Jedes solche x ist in der Tat auch Losung von
z*=1 (mod. 2%). Unter diesen Zahlen sind genau vier nach dem
Modul 2* inkongruente, némlich fiir w = 0 und 1.

Da aber zwei Basisklassen in dieser Gruppe vom Grade h = 2~!

. . - o h .
vorhanden sind, kann eine jede Klasse hochstens vom Grade - sein.
.. . - h . . .
Existiert eine Klagse vom Grade -, so muB diese auch eine Basisklasse

vom Grade % sein, die andere hat dann den Grad 2. Wir zeigen,
daB die durch die Zahl 5 reprisentierte Klasse nach 2° den Grad

h . . .
5 = 2°7% besitzt. Dazu zeigen wir

5% £ 1 (mod. 2¢) fir «>3 und k< ea—2,
aber 5% ° =1 (mod. 2¢).
Das ist offenbar gleichbedeutend mit
587" =1+ 2°u, wo u ungrade («> 3).
Wegen 25 =1+ 8-3 ist die Gleichung richtig fir « = 3. Ist sie
allgemein fiir ¢ richtig, so folgt durch Quadrieren
BT = (14 29u)2 = 1 + 2o+1y 4 289 = 1 + 22+ 1y(1 + 20— 1¢)
also die Richtigkeit der Behauptung auch fiir « 4 1.

* Wir merken uns noch an, daB fiir zusammengesetzte Moduln #»
die Gruppe R(n) im allgemeinen nicht zyklisch ist. Denn ist p
ein Teiler von ¢ (n), so ist wegen Satz 42 die zu p gehorige Basiszahl
e(p) von R(n) gleich der Summe der zu p gehdrigen Basiszahlen
e;(p) in R(p,%5), wenn n = p,p,* . . . die Primfaktorenzerlegung von
n ist. Fiir ungrade Primzahlen p; ist aber 2 ein Teiler von ¢(p%),

mithin ¢;(2) = 1. Gehen also in #n zwei ungerade Primzahlen auf,
so ist e(2) fir R(n) > 2, die Gruppe also nicht zyklisch.
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§ 14. Potenzreste.

Mit Hilfe vorstehender Sitze lassen sich leicht die Grundlagen
der Theorie der Potenzreste, d. h. der Losbarkeit binomischer Kon-
gruenzen von der Form

2= a (mod. n) (25)
entwickeln. Beschrinken wir uns auf die Fille, wo folgende Voraus-
setzungen erfiillt sind:

q sei eine positive Primzahl,

n gei ungrade und eine Primzahlpotenz, = p“.

(“7 n) =1,
so sind die Losungen z, falls es solche gibt, ebenfalls zum Modul p*
teilerfremd, und die Frage nach der Losbarkeit von (25) in ganzen
Zahlen 1iBt sich dann gruppentheoretisch so formulieren:

In der Restklassengruppe mod. p® sei eine Klasse A gegeben.
Wieviel Elemente X in der Gruppe gibt es, so daB

X1=A4.
Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Die Primzahl q geht micht im Gruppengrade i = @(p“) auf.
Dann gibt es genaw ein Element X von der verlangten Art. Man be-
stimme nimlich die ganzen Zahlen m, n, so daB gm + hn =1, was
wegen (g, b) = 1 moglich ist. Wegen

Xt=1 folgt aus X7= A4,
X = Xumthn — (X" = A™,

und dieses Element erfiillt auch wirklich X?= 4.

2. q gehe in h = @(p®) auf. Nach Satz 44 gibt es ein Element C
(vom Grade %), dessen Potenzen alle Gruppenelemente liefern. Wir
setzen

A=0C X=0C
mit ganzen a’,z, die mod. b vollig bestimmt sind. Aus

Xe=4, =0
folgt nach Satz 20
zq = a (mod. h)
und umgekehrt. Diese Kongruenz ist in ganzen Zahlen z aber
wegen ¢/h nur dann losbar, falls

q/a,
4%
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und dann hat sie genau g mod. » verschiedene Losungen. D. h. die
Gleichung X1 = A hat entweder keine oder genaw q verschiedene
Lisungen X. Da C eine primitive Klasse ist, so ist die Bedingung
g/@ gleichbedeutend mit

. 3 e a
A1 =7 = (O =1.

Kehren wir von den Restklassen zu den Zahlen selbst zuriick,
so lauten die bewiesenen Tatsachen so:

Satz 46. Die Kongruenz

22 = a (mod. p%),

wo q,p Primeahlen, p < 2, (a,p) = 1, besitzt genau eine Losung x in
ganzen Zahlen, wenn q nicht in @(p*) aufgehi. Geht aber q in ¢(p®)
auf, so besitzt sie nur dann solche Losungen, und zwor genaw q, wenn

9%

a ? =1(mod.p®). (26)
Ist der Exponent auch zum Modul teilerfremd, d. h. ¢ & p, so ge-
stattet die Bedingung (26) noch eine einfachere Formulierung: Aus
q/9(p%), aber g = p, folgt némlich, da q Primzahl,

’ —1
alp—1, =% ganz

und (26) lautet

@* "' =1 (mod. p%), (26a)
insbesondere also wegen des Fermatschen Satzes auch
=1 (mod. p). D)

Diese Kongruenz, welche die Losbarkeit von #?=a (mod.p) zur

Folge hat, hat aber auch umgekehrt (26) zur Folge. Denn fiir jede
Primzahl p folgt aus

m = n (mod. p"), m =n + xp" mit ganzem z,
mP = (n + zp")P = n¥ + (llo)xp' + . --=wn (mod. pr+?)
' mP = n? (mod. p"+1),
weil, wie wir schon oben (S. 49) einmal benutzt haben, die Bino-
mialkoeffizienten (1,: ) durch p teilbar sind fir k=1,2,...p —1;

aus (27) folgt also (26).
Bedingung fiir die Lsbarkeit von 2?2 = a (mod. p*), wenn ¢/p — 1,

ist also auch (27), was vom Exponenten « nicht mehr abhingt.
Daher
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- Satz 46a. Ist q ein Primfaktor von p — 1, p ungrade Primzahl,
(a, p) = 1, so ist die Kongruenz z? = a (mod. p®) dann und nur dann
losbar, wenn sie mod. p losbar ist. Notwendig und hinreichend dafiir ist

p—1
a ¢ =1 (mod. p).
Die Anzahl der mod. p® inkongruenten Losungen ist dann gq.

Die Potenzen 2= als Modul bediirfen wegen Satz 45 einer be-
sonderen Behandlung.

Satz 47. Die Kongruenz z! = a (mod. 2%) hat ber ungradem q und
a stets genaw eine Lisung. Fiir q =2 und ungrades a ist 3* =a
(mod. 29) bei @ > 3 dann und nur dann losbar, wenn es mod. 8 losbar
ist, d. h. wenn a =1 (mod. 8), und zwar ist dic Anzahl der inkon-
gruenten Lisungen in diesem Falle gleich 4. «* = a (mod. 4) hat fiir
a =1 (mod. 4) swei Lisungen, sonst bei ungradem a keine Losung, und
z* = a (mod. 2) hat stets eine Losung.

Der erste Teil (¢ ungrade) wird genau wie oben unter 1) be-
wiesen. Da die Klassen mod. 2%(« > 3) sich nach Satz 45 in der
Form B,%B,% darstellen lassen, wo B,® = B,2*"* =1, so erkennen
wir wie oben unter 2): Nur solche Klassen 4 = B,% B, sind in
der Form X2 darstellbar, wo ¢, = 0, a, grade. Und es gibt dann
soviel Klassen X mit X? = B,%, als es Klassen mit X*=1 gibt,
d. h. 22=4. Als einfache Form der Losbarkeitsbedingung von
22 = a (mod. 2°) fiir « > 3 ergibt sich @ =1 (mod. 8) auf folgende Art.

Ist 2*=a (mod.2%) («>3) losbar (z =, sei eine Lisung),
go ist die Kongruenz auch mod. 2¢+! 1gsbar. Denn man bestimme
die ganze Zahl s so, daB

(kg + 22712 — a = 2, — a + 2“2z + 2772 = 0 (mod. Qetl)
was wegen
20— 2=a+(a—2)2a+1
auf die l5share Kongruenz
%}9 + 2,2 = 0 (mod. 2)

fihrt. Ist 2* = a (mod. 8) losbar, so ist die Kongruenz mithin auch
mod. 2% 16sbar. Nach dem Modul 8 ist sie aber, wie das Auspro-
bieren der Reste zeigt, nur fiir a = 1 (mod. 8) ldsbar.

Daraus erhalten wir sofort einen Uberblick tiber die Losungen von

2? = a (mod. n) (28)
fir zusammengesetztes n. Sei (a,7) =1. Damit die Kongruenz
mod. n 16sbar ist, muB sie nach jeder in n aufgehenden Primzahl-

YRR |
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potenz 16sbar sein. Ist n =p,®p,%...p %, wo die p; verschiedene
Primzahlen, und ist N, die Anzahl der mod. p,% verschiedenen Lo
sungen von

22 = a (mod. p;*),
so ist die Anzahl der mod. » verschiedenen Losungen von (28)

N=N,-N,-...N,

Denn sind die s Zahlen 2z, ...z, Losungen von z2= « (mod. p),
8o bestimme man z aus

) z = g; (mod. p%). G=12...7)
Dann ist :
2= 22=q (mod. p,%), also z?=a (mod.n).

z ist durch die 7, eindeutig mod. bestimmt. Zwei verschiedene
Systeme 2; und 2, fiilhren dann und nur dann zu demselben z mod. »,
wenn z; = z;/ (mod. p,%) fiir s=1,2 ...r. Andererseits ist auch jede
Losung 2 von (28) ein Losungssystem der r einzelnen Kongruenzen,
némlich £, = 2. Mithin ist N;N,... N, die genaue Anzahl der
Losungen von (28) mod. n.

§ 15. Restcharaktere der Zahlen mod. n.

Zum AbschluB dieser Untersuchungen wollen wir endlich die
Zahlen a bei Betrachtung nach einem Modul # mit den in § 10
entwickelten Begriffen der Charaktere Abelscher Gruppen in Ver-
bindung bringen.

Die Elemente der Gruppe () sind die verschiedenen zu # teiler-
fremden Restklassen mod. #, und daher ist ihnen als einer endlichen
Abelschen Gruppe ein System von A = ¢(n) Charakteren zugeordnet.
Ist @ eine ganze Zahl aus einer solchen Klasse A, so definieren wir
aus jedem Charakter y(4) durch

x(@) = z(4)

eine zahlentheoretische Funktion, welche fiir jede ganze Zahl a, die
zu n teilerfremd ist, erklirt ist und welche folgende Eigenschaften hat:

1. y(a) = x(b), wenn a=2b (mod.n),

2. 2(@)2(b) = 2(abd),

3. g(a) ist 4= O fiir alle zu » primen a.
Wir erginzen diese Definition noch fiir die iibrigen ganzen Zahlen
durch die Festsetzung

4 y(@)=0, wenn (a,n)>1.

§ 15. Restcharaktere der Zahlen mod.n 5H

Auch fiir dieses umfassendere System von Argumenten, wo also a
alle ganzen Zahlen durchlaufen darf, bleiben dann die Aussagen 1.
bis 3. bestehen. )

Jede Funktion y(a) mit den Eigenschaften 1. bis 4. heiBe ein
Restcharakter von @ mod. n. Es gibt genau h — ¢(n) verschiedene
Restcharaktere mod. », und nach Satz 31 gilt fiir sie

Sy {O, wenn z nicht der Hauptcharakter,}
kmoa?cn( )= @(n), wenn y der Hauptcharakter.

Dabei nennen wir wieder Hauptcharakter denjenigen, der fiir alle zu
n primen @ gleich 1 ist, und der Zusatz: &k mod.n an > soll be-
deuten, daB der Summationsbuchstabe % ein volles Restsystem mod. %
durchlaufen soll. Analog gilt

;Z(k) _ {0, wenn k %= 1 (mod. n), |

@(n), wenn k=1 (mod. n).)
Mit Hilfe der Restcharaktere mod. » wollen wir jetzt die Be-
dingungen filr die Losbarkeit einer Kongruenz

(29)

(30)

21 = ¢ (mod. n),
welche im Vorangehenden entwickelt worden sind, anders formu-
lieren. Dabei wollen wir die Voraussetzung machen, daB

(¢m) =1, g Primzahl und (a,n)=1.

In der Gruppe R(n) soll also die Klasse A von a eine ¢* Potenz
sein. Die ¢ Potenzen aller Klassen bilden nun eine Untergruppe
U, von R(n). Nach Satz 29 ist der Grad der Faktorgruppe
R/, = ¢°, wo e = e(q) die zu g gehdrige Basiszahl in R(n) ist, und
¢ ist gleichzeitig auch die Anzahl der Basiselemente in R/ll,. Mit-
hin existieren nach Satz 33 genau e Charaktere zu R(n) und folg-
lich auch genau e Restcharaktere mod. n

1(9), 12(2) - - - 2.(@)
von der Art, daB die e Gleichungen y(a)=1 (i=1,2...¢) die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir sind, daB die
Klasse A von a eine g*® Potenz ist. Diese e Charaktere sind in dem
Sinne voneinander unabhingig, daB es stets Zahlen a gibt, wofiir
diese ¢ Charaktere beliebig gegebene ¢** Einheitswurzeln sind.

Bis hierher wurde nur die Tatsache benutzt, daB % (n) eine end-
liche Abelsche Gruppe ist; die feinere Struktur kommt erst zur
Geltung, wenn wir e als Funktion von ¢ und n darzustellen suchen.
Ist nun % eine Primzahlpotenz p%, so ist fiir ungrades p e(q) =0,
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wenn ¢ nicht in @(p®) aufgeht, und e(q) =1, wenn q/®(p%), weil
ja die Gruppe R(p®) zyklisch ist. Ist n aber zusammengesetzt,
n=p...po, ungrade, so ist mach Satz 42 e(g) fir R(n)
gleich der Anzahl derjenigen p;, wofiir g/p ().

Jeder Restcharakter y(a), welcher fiir alle g*» Potenzen a gleich
1 ist, heiBe ein g*~ Potenzcharakter von @ mod. n. Nach Satz 33
ist jeder g* Potenzcharakter durch die Basischaraktere g, ..., als
Potenzprodukt darstellbar.

Der einfachste Fall, der uns weiterhin ausschlieBlich beschéftigen
soll, ist der mit ¢ = 2, wo es sich um die Klassen handelt, welche
als Quadrate dargestellt werden konnen, und wo die entsprechenden
Potenzcharaktere dann quadratische Charaktere heiBen.

§ 16. Quadratische Restcharaktere mod. n.

Eine zu » teilerfremde ganze Zahl o heiBe ein quadratischer Rest

mod. n oder einfacher ein Rest mod. n, wenn die Kongruenz
2*=a (mod. n)

in ganzen Zahlen x losbar ist. Im andern Falle heife a ein Nichi-

rest mod. n. Nach dem vorigen Paragraphen sind die Bedingungen

fiir die Losbarkeit, daB gewisse e(2) Restcharaktere mod. » fir a

den Wert 1 haben. Jeder dieser Charaktere y(a) ist eine 2* Kin-

heitswurzel, also nur der beiden Werte + 1 fihig.

Ist zuniichst % — p eine ungrade Primzahl, so ist das zugehdrige
e(2) =1, weil 2 stets in p — 1 aufgeht und die Gruppe R(p) zy-
klisch ist. Es gibt also unter den p —1 Charakteren mod. » genau
einen, der eine 2. Einheitswurzel, aber nicht stets = + 1 ist,
etwa y(a), und g(a) = + 1 ist die Bedingung dafiir, daB @ ein qua-
dratischer Rest mod. p ist. Wir setzen dieses

1o = (3):
Nach seiner Definition ist es fiir jedes durch p nicht teilbare a
gleich 1. Es ist also

=
—~
ISIE

S—"

= (%) , wenn @ = a’ (mod. ?),

3) ()

N

—~~
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) nicht fiir jedes a =1,

§ 16. Quadratische Restcharaktere mod.n Y
wobei a, a, b durch p nicht teilbare ganze Zahlen sind. Allein
durch diese Eigenschaften ist das Symbol (%) fiir jedes zu p teiler-

fremde a definiert; denn wegen 1., 2. ist es ein Restcharakter mod. p;
wegen 3. hat dieser Charakter nur die Werte + 1, wegen 4. ist er
nicht stets' — 4+ 1, also bilden die Restklassen A, fir die er 1 ist,
eine Untergruppe von R(p), zu der alle Quadrate gehdren; ihr In-
dex ist also < 2, aber > 1, mithin genau = 2. Also ist (%) =+1

nur fir die quadratischen Reste ¢ mod. p und gleich — 1 nur fiir
die Nichtreste mod. p.
Bedenken wir, daf wegen
=1 —1=0 (mod. p)
p-1 p-1
(a 2 4 1) (a 2 —I)EO (mod. p),

go ist mit Riicksicht auf Satz 46a) (%) als diejenige der beiden
Zahlen + 1 zu definieren, wofiir

p—t '
(;) =a * (mod. p) (31)
ist. Auf diese Art hat Legendre das Restsymbol (—;:—) in die Arith-

metik eingefiihrt.

Die Anzahl der mod. p inkongruenten quadratischen Reste mod. p

ist 2%1, also die der Nichtreste =p —1 — ?—El = 13%_1; es gibt

daher ebensoviel Reste wie Nichtreste mod. p.
Nach Satz 46a ist die Bedingung (%) = + 1 gleichzeitig auch

die Bedingung dafiir, daB @ quadratischer Rest mod. p* ist. Auch
mod. p* ist die Anzahl der Reste gleich der der Nichtreste mod. p*

nimlich — #& — pe-12 0 (2> 1),

Fiir ein zusammengesetztes, zunichst ungrades » = p,% p,™s... P,"r
ist die Bedingung, daf @ Rest mod. n ist, durch ¢(2) Gleichungen
fiir gewisse e(2) Charaktere mod. n gegeben. Dabei ist e(2)=r.

Die Anzahl der quadratischen Reste mod. n ist 9’2@, also fiir r > 1
nicht gleich der Anzahl der Nichtreste. Nach den Ausfithrungen am
SchluB von § 14 sind die Bedingungen, daB a Rest mod. » ist, die,
daB a Rest nach jeder in n aufgehenden Primzahl p; ist, d. h. das

Bestehen der r Gleichungen
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G-

Fir den Modul 2= ist, wie wir wissen, die Gruppe R(2%) bei «> 3
nicht mehr zyklisch, sondern hat zwei Basisklassen. Die Entschei-
dung, ob a quadratischer Rest mod. 2= ist oder nicht, liBt sich da-
her nicht durch Angabe eines Restcharakters mod. 2¢ treffen, sondern
dazu sind zwei Angaben ndtig. Vor der Hand sehen wir von der
Einfiikrung eines Restsymbols mod. 2* ab und werden erst spiter, in
§ 46 darauf zuriickkommen. ,

Dagegen definieren wir weiter ein Symbol (%) fiir zusammen-
gesetzte ungrade n. Sei

(#=1,2...7).

n=p*...p %, n ungrade.

2) — (2)* (2)™ AN

(n) (p,) (p) (p,) !
sofern die einzelnen Symbole rechts bereits einen Sinn haben, d. h.
wenn (@, ») = 1. Und endlich sei

Wir setzen

(Z—) = 0, wenn (a,.n) > 1.

Auch fiir dieses erweiterte Symbol gilt vermége der Definition
(Z-) = (%), wenn a =a’ (mod. n),

aby  (a b
(37 ) h (75) ' (}7)
fiir beliebige ganze a, o', b, mogen sie zu n teilerfremd sein oder

nif:ht. Dieses Symbol ist daher auch ein Restcharakter mod. n. Wir
erinnern uns aber noch einmal daran, daB fiir zusammengesetztes n

aus dem Wert (%) nichts dariber geschlossen werden kann, ob a qua-
dratischer Rest mod. n ist oder nicht. Wenn a Rest mod. n ist, so
ist (%) =+ 1, aber nicht umgekehrt.

Uber dieses Restsymbol hat nun Legendre und vor ihm in spe-
ziellen Fillen schon Euler eine merkwiirdige und fiir die ganze
Arithmetik héchst folgenreiche Entdeckung gemacht, die man als
das quadratische Reziprozitiitsgesetz heute so formuliert:

Fiir positive ungrade a, n ist

a—-1 n-—1

(@)= (@) o

Uberdies gelten die sog. Erganzungssditze

§ 16. Quadratische Restcharakiere mod.n

(S
=]

n—1

(5) =D n ungrade, >0.

nt—1
(~:) =(—1) 8 n ungrade.
Nachdem Legendre als erster einen, allerdings in einem wesent-
lichen Punkte unvollstindigen Beweisversuch verdffentlicht hatte,
gelang dem neunzehnjihrigen GauB (1796) der erste Beweis,
den er 1801 in seinem klassischen Werke ,Disquisitiones arith-
meticae publizierte. Seitdem hat man eine groBe Menge verschie-
dener Beweise fiir das Reziprozititsgesetz geliefert; das Verzeichnis bei
Bachmann zihlt 45 Nummern, von GauB allein stammen acht Beweise.
Von der Endeckung des Reziprozitiitsgesetzes kann man die
moderne Zahlentheorie datieren. Seiner Form nach gehdrt es noch
der Theorie der rationalen Zahlen an, es 4Bt sich aussprechen als
eine einfache Beziehung lediglich zwischen rationalen Zahlen; jedoch
weist es seinem Inhalt nach iiber den Bereich der rationalen Zahlen
hinaus. Schon GauB selbst erkannte dies. Er versuchte zunichst,
die arithmetischen Begriffsbildungen auf die ganzen komplexen Zahlen

a+ bY— 1, wo a, b ganze rationale Zahlen sind, zu iibertragen, und
hier gelang ihm die Aufstellung und der Beweis eines &hnlichen
Gesetzes fiir vierte Potenzreste. (Wahrscheinlich war es dieser Er-
folg der komplexen Zahlentheorie, der ihn veranlaBte, auch in den
iibrigen Teilen der Analysis die damals nur mit MiBtrauen und nur
gelegentlich benutzten komplexen Zahlen als prinzipiell vollig gleich-
berechtigt mit den reellen Zahlen einzufiihren). Er erkannte, daB
jenes Legendresche Reziprozitiitsgesetz einen speziellen Fall eines
allgemeineren und viel umfassenderen Gesetzes darstellt. Darum
haben auch er und viele andere Mathematiker immer wieder neue
andere Beweise gesucht, deren wesentliche Gedanken sich auch auf
andere Zahlbereiche iibertragen lieBen, in der Hoffnung, dadurch
auch jenem allgemeineren Gesetze niher zu kommen. Den letzten
entscheidenden Schritt hat erst Kummer durch seine Einfihrung der
idealen Primfaktoren getan. Dann hat Dedekind die allgemeine
Theorie der Ideale in algebraischen Zahlktrpern begriindet, und in
der Gegenwart ist endlich durch Hilbert und dessen Schiiler Furi-
wiingler die Aufstellung und der Beweis des allgemeinsten Rezipro-
zititsgesetzes fiir ¢'° Potenzreste, wo ¢ eine Primzahl, geleistet worden.

Die Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie hat nun wirk-
lich gezeigt, daf der Inhalt des quadratischen Reziprozititsgesetzes
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erst verstindlich wird, wenn man zu den allgemeinen algebraischen
Zahlen tibergeht, und daB ein dem Wesen des Problems angemessener
Beweis sich auch am besten mit diesen hheren Hilfsmitteln fiithren
laBt, wihrend man von den elementaren Beweisen sagen muB, daB
sie mehr den Charakter einer nachtriiglichen Verifikation bes’itzen.

Deshalb soll hier auf eine Darstellung eines elementaren Beweises
ganz verzichtet werden. Vielmehr stellen wir uns die Aufeabe, die
Begriffe der rationalen Zahlentheorie, insbesondere den det; ga,nzen
Zahl, auf andere Bereiche von Zahlen zu iibertragen, wobei sich
da.m.l auch neue Beziehungen zwischen ganzen rationalen Zahlen
allein ergeben werden, z. B. auch das quadratische Reziprozititsgesetz
als ein Nebenresultat sich von selbst darbieten wird. )

Kapitel IV.
Algebra der Zahlkﬁrper.'

§ 17. Zahlkorper. Polynome in Zihlkorpern. Irreduzibilitit.

Definition: Ein System von reellen oder Lomplexen Zahlen heift
ein Tahlkorper (kiirzer Korper), wenn es mehr als eine Zahl enthilt
und wenn es mit den Zahlen «, f stets auch o« + B, « — p, « - p und,

sofern B == 0, auch % enthdlt.

Das bedeutet, daB man innerhalb des Systems alle rationalen
Rechenoperationen unbeschrinkt ausfiihren kann. Statt Korper ver-
wendet man daher nach Kronecker auch die Bezeichnung ,Ratio-
nalititsbereich®. Die Zusatzbedingung, das System solle mebr als
eine Zahl enthalten, schlieBt das nur aus einem Element O bestehende
System aus, welches die iibrigen Bedingungen der Definition erfiillt.

Der Begriff des Kérpers ist verwandt mit dem Gruppenbegriff.
Nach der Definition bilden die Zahlen eines Korpers jedenfalls bei
Komposition durch Addition eine unendliche Abelsche Gruppe. Und
die Zahlen des Korpers exkl O bilden auch bei Komposition durch
Multiplikation eine Abelsche Gruppe.

Beispiele fiir Zahlkorper sind:

Das System aller rationalen Zahlen.

Das System aller reellen Zahlen.

Das System aller (reellen und komplexen) Zahlen.

Das System aller Zahlen von der Form R(w), wo R(x) alle
rationalen Funktionen von z mit rationalen Zahlkoeffizienten durch-
l5uft, wihrend o eine feste Zahl ist.

Jeder Korper enthdlt wegen % —1 die Zahl 1, mithin auch
o

141=21—1=0 usf. also alle ganzen Zahlen, also auch deren
Quotienten, d. h. alle rationalen Zahlen. Den Korper der rationalen
Zahlen, welchen wir durch k(1) bezeichnen wollen, nennt man da-
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her den absoluten Rationalitiitsbereich. Dieser ist in jedem Zahlkorper
enthalten.

In diesem Kapitel soll uns die Algebra der Zahlkb’rper beschif-
tigen, wihrend in den tibrigen Kapiteln nach Einfiihrung gewisser
Korperzahlen als ,ganzer Zahlen die Arithmetik der Zahlkorper
behandelt werden wird.

Sei also nun % ein beliebiger Zahlkorper. Unter einem Polynom
i k verstehen wir ein Polynom, dessen simtliche Koeffizienten
Zahlen aus k sin('i. Der Quotient zweier Polynome aus % heiBe eine
ratiomale Funktion in k. Sind f(2), g(«) Polynome, so lassen sich
bekanntlich, wenn g(z) von mindestens 1. Grade, eindeutig zwei Poly-
nome ¢(z) und r(z) derart bestimmen, daB

f(@) = 4(2) 9(z) + 7(2) (32)
und hierin der Grad von 7(z) kleiner als der von g(x) ist. Man
nennt r(z) den Rest von f(x) mod. g(z). Die Koeffizienten von
(%), r(z) werden aus denen von f(z) und g(x) lediglich mittels
rationaler Operationen berechnet und gehoren daher ebenfalls zu F,
wenn f(z) und g(x) Polynome in % sind. Ist r(as) gleich 0, so
heiBt f(z) durch g(z) teilbar, g(x) geht in f(z) auf, in Zeichen

9(@)/f(@).
Ist in (32) der Grad m von f(z) kleiner als der Grad » von 9(z),
s0 ist ¢ =0 und r(x) = f(z). Ist dagegen m > 7, 8o ist der Grad
von ¢(x) gleich m — n, ¢(x) ist nicht O, und der Grad von r(z) ist
< n. Ist daher von zwei Polynomen f(x) und g(z) jedes durch das
andere teilbar, so unterscheiden sie sich nur um einen konstanten
Faktor. Triviale Teiler von jedem Polynom f(z) sind die Konstanten
¢, d. h. die Polynome 0O%® Grades und die Polynome c¢f(z). Ein
P.olynom von erstem Grade a(x — «) hat keine andern Teiler als
diese trivialen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra liBt sich

jedes Polynom f(z) vom Grade n auf genau eine Art in Faktoren
1. Grades  — « derart zerlegen, daB

f@)=cz—a)(@~a)...(®—q,),
wo ¢ eine von Null verschiedene Konstante, o, ... e, n gleiche oder
verschiedene reelle oder komplexe Zahlen sind. LBt man also bei
den Polynomen beliebige Koeffizienten zu, 8o spielen bei Teilbar-

keitsuntersuchungen die Polynome 0% Grades die Rolle der Ein-

heiten 4 1 in der Zahlentheorie und die Polynome 1. Grades die
Rolle der Primzahlen.

§ 17. Zahlkorper. Polynome in Zahlkdrpern. Irreduzibilitiit 63

Wesentlich anders liegen die Verhiltnisse, wenn wir uns nur auf
Polynome in einem bestimmten Zahlkdrper % beschrinken. Wir
nennen etn Polynom f(x) in k irreduzibel in % oder unzerlegbar in
k, falls f(x) micht als Produkt sweier Polynome in k darstellbar ist,
deren keines eine Konstante ist.

Darnach ist z. B. jedes Polynom 1. Grades in % auch irreduzibel
in k. Da der Fundamentalsatz der Algebra aber nichts dariiber aus-
sagt, ob die Wurzeln « von f(z) ebenfalls zu k gehoren, so konnen
auch Polynome h&heren Grades noch irreduzibel in £ sein. Z. B.
ist 2% 4+ 1 offenbar im Korper der reellen Zahlen irreduzibel. Wir
miissen indessen hier die Frage nach der genaueren Beschaffenheit
der in k irreduziblen Polynome unerdrtert lassen und begniigen uns
mit der Existenz derselben.

Die wichtigste Tatsache iiber die Polynome in % spricht sich in
folgendem Satze aus:

Satz 48. Zwei belicbige nicht verschwindende Polynome f;(x) und
f3(®) in k besitzen einen eindeutig bestimmien groften gemeinsamen
Teiler d(z), d. h. es gibt ein Polynom d(x) mit hochstem Koeffizienten

1, derart d
erart dof i@)/f @), d@)/f @)

und jedes sowohl in fy(x) als auch in fy(x) aufgehende Polynom auch
n d(x) aufyeht.
Uberdies ist d(z) in der Form darstellbar

d(z) = 9,(2) 1, (%) + 9,(2) f(«), (33)
wo g,(x) und gy(x) Polynome in k sind, und daher ist auch d(x) ein
Polynom in k.

Der Beweis ist aus den Elementen der Algebra bekannt, doch
wird da auf die Natur der auftretenden Zahlkoeffizienten kein Ge-
wicht gelegt, weshalb wir hier unter Anlehnung an den Beweis
analoger Tatsachen der rationalen Zahlentheorie (Satz 1 u. 2) noch
kurz einen Beweis reproduzieren: Unter den Polynomen

L(@) = uy (2) f,(2) + w(2) fa(2),
wo u,(2) und uy(z) simtliche Polynome in % durchlaufen, betrachten
wir ein solches mit hochstem Koeffizienten 1, dessen Grad mdoglichst
klein ist. Ein solches sei d(z), und es gelte (33). Ist d(x) vom
Grade O, so ist es = 1 und geht daher in f(z) und f;(x) auf. Aber
auch wenn es von héherem Grade ist, muB es in f,(x) aufgehen,
denn man bestimme den Rest 7(z) von f;(x) mod. d(x)
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fi(z) = q(x) d(z) + r(=)
r(x) = f1(x) — q(z) d(2)
r=f—qd="f—aq(.f + 9:f;) = 1 —99)fi — 99f>

Dieses r(x) gehort also auch zu den Polynomen L(x), wihrend sein
Grad (als der eines Restes mod. d(z)) kleiner als der Grad von d(x)
ist. Mithin darf es keinen von Null verschiedenen Koeffizienten
besitzen, ist also = 0, also d(z)/f;(x); ebenso zeigen wir d(x)/fy ().
Nach (33) geht aber auch jeder gemeinsame Teiler von f,(x) und
fs(xz) in d(z) auf. Hat ein Polynom d,(z) die im 1. Teil des
Satzes genannten Eigenschaften, so gilt d(z)/d, (x) als auch d,(z)/d(z),
mithin unterscheiden sich dy(z) und d(x) nur um einen konstanten
Faktor; da ihre hochsten Koeffizienten 1 sind, ist also dy(z) = d(z).

Wir schreiben (f,(#), f3(@)) = d(x) und nennen f;(x) und f,(x)
teilerfremd, wenn d = 1 ist. Der groBte gemeinsame Teiler zweier
Polynome ist durch diese allein vollig definiert, nicht erst in bezug
auf einen bestimmten Korper %, wihrend die Eigenschaft der Un-
zerlegbarkeit einem Polynom im allgemeinen erst relativ zu einem
Korper & zukommt.

Aus Satz 48 folgt nun sogleich

Satz 49. Hat ein in k irreduzibles Polynom f(x) mit einem Po-
lynom g(z) in k eime Nullstelle x = e gemein, so ist f(x) ein Teiler
von g(z) und alle Nullstellen von f(x) sind daher solche von g(z).

Denn (f(z), g(»)) ist mindestens durch # — « teilbar, also nicht
= 1. Andrerseits hat f(z) auler den Konstanten keine andern Teiler
in k als ¢-f(x). Mithin ist (f(z), g@)) = cf(x), (2)/9(=).

Insbesondere hat ein irreduzibles Polynom f(z) in % vom Grade
n genau n voneinander verschiedene Wurzeln, da es andernfalls mit
der Ableitung f’(z), welche auch ein Polynom in %, aber vom Grade
n — 1 ist, eine Nullstelle gemein hitte, also in f”(x) aufgehen miiBte,
was nicht der Fall sein kann.

§ 18. Algebraische Zahlen iiber k.

Eine Zahl & modge nun Wurzel eines Polynoms P(z) in % sein.
Unter allen Polynomen in % mit hochstem Koeffizienten 1, welche
diese Wurzel & haben, gibt es eines von kleinstem Grade. Dieses
ist notwendig irreduzibel in ¥ — weil sonst & bereits Wurzel eines
Teilers dieses Polynomes wire — und daher nach Satz 49 villig
durch & und % bestimmt

§ 18. Algebraische Zahlen iiber & 65

Der Grad » dieses Polynomes heit der Grad vonm 9 in bezug
auf % oder der Relativgrad von &. Die n — sicher voneinander
verschiedenen — Wourzeln dieses Polynoms, &, &, ... &, heiflen
die Konjugierten von 3 in bezug auf % oder relativ-konjugiert zu 9.
Jede der Zahlen & wird eine algebraische Zahl iiber /& genannt. Ist
k=k(1) der absolute Rationalititsbereich, so bleibt in diesen Be-
nennungen die Bezugnahme auf % ganz fort, insbesondere heiBt also
eine Zahl 9 eine algebraische Zahl, wenn sie Wurzel eines Polynoms
mit rationalen Koeffizienten ist.

Die Zahlen aus % selbst sind offenbar Zahlen vom Relativgrade
1. Zur weiteren Untersuchung bediirfen wir aus der Algebra des
Satzes iiber symmetrische Fumktionen, den wir in folgender Gestalt
aussprechen:

Seien ¢, @, ... @, n unabhingig verinderliche GroBen, und ihre
n elementarsymmetrischen Funktionen, welche die Koeffizienten des
Polynoms in z: (z — ;) (z — @) . .. ( — @,) sind, seien f,,fy, ... fa
Dann lipt sich jede ganze rationale i o, . .. o, symmetrische Funk-
tion S(ey, ... «,) als ganze rationale Funktion von f,, fs, ... f, dar-

stellen:
S(“l) et “n) = G(fl? ce fn)‘

Die Koeffizienten in G komnen aus denen in S lediglich durch die
Operationen: Addition, Subtraktion und Multiplikation berechnet werden.

Wendet man den Satz zweimal hintereinander an, so ergibt sich:
Sind B, ... B, m weitere unabhingige Variable und ihre elementar-
symmetrischen Funktionen ¢,, ... @,, und bezeichnet S(«y, ... «,;
By, - - - B,) eine ganze rationale Funktion der » + m Argumente, die
bei jeder Vertauschung der « untereinander und der § untereinander
ungeindert bleibt, so ist S als ganze rationale Funktion der f, ... f,
und @, ... ¢, darstellbar:

S(“l? M d"; ﬁl) e ﬁm =G(f17“’fn7(pl) cer (pm)

Die Koeffizienten in G konnen durch Addition, Subtraktion und
Multiplikation aus denen von S berechnet werden.
Hieraus erkennen wir zunichst:

Satz 50. Sind o, B algebraische Zahlen diber k, so gilt das gleiche
fir « + B, « — B, «- B, und, wenn =0, fir %

Sind @, ... «, die Konjugierten von « und B, ... B, die von
B in bezug auf k, so sind die elementarsymmetrischen Funktionen
der o wie der 8 Zahlen aus k. Das Produkt

Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 5
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H(z) =k]=?i]:z(x— (e + BY)

ist dann als symmetrisch in den « und in den g auf Grund des eben
formulierten Fundamentalsatzes ein Polynom in %, und unter seinen
Wourzeln findet sich auch o« + $, das darnach eine algebraische Zahl
iiber % ist. Ebenso folgt das fiir « — f und « - f.

Bei = versagt die entsprechende SchluBweise, da das analoge

p

Produkt keine ganze Funktion der f ist und daher der Fundamental-
satz nicht anwendbar ist. Ist aber 80, so setze man in der ir-
reduziblen Gleichung in % fir g

"+ cm_lxm-—l + cm—2xm_’ + .- [N + Co = 0
x ==% und multipliziere mit y™ Das so entstehende Polynom in y

hat dann die Wurzel —1-, und diese ist daher ebenfalls eine al-

B
gebraische Zahl iiber %, mithin nach dem Vorhergehenden auch das

1 «©
Produkt « T

Satz 51. Ist o Wurzel eines Polynoms
p(@) =2" + eam 4 fam "t -4 4,

dessen Koeffizienten algebraische Zahlen iiber I sind, so ist auch o eine
algebraische Zahl iiber k.

Es moge etwa o; die Konjugierten von «, §, die von § usf. durch-
laufen, so hat das Polynom

F(o) = Il (@ + an=t + Bam= - + 1)

als symmetrischer Ausdruck in den Konjugierten nach dem. Satz iiber
symmetrische Funktionen Koeffizienten aus k; wegen F(@) =0 ist
also o eine algebraische Zahl iiber k.

§ 19. Algebraische Zahlkorper iiber Z.

Jede algebraische Zahl & iiber k erzeugt in der Gesamtheit aller
rationalen Funktionen von & mit Koeffizienten aus % offenbar einen
Korper. Dieser Korper werde mit K(9;%) oder einfacher K (&) be-
zeichnet und von ihm gesagt, daB er durch Adjunktion von & zu &
entstehe. Ebenso entsteht durch Adjunktion mehrerer algebraischer
Zahlen a, B,y ... iber k zu k ein Korper K(e, 8, ¥ ...; k), dessen

§ 19. Algebraische Zahlkorper iber k& 67

Zahlen die rationalen Funktionen von e, 8, ¢ ... mit Koeffizienten
aus k sind.

Satz 52. Jeder durch Adjunktion mehrerer algebraischer Zahlen
iiber k entstehende Korper kann auch durch Adjunktion einer eingigen
algebraischen Zahl viber k erzeugt werden.

Es geniigt offenbar, den Satz fiir die Adjunktion von zwei Zahlen
zu beweisen. Seien also «y,...«, die n Konjugierten einer Zahl o,
vom Relativgrade » und g, ... B, die m Konjugierten voL §, vom
Relativgrade m. Wir werden zeigen, daB bei geeigneter Wahl von
u und v aus k die Zahl ue, +vf, = w,, eine den Korper K(e,, f,; k)
erzeugende Zahl ist. Hierzu ist zu beweisen: ; und B, selbst —
folglich auch jede Zahl aus K(e,, B,; k) — ist als rationale Funk-
tion ®,, mit Koeffizienten aus % darstellbar.

Wir wihlen zu diesem Zwecke u, v etwa als rationale Zahlen
derart, daB die » - m Zahlen

o, =ue,+08, (=1,2...nk=12...m)

simtlich voneinander verschieden sind. Das ist moglich, da damit
verlangt wird: fiir alle Indexpaare %, k und ¢/, k" soll sein

u(e, — o) + 0B — )+ 0,

auBer wenn gleichzeitig ¢ = ¢’ und k=%’ In diesen linearen Funk-
tionen von u,v verschwinden nie beide Koeffizienten gleichzeitig, da
die o, untereinander und die §, untereinander verschieden sind. Man

hat daher % verschieden von den endlich vielen Zahlen

und % < 0, v 4 0 zu wihlen; alsdann sind die o, alle verschieden,
und sind Wurzeln des Polynoms in % '

nm

H(x) = Ikl(x — (wa; + vBy) =I‘§c,,x".

Wir suchen uns jetzt eine rationale Funktion von z herzustellen,
welche fiir z=w, , (k=1,2...m), die Werte $, annimmt. Betrachten
wir dazu in Erinnerung an die Lagrangesche Interpolationsformel

den Ausdruck
n m H'(a;) B
D Dbien = 20
i=1 k=1

. Dieses @() ist ein Polynom in k. Denn wegen H(w,,)= 0 ist

5‘
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H@ _ H@—Ho,) _ 26 ot — ol

X— 0;p & — @;;

offenbar ein ganzer rationaler Ausdruck in z und o, mit Koef-
fizienten aus %, und daher ist

D(z) =i=21'k;z G (2, wey + vBy)

ein Polynom in z, dessen Koeffizienten ganze rationale Ausdriicke
in :den «;, B, mit Koeffizienten aus % sind, welche iiberdies formal
symmetrisch in den GroBen «,, ..., wie auch 8, ... g, sind. Mit-
hin sind sie Zahlen aus %, und ®(z) ist ein Polynom in % Setzen
wir = ®,;, so verschwindet G(o,, ®,,), auBer wenn ¢ =1 und
k=1, da nach Konstruktion @,, von den iibrigen w;, verschieden

ist. Daraus folgt aber
) _P(wy,)

G (0, °°n)

51=

Analog zeigen wir, da8 auch «, sich durch a,, ausdriicken 1iBt, und
damit ist bewiesen

K (e, 5 k) = K(0y; k).

Es geniigt daher, wenn wir uns auf Kérper beschrinken, welche
durch Adjunktion einer einzigen algebraischen Zahl iiber & entstehen.

Nun sei & eine algebraische Zahl von Grade » iiber k. Fir die
Zahlen aus K (9; k) gilt dann folgender

Satz 53. Man erhilt jede Zahl aus K(9) genau einmal in der
Form dargestellt

e=c t+ P+ ¢+ +c,_ 8" (34)
wenn die ¢,, . . . c,_, simtliche Zahlen des Grundkiorpers k durchlaufen.
Ist némlich "‘"Tg%’ Q(9)=+0, so hat @Q(z) mit der zu &
gehorigen in % irreduziblen Funktion f(z) nicht die Wurzel & ge-
mein, ist also nach Satz 49 zu f(z) teilerfremd; also gibt es zwei
Polynome R(x) und H(x) in k, so daB
Q@) R() + (@) H(),
und fiir £ = & wegen f(9) =

1=Q®) . R(®),

0o = P(®) E(®) =F®),

o=

§ 19. Algebraische Zahlkorper tiber % 69
worin F(z) = P(z)R(z) wieder ein Polynom in % ist. Endlich sei
g(z) der Rest von F(z) mod. f(x), der auch ein Polynom in % ist,
vom Grade <n—1,

F(z) = 9(@)f(®) + 9(2),
F(9)=9(9),

so ist damit in der Tat « in die Form (34) gebracht. Gabe es nun
zwei Polynome in k, von hdchstens (»n — 1)*™ Grade, g(x) und
9, (%), so daB g(9) = g,(9), so wiirde g(z) — ¢,() ein .'olynom in &
mit der Wurzel & sein, dessen Grad < # ist, das also identisch O
ist, d.h. g(x) und g,(z) stimmen in den Koeffizienten {iberein.

Satz 54. Jede Zahl g(9) des Korpers K(9) ist ebenfalls eine al-
gebraische Zahl iiber k von hichstens n*™ Grade. Die Relativkonjugierten
au einer Zahl o = g(9) sind die verschiedenen unter den Zahlen g(%,)
(1=1,2...n). Jede Konjugierte zu « tritt hierbei gleich oft auf.

Sind nimlich @;,...9, die Konjugierten zu & in bezug auf %,
so bilde man das Produkt

F(a) = ﬂ(w— @)

Die Koeffizienten dieses Polynomes sind ganze rationale Verbindungen
von &,...%,, die iiberdies symmetrisch in &, ..., sind und
derens Koefﬁznenten zu k gehoren; mithin ist F(z) ein Polynom in
k und daher jede Zahl g(9,) eine algebraische Zahl iiber k. Ist
weiter @(z) ein Polynom, unter dessen Wurzeln auch nur eine der
Zahlen «, = g(®,) vorkommt, so sind alle @, Wurzeln von o¢(z).
Denn das Polynom in % @(g(y)) hat mit f(y) eine Wurzel y = 9; ge-
mein und verschwindet daher nach Satz 49 fir alle y =#9,,... 9,
mithin verschwindet @(z) fiir jedes z = o, ... «,.

Ist weiter ¥ (z) das irreduzible Polynom in % mit hochstem Koef-
fizienten 1, welches &, zur Wurzel hat, so ist ¢(x) ein Teiler von
F(x); sei etwa 9(x)? die hochste in F(x) aufgehende Potenz von .
Wire jetzt @ (a;q nicht konstant, so hitte es eine Wurzel ¢; von F
zur Wurzel, wire mithin noch durch ¢(z) teilbar, gegen die An-
nahme iiber ¢. Also ist fiir ein gewisses ganzes ¢

F(z) = v (z).
D.h. die n Zahlen &, = g(9,) (i = 1,2 ... n) stellen alle Konjugierten
zu jedem o, dar, jede KonJuglerte aber gmal. Darnach ist aber n
auch der hochste Relativgrad, den eine Zahl « aus K(#) in bezug
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auf & haben kann, und damit ist # als eine durch den Korper K(9)
allein bestimmte Zahl gekennzeichnet, welche unabhingig von der
Auswahl der erzeugenden Zahl & ist. » heiBt daher der Relativ-
grad des Korpers K(#) in bezug auf k. Der Grad jeder Zahl aus
K(9) ist also ein Teiler des Korpergrades.

Wir modifizieren jetzt den Begriff der Konjugierten mit Riick-
sicht auf obigen Satz durch folgende

Definition: Ist n der Relativgrad von K () in besug auf k und

«=g(d) eine Zahl aus K(®), vom Grade ‘?:i’ so heifie das System

der n Zahlen o, = g(8,) (¢ =1,2...n) die Konjugierten von ¢ im
Korper K(9) in bezug auf k. Fs sind dies die Konjugierten von «
in bezug auf k, jede qmal gesetot.

Das System dieser Konjugierten als Ganzes ist darnach nur ab-
hingig von «, dem Grundkdrper k¥ und dem Korper K, aber unab-
hingig von der Auswahl des erzeugenden #. Da wir es weiterhin
fast ausschlieBlich mit diesem Begriff der Konjugierten zu tun haben,
so soll der Einfachheit halber der Zusatz ,im Koérper K(#) in bezug
auf % im allgemeinen fortgelassen werden.

Haben wir die Konjugierten einer erzeugenden Zahl & durch die
Numerierung 9, 9, ... 9, in eine bestimmte Reihenfolge gebracht,
so erhalten hierdurch auch die » Konjugierten einer beliebigen Zahl
« aus K(9) eine bestimmte Numerierung, indem wir « nach Satz 53
in der eindeutig bestimmten Form g(#) darstellen und darauf als
die Konjugierte o, die Zahl g(#,) bezeichnen. Wir wollen eine solche
Festsetzung uns getroffen denken, dann gilt

Satz 55. Jede rationale Gleichung R(e, B,y ...) =0 swischen
Zahlen o, B,y ... aus K(&) mit Koeffizienten aus k blesbt richtig,
wenn man o, B,y ... durch die Konjugierten mit gleichem Index ersetet.

Denn R ist als rationale Funktion von ¢, 8,7 ...identischin e, 8, . ..
der Quotient von zwei ganzen rationalen Ausdriicken P und @

Py, B,y ..
R(e, B, 7’)=Qéo?g’:%

Trigt man hier fiir «, §, ... die Darstellung als Polynom von

& ein

. “=g(’8')7 ﬂ"—-h(ﬂ)) 7’=r('ﬂ)""
80 wird @ ein Polynom von &, welches fiir den Zahlwert & nicht
verschwindet, da es ja gleich der Zahl Q(«, 8, 7, ...) ist, folglich
verschwindet es auch fiir keine der konjugierten &,,...#,. Im
Zihler ist aber wegen R =0 der Zahlwert

§ 20. Erzeugende Korperzahlen. Fundamentalsysteme. Unterkérper von K(8) 71
Pg®), b®, r@..)=0.

Daher muB dieses Polynom von & fiir alle konjugierten &, ver-
schwinden, d. h.
P(e L. =0,
(¢y Biy Vi -+ ) } G=1,2...n)
Qe Biy ¥i -+ ) + 0,

also sind auch die # Zahlwerte

R(“nﬂv?’v”-)=0, (t=1,2...n)
was zu beweisen war.

Insbesondere folgt fiir je zwei Zahlen « f aus K(9)

o

e; + ;= (e £ B, @pi= (@B);» % = (E)z,
da z.B. fir « = g(9), B="h(D)

9@ h(8) =7(9),
wo g, b, r Polynome vom Grade < n — 1, aus dieser einen Gleichung
fir den Zahlwert & nach dem obigen Satz die » Gleichungen

g (8.') -h (ﬁ‘.) = r(&i) ’

folgen d. h. )
6 By = (@), G=12...m
§ 20. Erzeugende Korperzahlen. Fundamentalsysteme.
Unterkérper von K (9).

Satz 56. Eine Zahl « aus K(9) gehort damn und nur dann
schon dem Grundkirper k an, wenn sie ihren n Konjugierten gleich
ist. Eine Zahl o aus K(9) hat dann und nur dann den Grad n in
beoug auf k, wenn sie von thren simtlichen Konjugierten verschieden ist.
Letateres ist gleichzeitig notwendig und hinreichend, damit die Zahl o
auch den Korper K(9) erzeugt.

Die beiden ersten Aussagen folgen sofort aus Satz 54 und der
nachfolgenden Definition. Soll ferner « aus K(&) den Kérper K(9)
erzeugen, also K(9) = K(«) sein, so muB der Grad von « gleich
dem Grade von K(9), d.h. =n sein, also die Konjugierten von «
alle verschieden sein. Sind aber e; = g(8,) fir i=1,2...n simt-
lich verschieden, so 1iBt sich & auch durch « rational ausdriicken,
wie wir sehen werden, und daher sind auch simtliche Zahlen aus
K(9) in K(«) enthalten.

Um o durch o auszudriicken, schlieBen wir wie beim Beweise
von Satz 52, daB
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H(z) =Jj(w — ) =£n{(w —9@®)

ein Polynom in % ist; ebenso ist

H(z)
z—,

i

ein Polynom der beiden GroBen z, o, ‘mit Koeffizienten aus k, und
daher ist

= G(z, &)

3 " " '
D (z) =Zﬁs pe _(:ca‘ =2’9¢ G(z, 9®))
i=1

i=1
als symmetrischer Ausdruck in #,, ..., auch ein Polynom in £,
woraus fiir 2 = «; folgt
g, = 2@
: Go; )’

weil der Nenner nach der Definition sicher = 0 ist.

Wir haben bisher jede Zahl aus K(9) als lineare Kombination
von 1,8, 8% ... 9"~ mit Koeffizienten aus k dargestellt. Fiir sehr
viele Zwecke ist aber eine groBere Freiheit in der Wahl dieser
Grundelemente erwiinscht.

Wir nennen n Zahlen o®, o® ... o®™ ein Fundamentalsystem
von K(9), wenn sich jede Zahl o aus K (9) in der Form

n
¢ = Dx;0f

i=1
mit Koeffizienten x; aus k darstellen lipt.
Satz 57. Damit die n Zahlen

0® =IFZ'c“‘q')""‘ (ix Zahlen aus k) (35)
=1

ein Fundamentalsystem von K (9) bilden, ist notwendig und hinreichend,
daf} die Determinante |c,) == 0.

Offenbar braucht man nur zu untersuchen, wann sich die Zahlen
1, 8 ... 8! durch die o® darstellen lassen als

Bt =Sa, 00 (p=1,...n) (@y; Zahlen in k). (36)
t=1

Ist nun erstens in (35) die Determinante &0, so kann man die
n Gleichungen nach den % Unbekannten 1, 9, ... 87— aufldsen und
erhillt diese als lineare Kombinationen der o®, mit Koeffizienten,
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welche durch rationale Operationen aus den ¢, sich herleiten, also

zu k gehoren. o .
Ist zweitens eine Darstellung der &*~' durch die o® wie (36)
moglich, so setze man hierin fir die o® die Ausdriicke (35) ein

und erhilt
Lo ézapicikﬂk_l' (p=1,...9)

Da aber zwischen 1, &, ... #"~! keine lineare homogene Belation
mit Koeffizienten aus k besteht, es sei denn, daB alle Koeffizienten 0

sind, so ist

n 0, wenn p+1Fk,
Oy =,~=2,'a"‘c‘1’= {1, wenn p =F.

‘Die Determinante |8, ist also = 1, andererseits gleich dem Pro-
dukt |ay;] - |lc;,; also ist die Determinante der c;, + 0.

Satz 58. Die n Zahlen oW, ... o™ in K(9) bilden dann und nur
dann ein Fundamentalsystem, wenn keine lineare Relation

Su,e =0 37
i=1

mit Koeffizienten u, aus k besteht, es sev denn, da/3.alle w; = 0.

n derartige Zahlen o® heifien linear unabhiingig. '

In der oben benutzten Bezeichnung wiirde niimlich aus (37)
folgen

n

n
0 = Su, ey 91
1 k=1

i=
und wie vorhin, wenn die w, zu k gehoren und nicht alle
w; =0, .
Suc, =0, k=1,...n)
1=1

also el = 0.

Ist aber diese Determinante — 0, also das System kein. Funda-
mentalsystem, so sind bekanntlich die » homogenen Gleichungen

fiir u, .
Zu’icik:() (k==1,n)
i=1 3 . .

losbar, und zwar gibt es unter den nicht verschwindenden Losungen




4 - Kapitel IV, "Algebra der Zahlkérper

sicher solche, welche durch rationale Operationen aus den Koef-
fizienten ¢, entstehen, also auch zu % gehoren. Hierfiir ist dann

n
Su,00=0.
i=1

Die Zahl « bestimmt daher auch die Koeffizienten in
= r,0
i=1

eindeutig, wenn sie zu k gehdren sollen.
Die aus den n Zahlen o® und ihren »n Konjugierten gebildete
Determinante sei durch

[0 = Aa®, .. . o)

bezeichnet. (Der Index % soll hier die Zeile, ¢ die Kolonne in der
Determinante angeben.) Aus (35) folgt

AW, ... o®) =|c,]- AL, 9y ... 8°Y).

Nach Satz 57 ist daher diese Determinante fiir jedes Fundamental-
system und nur fiir dieses <= 0, da nach einer bekannten Formel

11 9, 82... 9!

PRI N L Ty :
AL, 8,... 9= T2 T T iggq‘}i——ﬂk), also 4= 0

19, 2.9

Diese Determinante ist eine ganze rationale Funktion von #,,... %9,
mit Koeffizienten aus % (sogar aus k(1)). Vertauscht man irgend-
welche der #;, so #ndert sie sich hochstens um den Faktor + 1,
ihr Quadrat ist also symmetrisch in #,...%, und daher eine Zahl
des Grundkdrpers k. Das gleiche gilt also auch von A%*(@,,...w,).
Offenbar ist diese Zahl auch unabhingig von der Numerierung der
Konjugierten.

Wie in der zweiten Hilfte des Beweises zu Satz 58 ergibt sich
leicht, daB zwischen (n + 1) GroBen des Korpers K, etwa g,
A, ... p*+Y stets eine lineare Relation

n+1

Zuiﬁ(i) =0
i=1

besteht, wo die u, Zahlen aus dem Grundkdérper %, die micht alle O
sind, bedeuten. Der Grad n von K ist also auch als die Maximal-
zahl linear umabhingiger Elemente in K zu definieren.

§ 20. Erzeugende Korperzahlen. Fundamentalsysteme. Unterkdrper von K(#) 75

Betrachten wir endlich den Korper K (&) nicht relativ zu %, son-
dern zu einem anderen Korper K (), der seinerseits ein algebraischer
Korper etwa vom Grade m iiber k ist, erzeugt durch die Zahl e,
welche einer in % irreduziblen Gleichung m'*® Grades geniigt. « moge
ferner in K(9) vorkommen. Der Kérper K(9) ist demnach ein al-
gebraischer Korper iiber K(«) von einem Grade g <m, da ja die er-
zeugende Zahl & schon einer Gleichung #** Grades mit Koeffizienten
aus k, also a fortiori aus K(e) geniigt. K(«) heiBt ein Unter-
kérper von K(9). Jede GroBe aus K(9) 4Bt sich, wenn wir als
Grundkérper K («) ansehen, eindeutig in die Form

O=pg+yFt
bringen, wo die GroBen y Zahlen aus K(«) sind; und jede Zahl aus
K(e) gestattet daher ebenso eindeutig eine Darstellung
ot et @
wo die ¢ zu k gehoren, mithin gestattet jedes @ eine eindeutige
Darstellung als lineare Kombination der mgq GroBen «'9*(:=0,
1...m—1,%k=0, 1...g— 1) mit Koeffizienten aus k. Diese mg

Zahlen bilden also auch ein Fundamentalsystem von K(&) (in bezug auf

n

den Grundkdrper k), also mg =n, ¢ =, Damit ist folgender Satz

bewiesen:

Satz 59. Ist « eine Zahl m** Grades wber k und f eine Zahl
q'*" Grades iiber K(a; k), so hat der Korper K («, B; k) den Grad m-q
iiber k. Sind weiter 9, ... 9, (n=mq) die Konjugierten einer er-
zeugenden Zahl von K (e, B; k) in bezug auf k, so zerfallen diese in
m Reihen von je q; dabei sind die q Zahlen einer Reihe stets die
Konjugierten in bezug auf K(e;), wo o, ... &, die m Konjugierten
von o in bezug auf k.

Ein Korper K(B;%), der mit simtlichen konjugierten Korpern
K(B; k) (i=1,...n) identisch ist, heiBt ein Galoisscher Kérper
oder Normalkorper in bezug auf k. Ein Zahlkdrper K(e;k) ist immer
als Unterkorper in einem Galoisschen Korper enthalten. Denn nach
dem Beweise von Satz 52 ist der Korper, welcher durch Adjunktion
aller relativkonjugierten Zahlen «j,...«, entsteht, offenbar ein
Galoisscher Korper in bezug auf k. ‘

Wir werden uns nachher ausschlieBlich mit solchen Zahlen be-
schiftigen, welche algebraisch in bezug auf k(1) sind, also alge-
braisch (ohne weiteren Zusatz) heifien. Uber die anderen Arten
von Zahlen sei nur erwihnt:
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Zahlen, welche nicht algebraisch sind, heiBen franszendent. DaB
es transzendente Zahlen gibt, hat zuerst Liouville (1851)!) bewiesen,
indem er gleichzeitig eine Methode angab, um beliebig viele solcher
Zahlen zu konstruieren. Spiter hat Georg Cantor?) (1874) einen
ganz anderen Beweis geliefert, welcher zeigt, daB die Menge der
transzendenten Zahlen sogar eine hohere ,Michtigkeit besitzt als
die Menge der algebraischen Zahlen. Von einer bestimmten ge-
g(.ebenen Zahl zu entscheiden, ob sie transzendent ist oder nicht, ist
bisher nur selten gelungen. Allgemeine Methoder dafiir kennt man
nicht. Fir die Zahl e hat Hermite®) (1813), fiir x Lindemann*)
(1882) die Transzendenz bewiesen; die Beweise sind spiter sehr ver-
einfacht worden durch Hilbert, Hurwitz und Gordan®).

1) Liouville, Sur des classes trés étendues de quantités dont la valeur
n’est ni algébrique, ni méme réductible & des irrationnelles algébriques. Jour-
nal de Mathématiques pures et appliquées. Sér I. T. 16 (1851).

2) Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen. Crelles Journal f. d. reine u. angew. Mathem. Bd. 77 (1874).

3) Hermite, Sur la fonction exponentielle. Comptes rendus T. 77 (1873).

4) Lindemann, Uber die Zahl =. Mathem. Annalen Bd. 20 (1882).

6) Die drei Arbeiten finden sich in Mathem. Ann. Bd. 43 (1892).

Kapitel V.
Allgemeine Arithmetik der algebraischen Zahlkorper.

§ 21. Definition der ganzen algebraischen Zahlen. Teilbarkeit.,
Einheiten.

Die im vorangehenden Kapitel mit Bezug auf einen Grundkorper
% entwickelten Begriffe sollen jetzt gemeint sein in bezug auf den
absoluten Rationalitiitsbereich % = k(1). Zur Begriindung einer Arith-
metik algebraischer Zahlen ist zuerst einmal eine Definition der
ganzen algebraischen Zahl notwendig. Folgende Forderungen wird
man verniinftigerweise an einen Ganzzahligkeitsbegriff stellen:

1. Sind «, ganze algebraische Zahlen, dann sind es auch
«+B a—p b

9. Wenn eine ganze algebraische Zahl rational ist, so soll sie
eine gewohnliche ganze Zahl sein.

3. Wenn « ganz algebraisch ist, dann sollen es auch die Kon-
jugierten (in bezug auf k(1)) sein.

Nach 1. wire jede ganze rationale Verbindung von ganzen al-
gebraischen Zahlen mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten eine ganze
algebraische Zahl. Insbesondere sind dann nach 3. auch alle ele-
mentarsymmetrischen Funktionen einer ganzen algebraischen Zahl
und ihrer Konjugierten ganz algebraisch, andererseits rational und
daher nach 2. ganz rational. In der irreduziblen Gleichung in %(1)
fiir « mit hochstem Koeffizienten 1 miiBten daher die Koeffizienten
ganze rationale Zahlen sein, wenn « eine ganze algebraische Zahl
ist. DemgemiB definieren wir:

Definition: Eine algebraische Zahl e vom Grade n heift eine ganze
algebraische Zahl, wenn in der in k(1) irreduziblen Gleichung fiir «
mit hochstem Koeffizienten 1 alle Koeffizienten ganze rationale Zahlen
sind.

Fortan verstehen wir unter ,ganze Zahl“ stets ,ganze algebraische

‘Zah “,
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Die Forderungen 2. und 3. sind fiir diese ganzen Zahlen offen-
bar erfiillt.

Sats 60. Genwiigt « iiberhaupt einer Gleichung mit ganzen rationalen
Koeffizienten, deren hichster gleich 1 ist, so ist e ganz.

Sei (@) = 2"+ aax¥-*+ ...+ ay mit ganzen rationalen a
und @(«) =0. Ferner sei

f(®) = qa"+ e,@"~* + -+ +¢,

das ’irre('luzible Polynom in k(1), welches e zur Wurzel hat, und
worin die ¢; bereits als ganze rationale teilerfremde Zahlen ange-
nommen seien, ¢, > 0. Nach Satz 49 ist f(2)/@p(z). Es ist also
9@ _ V9@
f(x) b
ein. fationalzabliges Polynom, worin wir bei geeigneter Wahl der
posmven. ganzen rationalen Zahlen b und b’ das Polynom g() als
ganzzahlig mit teilerfremden Koeffizienten annehmen kénnen. Aus

by (@) =V'/(z)g(=)

folgt aber b =¥, da f(x) - g(«) nach Satz 13a als Produkt von zwei
primitiven Polynomen wieder primitiv ist, und @(z) auch primitiv ist.
Aus @(z) =f(2)-g(x) ergibt sich aber durch Vergleichung der
hichsten Koeffizienten, daB ¢, in dem hichsten Koeffizienten von ¢, das
1st 1, aufgehen muB, also ist ¢, =1, w. z. b. w, ’

-Um von einer algebraischen Zahl die Ganzzahligkeit nachzu-
weisen, wird man meist von diesem Satz Gebrauch machen, der
nicht wie die Definition den Nachweis der Irreduzibilitit eines Po-
lynoms erfordert.
. sztz 61. Summe, Differenz und Produkt von zwei ganzen Zahlen
ist wieder ganz; daher ist auch jede ganze rationale Funktion von ganzen
Zahlen mit ganzen Zahlkoeffizienten wieder ganz.

Denn sind «,, ..., die Konjugierten einer ganzen Zahl a, ebenso
By, - - - Bn die Konjugierten einer ganzen Zahl g, so ist

F(z) =,-l17 g (x — (a; + BY)

ein Polynom in z, dessen Koeffizienten symmetrisch in «,,...«
und symmetrisch in g,,... 8 sind. Da die elementarsymmet;ischélz
Funktionen der « wie der 8 nach Voraussetzung aber ganze ratio-
nale Zahlen sind, so ist mach dem Fundamentalsatz iiber symme-

trische Funktionen F(z) ein ganzzahliges Polynom in %(1), mithin
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seine Wurzeln « + B ganze Zahlen. Ebenso beweist man die Aus-
sagen iiber « — 8, o« .
Ganz #hnlich wie oben und bei Satz 51 schlieBt man:

Satz 62. Ist o Wurzel einer Gleichung
7™ + gam—1 4 B2 4.+ 1=0,

wo o, B ... A ganze Zahlen sind, so ist auch o eine ganze Zahl.

7. B. ist also die m* Wurzel aus einer ganzen Zahl wieder ganz.

Satz 63. Jede algebraische Zahl o lift sich durch Multiplikation
mit einer gecigneten gangen rationalen Zahl (4 0) 2u einer ganzen Zahl
machen.

Denn ist

" + et + - t¢,_@+e,=0

eine Gleichung fiir @ mit ganzen rationalen Koeffizienten und ¢, <+ 0,
so erhilt man durch Multiplikation mit ¢,"~' eine ganzzahlige
Gleichung fir y = ¢,z mit hochstem Koeffizienten 1, die die Wurzel
coo hat.

Mit dem Begriff der ganzen Zahl ist sogleich auch die Definition
der Teilbarkeit gegeben:

Eine ganze Zahl o heiBt teilbar durch die ganze Zahl B(=+0),

wenn
p

Wenn B/e und 8/, dann B/Ae + wy fir beliebige ganze 4, u.
Denn

eine ganze Zahl ist; in Zeichen f/a.

LeT ey 1%‘_ + y';
ist nach Satz 61 ganz.

Eine ganze Zahl & heift eine Einheit, wenn auch —:— eine ganze
Zahl ist.

Geoht & in 1 auf, so geht & auch in 1.« =« d. h. in jedem
ganzen « auf. Die Konjugierten jeder Einheit (in bezug auf k(1))
sind auch wieder Einheiten, und jeder Teiler einer Einheit und jedes
Produkt von Einheiten ist auch eine Einheit.

Wenn sich zwei ganze Zahlen «, § nur um einen Faktor unter-
scheiden, der eine Einheit ist, so heifen « und f§ assoziiert.

Damit die ganse Zahl & eine Einheit ist, ist notwendig und hin-
reichend, daf3-das Produkt aller Konjugierten von & gleich + 1 dst.

Denn dieses Produkt & - & . ..&, ist als elementarsymmetrische

Funktion eine ganze rationale Zahl a und als Produkt von Ein-
heiten auch eine REinheit, d. h. a/1, also a=+1 Ist aber
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& &...5,=+1, 80 ist —:— =+ & ...¢, eine ganze Zahl, also &
1
eine Einheit.
Alle Einheitswurzeln sind offenbar Einheiten, und zwar haben
diese den Betrag 1. Es gibt aber unendlich viele andere Einheiten,

z. B. 2 + V/3, denn

1 1 . .

iy Sk S Sk N
sind offenbar ganze Zahlen. &=2 — )3 ist <1 und >0, und
unter den Potenzen ¢, &% &% ... gibt es daher beliebig kleine Zahlen.

Die Vielfachen dieser Zahlen N&* (Nkzli ;’ 2 ) liegen daher offen-

bar iiberall dicht in der Gesamtheit der reellen Zahlen, und sind

iiberdies samtlich ganze Zahlen, die dem Korper K (¥3) angehoren.
Dieser Umstand, daB, wenn die reellen ganzen algebraischen Zahlen
der GroBe nach angeordnet werden, keine niichste ganze Zahl zu einer
gegebenen existiert, hat zur Folge, daB viele Beweismethoden, welche
wir in der rationalen Zahlentheorie kennen gelernt haben, sich nicht
auf die algebraischen Zahlen iibertragen lassen.

Jede ganze Zahl « (<= 0) hat unendlich viele ,triviale“ Teiler,
ndmlich &, ¢, wo ¢ alle Einheiten durchlduft. Aber auch, wenn
man von diesen trivialen Zerlegungen absieht, ist « noch in ganze
Faktoren zerlegbar, z. B.

o« = Va : W}

die beide keine Einheiten sind, wenn « es nicht ist. In dem Be-
reiche aller ganzen algebraischen Zahlen gibt es daher keine un-
zerlegbaren Zahlen, also sicher kein Analogon zu den rationalen
Primzahlen.

Um unzerlegbare Zahlen zu erhalten, muf man vielmehr erst den
Bereich der zugelassenen Zahlen dahin einschrinken, da man nur
mit den Zahlen eines bestimmten Zahlkorpers n*® Grades operiert.

§ 22. Die ganzen Zahlen eines Korpers als Abelsche Gruppe.
Basis und Diskriminante des Korpers.

Wir legen der weiteren Untersuchung einen béstimmten alge-
braischen Zahlkérper K(9) zugrunde, erzeugt durch die algebraische
Zahl nt® Grades &. Es ist keine Einschrinkung tiber K, daB wir
© auch als ganze Zahl voraussetzen, weil wir ja durch Multiplikation
mit einer ganzen rationalen Zahl & stets in eine ganze Zahl ver-
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wandeln konnen. Fiir die Konjugierten von & setzen wir eine be-
stimmte Numerierung fest, dadurch ist nach § 19 auch eine be-
stimmte Numerierung der Konjugierten jeder Zahl in K definiert.
Die Konjugierten sollen von nun ab durch obere Indizes
bezeichnet werden.

Wir setzen ferner fiir eine jede Korperzahl ¢ aus K

Norm von ¢ = N(a)=a® . o®.....aM, also N(e- f) = N(x)- N().
Spur von ¢ =S(e) =+ a® + - - + o™, also S(a+ ) =S (e)+ S(B).

Das sind rationale Zahlen, und ganze rationale, wenn « eine ganze
Zahl ist. N(«) =0 nur nir « =0.

Sats 64. Bei Komposition durch Addition bilden die ganzen Zahlen
von K eine (reine) unendliche Abelsche Gruppe. Diese Gruppe besitst
n Basiselemente. Es gibt also n ganze Zahlen o, ... o, in K, so daf3
man alle ganzen Zahlen in K genau einmal erhilt, wenn in

€ =20,0; + L3005+ -+ 2,0,

die z; alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Die Zahlen o heifien
eine Basis des Korpers.

Der erste Teil folgt unmittelbar aus Satz 61. Um den zweiten
Teil zu beweisen, untersuchen wir erst die Darstellung der ganzen
Korperzahlen ¢ in der Form

oe=¢+¢¥+---+4c,_, 9!

mit rationalen ¢. Diese ¢ sind eindeutig aus den » konjugierten
Gleichungen ‘
00 =y + 00 L. ie, BT (1—12, ... n)

bestimmbar, da die Determinante A (1, &, 9%, ...8%1) 4 0. Die Auf-
l6sung ergibt A - ¢, gleich einer Determinante, unter deren Elementen
nur die ¢ und die Potenzen der & vorkommen. Jedenfalls ist
diese Determinante eine ganze algebraische Zahl A,, weil ¢ und &

es sind. Aus
&c o A A
A A?

¢ =

ergibt sich aber, daB A,A = A®¢, eine ganze rationale Zahl ist, denn
diese Zahl ist ganz, weil A, und A es sind, und rational, weil A?
und ¢, es sind. Mithin ist ¢, eine rationale Zahl
= T

D’
Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 6

G

- i
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wo x, ganz rational, und der Nenner D = |A?| ist dabei von ¢ un-
abhiingig. Das System aller Zahlen
1 & & gn-
=% p+uytuhyt+ot Ty
wenn die x, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, enthilt da-
her simtliche ganzen Korperzahlen, iiberdies vielleicht auch nicht
ganze Zahlen, und ist selbst jedenfalls eine (reine) unendliche
Abelsche Gruppe (bei Komposition durch Addition) mit einer Basis

von n Elementen, nimlich %, %, ?%3. Nach Satz 34 hat

daher die darin enthaltene Untergruppe der ganzen Korperzahlen
ebenfalls eine Basis. Diese Untergruppe ist von endlichem Index
nach Satz 40, denn D -« (d. h. im Sinne der Gruppentheorie: die
D* Potenz jedes Elementes) ist offenbar eine ganze Zahl und ge-
hort der Untergruppe an. Mithin besteht nach Satz 35 auch die

Basis der ganzen Korperzahlen aus # Elementen, etwa a,... o,
 Zwei verschiedene Systeme von Basiselementen, etwa o, und o,
hiingen nach Satz 38 durch eine Beziehung

n
o; zgcik 0y

mit ganzen rationalen ¢;;,, deren Determinante + 1 ist, zusammen.
Mithin ist A¥(®,,...®,) von der Auswahl der Basis unabhingig
und nur durch den Korper selbst villig bestimmt. Da die o, jeden-
falls 1, &,... 97! durch lineare Kombination darstellen, so bilden
sie ein Fundamentalsystem, und mithin ist A* <4 0.

Definition. Die von der Auswahl der Busis o,, . . o, unabhingige
Zahl Ao, . . . @,) heift die Diskriminante des Korpers, und werde
mit d bezeichnet. Sie ist eine von Null verschiedene ganze rationale Zahj.

Man erkennt auch ohne Schwierigkeit, daB |A%*(ey, ... a,)| fir
ein Fundamentalsystem aus ganzen o, stets > |d| ist, und =|d|
dann und nur dann, wenn das Fundamentalsystem eine Korperbasis
bildet, weshalb eine Korperbasis auch Minimalbasis genannt wird.

Es liegt nahe, im Anschluf hieran den Begriff des Moduls ein-
zufihren. Unter einem Modul (von ganzen Zahlen) im Korper K soll
ein System von ganzen Zahlen.in K verstanden werden, das mit o und
B stets auch o+ f, « — B enthilt, und auch eine von O verschiedene
Zahl enthdlt. -

Die Zahlen eines Moduls bilden also bei Komposition durch
Addition eine (reine) unendliche Abelsche Gruppe, die. eine Unter-

(i=1,2...n)
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gruppe der Gruppe aller ganzen Korperzahlen ist, und daher nach
Satz 34 auch eine Basis von k Elementen besitzt, wo 0 <k <.
Solche Moduln nennen wir k-gliedrige Moduln. Wir werden es nur
mit »-gliedrigen Moduln zu tun haben. Solche sind offenbar da-
durch gekennzeichnet, daB sie n linear unabhingige Zahlen ent-
halten.

§ 23. Faktorenzerlegung ganzer Zahlen in K (Y=15). GroBte
gemeinsame Teiler, welche nicht dem Kérper angehoren.

Wir richten unser Augenmerk jetzt auf die multiplikative Zer-
fillung der ganzen Zahlen eine. Korpers. Eine ganze Zahl « heiBe
unzerlegbar in K, wenn « nicht als Produkt von zwei ganzen Zahlen
in K dargestellt werden kann, von denen keine eine Einheit ist
Die Eigenschaft, unzerlegbar zu sein, kommt also einer Zahl nicht
an sich, sondern erst in bezug auf einen bestimmten Korper zu.
Jede rationmale Primzahl ist unzerlegbar in k(1), aber z B. ist 3
zerlegbar in /3 - /3 im Korper K V3).

Gibt es nun auch in algebraischen Korpern von héherem als
1. Grade unzerlegbare Zahlen, und kann man als Produkte von
solchen jede ganze Zahl des Korpers auf (im wesentlichen) eine
einzige Art darstellen?

Wir werden an einigen Zahlbeispielen feststellen, daB die Ein-
deutigkeit der Zerlegung nicht immer stattfindet, und versuchen, den
Grund dafiir aufzufinden.

Dazu betrachten wir den Zahlkorper K (Y—35). Die erzeugende

Zahl & =)/— b ist Wurzel von 2?45 =0 und geniigt als nicht
reelle Zahl sicher keiner ‘Gleichung niedrigeren Grades in (1), ist

a=r +7r)/—>
mit rationalen r,7,. Die Konjugierte zu « soll-mit o’ bezeichnet
werden. Ks ist -
o =r, —r,)/— b, also (&) =ue.

Die ganzen Zahlen in K (Y—5) sind die Zahlen m + n)/—b mit
ganzen rationalen m,n. Damit « ganz ist, ist ja notwendig und
hinreichend, daB « + o und « - o ganze (rationale) Zahlen sind, d. h.

. 2 1 5yt
) 2y, und 77+ 97y
miissen ganz sein.
6*
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Hiernach diirfen 7, und 7, hichstens den Nenner 2 haben. Wir

9

setzen r; = %, rg =5 . Hs soll also sein

2 50,2
%507 gang, d. h. g,°+Bgy =0 (mod. 4).
Alle Quadratzahlen sind =0 oder 1 (mod. 4), daraus folgt, dal g,
und g, grade, also r,, 7, selbst ganz sein miissen.
Im Korper K(/— b) gibt es keine anderen Einheiten als -+ 1.
Denn fiir eine Einheit & = m 4+ #)/— 5 muB sein

4+ 1=N(¢) =¢-&=m?+ bnl.

Ist n < 0, so ist die GroBe m* + 5n* > 5, also muB n =0, m=+1
sein.

Folgende ganze Zahlen sind in K()/— 5) unzerlegbar:

«—1+2/=5,
W—1—2V=3,
ﬂ = 3’
o=".

Wiire § =3 in p-0 zerfillbar und y, 0 keine Einheiten, so wire
9= N(3) = N(y) - N(9).

Eine Zerlegung von 9 in ganze rationale positive Faktoren, von
denen keiner = 1, ist aber nur in 3 -3 mdglich, es miiBte also

N(y)=N(9) =3
und fiir y = 2 + y)/— 5 mit ganzem, rationalem z, y, daher
2+ 5y2=3, 2'<3, 5yP<L3
sein, was offenbar nicht moglich ist. Also ist § =3 unzerlegbar,

und ebenso zeigt sich ¢ = 7 unzerlegbar. Wiire endlich « in y -0
zerfillbar, N(y) =1 und N(9) =4 1, so wiire

N(y) - N(9) = N(e) = 21,

al§o entweder N(y) =3, N(0) = 7 oder umgekehrt. Eben zeigten
wir aber, daB es kein ganzes y mit N(y) =3 geben kann. Also
ist @ und daher auch die Konjugierte &’ unzerlegbar.

Die Zahl 21 ist damit auf zwei wesentlich verschiedene Arten als |

Produkt von wnzerlegbaren Zahlen in K(V—5) dargestells:
2l=a-d'=3-.17.
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Zum Verstindnis dieser Tatsache, daB die unzerlegbare Zahl 3 zwar
in dem Produkt «-o aufgeht, aber in keinem Faktor « oder o,

bemerken wir, daB die beiden in K (Y—=5) unzerlegbaren Zahlen

« und 3 zwar keinen Faktor aus K (V——f)) gemein haben (auBer
+ 1), daB sie aber einen gemeinsamen Teiler (der keine Einheit)
besitzen, welcher einem anderen Korper angehort. Denn die Quadrate

of =—19+4Y—5
B9
sind durch die ganze Zahl
L=24Y-5
teilbar, welche keine Einheit ist:
ot =(2+V=5)(~2+3Y=5)
B2+~ V=)
Also sind ‘3‘;, %; ganz und daher nach Satz 62 auch die Quadratwurzeln
e B
Vi Vi

ganz. Ebenso sind

' =T1=(2+3Y=5)(2—-3V=05)

x=2+3)—5

durch

teilbar, also )
« e
Va Ve
ganz. Hier hat weiter die (nicht dem Korper K (V—5) angehorige)
Zahl V7 genau die Eigenschaften eines groBten gemeinsamen Teilers
von « und B: Jede ganze Zahl o — aus K(Y/=5) oder nicht —

welche in « und B aufgeht, geht auch in V4 auf, und jede ganze

Zahl, die in /4 aufgeht, ist auch Teiler von « und f. Letateres
ist selbstverstindlich, eine unmittelbare Folge der Definition der
Teilbarkeit; um die erste Behauptung zu beweisen, ziehen wir die

Tatsache heran, daf die Zahl /1 in der Form

A-¢c+B-g=Vi (38)
mit ganzen (natiirlich nicht zu K V—25) gehorigen) A, B darstell-
bar ist, z. B.
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__(a—y—5)p

A=—2% B—
Vi Vi
Wenn. also @/e und o/, dann folgt in der Tat aus (38) w/)/1.
Die doppelte Zerfillung
w-a'=p-0

in unzerlegbare Faktoren aus K(}/— 5) kommt so zustande, da8

«=ViV=H, B=Vi-VE)

o =VV- V==, o=V V.

und in dem Produkt

21 =V -VV - V—x-V—7+,
die vier nicht dem Korper angehorigen Faktoren auf mehrere Arten
80 zusan.lmengefaﬂt werden konnen, daB sie Zahlen in K ergeben
ObWO]'Jl je zwei der Faktoren keinen gemeinsamen Teiler besitzen. ’
Die beiden wichtigsten Resultate formulieren wir so:

L Es }(ann .vorkommen, daB zwei in K()/— 5) unzerlegbare Zahlen,
wel.che sich nicht nur um Einheitsfaktoren unterscheiden, einen ge-
meinsamen Teiler besitzen, der alsdann nicht dem Koérper angehort.

. I Die Gesamtheit der ganzen Zahlen aus K()/— b), welche durch
eine unzerlegbare Zahl « aus K teilbar sind, braucht nicht iiber-

einzustimmen mit der Gesamtheit der ganzen Zahlen aus K(V——_E),
welche durch einen (nicht zu K gehorigen) Teiler von « teilbar ist
der keine Einheit ist. ’

Z.B. ist « unzerlegbar, /4 ist ein Teiler von «, die Zahl 8 = 3

ist durch }/1, aber nicht durch « teilbar, obwohl sie dem Korper
K(Y=5) angehort.

Im Korper %(1) kann beides nicht vorkommen. Denn zwei un-
zerle.gbare Zahlen, die sich nicht nur um einen Einheitsfaktor unter-
scheiden, sind hier immer zwei wesentlich verschiedene, also teiler-
fremde Primzahlen, etwa p, ¢, aus denen sich immer die 1 kom-
binieren laBt:

l=pz+qy

mi!: ganzen rationalen z,y. Hieraus folgt, daB alle gemeinsamen
‘Teiler von p und g in der 1 aufgehen miissen, also Einheiten sind.

Ist weiter p wieder Primzahl und ¢ eine beliebige ganze in p
aufgehende (eventl. nicht rationale) Zahl, aber keine Einheit, so ist
die Gesamtheit aller durch ¢ teilbaren ganzen rationalen Zah’len ein

T
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Modul, daher nach Satz 2 identisch mit allen Vielfachen einer ganzen
rationalen Zahl #n. p muB in n aufgehen, weil sonst aus % und p
die 1 kombiniert werden konnte und ¢ dann in 1 aufginge. Also
ist n =+ p, d.h. jede rationale durch @ teilbare Zahl ist durch p
teilbar, sofern @ keine Einheit und ein Teiler von p, p eine Primzahl.

Wir sind also zu der Einsicht gekommen, daf in hoheren al-
gebraischen Korpern die unzerlegbaren Zahlen nicht die letzten Bau-
steine sind, aus denen sich alle Kérperzahlen zusammensetzen lassen,
daB sie die eben ausgesprochene Eigenschaft der Primzahlen nicht
besitzen.

Es handelt sich nun darum, den Bereich der Zahlen so zu er-
weitern, daB man auch w.. Zahlen mit in Betracht zieht, welche wie
oben V4, Vx als gr. gem. Teiler von Korperzahlen auftreten, ohne
selbst dem Korper anzugehoren. Und zwar brauchen wir hier nicht
genau die Individuen VA, Vx selbst zu beriicksichtigen, denn fiir
die Untersuchung innerhalb K brauchen wir zwei algebraische Zahlen
nicht auseinanderzuhalten, welche die Eigenschaft haben, daB jede
durch die eine teilbare Zahl aus K allemal auch durch die andere
teilbar ist.

Mithin werden wir einfach eine nicht dem Kérper K angehorige
Zahl A dadurch zu charakterisieren suchen, daB wir die Gesamtheit
aller durch A teilbaren Korperzahlen angeben.

Ein solches System von ganzen Zahlen hat die Eigenschaft:
Wenn «, p dazu gehdren, dann gehort auch i« + pfB dazu, wenn
A, u beliebige ganze Korperzahlen sind. Ein in unserer Darstellung
gehr viel spiteres Ergebnis unserer Theorie ist nun, daB auch das
Umgekehrte gilt: Wenn eine Menge von ganzen Zahlen aus K jene
Eigenschaft hat, so gibt es eine — vielleicht nicht dem Korper K
angehdrige — ganze algebraische Zahl A derart, daB die Menge aus
allen durch A teilbaren Korperzahlen besteht. Eine solche Menge
ist also als Bild einer ganzen Zahl aufzufassen und wird nach Dede-
kind ein Ideal genannt. Kummer, welcher vorher diese Verhiltnisse
im Falle der Kreisteilungskorper als erster untersucht hatte, und als
der Schopfer der Idealtheorie anzusehen ist, nannte solche Zahlen A,
die als gr. gem. Teiler von Korperzahlen auftreten, ohne dem Korper
anzugehoren, ideale Zahlen des Korpers.

Bei der im folgenden auseinandergesetzien Theorie der Ideale
haben wir uns, wie nach dieser Vorwegnahme der Resultate ein-
leuchten wird, immer vor Augen zu halten, daB die Ideale nur dazu
dienen, eine gewisse dem Korper nicht angehorende Zahl durch
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Operationen innerhalb des Korpers zu charakterisieren. In dem durch
die Ideale erweiterten Bereich wird sich dann der Begriff der Prim-
zabl und die Tatsache der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primelemente
genau wie in der rationalen Zahlentheorie wiederfinden.

§ 24. Definition und Grundeigenschaften der Ideale.

Definition: Ein System S von ganzen Zahlen des Korpers K heift
ein Ideal in K (kiirser: ein Ideal), wenn mit o« und B auch jede
Kombination de + uB bei beliebigen ganzen Kocffizienten 4, u aus K
au S gehort.t)

Die Idealeigenschaft kommt also einem System'S nicht absolut,
sondern erst im Hinblick auf einen bestimmten Korper K zu. Ideale
sollen fortan durch deutsche Buchstaben a, b, ¢ ... bezeichnet werden.
Das Ideal, welches aus der einzigen Zahl 0 besteht, mag durch (0)
bezeichnet sein, es nimmt in mehreren Hinsichten eine Ausnahme-
stellung ein. Zwei Ideale a, b heiBen gleich (a = b), wenn sie
genau dieselben Zahlen enthalten. Beispiele fiir Ideale sind:

L Die Zahlmenge S, welche durch eine bestimmte lineare Form
Eiey + - + £, mit ganzen o, ... o, aus K dargestellt wird, wenn
&, ... & simtliche ganzen Zahlen aus K durchlaufen. Diese Zahl-
menge heiBe der Wertevorrat der Form. Dieses Ideal be-
zeichnen wir durch (... a,).

IL. Die Menge der ganzen Zahlen aus K, welche durch eine be-
stimmte ganze Zahl A teilbar sind, gleichgiiltig, ob A dem Korper
angehort oder nicht.

DaB jedes Ideal sowohl unter I als auch unter II fillt, wird, wie
schon erwihnt, ein Endergebnis unserer Theorie sein (§ 33). Vor-
liufig zeigen wir:

Sate 65. Jedes Ideal a Lifit sich in der Form (@, ... @,) schreiben
bei geeignet gewdihlten gamzen « aus K. Uberdies kann man sogar
r < n nehmen.

Die Zahlen eines Ideals a, das nicht (0) ist (der Fall a = (0) ist
trivial), bilden offenbar bei Komposition durch Addition wieder eine
unendliche Abelsche Gruppe, welche eine Untergruppe der Gruppe
aller ganzen Zahlen aus K ist. Mithin besitzt das Ideal a nach
Satz 34 eine Basis, deren Elementzahl < n ist, andererseits nach
Satz 37 gleich der Anzahl der unabhiingigen Zahlen in a, also = n

1) Von § 81 ab wird eine etwas allgemeinere Definition des Ideals benutzt,
bei der auch nicht ganze Zahlen beriicksichtigt werden.
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ist, da ja, wenn & % 0 zu a gehort, aucil die n unal?h'einglger? Z.a}(lllen
¢, da, 9%, ... 8"~ 'a zu a gehdren missen. Es gibt also in jedem
Ideal a & (0) genau » Zahlen a, ... a,, so daB

| ‘X=x1“1+"'+xn“n

i inmal darstellt, wenn x;, ... x,
simtliche Zahlen des Ideals genau emma 1t,
alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Ein solches Syfst.em
. ...o heiBt eine Basis des Ideals. Vermdge der Definition
bil,den d;nn die Zahlen aus a gleichzeitig den Wertevorrat der Form

Eoy + -+ Eya,, also a=(o,...a,).

Es ist (e ) = (B, - .. B, dann und nur dann, wenn jedes
’ ) r . . .

« linear durch die p und jedes B linear durch die ¢ mit ganzen

Koeffizienten aus K dargestellt werden kann. Insbesondere ist also

= (o, - o) = (e, - &, 0) = (¢, — Ao, &y, . .- & @), (39)

wenn ® eine beliebige Zahl aus a, 4 eine ganze Zahl aus K 1st..

Ein Ideal a heifit ein Hauptideal, wenn es eine ganze Zahl o gibt,
so daf a = (). Es ist («) = (f) dann und nur dann, wenn o und f
assoziiert sind, sich also nur wm einen Einhezfsfaktor unt'erschezden.

Im Korper k(1) ist jedes Ideal, da es ein Modul ist, wenn es
+ (0), nach Satz 2 ein Hauptideal. Dagegen ist im Ki’)rpgt;?(}/— 5)
auf Grund des vorigen Paragraphen das Ideal (1 -l— 27—5,3) kein
Hauptideal. Es besteht aus sémtlichen durch V4 teilbaren Zahlen
aus K.

Wenn

(@, .. a)=(A,.--A) wd (B, ... ) =B By,

so 1ist
(o Byy - &y - - - arﬁp) =(AB,...AB,, ... Aqu).

Denn .
“i=2}"nAu Bx =2!‘kmBm)
l m

o, B =l2"1n!‘kmAt B..

mit ganzen i, u und ebenso ist umgekehrt jedes A;B, eine Kom-
bination der o;f,.

Unter dem Produkte ab cweier Ideale a =-(oz1, ... w,) und
b=y, ... B, verstchen wir das hiernach eindeutig durch a, b de-

nierte Ideal
f ab = (o, - .- @By - - arﬁp)'

ALKMNL i
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Aus dieser Definition folgt unmittelbar: Die Multiplikation der Ideale
ist kommutativ und assoziativ:

ab =Dba, a(bc) = (ab)c.

Wir setzen a = a' und fiir jedes positive ganze rationale m:
am+l = qm.q, so daB wie bei gewShnlichen Potenzen a?+? = q?. q4.

Wir nennen ein Ideal a teilbar durch ein Ideal ¢ oder ¢ einen
Teiler von a, wenn ¢ == (0) und es ein Ideal b gibt, so daB a = bc.
In Zeichen c/a.

Der Zusammenhang zwischen der Teilbarkeit von Zahlen und von
Idealen wird durch folgende Tatsache hergestellt: Das Hauptideal ()
ist durch das Hauptideal (y) < (0) dann und nur dann teilbar, wenn
die Zahl o dwrch die Zahl y teilbar ist.

Denn aus (@) = (7) (Buy--- B,) = (7B --- 7,) Tolgt & =S,
— y 4B, mit ganzen A, also p/a. Ist umgekehrt p/e, also mit
$

ganzem fB: o = pf, so ist auch («) = (y) - (8), und (»)/(e).
Das Einheitsideal (1) besteht aus allen ganzen Korperzahlen;
wenn in einem Ideal die Zahl 1 vorkommt, so enthilt es alle ganzen

Zahlen, ist also = (1). Es ist fiir jedes Ideal a 4 (0)

a=a-(1), o/a, (1)/a, a/(0).

Jedes Ideal a hat die ,trivialen Teiler a und (1).

Definition: Ein Ideal p heiffe Primideal, wenn es von (1) ver-
schieden ist und aufer p und (1) keine anderen Teiler besitz.

Ob es Primideale gibt, bleibt vorliufig dahingestellt.

Fiir die Begriindung der Idealtheorie und das Rechnen mit Idealen
ist nun die Tatsache von grundlegender Bedeutung, daf die Teilbar-
keit der Ideale auf die Teilbarkeit der Zahlen zuriickgefiihrt werden
kann, nicht nur umgekehrt, und zwar vermdge folgenden Satzes:

Satz 66. Zu jedem Ideal a gibt es ein von (0) verschiedenes Ideal b,
so daf3 ab ein Hauptideal ist.

In dem Beweise dieses Satzes unterscheiden sich die verschiedenen
Begriindungsarten der Idealtheorie. Wir werden hier eine Methode
von Hurwitz benutzen, die neuerdings durch Steinitz sehr verein-
facht worden ist. Sie beruht auf einer Verallgemeinerung des GauBschen
Satzes auf Polynome mit ganzen algebraischen Koeffizienten:

Satz 67. Es seien
A@)=aa?+o, '+t B@)=pa+8,_,27" '+ +p
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Polynome mit ganzen Koeffizienten, «,, B, < 0. Wenn dann eine ganze
Zahl & in allen Koeffizienten y von

C(x) = .A.(x) . B(x) = y'xl + 7‘_1.’”’—1 + e + %o
aufgeht, so geht sie auch in allen Produkien o,f, auf.

Um diese Behauptung zu beweisen, brauchen wir folgende beiden
Hilfssitze:

Hilfssatz a). Ist
fl)=0,2™+ 0, 2™ 1+ -+ 0,2+ d, (0, +0)
ein Polynom mit ganzen Koeffizienten und ¢ eine Wurzel, so hat
auch %@5 ganze Koeffizienten.

Zunichst ist 9,0 jedenfalls eine ganze Zahl, wie man nach Satz 62
dhnlich wie beim Beweise von Satz 63 sofort erkennt.

Der Hilfssatz ist ferner richtig fir m =1, wo ¢ = — g-‘! s
1
x—0 Lo

Er sei bereits bewiesen fiir alle Polynome vom Grade <m — 1; da

9 (@) = f(@) — 02"~ (z — ¢)
offenbar ein ganzzahliges Polynom vom Grade < —1 mit der

Waurzel o ist, so ist also

0@ _ @ _ 5 ymet

r—o xT—@

ganzzahlig, daher auch —f—(%, womit durch vollstindige Induktion

X —
der Hilfssatz a) folgt.
Hilfssatz b). Ist in den obigen Bezeichnungen

f(®) =0, —o)(@—00) - (Z— o),

so ist auch 0,0, - 05 - - - 0; fir jedes & mit 1 <k < m ganz.
Denn durch mehrmalige Anwendung von Hilfssatz a) ergibt sich

f(z) N (x — e —
(T—0p41) (@ —Cps3)---(X—0p) 6m(x 91) (a: 91:)

als ein ganzzahliges Polynom, dessen konstantes Glied + d,,0; - .- ¢, ist.
Nunmehr gelangen wir zum Beweise unseres Satzes 67 folgender-
maBen: Sei die Zerlegung in Linearfaktoren
A(z) =, (z— o) (@— ) - (r—¢p),
B@) = B,(z — 0)@—6;) ... (1 —6,)-
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Nach Voraussetzung hat

C(z) .
=) =)

ganze Koeffizienten, also ist nach Hilfssatz b) jedes Produkt

D 0 OO, (40)

ganz, Wo m,, ... n, und ebenso m, ... m, irgendwelche verschiedenen

Indizes (¢ < p, k < #) sind. Da aber g—" und P elementarsymmetrische
» ”

Funktionen der ¢ und ¢ sind, so ist “—’d&‘ eine Summe von Gliedern

der Form (40) und mithin eine ganze Zahl, was zu beweisen war.
Jetzt endlich sind wir in der Lage, Satz 66 iiber Ideale zu be-
weisen. Es sei a = (o;,...«,). Wir bilden das ganzzahlige Polynom

9(@) =0,z + a2’ + - + a2
and die konjugierten Polynome ‘
99(x) = D2 + a2 4 ... 1 a,Dgr, ¢t=12...n)

unter denen etwa fir i =1 das urspriingliche Polynom g¢(x) vor-
komme. Das Produkt ‘

@) = 119@) = Se,0r

1st als symmetrischer Ausdruck in den Konjugierten ein Polynom
mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten ¢y F(2) ist durch g(z) teil-
bar, und der Quotient

F . i
h@) =2 = [s@)
i=2

ist also ein Polynom mit Koeffizienten aus K, welche tiberdies ganze
Zahlen sind, also etwa

h(@) = Bz + Ba® + - - - + Bam
mit ganzen f in K. Bezeichnen wir mit N den gr. gem. Teiler der
ganzen rationalen Zahlen ¢,, so daB also El(—f-) ein primitives Polynom
ist, und setzen

b= (8, ... 8.,
8o behaupten wir die Richtigkeit der Gleichung

ab = (N).

§ 24. Definition und Grundeigenschaften der Ideale 93
Nun ist ab=(...e;B,...). Nach Satz 67 geht N in allen ﬁciﬁ,,.auf,
da es in jedem Koeffizienten von g(x)- h(z) aufgeht. Also ist in

ef =4, N
4;; eine ganze Zahl, und daher gehdren alle ¢;f, und mi'thin alle
Zahlen von ab zu (N). Zweitens aber ist N gr. gem. Teiler aller
Koeffizienten ¢, von h(z)-g(z), und es gibt also ganze rationale z,,
so daB
N=ca, +cgawy +---

Jedes ¢ ist eine Summe von Produkten o, f,, mithin ist N in der Form
N =%‘.uikaiﬁk

mit ganzen (sogar rationalen) u,, darstellbar, also gehort N und alle

Zahlen von (N) zu ab, d.h. (N)=ab. . o .
Auf Grund des letzten Satzes erkennt man jetzt die Eindeutig-

keit der Division der Ideale:

Satz 68. Ist ab =ac, so ist b=c¢, wenn 0 40. .

Denn man bestimme ein Ideal m, so daB am = (0) ein Haupt-
ideal ist; dann gilt

amb =amc, ()b = (e)c.

Letztere Gleichung sagt aus, daB « >< jeder Zahl aus b von der For:m
o >< Zahl aus ¢ ist, d. h. jede Zahl von b gehort zu ¢, und ebenso ist .
das Umgekehrte richtig, also b = c. . .

Und nun gewinnen wir eine neue Definition der Texlbarkelt:.

Satz 69. Ein Ideal ¢ = (p,,...y,) ist dann und nur dann Teiler
von a = (ey,...e,), wenn jede Zahl von & 2u c gehort.

Wenn c/a, so gibt es ein b= (8, ...pB,), woflir b= (0) und

(1 vt =i B) iy 2) = (- Bite- ),

also ist jede Zahl « von a in der Form

r »
[ =2;'ik1357’k =I:-Sd:7k (%vlikﬁi)
Wk = i=

mit ganzen 4, darstellbar, gehort also zu c. .
Wenn umgekehrt jede Zahl aus a auch Zahl aus ¢ ist, also zu

allen’ ganzen A, ganze u,, existieren, fiir welche
‘2';'{]; o; "‘—‘%‘y’pk 7p )

so ist auch fiir jedes d = (d,,...9,)

Zzlik“iak =;§#pk7pak,
i
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d.h. auch jede Zahl von ad gehdrt zu ¢b. Nun wihle man  so,
daB cb — (d) ein Hauptideal (9 4 0). Ist ab = (g, g5, ...), so ist
jedes g, eine Zahl aus (9), also von der Form 1,0 mit ganzem 1
und daher
(015 035 - - ) = (0)(4y, 4, .. D
ad=cd- (4, 2,,...),

a=c¢-(4, 4, ...), d.h c/a.

Als unmittelbare Folgerungen dieses Satzes heben wir hervor:

Sei a ein Ideal, das nicht = (0) ist.

Die ganze Zahl « kommt dann und nur dann in a vor, wenn a/(a).
Wenn a/(e) und a/(8), dann auch a/(Ax + up) fir alle ganzen A, i.

Aus ab = (1) folgt a = (1) und b = (2).

Wenn von zwei Idealen jedes ein Teiler des andern ist, so sind
sie einander gleich.

§ 25. Fundamentalsatz der Idealtheorie.

Satz 70. Zu zwei Idealen a = (ay, ... ), b= (8,,... B,), die
nicht beide = (0) sind, gibt es einen eindeutig bestimmten gropten ge-
meinsamen Teiler d = (a, b), der folgende Eigenschaften hat: b ist
Teiler von a und von 5. Und wenn d/a und b,/b, dann ist b, ein
Teiler von d. Und zwar ist b = (a, ... a,, B, ... B,

Wir zeigen, daB b = (&;,...a,, §,,...8,) die behaupteten Teil-
barkeitseigenschaften hat. Weil offenbar jede Summe »Zahl aus a +
Zahl aus b“ zu b gehdrt, so gehdren simtliche Zahlen von a und von
b zu b, mithin ist nach Satz 69 b/b.

Ist ferner d,/a und b,/6, so gehoren alle Zahlen von a und von b
und folglich auch jede Summe ,Zahl aus a + Zahl aus 6% zu 9, d. h.
jede Zahl aus d gehort zu d,, d. h. wiederum b,/b.

Hat ein Ideal b, ebenfalls diese Eigenschaften, so ist by/d und b/b,,
also D =D0;. Mithin ist b durch diese Eigenschaften eindeutig be-
stimmt.

Wir sehen, daB darnach ein Ideal a = (ey,. .. a,) als gr. gem.

Teiler der Hauptideale (e), (), - - . (@) aufgefaPt werden kamn.
Aus dem Ausdruck fiir b folgt sofort

¢ (a, b) = (ca, cb). 41
Und daraus flieBt der eine Teil des Fundamentalsatzes:

Satz 71. Wenn fiir ein Primideal p gilt: y/ab, so geht p ent-
weder in a oder in b oder in beiden auf.
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Wenn nimlich p nicht in dem Faktor b aufgeht, so kann nur

® b)= (1)
sein, weil p als Primideal keine Teiler auBer (1) und p hat. Nach
(41) folgt
a=a(l)=a(y, b) = (ap, ab)
und wegen p/ab muB also p in a aufgehen.

Daraus ergibt sich, wie in der rationalen Zahlentheorie (Satz 5),
daB eine Darstellung eines Ideals als Produkt von Primidealen, wenn
iiberhaupt, dann nur auf eine einzige Art méglich ist, von der Reihen-
folge der Faktoren natiirlich abgesehen.

Hier fehlt zum AbschluB also noch der Beweis, daB eine Zer-
legung in Primidealfaktoren stets moglich ist. Dazu miissen wir
zweierlel zeigen:

a) DaB jedes Ideal a, welches nicht (0) ist, nur endlich viele
Teiler besitzt.

b) DaB jeder Teiler von a(a + (0)), der nicht = a ist, weniger
Teiler als a besitzt.

Zum Beweise von a) bedenken wir, daB jedes Ideal a, das nicht
= (0), in gewissen Hauptidealen («) aufgeht, und da jeder Teiler
von a ein solcher von («) ist, geniigt es, die Endlichkeit der Teiler-
zahl jedes Hauptideals («) nachzuweisen, und hier darf « als ganze
rationale Zahl angenommen werden, da «/N(«), also (&)/(N(®)
und N(«) = N eine solche Zahl ist.

Ein Ideal (N) ist nach Satz 69 nur durch solche Ideale a teil-
bar, in denen N vorkommt. Hs sei nun a = (&, ...e,) ein Teiler
von (N), es komme also N in a vor. Es geniigt, » <n anzunehmen,
da man ja z. B. fiir die « eine Basis von a wihlen kann. Nun ist

(o« o vo)=(etyye- 0ty N) =y — Ny, 05 — Ni,, ... ¢,— N4, N)
fiir beliebige ganze 4. Wir zeigen, daB die 1; so gewihlt werden
konnen, daB die Zahlen &, — N1, einem bestimmten endlichen Werte-
vorrat angehoren. Sei o, ...w, eine Korperbasis. Zu jeder ganzen
Zahl @ = x,0, + - - - + 2,0, 1ibt sich offenbar ein ganzes 4 = u, @,
+ .-+ +u,0, (r; und u, ganz rational) so bestimmen, daf in

«— Ni=(z, — Nu)w, ++- -+ (x, — Nu,) o,
die » ganzen rationalen Zahlen z; — Nu; dem Intervall 0... N —1
angehoren. Unter diesen Zahlen, die wir fiir den Augenblick ,re-

duziert mod. N“ nennen wollen, gibt es nur |N|* verschiedene.
Wir wihlen nun die 1, so, daB alle Zahlen &, — 4, N reduziert
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mod. N werden; dann gehéren die hochstens » Zahlen a;— 4, N einer
bloB durch N bestimmten endlichen Menge von Zahlen an, kdnnen
also auch nur zu endlich vielen verschiedenen Idealen a AnlaB geben,
d. h. (N) hat nur endlich viele Teiler, womit der Hilfssatz a) be-
wiesen ist. Um nun Hilfssatz b) zu beweisen, sei ¢ ein Teiler von
a, der nicht = a ist, a = bc, wo also b+ (1), c<a ist. Dann hat
¢ gewiB nicht a als Teiler und folglich mindestens einen Teiler
weniger als a.

Unter den endlich vielen, etwa m Teilern von a, welche = (1),
muB nun mindestens ein Primideal vorkommen, wenn a nicht selbst
= (1), nimlich der oder die Teiler, welche eine mdglichst geringe
Anzahl von Teilern haben, sind offenbar Primideale, eben auf Grund
vom Hilfssatz b). Mithin kann man von a ein Primideal p, ab-
spalten, a = p,a,, wo nun a, hochstens m — 1 Teiler = (1) besitzt;
von a, 1aBt sich wieder ein Primideal p, abspalten, wofern nicht
a, = (1), @ =p,p;0,, wo nun a, hochstens m — 2 Teiler 4 (1) be-
sitzt usf. Da die a,, @y, . . . bestiindig abnehmende Teilerzahlen haben,
muB das Verfahren nach endlich vielen Schritten sein Ende er-
reichen, was nur dadurch eintritt, daB a, = (1). Dann ist a=p,p,...p,;
als Produkt von Primidealen dargestellt, und es ist bewiesen

Satz 72. (Fundamentalsatz der Idealtheorie): Jedes von (0)
und (1) verschiedene Ideal in K lifit sich auf eine und (von der Reihen-
folge abgeschen) nur eine Art als Produkt von Primidealen darstellen.

§ 26. Erste Anwendungen des Fundamentalsatzes.

DaB dieser Satz iiber Ideale zur Untersuchung der Teilbarkeits-
eigenschaften von Zahlen verwendet werden kann, erkennen wir so-
gleich z. B. daraus, daB hiermit eine ganz neue Methode gegeben
ist, um zu entscheiden, ob eine ganze Zahl & durch eine ganze Zahl
B teilbar ist oder nicht. Nach § 24 haben wir zu untersuchen, ob
(¢) durch (B) teilbar ist. Und nun zerlegen wir beide Ideale in
ihre verschiedenen Primfaktoren:

@) = P UP% .. P

Eﬁ; - zib, zib, L p,;b,,} (a;, 5,2 0).
Auf Grund des Fundamentalsatzes geht § dann und nur dann in «
auf, wenn o, — b, >0 fiir s =1,2... %

Satz 73. Es gibt unendlich viele Primideale in jedem Korper.

Denn jede rationale Primzahl p definiert ein Ideal (p), und wenn p, q
positive verschiedene Primzahlen sind, so ist im Sinne unserer Ideal-
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theorie (p, g) = (1), weil in (p, q) die Zahl 1 in der Form pz + qy
vorkommt. Mithin gehen in (p) und (g) niemals dieselben Prim-
ideale auf, es gibt daher mindestens soviel Primideale, als es posi-
tive Primzahlen p gibt.

Wir vereinfachen jetzt die Ausdrucksweise dadurch, daB wir bei
der Begeichnung der Hauptideale () die Klammern fortlassen, wenn
kein MiBverstindnis zu befiirchten ist; wir miissen aber nur darauf
Riicksicht nehmen, daB aus der Gleichheit der Ideale « und f nur
folgt: « = B >< Einheit. Ebenso ersetzen wir in allen Aussagen,
welche die Teilbarkeit eines («) betreffen, das Ideal durch die Zahl .
« ist durch a teilbar, bedeutet also: (&) ist durch a teilbar. Die
Aussage 3/« hat bereits einen Sinn, deckt sich aber nach dem fritheren
wirklich mit (8)/(«). Der groBte gemeinsame Teiler von e, ... «,
ist darnach das Ideal a = (e, ...e,). Ist dieses = (1), so nennen
wir die Zahlen «,.. . «, teilerfremd. Damit sie teilerfremd sind,
ist notwendig und hinreichend, daB a die Zahl 1 enthilt, d. h. daB
es ganze Zahlen 1, aus K gibt, so daB

Aoy + dyotg -+ A, = 1.

. Aus a/«¢ und a/p folgt a/Ae + uf fiir jedes gaﬁze A u aus K.

Satz 74. Sind a,b von (0) verschiedene Ideale, so gibt es stets eine

Zahl o, fir die
(0, ab) = a.

Dieses ® besitzt dann offenbar eine Zerlegung @ = ac, wo (¢, b)
=1. Und der Satz sagt also aus: Jedes a kann durch Multipli-
kation mit einem solchen ¢, das zu dem gegebenen b teilerfremd
ist, zu einem Hauptideal gemacht werden.

Zum Beweise seien p;,...Jp, die simtlichen in ab aufgehenden
verschiedenen Primideale, und a =p,*...p%(q;>0). Wir de-
finieren die » Ideale d,,...D, durch

patId, =ap, ..., (G=1,...7
so daB also d; zu p, teilerfremd ist, aber alle dibrigen Primideale p
in hoherer Potenz als a enthilt. Da diese d in ihrer Gesamtheit
teilerfremd sind, gibt es Zahlen 0, aus b, so daf

O + 0,4+ +0 =1.
Hierin ist 0; durch d;, also durch alle p, (k< ¢) teilbar, und folg-
lich, weil 1 es nicht ist, sicher nicht durch p, teilbar.
Wir bestimmen jetzt r Zahlen «;, so daB p,%/e;, aber poi+l

nicht in «; aufgeht, was offenbar stets méglich ist, weil dazu «; nur
Hecke, Vorlesungen tiber die Theorie der algebr. Zahlen 7
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eine Zahl aus p,* sein muB, welche nicht in p2e+1 vork;/mmt. Dann
hat die Zahl '
© =00 +ad+ -+ a0,

die im Satz 74 behauptete Eigenschaft. Denn jedes der Primideale
p; kommt in 7 — 1 Summanden mindestens in der Potenz p%+! vor,
in dem * Summanden aber genau in der Potenz p; mithin ist
® genau durch die q® Potenz von p,, aber keine héhere teilbar.

Indem wir hier ab selbst als ein Hauptideal 8 wihlen, welches
durch a teilbar ist, erhalten wir

Sate 75. Jedes Ideal a lift sich als grifter gemeinsamer Teiler
von zwei Kirperzahlen darstellen: o = (o, ).

§ 27. Kongruenzen und Restklassen nach Idealen.
Die Gruppe der Restklassen bei Addition und bei Multiplikation.

Wir iibertragen jetzt den Kongruenzbegriff der rationalen Zahlen-
theorie auf die Idealtheorie. Gegentiber den frither gebrauchten Be-
weismethoden treten nur geringfiigige Anderungen auf, weshalb wir
uns bei den Beweisen sehr kurz fassen wollen.

Fiir swei ganse Zahlen o, 8 und ein Ideal a, das in diesem Para-
graphen stets als von O verschieden vorausgesetst wird, soll

«=f (mod. a) (« kongruent § modulo a)
a/e — B.

Wenn q nicht in « — 8 aufgeht, so schreiben wir « % § (mod. a).

Diese Kongruenzen geniigen denselben Rechenregeln aus § 2, wie
die Kongruenzen im rationalen Zahlkorper und bedeuten in den
Fillen, wo «, 8, a rationale Zahlen sind, genau dasselbe wie friiher.

Alle Zahlen, welche einander kongruent sind mod. a, bilden eine
Restklasse mod. a.

Satz 76. Die Anzahl der Restklassen mod. a ist endlich. Wird ihre
Anzahl mit N(a) bezeichnet und ist a,, . .. w, eine Basis von a, so ist

N(a) = l A-‘-‘"-ﬁ—“—) . Fiir ein Hauptideal o — o ist N(a) = | N(a)|.

bedeuten.:

Die Zahlen von a bilden ndmlich eine Untergruppe der Gruppe @
aller ganzen Zahlen des Korpers. Die verschiedenen durch a bestimmten
Nebengruppen innerhalb & bilden offenbar die verschiedenen Rest-
klassen mod. a. Die Anzahl der verschiedenen Restklassen mod. a
ist also der Index von a innerhalb ®. Dieser Index ist endlich.
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Denn ist « irgendeine Zahl <=0 aus a, so gehort auch die positive
ganze rationale Zahl a =|N(«)| zu a, weil «/N(e), und folglich
gehort das Produkt a >< beliebige ganze Korperzahl zu a. Im Sinne
der Komposition bei der gruppentheoretischen Ausdrucksweise ist also
die a* Potenz jedes Elementes von & zu a gehorig, mithin ist
wegen Satz 40 der Index von a endlich; er heifie N(a) (Norm von a).
Ist «,, ... e, eine Basis von a, @,, ... ®, eine Basis von ®, so besteht
ein System von Gleichungen

.
ey =k21'cikmk

mit ganzen rationalen ¢, und nach Satz 39 ist der Betrag der
Determinante |c;;| gleich dem Index N(a). Andererseits folgt durch
Ubergang zu den Konjugierten

Aey,...a,) = [ ERA (C I @,),
A¥wy,...0,)=d=+0

und wegen
ist also A )
N(a) = |2\ - %)
@=1""a
Bei einem Hauptideal («) erhilt man offenbar eine Basis in der Ge-
stalt aw,,...c0,, und damit A(ew,,...en,) = N(@)A(ay, .. . ,),
N(a) = | N(e)]- |
Satz 78. Die Kongruens
at = B (mod. a)

ist bei gegebenem ganzen c, f durch eine ganze Zahl § aus K dann und
nur dann loshar, wenn (e, a)/B. Ist (¢, a) = 1, so ist die Losung mod. a
vollig bestimmd.

Setzen wir zunichst (o, @) =1 voraus und lassen § ein System
von N(a) inkongruenten Zahlen mod.a durchlaufen, so durchlauft
auch «f simtliche Restklassen mod. a, denn aus «f, = «&, (mod. a)
folgt a/a(g, — &,); da aber (e, a) = 1, muB nach dem Fundamental-
satz a/€, —&, d. h. & =&, (mod. a) sein. Also kommen unter den
Zahlen «f auch solche aus der Restklasse von 8 vor. Aus dem-
selben Grunde ist offenbar die Losung eindeutig mod. a bestimmt.

Ist nun weiter (¢, a) =9 und gibt es die ganze Zahl & mit
at, = f (mod. a), so ist af = B + o, wo a/g, also d/g, also D/a§, —,
d. h. b/B.

Wenn umgekehrt

b/8, B=1b,
7%
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so setze man « = Da,, a = Da,, also (a;, ay) =1 und béstimme eine
Zahl u = ma, so, daB (u,a,d0;) = q,, also (m, dbay) =1, was nach
Satz 74 moglich ist. Dann ist da,/ma, db, also «/upf und die Kon-
gruenz

© o pE=" (wod. o)

ist 16sbar in § nach dem eben Bewiesenen, weil (u, a;) = (may, a,)
=1, wegen (m, a;) =1 und (a,a;) =1. Aus

ay/ut — 0 folgt  way/(ent — up),

bayay/(w) (2k — B), dajay/may(af — f)
bay/m(«t — B), bay/uf—p
(weil (m, day) = 1), d. h. «§ = g (mod. a).

Zwei nach dem Modul a kongruente Zahlen haben mit a den-
selben gr. gem. Teiler, der also eine Eigenschaft der ganzen Rest-
klasse ist. Die Anzahl der zu a teilerfremden Restklassen werde mit ¢ (a)
bezeichnet.

Satz 79. Fiir zwei Ideale a,% gilt stets N(ab) = N(a)- N(b).

Es sei o eine solche durch a teilbare Zahl, daB («, ab) = a.
LéBt man §(?=1,2... N®)) ein volles Restsystem mod. b und
nm(k=12...N@) ein volles Restsystem mod. a durchlaufen, so
sind keine zwei der Zahlen «&; 4 7, einander kongruent mod. ab.
Andererseits ist jede ganze Zahl ¢ einer dieser Zahlen «; + 7, kon-
gruent mod. ab. Denn man bestimme 7, so, daB

d h

7, = o (mod. a)
und darnach § so, daB
«f =9 — 1, (mod. ab).

Wegen («, ab) = a und a/p — 7, ist diese Kongruenz nach Satz 78
l5sbar und bestimmt £ mod. b, so daB £ gleich einem &, gewihlt
werden kann. Mithin bilden die N(a)-N(b) Zahlen «f; + 4, ein
volles Restsystem mod. ab, ihre Anzahl muB also auch N(ab) sein.

Satz 80. Wenn (a,b) =1, so ist @(ab) = ¢(a) - ¢(b), und all-

gemein
7@ = N@ [ ] (1= yig)-

wo P die verschiedenen Primtesler von a durchliuft.
Man wihle nimlich « so, daB (¢, ab) = a und 8 so, daB (3, ab) = b.
Dann erhilt man ein volles Restsystem mod. ab, wenn in «f + 89
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das & ein volles Restsystem mod. b, und y ein solches mod. a durch-
léuft. Diese Zahlen sind zu ab dann und nur dann teilerfremd,
wenn (§,0) =1 und (,0) = 1.

Fiir eine Potenz p* eines Primideals p sind die zu p* nicht teiler-
fremden Zahlen diejenigen, welche durch p teilbar sind. Unter
ihnen gibt es N(p*~')=N(p)“~! nach dem Modul p* inkongruente,
also

g(p*) = N(p)* — N(p)~* = Np) (1 — K;(.p_)).

Satz 81. Die Norm eines Primideals p ist Potenz einer gewissen
rationalen Primzahl p, N(p) = p’. [ heifit der Grad von p. Jedes
Ideal (p), wo p rationale Primzahl, zerfillt in hichstens n Fak-
toren.

Jedes Primideal p geht némlich in gewissen rationalen Zahlen
und folglich auch in gewissen rationalen Primzahlen p auf Sei
etwa p/p, p=1p-a, so ist N(p) = N(p)- N(a), und folglich geht
die ganze rationmale Zahl N(p) in N(p) = p* auf, also ist N(p) =p”/
und f < n Denken wir uns (p) in seine Primidealfaktoren zerlegt,
P=09,-P;...p,, so haben die positiven ganzen rationalen Zahlen
N(p,),... N(p,) das Produkt N(p) = p", wihrend keine = 1 ist, also
muB die Anzahl » < n sein.

Wir erhalten auf diese Art eine der wenigen Aussagen, welche
den Grad eines Korpers mit andern Eigenschaften seiner Zahlen in
Verbindung bringen: Ist von einer rationalen Primzahl p bekannt,
daB sie in einem Zahlkdrper in % Idealfaktoren zerleghar ist, so ist
der Grad des Korpers mindestens = .

Man beweist, wie Satz 12 iiber rationale Primzahlen:

Satz 82. Eine Kongruenz nach einem Primideal p
™+ ez 4+, 2+ «, =0 (mod. p)

mit ganzen Koeffizienten o besitzt hichstens m nach dem Modul p in-
kongruente Lisungen x.

Das System der N(a) Restklassen mod. a bildet bei Komposition
durch Addition wieder eine Abelsche Gruppe, indem zwei ganze
Zahlen ¢ und g durch ihre Summe « + f eine weitere Restklasse
mod. a bestimmen, welche allein durch die Klassen von « und g
festgelegt ist. Die so definierte Abelsche Gruppe vom Grade N(a)
heife &(a). Satz 19 der Gruppentheorie (4* = E) sagt hier aus,

daB fiir alle « .
«- N(a) =0 (mod. a),
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da ja das Einheitselement durch die Restklasse der O dargestellt
wird. Fiir « = 1 folgt insbesondere '

N(a) =0 (mod. a). (42)
Die Gruppe &(a) ist im allgemeinen nich¢ zyklisch, wie im Korper
K(1). Z.B.sei a=(a), wo a eine positive ganze rationale Zahl.
Da eine Zahl z,0, + - - - + z,0, (#; ganz rational, die w; eine Basis
des Korpers) dann und nur dann durch a teilbar ist, wenn alle z;
durch a teilbar sind, so erhilt man alle Restklassen mod. @ genau
einmal in der Form z,0, +-- -+ 2,0,, wo 0 <2, <a. Mithin
existieren fiir jede in a aufgehende Primzahl p grade n Basisklassen,
deren Grad eine Potenz von p ist. Weiter gilt fiir ein Primideal p:

Satz 83. Die Gruppe der Restklassen mod. p bei Komposition durch
Addition ist eine Abelsche Gruppe &(p) vom Grade N(p) = p/, und
die Anzahl der Basiselemente ist gleich dem Grade [ des Primideals .

Denn die Anzahl der Restklassen, deren Zahlen « die Bedingung

pe =0 (mod. p)
ist wegen p/p gleich der Anzahl aller Restklassen, also p/, mithin
nach Satz 27 f gleich der Anzahl der Basiselemente. Demnach
gibt es genau f ganze Zahlen o,,...®, derart, daB man simtliche
Restklassen mod. p genau einmal durch die Reprisentanten z,w,
+ -+ + 2,0, erhilt, wo die ganzen rationalen z; den Ungleichungen
0 < x; < p geniigen.

Die Gruppe &(p) ist also zyklisch fiir die Primideale 1. Grades
und nur fir diese. Die Primideale 1. Grades, welche, wie sich in
§ 43 ergeben wird, stets in unendlicher Zahl vorhanden sind,
spielen bei der Untersuchung der Zahlkorper eine ausschlaggebende
Rolle.

Das System zu a teilerfremder Restklassen mod. a bildet bei
Komposition durch Multiplikation wieder eine endliche Abelsche
Gruppe, indem zwei zu a teilerfremde Zahlen e, 8 durch ihr Pro-
dukt «-pB eine Restklasse mod. a bestimmen, die nur durch die
Klassen von « und 8 vollig bestimmt ist und natiirlich auch zu a
teilerfremd ist. Genau wie frither haben wir also

Satz 84. Dic zu a teilerfremden Restklassen mod. a bilden bei Kom-
position durch Multiplikation eine Abelsche Gruppe vom Grade @(a),
welche durch R(a) bezeichiet werde. Fiir jedes Primideal p ist R(p)
eine zyklische Gruppe.

Eine Zahl ¢, deren Potenzen alle Klassen von R(p) liefern,
heiBt eine Primitivzahl mod. p.
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Insbesondere gilt fiir ein Primideal p und jedes ganze « des

Korpers die Verallgemeinerung des Fermatschen Satzes:
o¥® = ¢ (mod. p). (43)

Wir kénnen dagegen micht schlieBen, daB auch alle Gruppen R (p*)
zyklisch sind.

Diejenigen Restklassen aus R(p), welche durch eine rationale
Zahl reprisentiert werden kénnen, bilden offenbar eine Untergruppe
von R(p), es sind dies die Klassen von 1,2,...p — 1, wenn N(p)
—p’. Diese sind auch mod.p verschieden, da eine durch p nicht
teilbare ganze rationale Zahl a zu p teilerfremd ist in k(1), also
in der Form az + py die Zahl 1 liefert, mithin (a) und (p) auch
in K teilerfremd sind, also endlich auch (a,p) =1 und a nicht
durch p teilbar ist. Fiir jede Klasse A dieser Untergruppe, die
also aus p — 1 Elementen besteht, ist 47~! die Einheitsklasse. Da
die ganze Gruppe R(p) zyklisch ist, gibt es nicht mehr als p —1
Klassen C, wofiir CP~'=1. Also ist die Untergruppe der ratio-
nalen Restklassen aus R(p) identisch mit der Gruppe der Klassen,
deren (p — 1) Potenz die Einheitsklasse ist. Damit ergibt sich

Satz 85. Damit eine Zahl « kongruent einer rationalen Zahl mod. p
ist, ist notwendig und hinreichend, daf3 of = & (mod. p).

§ 28. Polynome mit ganzen algebraischen Koeffizienten.

Zum SchluB dieser elementaren Betrachtungen iiber Kongruenzen
ziehen wir noch kuiz die Funktionenkongruenzen hinzu. In der
Begriindung, welche Kronecker der Idealtheorie gegeben hat, spielen
diese eine ausschlaggebende Rolle, und gewisse Tatsachen der Ideal-
theorie lassen sich auch heute noch am einfachsten mit diesen Hilfs-
mitteln beweisen.

Unter einem Polynom werde in diesem Paragraphen eine ganze
rationale Funltion von einer belicbigen Zahl von Verdnderlichen z,,. .. %,
verstanden, in welcher die Koeffizienten der verschiedenen Potenzprodulite
samitlich ganze Zahlen von K sind.

Ein Polynom P(z,,...%,) heiBt =0 (mod. a), wenn simtliche
Koeffizienten durch a teilbar sind, und ferner heifen zwei Polynome
P und Q einander kongruent mod. a, wenn das Polynom P — @ =0
(mod. a). Fiir Polynome, welche sich auf Konstanten reduzieren,
steht dies im Einklang mit der Definition der Kongruenz von Zahlen.

Sate 86. Wenn p ein Primideal und fiir zwei Polynome P und @
das Produkt
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P, ...z,) Q@ ...2,)=0 (mod p), .
80 ist mindestens eimes der Polynome = 0 (mod. p).
Der Satz ist richtig fiir Polynome von 0 Verinderlichen, d. h.
fir Konstante. Wir zeigen die allgemeine Richtigkeit durch den
SchluB von 7 auf m + 1. Er sei bereits bewiesen fiir alle Poly-

nome, deren Variabelnzahl <m ist. Jedes Polynom von m -+ 1
Variabeln 148t sich in die Form setzen

Pz, ... x,) =;xokPk(xu ),

wo die P, Polynome von ,, ...z, sind P =0 (mod p) bedeutet
offenbar, daB simtliche P, =0 (mod. p) sind. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir P und @ durch solche ihnen mod. p
kongruente Polynome ersetzen, in welchen die Glieder mit den
hdchsten Potenzen von x, nicht der Null kongruent sind, sofern
ni(fht alle Glieder der Null kongruent sind. Sind diese 1’160hsten
Glieder resp. z,*P,(, ...,) und zy Q,(x ...x,), so ist das in

@, hochste Glied von P . @ gleich dem Produkt z2+¢P,.
und aus "

P(xy, ... 2,) - Q=,,...x,)=0 (mod.
folgt also N ' " ( P

b(z,...2,) Q®,...z,) =0 (mod p).

Da es .sich hier aber um Polynome in m Veriinderlichen handelt,
muB mindestens einer der Faktoren =0 (mod. p) sein. D. h. ent-

weder in P(z,...x,) oder in Q(z,...x,) gibt es kein Glied,
welches nicht = 0 (mod. p) wire, d. h. eines der beiden Polynome
P, @ muB =0 (mod. p) sein.

. Hieraus folgt weiter: Seien p* bzw. p* die héochsten Potenzen
eines Primideals p, die in allen Koeffizienten der Polynome
A(zy, ... =,) bzw. B(z,...w,) aufgehen. Dann ist po+® die
hochste Potenz von p, die in allen Koeffizienten des Produktes
A(z,,...z,)  B(z,...x,) aufgeht.

Zum Beweise wiihlen wir etwa solche ganzen Zahlen o, 0y aus
K, daB %;A(xl, ...x,) ein Polynom ist, welches nicht simtlich

durch p teilbare Koeffizienten besitzt. Man wihle zu diesem Zwecke
ap=0ap%, ¢ =a-m, Wwo (a’p)=(m7p)= L.

Analog wiihle man §, und B, so als ganze Zahlen, daf %B(:cl, Ce %)
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auch ganze nicht simtlich durch p teilbare Koeffizienten erhilt. Auf
Grund von Satz 85 ist dann das Produkt

% '%A(‘xl" . .)’B(xl, .o )= C<x1) "'xm)

o B )
ein Polynom, welches nicht = 0 (mod. p) ist, wihrend 4 - B = %’* C
1K1

auch ganze Koeffizienten besitat, und daher po+* wegen des Zahlfaktors

Z*g’l genau die hchste in 4 - B aufgehende Potenz von p ist.
1F1

Verstehen wir jetzt unter dem Inhalt eines Polynoms, J(P),
das Ideal, welches gleich dem gr. gem. Teiler der Koeffizienten von
P ist, so folgt aus dem Bewiesenen:

Satz 87. Der Inhalt des Produktes zweicr Polynome ist gleich dem
Produkt der Inhalte der beiden Faltoren.

Damit haben wir eine wesentliche Verschirfung des Kroneckerschen
Satzes 67, und die Verallgemeinerung des GauBschen Satzes 13 auf
mehrere Variable und beliebige algebraische Zahlkorper gewonnen.

Wenn man in einer richtigen Kongruenz fiir ein Polynom mod. a
die Variabeln z, ... durch ganze Zahlen des Korpers K, dem das
Ideal a angehort, ersetzt, so entsteht offenbar eine richtige Zahl-
kongruenz zwischen ganzen Zahlen in K mod. a.

Aus
o¥® = o (mod. p) (43)

fiir jedes ganze a ergibt sich endlich fiir jedes Polynom P(zy, ... z,)
Pz, ...z,)"® = P(z,¥®, g,8®, . . z¥®) (mod. p). (44)

Dieser Satz ist offenbar nach (43) richtig fiir ein Polynom, das nur
aus einem einzigen Glied besteht. Er sei bereits bewiesen fiir Po-
lynome, welche hochstens & Glieder enthalten. Ist nun G ein solches
Polynom, ¢ irgendeine ganze Zahl aus K, so gilt fiir jede positive
rationale Primzahl p

(G, . .. @) + az ... g2} = GV 4+ a?z?™ ... gk (mod. p),
weil die Differenz beider Seiten, vermdge der Eigenschaften der
Binomialkoeffizienten (Ig), lauter durch p teilbare Koeffizienten ent-

hiilt. Durch mehrmaliges Potenzieren dieser Kongruenz ergibt sich
so fiir jedes positive ganze rationale [

(G +ax™ ... wonp = GV 4 oz % .. g on (mod. p).

Geht nun in (p) das Primideal p auf, so ist diese Kongruenz auch
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mod. p richtig. Ist weiter N(p) =p’, so folgt dann, vermoge der
Annahme iiber G die Richtigkeit der Behauptung (44), auch fiir das
hochstens (k& + 1)-gliedrige Polynom, welches hier in der Klammer
steht, und mithin gilt (44) allgemein.

§ 29. Erster Typus von Zerlegungsgesetzen fiir rationale Pﬁm-
zahlen: Zerlegung im quadratischen Zahlkorper.

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen den rationalen Prim-
zahlen und den Primidealen eines algebraischen Zahlkorpers in § 27
festgestellt haben, erhebt sich natiirlich die Frage nach der genaueren
Beschaffenheit dieses Zusammenhanges. Dabei handelt es sich um
folgende drei Punkte:

1. Wieviel verschiedene Primideale eines bestimmten Zahlkorpers
gehen in einer gegebenen rationalen Primzahl p auf?

2. Welchen Grad haben diese Primideale?

3. In welcher Potenz gehen sie in p auf?

Wir erwihnen zuniichst ein Resultat iiber 3. von groBer Allge-
meinheit, das man Dedekind verdankt:

Die in der Diskriminante des Kirpers aufgehenden Primzahlen
haben die charakteristische Figenschaft, dap sie und nur sie durch eine
hohere als die erste Potenz eines Primideals teilbar sind. (Vgl. § 36, 38.)

Dagegen sind unsere Kenntnisse iiber die Beantwortung von 1.
und 2. auBerordentlich gering. Eine allgemeine und erschopfende
Aussage tiber Anzahl und Grad der in einem p aufgehenden Prim-
ideale konnen wir bisher nur bei einer ganz speziellen Art von
algebraischen Zahlkorpern machen; diese Korper sind durch eine be-
stimmte Eigenschaft ihrer ,Galoisschen Gruppe®, wie sie in der
Algebra definiert wird, vollstindig charakterisiert.!) Hierbei treten
zwes formal ganz verschiedene Typen von Zerlequngsgesetzen auf, welche
wir jetzt kennen lernen wollen. Bei allen iibrigen Kérpern haben
wir bisher noch gar keine Vorstellung auch nur von der ungefihren
Beschaffenheit der in ihnen giiltigen Zerlegungsgesetze.

Vor der Untersuchung der beiden bekannten Arten schicken wir
eine allgemeine Bemerkung iiber Galoissche Kiorper vorauf:

Jedes Ideal a = (u,, ... ,) eines Korpers bestimmt eine Reihe von

1) Es sind dies diejenigen Korper, deren erzeugende Zahlen sich durch
iibereinandergeschachtelte Wurzelzeichen darstellen lassen. Die zugehorigen

Gleichungen sind die sog. algebraisch auflésbaren Gleichungen mit rationalen
Koeffizienten.
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n Idealen a® (i =1, ...n), welche aus a dadurch entstehen, daB' man
simtliche Zahlen von a durch die Konjugierten mit dem gleichen
oberen Index ¢ ersetat; offenbar ist a® = (,@, ... ). Diese n.Idefmle
bilden die konjugierten Ideale zu 6. Wegen Satz 55 bleibt jede richtige
Kongruenz richtig, wenn wir simtliche darin vorkommenden Zahlen
und Ideale durch ihre Konjugierten ersetzen.
In einem Galoisschen Korper (§ 20, Schluf) kann man aber die
konjugierten Ideale miteinander multiplizieren, da sie demselben

Korper angehoren. Hier gilt nun .
Satz 88. Fiir jedes Ideal a eines Galoisschen Korpers ist das Haupt-
ideal (N(@) = a® - a® ... a® (vgl. Satz 107). . .
Wir bilden zum Beweise unter Einfithrung einer Variabeln z mit
a=(e,,...e,) das Polynom P(z) = &,z + ega® + - - - + o, d.essen
gr. gem. Koeffiziententeiler — a ist. Das Produkt der konjugierten
Polynome

[(@) = (9% + - - + &,927)

i=1
ist dann ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, deren gr.
gem. Teiler = a sei, wo a eine ganze rationale Zahl ist. Da aus
dem Koeffizienten von ¢1{ f(z) also die 1 linear kombinierbar ist, so
ist auch das Ideal (a) der gr. gem. Idealteiler der Koeffizienten von
f(z) in dem betrachteten Zahlkorper. Nach Satz 87 ist daher

a® . a®, .. a® = (a)
Nun haben offenbar konjugierte Ideale die gleiche Norm. Mithin
ist fiir jedes ¢ unter Anwendung von

N(a®) ... N(a®) = N(a®)* = N(@) = |a[*
N(a®) = + a, (N@9) = (a) = a®...a®,

womit die Behauptung bewiesen ist. Diese Beziehung rechtfertigt den

Namen Norm fiir die Anzahl inkongruenter Zahlen mod. a.
Insbesondere ist fiir ein Primideal vom Grade f

P = N@p) =p® ... pm.
Mithin gehen in p keine andern als die konjugierten Primideale
auf, und wenn p durch kein Primidealquadrat teilbar ist,.miissen da-
her unter den pW,...,p™ je f untereinander ibereinstimmen, und

es ist p das Produkt der k= ? verschiedenen unter den n konju-

gierten Primidealen p®.
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Wenn also eine rationale Primeah

L p in einem Galoisschen Korper
ein Produkt von % voneinander verschiedenen Primidealen ist, so sind

diese wntereinander konjugiert wnd haben denselben Grad = Zf, der
also ein Teiler von n ist.

Wir wenden uns nun zum
Einschrinkung der Allgemeinhei
Gleichung 22 — D — 0 vorausge
tive oder negative) ganze ratio

quadratischen Zahlkbrper, der ohne
t als erzeugt durch die Wurzel einer
setzt werden darf, wo D eine (posi-
nale Zahl ist, welche durch keine
rationale Quadratzahl auBer 1 teilbar ist. Dieser Kérper K(Y'D)
ist ein Galoisscher Korper; seine Zahlen lasgen sich eindeutig in die
Form bringen
«=z+yYD

VD sei dabei ein willkiirlich fixierter der beiden
Die Konjugierte von « werde mit « bezeichnet,

«=x—y)D, (¢) = a.

ist, ist notwendig und hinreichend, da8

WO 2, y rational.
Wurzelwerte,

Damit « ganz

¢4 o und «o
ganze Zahlen sind.

Wenn 2z und 22

— Dy* ganz sind, so kann, da D quadratfrei
angenommen war

» ¥ wie auch z hochstens den Nenner 2 haben.

Setzen wir z — % ., _ 2 mit gan tional 11 al
v Y =1 ganzen rationalen u, v, so soll also

W — Dv*=0 (mod. 4)

sein. Ist D=2 oder 3 (mod. 4), so folgt offenbar, weil ein Quadrat
nur kongruent 0 oder 1 mod. 4 sein kann, daB #,v beide gerade,
mithin #,y gans sind. Ist aber D =1 (mod. 4), so folgt u =1
(mod. 2). Wir haben also In « eine ganze Zahl vor uns, wenn

a) bei D=2, 8 (mod. 4): « =z + 4)/D; %,y beide ganz;
Basis von K (Vﬁ) ist: 1, /D; Diskriminante d=4D,

b) bei D =1 (mod. 4): ¢ =g+ v%@; g= &}?, v ganz;

Basis von K (VD) ist: 1, }i_?l/;ﬁ ; Diskriminante d — ),

In jedem Falle ist also, wenn 4 Diskriminante,

1, —j;lﬁ eine Basis.

\

§ 29. Zerlegungsgesetze im quadratischen Zahlkorper 109

Denn diese beiden Zahlen sind ganz, und ihre Diskriminante ist

i i i legungssatz:
d. Wir beweisen nun den Zerleg : .
glewS};tz 89. Sei p eine nicht in d aufgehende rationale Primzahl. Dann

zerfiillt p im Korper K(V/d) in zwei verschiedene Primideale p, ¥', wenn
die Kongruens 2 = d(mod. 47) (45)
in ganzen . rationalen x losbar ist. Ist sie aber wicht, losbar, so ist p
- 1 in K(Va) . . i
PM,ZZ?:HJ niimg(:h)die nicht in d aufgehende Primzahl p im Kérper

d i i i Primfaktoren p, p’ zerfallen, die
kann sie nur in zwei Prim . , .
K]s((ll/a(f\)n, v?)(l)n 1. Grade sind. Nach Satz 85 ist jede ganze Zahl aus K emz:
:ationalen Zahl mod. p kongruent, und daher gibt es ein ganz
rationales r, so daB

d +21/El (mod. p).

r=-—"5-—

; folgt ~
Hieraus folg 9 — d = Vd (mod. 2p),

(27 — d)* = d (mod. 4p).

i i ilt dann aber auch
i z zwischen rationalen Zahlen gi
2::?4?011%1‘1‘:::] ist 2 =2r —d eine Losung von (45). Das Ideal

ist offenbar durch p teilbar und d
d d—yd) @r—d— )
a-a’=(p“,p(r—§-%[—), p(r—~ 3 ), i
d—1'd d+yd (2r—d)’—_—il>'
= (p)(p,r—— 21' YT ip
Der letate Idealfaktor ist aber = (1), denn dieses -Ideal gntlllalt(i lze)
nd die Differenz der zweiten und dritten Zahl, das ist Kl(?’ ; 80
u . .
beiden teilerfremden Zahlen p, d. Daraus ergibt swlj endlic
) ay. . d—]/d).
p=(p7"_g:|;2l‘3p=<pyr— 9
Diese ‘beiden Primideale sind iiberdies voneinander verschieden,t }?;:
te;ferfremd da (p,p) die beiden teilerfremden Za.menzzr),}1 cli enthilt.
r , .
Ist umgekehrt z eine Losung von (45), so ist die Za
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offenbar eine ganze Zahl, ferner —E nicht ganz, da (—‘—“—;—5)2= 1?
nicht ganz ist; da also p nicht in ® oder @ aufgeht, wohl aber in

dem Produkt w®’, so kann p kein Primideal sein, zerfillt daher in
K(Yd) in zwei Primfaktoren, welche nach dem Obigen voneinander
verschieden sind.

Ist ferner g ein ungrader Primfaktor von d, so findet man fiir
das Ideal

q= (q, ‘L‘%K‘i) - (q, :__‘i’_‘_;ij{f? + d) - (q’ d = Vﬁ) -

/ d4+Vyd d—yvd dd—
q,=q'q=q<Q’ —*‘21/7 2l/ ’ (4q 1)>

M@—:ﬁ ist aber nach der Definition der Diskriminante d sicher nicht

durch ¢ teilbar, d. h. es ist zu ¢ teilerfremd, mithin ist q® = ¢ und
q das einzige in ¢ aufgehende Primideal.

Endlich ist, falls d grade, auch 2 das Quadrat eines Primideals,
nimlich das Quadrat von q = (2, YD) fiir D = 2 (mod. 4) oder von
q=(2,1+ VD), wenn D = 3(mod. 4).

Bedenken wir nun, daB nach § 14 und weil d = 0 oder 1 (mod. 4),
fir eine ungerade Primzahl p die Lisbarkeit von (45) mit der Los-
barkeit von y® = d (mod. p) gleichbedeutend ist, so konnen wir diese
Sitze auch so formulieren:

Satz 90. Ist p eine ungerade Primzahl, so zerfdllt im quadratischen
Korper mit der Diskriminante d

p n zwei verschiedene Faktoren 1. Grades, wenn (%) =4 1;
p tn zwei gleiche Faktoren 1. Grades, wenn (g—) = 0;
p st selbst Primideal (2. Grades), wenn (%) =—1.

Die Primzahl 2 zerfdllt in zwes verschiedene Faktoren, wenn d ungerade
und quadratischer Rest mod. 8 ist; 2 ist selbst Primideal, wenn bei un-
geradem d dieses Nichtrest mod. 8 ist; bei geradem d wird 2 ein

Quadrat.

§ 30. Zweiter Typus von Zerlegungsgesetzen fiir rationale Prim-

2n
zahlen: Zerlegung im Kérper K (eT').

Wir untersuchen jetzt die Kgrper der m!*® Einheitswurzeln, wo
m eine ganze rationale Zahl >:Pst. Die m'*® Einheitswurzeln sind
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die m Wurzeln von 2™ — 1 =0, also ganze algebraische Zahlen.
2nia
Primitive m* Einheitswurzeln sind die ¢ (m) Zahlen ¢ ™ , wo (a,m)
= 1; diese sind nicht auch Einheitswurzeln niedrigeren Grades.
Bilden wir

so ist eine Wurzel von ¢(z) dann und nur dann auch Wurzel von
f(x) =a™ — 1, wenn sie eine nichtprimitive m' Einheitswurzel ist;
folglich ist :

L J— 1 .
ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, dessen simtliche
Wurzeln die @(m) primitiven m*® Einheitswurzeln sind. Da end-

lich unter den primitiven m'*® Einheitswurzeln jede eine Potenz jeder
2ni

anderen ist, so ist der Korper K (67 ein Galoisscher Zahlkorper,
dessen Grad h < @(m) ist. (DaB der Grad genau = @(m), also
F(z) irreduzibel ist, wird in diesem Paragraphen nicht gebraucht

und wird als Nebenresultat in § 43 herauskommen.)
2nd

Wir setzen ¢ =e~” und bedenken, daB nach dem Beweise bei
Satz 64 alle ganzen Zahlen von %(§) sich eindeutig in der Form

o=rg+rt+---r_ 0!
darstellen lassen, wo die r; rationale Zahlen von der Art sind, daB
ihr Nenner Teiler einer festen ganzen Zahl D, der Diskriminante
von F(z), ist.

Nun sei p eine nicht in D aufgehende rationale Primzahl, und
D’ so bestimmt, daB D'D =1 (mod. p). Dann erkennen wir, daB
in jeder Restklasse mod. p in k(§) Zahlen existieren, fiir welche
ry, . . . samtlich ganze rationale Zahlen sind, denn fiir jedes ganze o ist

® = DD o (mod. p)

und DD’r; sind nach dem Obigen ganz rational. Auf Grund dieser
Tatsache brauchen wir bei der Untersuchung von p nicht erst eine
Basis des Korpers zu konstruieren.

Hilfssatz: Wenn die Primzahl p nicht in D - m aufgeht, so gilt
fiir jede ganze Korperzahl o aus K(§)

o’ = o (mod. p).
Dabei ist f der kleinste positive Exponent derart, daB »/ = 1 (mod. m).
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Zum Beweise denken wir uns o in seiner Restklasse so ge-
wiahlt, daB
o=at+af+ - +a_ !
mit gangen rationalen a,. Alsdann schlieBen wir fiir das ganzzahlige
Polynom in %(1)
Q@) =a,+az+---+a,_ 2"

nach (44) die Funktionenkongruenz

Q@) = Q(2*) (mod. p), allgemein Q(z)” = Q(2*’) (mod. p).
Aus dieser Funktionenkongruenz wird eine richtige Zahlkongruenz,
wenn man z durch die ganze algebraische Zahl ¢ ersetzt, und da-
mit ist der Hiifssatz bewiesen,

Satz 91. Geht die Primzahl p wicht in D-m auf, so ist p in K(§)
nicht durch das Quadrat eines Primideals teilbar.

Denn wire etwa p*/p, so wihle man eine ganze Zahl o, welche
durch p, aber nicht durch p? teilbar ist. Aus dem Hilfssatz folgt

o = o (mod. p?),
d. h. wegen p/ > 2 und daher o*” =0 (mod. p*)
o = 0 (mod. p?),
gegen die Annahme.

Satz 92. Geht die Primezahl p nicht in D -m auf und ist f der
kleinste positive Exponent, so daf p’ =1 (mod. m), so zerfdllt p im
Kirper K(£) in genau e = % verschiedene Primfakioren. Jeder hat den
Grad f.

Sei n#mlich p ein Primfaktor von p vom Grade f;. Dann ist
nach (43) fiir jedes ganze o in K(£)

0" = o (mod. p), (46)
und diese Kongruenz gilt mit keinem kleineren Wert als f, fiir jedes
ganze . Nach dem Hilfssatz ist also f; <f. Andererseits folgt
aus (46) fir 0 = ¢ ,

¢ = ¢ (mod. p).

Hier muB aber p/s =1 (mod. m) sein, denn andernfalls wire &’* eine von
¢ verschiedene primitive m' Einheitswurzel und ¢t — ¢ wire dann
ein Faktor der Diskriminante D von F(z), und p ein Teiler von
D, gegen die Voraussetzung.

Aus p/1=1 (mod. m) und f, < f folgt aber nach der Definition
von f die (leichung f, =f.
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Da die konjugierten Primideale in p nach Satz 91 nur in erster
Potenz aufgehen, zerfillt nach der Bemerkung in § 29 p in genau

—;'7 Faktoren, womit alles bewiesen ist.

Hiernach steht der Korper K(§) in einer engen Beziehung zu
der Gruppe der Restklassen mod. m im Korper k(1). Primzahlen,
welche derselben Restklasse mod. m angehoren, zerfallen in K () in ge-
nau derselben Art — von endlich vielen Ausnahmen abgesehen. Spiter
in § 43 werden wir auch noch zeigen, daB der Korper K(£) den
Grad ¢(m) hat, also denselben wie die Gruppe R(m) in %(1). End-
lich erwihnen wir noch ohne Beweis, dafl die sog. Gtaloissche Gruppe
von K (&) isomorph mit der Gruppe R(m) ist.

Aus diesen Griinden nennt man K(£) einen Klassenkérper, der
zu der Klasseneinteilung der rationalen Zahlen in Restklassen mod. m
gehort.

Nun enthilt K(£), wie die Theorie der Kreisteilung lehrt, einen
oder mehrere quadratische Korper, und jeder quadratische Korper
1st auch stets in einem K({) enthalten. Es zeigt sich dann, da8
man von den Zerlegungsgesetzen in K () auf die jedes Unterkdrpers
schlieBen kann, und so ergibt sich fiir die quadratischen Korper ein
ganz anderes Zerlegungsgesetz, als wir im vorigen Paragraphen
fanden. Der Vergleich beider liefert dann den Beweis des in § 16
erwihnten quadratischen Reziprozititsgesetzes.)

§ 31. Gebrochene Ideale.

Wir fiihren jetzt gebrochene Ideale ein, Zahlsysteme, welche auch
nichtganze Zahlen des Korpers enthalten diirfen, und, soweit sie nur
ganze Zahlen enthalten, mit den bisherigen Idealen tibereinstimmen.

Ein System S wvon ganzen oder gebrochenen Zahlen des Kdirpers
heife von nun ab ein Ideal, wenn -

1. mit « und B auch Ao + up bei beliebigen ganzen L, u aus K zu
S gehort,

2. eine feste von O verschiedene gamze Zahl v existiert, so daf3 das
Produkt v >< jeder Zahl aus S ganz ist.

1) Der Gedanke dieses durchsichtigsten Beweises des quadratischen Reui-
prozititsgesetzes stammt von Kromecker. Vgl. etwa die Darstellung dieses
Beweises in Hilberts Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkérper,
§ 122. In dem vorliegenden Buche wird dieser Beweis nicht ; gebracht. Wie
der Zusammenhang ist, zeigt im Prinzip der Korper K(V— 3) der dritten
Einheitswurzeln, in welchem beide Formen des Zerlegungsgesetzes gelten.

Heocke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 8
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Ideale, welche nur ganze Zahlen enthalten, mdgen als ganze
Ideale bezeichnet werden, die iibrigen als gebrochene Ideale. Zwei
Ideale heiBen gleich, wenn sie genau dieselben Zahlen enthalten.

Satz 93. Jedes Ideal g ist der Wertevorrat einer linearen Form

5191 + o + gr@r’

wo @, - . - 0, gewisse ganze oder gebrochene Zahlen aus g sind, wihrend
& alle ganzen Zahlen aus K durchlaufen. Man schreibt g = (oy, ... 0,)-

Sei v zu g nach 2. gewihlt, so bilden offenbar alle Produkte
von v mit den Zahlen aus g eine ganzes Ideal a = (e;,...«,) und

dann ist g = (‘%-,, . o;_,)

Ist «,...a, eine Basis des ganzen Ideals a, so ist “7‘, e ':—'

offenbar eine Basis von g, wenn wir g wieder als unendliche Abelsche
Gruppe auffassen.

Das Produkt zweier Ideale g = (,,...7,), t=(0;,...0,) wird
wie bei ganzen Idealen definiert:

8- T="0(.1 70 )
und diese Multiplikation ist auch -wieder kommutativ und assoziativ.
Jedes Ideal g = (0) kann durch Multiplikation mit einem geeigneten
ganzen Ideal (v) zu einem ganzen Ideal, und folglich durch Multi-
plikation mit einem geeigneten ganzen Ideal auch zu einem Haupt-
ideal (w) gemacht werden.

Aus gr = gy folgt x =y, wenn g < (0).
Beweis wortlich wie bei Satz 68.

Sind g,, g, beliebige Ideale, g, + (0), so gibt es genau ein x, so daf
8;: % = Gs-
Man schreibt § = g—’ und nennt ¢ den Quotienten von g, und g,, der

also nur fiir g, == (0) einen Sinn haben soll.
Denn man wihle a 5= (0) so, daB ag, = (@) ein Hauptideal, also
® %= 0, und setze, wenn ag, = (o,, ... 0,),

p=(%,... %)
Dann ist in der Tat ag, = (0)r = ag,z, g, = g,z, und nach dem
Vorangehenden ist ¢ eindeutig bestimmt.
Die Gleichung —g— - % ist demnach vollig gleichbedeutend mit
ab = bc, insbesondere ist also fiir jedes Ideal m < (0)
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a _am a m

b =% m— @
Jedes Ideal liBt sich daher als Quotient von ganzen teilerfremden
Idealen darstellen, die wir wie bei Zahlen als Zihler- bzw. Nenner-
ideal bezeichnen. Insbesondere liBt sich auch jedes gebrochene
Hauptideal @ als Quotient von ganzen Idealen darstellen, was wieder
unter Fortlassung der Klammern durch eine Gleichung

o=",
ausgedriickt sei.

Auch bei gebrochenen Idealen wollen wir von Teilbarkeit in dem
Sinne reden, daB ,a/b“ oder ,a geht in b auf“ bedeuten soll, daB
% ein ganzes Ideal ist. Wenn a und b ganze Ideale sind, deckt

sich diese Definition mit der friiheren Teilbarkeitsdefinition.
Eine Zahl ® kommt darnach dann und nur dann in einem Ideal
g vor, wenn (o) durch g teilbar, d. h. ® eine Zerlegung

(@)=m-g
mit einem ganzen Ideal m besitzt.
Die Zahl 1 kommt daher in allen und nur solchen Idealen vor,

welche das Reziproke eines ganzen Ideals a, d. h. gl;eich %2 sind.

Ist ein Ideal g als Quotient von zwei ganzen teilerfremden
Idealen a und b dargestellt, so definieren wir die Norm von g:
N a
N(g) = Fp Wwemn §=q-

Diese Gleichung ist auch dann noch richtig, wenn a, b nicht teiler-
fremde oder auch gebrochene Ideale sind. Auch ist wieder

N(g, - 85) = N(8y) - N(8s)-

Zwischen Basis und Norm besteht wieder die Beziehung:
Ist o, . ..a, cine Basis von g, so st
A, ... a,)

Denn sei die ganze Zahl » < 0 so gewihlt, da vg ein ganzes Ideal b,

: (47)

mit der Basis §,,...8,, so ist %}, e ﬁ: eine Basis von ¢ und

A(ﬂ,...gﬁ)

v v

| Ve

_N® _ | 8B,
N() | N(») ’ | Nw) |vd

83
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§ 32. Der Minkowskische Satz iiber lineare Formen.

In der weiteren Entwicklung der Theorie der algebraischen Zahlen
spielt nun der GroBenbegriff wieder eine wesentliche Rolle, anders
wie bisher, wo alles auf dem Begriff der Teilbarkeit und den for-
malen algebraischen Prozessen beruhte. Das wichtigste Hilfsmittel
ist dabei ein Satz iiber die Auflésung linearer Ungleichungen durch
ganze rationale Zahlen, welcher auf Dirichlet zuriickgeht und dann
durch Minkowski erheblich erweitert und verschirft wurde. Dieser
Satz und sein Beweis ist ganz unabhiingig von den vorangehenden
Theorien. Er lautet folgendermafBen:

Satz 94. Es seien n lineare homogene Ausdriicke

L,(x) =£apqxq (p=1,2...%)

mat reellen Koeffizienten a,, gegeben, deren Determinante D = | a,, | von
Null verschieden ist, sowie n positive Grofien x,, . . . x,, wofir

% %y ...%, > D|.

Dann gibt es stets n ganze rationale Zahlen z,, . . . x,, welche wicht simi-
lich. gleich O sind, so daf
| Ly(2) | < =, (p=1,...m) (48)

Der Beweis verlduft nach Minkowskis zahlengeometrischem Ansatz
80, daB wir zundchst die andere Frage stellen: Was folgt iiber die
GroBen %, wenn die # Ungleichungen (48) keine Losung in ganzen
rationalen Zahlen z, = 0 haben? Wir zeigen, daB dann %, - %,...%,
< |D| sein muB.

Zu diesem Zwecke betrachten wir im Raume von # Dimensionen
mit den Cartesischen Koordinaten z,, ...z, das Parallelotop

L@)| <% (p=1,2...n)

und denken uns dasselbe parallel zu sich selbst sukzessive so ver-
schoben, daB sein Mittelpunkt, das ist der Punkt O, .. .0, auf simt-
licke Gitterpunkte g,,...g, zu liegen kommt, wo die g, alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen. Es entstehen so die unendlich vielen
Parallelotope II,,,. . ,.

Le—9)| <2 (p=1,...7)

Keine zwei derselben haben einen Punkt gemein, weun (48) unlos-
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bar ist. Denn wenn ein Punkt (z) zu den beiden Parallelotopen
I, .4, und II,. .. gehort, so folgt aus

L L —g) <2
und
— Ty S La—g) <Y
durch Subtraktion
L9 —9) <=,
d. h. (48) hitte die Losung z, =g, — g,

Folglich muB die Summe der Inhalte aller 17, die einem bestimmten
Quadrat |z,| < L(g=1,2...n) angehdren, kleiner als der Inhalt
(2L)y" dieses Quadrates sein, woraus sofort die Behauptung folgt
Um das einzusehen, sei zunichst ¢ eine solche Zahl, daf die Koor-
dinaten aller Punkte der Ausgangsfigur II,. . , simtlich dem Betrage
nach < ¢ sind. Dann gehdren jedenfalls alle solche II, ,...,, zu dem
Quadrate | z,| < L + ¢, wofir

lg,| <L (g=1,...n).

Denn aus | L,(z — g) i.é%’f und |g,| L L folgt |z, | = |z, — g,+ 9,1
<lwx,—g,] + 19,/ <c+ L. Ist also L eine positive ganze rationale

Zahl, so gibt es (2L + 1)* derartige IT,,...,,, ihr Gesamtinhalt ist
2L+ 1)"J < (2L + 2¢),

wo ¢ der Inhalt des einzelnen IT ist. Nach Division mit L* und

f]bergang zu lim L = oo folgt

J<L 1.
Andererseits ist

1 ) 178" "n
J:f.del...d.’vn:“!'b"l'/‘..;/dyl...dy”’—“il!—DTﬁf-'

*p *p
<L <=
L@ g5 lyplds

Wenn also die Ungleichungen in ganzen Zahlen auBer O, ... 0 nicht
16sbar sind, so ist %, ...#%, <|D|. In dieser Behauptung gilt aber
notwendig das Zeichen <. Denn aus der Unldsbarkeit fiir die Werte
%, ... %, folgt aus Stetigkeitsgriinden auch die Unlosbarkeit fiir ge-
niigend benachbarte groBere Werte der x, deren Produkt also eben-
falls noch < |D| sein muf, so daBl das Produkt der urspriinglichen
% notwendig < |D| ist.

Damit ist aber bewiesen, daB, falls das Produkt der » gleich
| D| oder groBer ist, die Ungleichungen (48) eine Liosung in ganzen
Zahlen haben miissen. T
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Wir werden nachher unter den L, (x) die Konjugierten einer
Linearform verstehen, wobei also auch komplexe Koeffizienten zu-
lissig sein miissen. Durch eine leichte Umformung des obigen
Satzes ergibt sich in dieser Beziehung

n

Sate 95. Es seien n lineare Formen L,(z) =2a,,z, (p=1,...n)
¢=1

mit reellen oder komplexen Koeffizienten gegeben, deren Determinante
D + 0. Falls aber eine der Formen nicht reell ist, soll unter den L,(x)
stets auch die zu thr konjugiert komplexe Form vorkommen. Endlich
seien x,... %, solche positive Grioflen, daf x, = x;, wenn die Formen
L, (%) und Ls{x) konjugiert komplex sind. Dann gibt es ganze rationale
nicht samtlich verschwindende z,, so daf

L@ <, (r=1,...m),
%y %y .. %, > | Dl

Zum Beweise ersetzen wir das System L,(z) durch dasjenige
System reeller Formen L'(x), welches entsteht, wenn man die reellen
und imagindren Bestandteile der L,(z) fiir sich betrachtet: Wir
nehmen I/(z) = L,(z), wenn L (z) eine reelle Form ist; ist da-
gegen L,(z) und Ly(z) konjugiert imaginir und etwa « <<f, so
setzen wir

L, (z) = Eﬁﬁ”f)_‘;;&@,

wenn

’ La — L,
, L) = ,._,,gf).-ﬂ_.ﬁ,("‘f)_

und definieren gleichzeitig

I_ f__
Ry =Ky =

%o
Vé’
dagegen
B =%

im ersten Falle.

Das reelle Formensystem L' hat nun offenbar eine Determinante
D’ mit
| D'| =2-=|D|,

wenn 7, die Anzahl der Paare konjugiert-komplexer Formen unter

den L,(x) bedeutet. Da also %, "...x, >|D'|, gibt es ganze ratio-

nale Zahlen z, die nicht alle O sind, so da8
| Ly (2) | < %, (p=1,...m).
Fiir eine nicht reelle Form L, (7) ist nun
| Ly(2) ! = L*(#) + Ly (@) S %" + %, = %},
woraus der behauptete Satz folgt.
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§ 33. Idealklassen und die Klassengruppe. Ideale Zahlen.

Wir konnen jetzt das Problem in Angriff nehmen, welches wir
zu Beginn der Idealtheorie in § 23 gestellt haben, nimlich unter-
suchen, ob sich in der dort angegebenen Art alle Ideale stets durch
Zahlen, die vielleicht anderen Korpern angehéren, reprisentieren
lassen. Zu diesem Zwecke fiihren wir einen Aquivalenzbegriff und
dadurch eine Klasseneinteilung aller Ideale von K ein durch folgende

Definition: Zwei ganze oder gebrochene Ideale a,b heiffen dqui-
valent, i Zeichen

a~b,

wenn sie sich nur um einen Hauptidealfaktor unterscheiden, d. h. wenn
es ein (ganzes oder gebrochenes) Hauptideal (w) < (0) gibt, so dap

a=om-b.

Dieser Aquivalenzbegriff hat folgende Eigenschaften:

lLa~a

2. Aus a~ b folgt b~ a.

3. Aus a~ Db und b~ ¢ folgt a~c.

4. Aus a ~ b folgt ac~ bc, und wenn ¢ == (0), auch umgekehrt.

Die Gesamtheit aller mit einem festen a #quivalenten Ideale bildet
eine Idealklasse. Insbesondere sind alle Hauptideale (4= 0) einander
dquivalent. Sie bilden die Hauptklasse.

Diese Klassen lassen sich sofort wegen 4. zu einer Abelschen
Gruppe vereinigen. Versteht man nidmlich unter a,b irgendein
Ideal resp. aus den Klassen 4, B, so gehort nach 4. das Produkt
a-b einer allein durch 4, B bestimmten Klasse an, welche nicht
abhiingt von der Auswahl von a und b innerhalb ihrer Klassen.
Wir bezeichnen die Klasse von ab mit 4B, und haben damit eine
Komposition der Idealklassen definiert, vermdge der sie eine (end-
liche oder unendliche) Abelsche Gruppe, die Klassengruppe des
Korpers K, bilden. Das Einheitselement ist dabei die Hauptklasse.

Der Ubergang von den Idealen zu den Idealklassen entspricht
genau dem Ubergang von den Zahlen zu den Restklassen nach einem
Modul. Denn die Gesamtheit der ganzen und gebrochenen Ideale
von K, welche & (0) sind, bildet offenbar bei Komposition durch
gewdhnliche Multiplikation eine unendliche Abelsche Gruppe. (Diese
hat im Sinne von § 11 eine Basis von unendlich vielen Elementen,
nimlich die Gesamtheit der Primideale.) Diese Gruppe I enthilt
als Untergruppe die Gruppe aller Hauptideale (< 0), welche mit §
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bezeichnet sei. Und die oben definierte Klassengruppe ist offenbar die
Faktorgruppe M/DH. Ihre Elemente sind ja die verschiedenen »Ieihen®
oder Nebe.ngruppen, welche aus séimtlichen Idealen bestehen, die sich
nur um ein Element aus §, d. h. ein Hauptideal als Faktor unter-
scheiden.

. Es ist eines der Hauptprobleme der héheren Arithmetik, die
felflere Struktur dieser Klassengruppe zu untersuchen. Sie spielt in
bema.he. allen Aussagen iiber die Zahlen in K eine wesentliche Rolle.
Doch sind unsere Kenntnisse hieriiber in allgemeinen Kérpern noch
duBerst gering. Die wichtigste allgemeine Tatsache sprechen wir
in folgendem Satze aus:

Sate 96. In jeder Idealklasse von K gibt es ein ganzges Ideal, dessen
Norm < H/E’ ist. Die Ansakl der Idealklassen von K ist daher
endlich.

' Es sc?i l.léimlich a ein ganzes Ideal aus der Klasse B-Y, wo B
eine beliebig gegebene Klasse ist. Bedeutet ®,...q, eine Basis

von g, 50 gibt es nach Satz 95 ganze rationale, nicht siimtlich ver-
schwindende z,,...z,, so daB

;m<i>s=1i=2:uk<i>xkg__<_ﬁ’/&1 (i=1,...n)

wo A = A(e,,...a,) = N(a)Vd die Determinante der o® ist. Fir
das Produkt dieser Konjugierten o® ist also
RUOIESVNESIONZI (49)
Nun i.st nach Definition o eine ganze durch g teilbare, von Null
verschiedene Zahl, hat also eine Zerlegung
©o=nqa-b,

wo b ein‘ gewisses von O verschiedenes ganzes Ideal ist, welches
offenbar in der zu B-! reziproken Klasse B liegt, da ja ab ~ (1)
Aus (49) folgt dann ' .

[N L V|,

womit der erste Teil bewiesen ist.

(50)

Nun gibt es aber nur endlich viele ganze Ideale, deren Norm

einen gegebenen Wert ¢ hat, denn nach (42) in § 27 miissen sie
Teiler des Ideals (¢) sein. Folglich gibt es auch nur endlich viele
ganze Ideale, deren Norm unterhalb einer gegebenen Schranke liegt
da ja die Normen ganze rationale Zahlen sind. Mithin gibt es nu;'
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endlich viele ganze Ideale b, welche der Bedingung (50) geniigen,
also ist die Anzahl der verschiedenen Idealklassen in K endlich.

Diese Klassenzahl werde fortan mit & bezeichnet. Als unmittel-
bare Folge der Endlichkeit von kb ergibt sich aus Satz 21:

Satz 97. Die h* Potenz jedes Ideals in K ist ein Hauptideal.

Und damit endlich kénnen wir die in § 24 ausgesprochene Be-
hauptung beweisen:

Satz 98. Zu jedem Ideal o aus K gibt es eine Zahl A, welche
im allgemeinen nicht dem Korper K angehirt, derart, daf3 die Zahlen
von a identisch mit denjenigen Zahlen des Korpers K sind, welche durch
A teilbar sind.

Nach Satz 97 ist namlich a* gleich einem Hauptideal (). Die

Zahl A =¥ hat dann die behauptete Eigenschaft. Denn ist « eine

h
. . o
Zahl aus a, so gehdrt o* zu o”, es ist also — ganz und also auch

& % ang
jo RS

Ist umgekehrt « eine Korperzahl, so daB Aﬁ ganz, so ist og— ganz,
d. b. g: ein ganzes Ideal; wegen des Fundamentalsatzes ist also auch

g— ein ganzes Ideal, d. h. « kommt in a vor.

Die Zahlen A, welche nitig sind, um alle Ideale des Korpers K
zu reprisentieren, Jassen sich nun wegen der Gruppeneigenschaft der
Idealklassen so wihlen, daB sie alle einem Korper vom Relativgrad
h iber K angehiren, und zwar auf folgende Art:

Als endliche Abelsche Gruppe besitzt die Klassengruppe, falls A >1,
eine Basis, etwa die Klassen B;, ... B, resp. von den Graden ¢, ...c,
Wiihlen wir aus jeder dieser Klassen ein Ideal b (¢ =1,...m), so
ist nach Definition der Basis jedes Ideal a des Korpers dquivalent
genau einem Potenzprodukte

b b 0L, <cj59=1,...m) (Bl)

D, h. man erhdlt alle Ideale g (ganze und gebrochene) genau ein-
mal, wenn man in

g=eb™... 0w (52)

die Zahl ¢ alle nicht assoziierten Korperzahlen und die z, alle ganzen
rationalen Zahlen mit den Bedingungen (51) durchlaufen liBt. Be-
stimmt man daher nach Satz 98 zu jedem b, die Zahl B, wo

B,= VB, Dbr—(8),
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so ist offenbar jedem g der Form (52) die Zahl
=B ...B2m (53)

derart zugeordnet, daB die Zahlen von g identisch mit denjenigen
Zahlen des Korpers sind, welche durch dieses I teilbar sind. Lassen
wir in diesem Ausdruck (53) ¢ alle Korperzahlen, auch die asso-
ziierten, durchlaufen, so erhalten wir ein System von Zahlen, welches
man ein System idealer Zahlen zu K nennt. Dieses zerfillt, den
Idealklassen entsprechend, in % Klassen idealer Zahlen. Jede einzelne
Klasse enthilt die Zahlen (53) mit demselben xponentensystem ,,
und die Gesamtheit der Zahlen derselben Klasse (inkl. 0) reprodu-
ziert sich durch Addition und Subtraktion, die Gesamtheit aller
idealen Zahlen, welche == 0 sind, reproduziert sich durch Multipli-
kation und Division. In diesem System ist jedes Ideal von K im
Sinne von Satz 98 durch eine wirkliche Zahl reprisentierbar.

Diese Darstellung hat fiir neuere Untersuchungen der analytischen
Zahlentheorie eine besondere Bedeutung gewonnen. Es sei iibrigens
noch ausdriicklich bemerkt, daB der Zahlkorper K(B,, . .. B,,), welcher
den Relativgrad k in bezug auf K besitzt, im allgemeinen nicht mit
dem sog. Hilbertschen Klassenkorper von K identisch ist.

§ 34. Einheiten. Obere Grenze fiir die Anzahl der Grund-
einheiten.

In diesem und dem folgenden Paragraphen werden wir einen voll-
standigen Uberblick iiber die in einem Korper K vorhandenen Ein-
heiten gewinnen, indem wir den nachher formulierten Fundamental-
satz von Dirichlet beweisen. Die Existenz von im allgemeinen un-
endlich vielen Einheiten in K ist neben der Notwendigkeit, den
Idealbegriff einzufiihren, das zweite wesentliche Merkmal, welches
die hoheren algebraischen ZahlkSrper von dem Koérper der rationalen
Zahlen unterscheidet.

Die Menge aller Einheiten des Korpers K bildet zunichst offen-
bar bei Komposition durch Multiplikation eine Abelsche Gruppe.
Diese Gruppe aller Einheiten in K heife € Als Untergruppe ist
in ihr enthalten die Gruppe % aller Einheitswurzeln in K, welche
mindestens zwei Elemente, nimlich + 1 enthilt.

Hilfssatz a): Es gibt hochstens endlich viele ganze Zahlen in
K, welche nebst simtlichen Konjugierten dem Betrage nach eine
gegebene Konstante nicht iibersteigen. Haben alle Konjugierten
einer ganzen Zahl in K den Betrag 1, so ist sie eine Einheitswurzel.

T
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Wenn nimlich etwa fiir die ganze Zahl ¢ in K die Ungleichungen
a®| L C gelten, fir i=1,2...n, so folgt hieraus sofort fiir die
elementarsymmetrischen Funktionen der o eine nur von C und »
abhingige Abschiitzung ihrer Betrige nach oben. Diese Funktionen
haben aber ganze rationale Zahlwerte und sind die Koeffizienten
der Gleichung n'" Grades mit den Wurzeln «); fiir diese Koeffi-
zienten bestehen daher nur endlich viele Mdoglichkeiten, und daher
gibt es nur endlich viele Gleichungen n'® Grades, deren Wurzeln
ganze Zahlen und gleichzeitig simtlich < C sind.

Ist ferner « eine ganze Zahl in K und |o®|=1,firi=1,...n,
so gilt dasselbe fiir alle unendlich vielen Potenzen af(g=1,2...).
Diese konnen nach dem eben Bewiesenen nicht alle verschieden sein,
mithin ist eine Potenz o? = 1, « also eine Einheitswurzel.

Satz 99. Die Gruppe B aller Einheitswurzeln in K ist endlich, und
zwar eine zyklische Gruppe von einem Grade w > 2.

Denn da alle Einheitswurzeln nebst allen Konjugierten den Be-
trag 1 haben, folgt aus dem Hilfssatz die erste Behauptung. Ist
ferner p eine im Grade von ¥ aufgehende Primzahl, so ist die An-
zahl der Losungen von 2? =1 gleich p?, und daher nach Satz 28
die zu p gehorige Basiszahl der Gruppe B gleich 1, also die Gruppe
zyklisch.

Zur weiteren Untersuchung filhren wir eine bestimmte Nume-
rierung der konjugierten Korper K@ ein. Es sei & eine den Korper
K erzeugende Zahl und unter den » Konjugierten seien

AN 5O L ") reell,
die iibrigen 2r, unter den &® seien nicht reell, und zwar
#®+r) konjugiert imaginir zu #® fir p=r +1,...7 + 7.

Diese Numerierung tibertriigt sich nach § 19 auf die Konjugierten
aller Zahlen in K, und es ist also dann auch fiir jede Zahl ¢ aus K

o .. reell

|atr)| = |a®| fir p=r +1,...7 + 1. (54)
Wir definieren endlich

e, =1 fir p=12...7,

e, =2 fir p=r+1,...n,
also
T+ T
e,=n.
p=1”
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Unser Ziel ist nun der Beweis des folgenden Fundamentalsatzes
von Dirichlet:

Satz 100. Die Gruppe € aller Einheiten in K besitat eine endliche
Basis. Und zwar besteht diese aus genau r = r, + ro — 1 Elementen
von unendlichem Grade, wihrend die ibrigen Basiselemente Einheits-
wurzeln sind.

Das bedeutet also:

Es gibt r + 1 Einheiten &, n,, 1y, . . . 1,, wobei § eine w* Einheits-
wurzel, derart, daff man in der Form

&= gy ...,

Jjede Einheit des Korpers genau einmal erhilt, wenn a,, . . . a, simtliche
ganzen rationalen Zahlen, a dagegen wur die Werte 0,1,2 ... w—1
durchliuft. r derartige Einheiten 7, ... 7, heiBen Grundeinheiten
des Korpers.

Zur Vorbereitung des Beweises, welcher uns in diesem und dem
folgenden Paragraphen beschiftigen wird, bedenken wir, daB % Ein-
heiten & ...¢, von unendlichem Grade (d. h. solche, die nicht zu 28
gehoren) im Sinne der Gruppentheorie unabhiéngig heiBen, wenn
eine Relation

&g . . . g% =1 (55)
mit ganzen rationalen ¢ nur besteht, falls alle a, =---=a,=0.
Mit einer Relation (55) bestehen nun aber gleichzeitig auch immer
die analogen fiir jede Konjugierte, und daher auch

0@ [e0]n. . e@lr =1  (i=1,2...m)

J
oder

k
>a, log e ] = 0. (56)
m=1

(Dabei sind die reellen Werte der Logarithmen gemeint). Umge-
kehrt folgt aus dem Bestehen dieser Relationen (56) mit ganzen
rationalen a fiir alle i =1,2...% nach dem Hilfssatz a) sofort, daB
&y . . . & nicht unabhingig sein konnen, da alsdann die Zahl
&% ... g%

eine ganze Zahl von K ist, die nebst simtlichen Konjugierten den
Betrag 1 besitzt; sie ist daher eine w* Einheitswurzel und ihre
w'® Potenz = 1.

Nun folgt aber weiter aus den r Gleichungen
k

mgl'ymlog|£1}f)|=0 fir ¢=1,2,.. .7, +7r,—1 GY))
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(mit irgend welchen y) bereits die Richtigkeit dieser Gleichungen
auch fir die ibrigen Indizes ¢ =7, +7y,...n Denn es ist, weil

¢, eine Kinheit,
47

Zleploglsﬂ‘{’)|==0 (m=1,2,...k),
p:
und daher

ry+r,—1 %

r1+r,2ym log |e2trd| = —26 27,,, log || =0,

also ist (57) auch richtig fiir ¢ = #, + 7; und damit wegen (54) fiir
i=1,2...n. Mithin sind die k Einheiten ¢, ... dann und nur
dann unabhiéingig, wenn die r linearen homogenen Gleichungen fiir
k Unbekannte p,,... 9,

zy log|e©]|=0 (i=1,2,...7r) (58)

keine Losungen in ganzen rationalen y auBer y, = O besitzen.

Und nun ergibt sich eine obere Grenze fiir die Anzahl £ von
unabhiingigen Einheiten durch den folgenden

Hilfssatz b): Bestehen fiir die & Einheiten &, ... ¢ r Relationen
(58) mit irgend welchen reellen y,,, die nicht alle Null sind, so be-
stehen stets auch r solche Relationen mlt ganzen rationalen y,, die
nicht alle Null sind.

BEs gentigt offenbar, das nur fiir solche Einheiten zu beweisen,
von denen keine eine Einheitswurzel ist. Es sei nun etwa ¢ als
solche Anzahl gewihlt, daB zwischen den Einheiten s, &, ... 8,_,
die » Gleichungen

q—1
Zamlogla,ff)]=0 (t=1,...7)

nur mit ¢ =---«,_, = O gelten, daB dagegen zwischen den ¢ Ein-
heiten ¢, ... ¢, ein solches System

Q
g:ﬁmlogis,gw =0 (1=1,2,...7) (59)

mit nicht simtlich verschwindenden reellen f,, ..., besteht. Hier-
bei ist also 2 < q <k, und wegen der Annahme iiber ¢ ist dann
notwendig g, =+ 0, und die ¢ — 1 Quotienten g‘ yo o %3 in (59) sind
eindeutig bestimmt. Der Hilfssatz b) wird bewiesen sein, wenn wir
zeigen, daB diese g — 1 Quotienten Bn (m— 1,2 ... ¢ — 1) rationale

Zahlen sind.
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Setzen wir

g;"—_—__am’ m=1,2,...9—1)

5o handelt es sich um die Gleichungen

-1
log || —-=mg;am log [6@]. (1 =1,2,...n) (60)

Wir betrachten nun tiberhaupt siimtliche Einheiten #, deren Loga-
rithmen mit irgend welchen reellen g, sich in der Form

q—1
].Og !»,](ﬂl =2@m lOg ien(f) 1 (7’ = 1) 2’ c ﬂ) (61)
m=1

darstellen lassen. Wenn diese Darstellung tiberhaupt moglich ist,
sind die g,, zu  (wegen der Voraussetzung iiber q) eindeutig be-
stimmt. Unter den hierbei auftretenden Systemen g, . .. 0,_; gibt
es nun nur endlich viele, deren simtliche Elemente einen Betrag
<1 haben, denn fiir die zugehsrigen 5 gilt

q—1
[log [70]| < 1og ||| (i=1,2,...n)

m=1
und nach Hilfssatz a) kann es nur endlich viele ganze Zahlen des
Korpers mit dieser Eigenschaft geben. Die Anzahl der verschiedenen
Systeme ¢ mit !o,| <1 sei etwa H. Andererseits hat die Menge
aller in (61) auftretenden Systeme (g, . .. 0,_1) folgende Eigenschaft:
Mit (o, ..., ,) kommt stets auch das System

(No; —ny, Ng, — oy - -« N99—1 - ”9-1)

in dieser Menge vor, wobei N, n,,n,, ... n,_, beliebige ganze ratio-
nale Zahlen sind. Nun lassen sich zu jedem N die n,,... n,_, SO
wihlen, daB alle Zahlen | No, — #,| < 4 sind, und fiir verschiedene
N haben die Zahlen Ng, —n, stets verschiedene Werte, wenn 0y
irrational ist. Damit ergeben sich unendlich viele Systeme (01---0,_1)s
wo alle |g;| <1, entgegen dem oben Bewiesenen; also kann weder
¢, noch g, ... _, irrational sein, und alle «, in (60) sind ratio-
nal, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Uber die etwaigen in dem 9,, auftretenden Nenner ergibt sich
aber gleichzeitig, daB ein festes ganzes rationales M = 0 existiert,
welches nur von ¢, ... &_,, aber nicht von 7 in (61) abhéngt,
so daB

Mo,, ganz rational.
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. a .
Denn hat o, in gekiirzter Gestalt etwa die Form - mit ganzem

rationalen a,b (b > 0), so sind unter den Zahlen |Ng, — n, |
. . 1 b—1

gerade b untereinander verschiedene, némlich 0, -, ... =~ welche
< 1 sind, mithin ist b nicht groBer als die oben definierte Zahl H
aller Systeme (o,,...0,_;), Wo alle |g;| <1, also ist H/g, gans,
und es kann also M = H! gewihlt werden. Damit ist also be-
wiesen: :

Hilfssatz ¢): Wenn ¢,...¢ solche Einheiten sind, daB die

r Gleichungen
k

Vm log 6@ =0 G=12..,n
m=1
mit reellen y, nur fiir y,, = O bestehen, so gibt es eine qute gauze
rationale Zahl M <= O, derart, daf die # Ausdriicke
k
on log {20

m=1
nur dann, falls Mg, eine ganze rationale Zahl ist, resp. = log |®|
(fir 4=1,2...,n) sein konnen, wobei 5 eine Hinheit in K.

Aus diesen beiden Hilfssiitzen b) und ¢) folgt aber unmittelbar,
daB die Anzahl & der unabhingigen Einheiten unendlich hoher Ord-
nung hochstens r ist. Denn fiir £ >~ sind die  linearen homo-
genen (leichungen (58) fiir die & Unbekannten p,, ...y, sichgr durch
reelle, nicht simtlich verschwindende Werte zu 16sen, weil die Koeffi-
zienten reell sind.

Aus c) folgt weiter:

Hilfssatz d). Die Gruppe € aller Einheiten hat eine endliche
Basis, und die Anzahl & der Basiselemente unendlichen Grades
ist <.

Es seien niimlich &, ... & k unabhiingige Einheiten unendlichen
Grades, und es gebe nicht k¥ + 1 unabhiingige Einheiten unendlic]{en
Grades. Dann besteht mit einem gewissen positiven ganzen ratio-
nalen M nach b) und ¢) fiir jede Einheit % in K ein System von
Gleichungen

k
log [70] = D'rlog 6] (=1,2,...n)

m=1
mit ganzen rationalen g,. Hieraus folgt nach Hilfssatz a)

N = g2 . .. gL,




/
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wo ¢ eine Einheitswurzel in K, d. h. eine #* Einheitswurzel; daher
ist mit ganzem rationalem z

Hn o 5 % 27/
7]=£M-82”...8,‘M§0‘”, wo §0=6M"’.

Wir betrachten nun?) die Gesamtheit aller Potenzprodukte der % -+ 1
Zahlen

1 b
— e M .M .
Hi=¢% ...Hi=g&" H . 1=58

bei beliebig, aber fest gewihlten Wurzelwerten. Die Menge dieser
Zahlen bildet eine (gemischte) Abelsche Gruppe, woflir Hy, ... H, ,
die Basis sind. In ihr ist nach dem Vorangehenden die Gruppe €
aller Einheiten von K als Untergruppe enthalten, und zwar als eine
von endlichem Index, da die M* Potenz jedes Elementes zu € ge-
hort. Also hat nach Satz 34 auch € eine endliche Basis, und die
Anzahl der Basiselemente unendlichen Grades in € ist < k. Unter
den Potenzprodukten dieser Basiselemente unendlichen Grades miissen
aber jedenfalls die w*" Potenzen aller Einheiten, also auch ¢, . .. &,
das sind % unabhingige Einheiten, vorkommen, mithin ist die An-
zahl dieser Basiselemente genau =% und Hilfssatz d) damit be-
wiesen.

§ 35. Dirichlets Satz fiber die genaue Anzahl der Grund-
einheiten.

Zum vollstindigen Beweise von Dirichlets Satz 100 fehlt noch
der Nachweis, daB die Anzahl %, welche wir als < r erkannt haben,
genau gleich r = 47, — 1 ist.

. n T
Wegen n =r, + 27, ist » =__‘_;;; — 1, also r =0 nur, wenn

nt+r =2 dhn=2 r, =0 oder n=1, r, =1 Das bedeutet
den Fall des imaginiren quadratischen Korpers und den trivialen
Fall des rationalen Zahlkorpers.

Hilfssatz a): Wenn 7 = 0, ist die Gruppe € identisch mit der
endlichen Gruppe B der Einheitswurzeln in K.

Denn im imaginiren quadratischen Korper folgt aus N(e) =+ 1
sofort ¢® . &® = 4 1, und wegen |¢®|=|&?| ist diese Einheit mit
ihren Konjugierten vom Betrage 1, also eine Einheitswurzel.

1) Wir erinnern uns hier an die analoge SchluBweise in § 22 beim Nach-
weis der Existenz einer Korperbasis.
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Hilfssatz b): Wenn r >0, so gibt es zu jedem Systeme mnicht
gamtlich verschwindender reeller ¢;,...c, eine solche Einheit &, daB

L(s) = ¢, log | &®| + ¢ log | 6] + - - - + ¢, log ||+ 0.
Dieser zweite wesentliche SchluB des Dirichletschen Gedankenganges

beruht auf dem Minkowskischen Satz 95. .
Wenn néimlich %, . .. %, n positive GriBen von der Art sind, daB

%1'%2...%":‘-‘/3!7

Hppr, = %p fir p=r,+1,...70+ 7,
so gibt es mach Satz 95 eine ganze von Null verschiedene Zahl «
in K, (deren Norm also mindestens den Betrag 1 hat), so daB
La) <L, filr @ = 1,2...%,
1< N@ <[Vl

Hieraus folgt ) ) .

PO I e S i

R TR P e L R Tl EE A S 1771
(Hieraus 148t gich itbrigens |d| > 1 schlieBen, da fiir |d|=1in diestan
Ungleichungen iiberall das Gleichheitszeichen gelten miiBte.) Fir
diese Zahl ist der Ausdruck

r
L (&) =2, log [
m=1

| L(a) — e, log #,| < Sl en | log (V| < 4,

m=1 m=1
wo A von « und den x unabhiingig gewilhlt sei. Die r GroBen %y, . .. %,
sind beliebig wiihlbare positive Zahlen, so daB man eine solche Folgg
von Systemen %,®, ... %,® (h=1,2,... in inf.) finden kann, daB

e, logx® =2A4h (h=12..),
m=1

und fir die zugehorigen e, ist
| L(e;) —24h| < A
A2k —1) < L(x,) < 4(2h + 1),
T.(e;) < L(ay) < L(e) - - - i inf,, (62)
wihrend gleichzeitig

mithin

| N(e)| 1Vl
Diese unendlich vielen Hauptideale (), deren Norm nicht groBer

als |1/;7ll ist, konnen nicht alle verschieden sein;j es miissen daher
Hecke, Vorlesungen dber die Theorie der algebr. Zahlen 9
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mindestens zwei verschiedene Indizes 4 und m existieren, so daB
(@) = (2,), also «, = sa,,
wo ¢ eine Einheit in k. Hierfiir ist dann nach (62)
- L(e,) #+ L(,) = L(sa,)
L(e) = L(ew) — L(a;) +0,
womit der Hilfssatz b) bewiesen ist. Daraus ergibt sich

' H%lfssatz ¢): Wenn 7 >0, ist die Anzahl % der unabhiingigen
Einheiten des Kérpers genau = r-.
Denn nach b) gibt es eine Einheit ¢, so daB

log | &,®| 4 0.
Ist sodann > 1, so gibt es ebenso eine Einheit &, so daB
log [&®], log|&®|
[log | &®], log |&®|
usf. Wir erschlieBen also aus b) die Existenz von » Einheiten
&, ... &, wofiir die Determinante
log [60], ..., log | 6O |
I log | 6®],. .., log | &,®]
{log [&®|,.. ., log |5
Aus dem Nichtverschwinden dieser Determinante folgt gleichzeitig,

d.aB keine dieser Einheiten eine Einheitswurzel ist, und daB die
linearen homogenen Gleichungen fiir p,, ..., »,

. log | 6] =0

die einzige Losung g, =p,...=p =0 haben. Mithin ist nach
den Sitzen des vorigen Paragraphen die Anzahl k der unabhingigen
Einheiten unendlichen Grades genau =, und in Verbindung mit
dem Hilfssatz d) daselbst ergibt sich daraus die Richtigkeit des
Dirichletschen Einheitensatzes 100.

Nach Satz 38, § 11 erkennen wir sofort, daB zwischen zwei
Systemen von Grundeinheiten in K:yy, ...%, und &,... &, Glei-

chungen von der Form
N = gm;_:l"'mx < &mr ., g mr

(m=1,2..,7

bestehen, wo §, Einheitswurzeln sind, wihrend die a_, ganze ratio-

v
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nale Zahlen mit der Determinante + 1 sind. Der Betrag der Deter-

minante
log |7, @], ... log |%,M|

log [, ], . . - log |9, |
hat daher fiir jedes System von Grundeinheiten von K den gleichen
von 0 verschiedenen Wert, dieser ist also eine Konstante des Korpers.
Man nennt den Betrag R der Determinante

!e,logMl(‘)],...ellog\nr(‘)l'
!=iR
| e log |n,... e log |5,

,den Regulator R des Korpers K.

§ 36. Differente und Diskriminante.

Wir beschiftigen uns in diesem Paragraphen mit den tieferen
Eigenschaften der Diskriminante d des Korpers K. Bisher war d
ziemlich formal als Determinante einer Korperbasis definiert; wir
versuchen nun eine sich auf die inneren Eigenschaften von d griindende
Definition zu finden, die alsdann auch den Vorzug hat, sich auf Re-
lativkorper (§ 38) iibertragen zu lassen.

Wir definieren zuniichst als Differente der Zahl «® in K® die
Zahl

0(a®) = [[(a® — oa®).
hs=p

Ist F(x) das Polynom n*® Grades mit rationalen Koeffizienten und
hichstem Koeffizienten 1, welches die n GroBen oY, . . . at zu Wurzeln

hat, so ist offenbar

0(e) = F'(e). (63)
Hiernach ist 8 («®) eine Zahl aus K, und verschwindet nach Satz 54
dann und nur dann, wenn « eine Zahl von niederem als #n*" Grade
ist. Fiir die Diskriminante der Zahl « findet sich dann der Wert

n(n—1)

d(e) = (@ — a®) = (— 1) * N(0().

nZi>k21
Nun sei ein beliebiges Ideal a(4=0) in K vorgelegt, mit der

Basis ¢, ... «,.
Satz 101: Die Menge der Zahlen i in K, wofiir die Spur

S(10) = SJ0ul” = ganve Zahl (64)
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bei jeder Zahl o aus a, bildet ein Ideal m. Dabei ist ma ein von a
unabhdngiges, allein durch den Korper K bestimmies Ideal, welches das

Reziproke eines ganzen 1deals b ist. Eine Basis von m wird gebildet .

von den n Zahlen B, . .. B,, welche nebst ihren Konjugierten durch die
Gleichungen

, S(Bseq) = e (Gk=1,2...m) (65)
bestimmt sind. Dabei ist e;, = 1, wenn i =k, sonst ¢;, = 0. '
Beweis: Die Zahlen 4 mit der Eigenschaft (64) konnen zuniichst

nicht beliebig hohe Idealnenner haben. Denn die Voraussetzung ist
gleichbedeutend mit » Gleichungen

S(iey) =g, k=1,2...2),
wo g, ganze rationale Zahlen sind, und aus diesen % linearen Glei-
chungen fiir 4%, ... 1™ ergeben sich diese als Quotient von zwei
Determinanten; der Nenner ist die feste Determinante der @, gleich
N(a)Vd, der Zihler ist ein ganzzahliges Polynom der o5 mithin
gibt es eine nur von den « abhingige ganze Zahl , so daB wi

ganz ist. Wenn ferner 1,, 4, zu jener Menge der 1 gehoren, so ist
fiir jedes ganze &, £, auch

S48 + A Epe) = S(1,80) + S(,8¢)
ganz, weil auch §«, §e« zum Ideal a gehdren; also gehort auch
A& + 438, zu der Menge der A; diese ist daher nach § 31 ein Ideal,
das von a abhingt und etwa m = m(a) heiBe. Hier ist nun
am(a) = m(l), also von a unabhingig. Denn gehtrt 1 zu m(a),

so ist fiir jedes ganze £ auch S(i¢,£) ganz, d. h. Ae, gehort zu
m(1). Wenn umgekehrt g zu m(1) gehért, und o, ... g, eine Basis

von % bedeutet, so ist «g, eine ganze Zahl und daher S(po,x)

ganz, d. h, die Produkte von u mit jeder Zahl aus % gehoren zu
m(a), u gehort zu am(a). :

Ferner ist m(1) das Reziproke eines ganzen Ideals b, da offen-
bar die Zahl 1 zu m(1) gehdrt. Mithin ist
1
o
wo D ein ganzes, von a unabhingiges Ideal ist.

Definiert man endlich die #* Zahlen 8, durch die eindeutig 16s-
baren Gleichungen

m=m(a) =

L OBPe® —¢, (,k=1,2...n) (65)
p=1 '

*
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und setzt, wenn 4 (64) erfiillt, :
S(iey) = g k=1,2...m),

so ist auch
S(Aee) = 9 fir Ag=¢6+ -+ 9nBa

l=lo=gll81+"'+gnﬁn7

und die B,,...p, bilden eine Basis von m(q), wenn sie Zahlen aus
K sind. Letsteres entnimmt man entweder unmittelbar aus der
Determinantendarstellung der Losungen von (65), oder man schlieBt
durch Multiplikation mit ¢, und Summation iiber ¢ aus (65) das
gleichwertige Gleichungssystem

2“1:@)2135@) o) = ; €00 = a0 = geﬂq“k@)’
p 1

und hieraus

mithin

'

S8P0® =, Zﬂi@) Sa®e,® =?em¢xk(9)
¢ q

i

¢ oder »
2; B®S (@;00) = ey®.
i

Da die Koeffizienten hier auf der linken Seite jetzt rational sind,
sind die B» Zahlen aus K®. Danmit ist Satz 101 bewiesen.

Fiir spitere Anwendungen (Kap. VIII) formulieren wir noch be-
sonders

Satz 102. Sind e, . . . «, Basiszahlen des Ideals a, so sind die n
Zahlenreihen P, ...B.® (p=1,...n), welche durch (65) deﬁniew:t
sind, konjugierte Zahlenreihen aus K, und By, ... f, bilden eine Basis

nl
’IJOa

Da ferner hiernach
1 1
DBy - - - Ba) = Ay, ... a)  aN*()

und nach (47) J
BB, .. B) = N(w)d = gy

so gilt

Satz 103. Es ist N(b) = |d|.

Dieses durch Satz 101 definierte Ideal d heiBe die Differente
oder das Grundideal des Korpers. _ .

Um nun den fundamentalen Zusammenhang zwischen dieser
Korperdifferente und den Differenten der Zahlen in K aufzudecken,
haben wir die Gesamtheit der Zahlen in K zu untersuchen, welche
gich in der Gestalt
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G® =ay+ a9+ a9+ - +a, 81
mit ganzen rationalen @, darstellen lassen. s sei & eine ganze,
den Korper K erzeugende Zahl. Die Menge der Zahlen G() mit
ganzen rationalen a; heiBe ein Zahlring oder Integritdtsbereich und
werde mit R(9) bezeichnet. Die Zahlen dieses Ringes bilden erst-
lich sicher einen Modul mit den » Basiselementen 1, &, 8% ... 8"~}
zweitens aber reproduzieren sie sich auch durch Multiplikation.
Hilfssatz a): Jede Korperzahl «, wofiir ba ganz ist, 1iBt sich
in der Form
-2
TF®
darstellen, wo ¢ eine Zahl des Ringes R(#) und F'(8) wie in (63)
die Differente von o ist.
Wir betrachten zum Beweise das Polynom in z
< o F
G@) = S 15, (66)

wOo
@) = [l —99) = o + 6o+ + e (a4 6,07
i=1

G () ist ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, denn

re) P —F®) 20 Syrghornt

z—%  x— =102r<h—1

und daher

G(x) = ey S S(ad' =Y.
h=10=2r<h—-1
Weil aber «d nach Voraussetzung ganz ist, sind die hier auftretenden
Spuren nach Satz 101 ganze rationale Zahlen. Setzt man in (66)
z = &, so erhdlt man
@
T F@)
wo in der Tat also G(®) eine Zahl des Ringes ist.
Hieraus folgt, daB F'(9) - « eine ganze Zahl ist, wenn da ganz,
also besitzt F'(9) die Zerlegung
F'(9) = of 67
wo | ein ganzes Ideal ’ 0

Hilfssatz b): Fur jede Zahl ¢, welche dem Ringe R(#) ange-
hort, ist

S (17,%)—)) = ganze Zahl.
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Offenbar braucht diese Behauptung nur bewiesen zu werden fiir
o=1,8,...98""1 wo sie aber unmittelbar aus den sog. Eulerschen
Formeln folgt:

gk 0 fir k=0,1,2...n—2
el F39) {1 fiir k=n— 1.
Diese ergeben sich, wie der Vollstiindigkeit halber angefiihrt sei, aus
der Lagrangeschen Interpolationsformel

gkt F(x) {a/‘“fﬁr k=0,1,...n—2
;’1 F(§9) a—o® — F(z) fir k=n—1,

indem man hierin = O setzt (oder auch nach Division mit F(x)
hach Potenzen von -‘—lc— entwickelt).

Satz 104. Alle Zahlen des Ideals | = F'b(ﬂ) gehiren dem Ringe R(9)
an, und wenn alle Zahlen eines Ideals a dem Ringe R(%) angehdren,
so ist a durch | teilbar.

Ist némlich @ = 0 (mod. f), so ist & = 7;27) eine Zahl mit dem
Nenner 9, und nach Hilfssatz a) muB daher «F'(9) eine Zahl des

Ringes sein, womit der erste Teil unseres Satzes bewiesen ist.
Sind umgekehrt alle Zahlen von a Ringzahlen, so ist nach Hilfs-

satz b) S(m) ganz, wenn o alle Zahlen von a durchliuft. Folg-
lich ist nach Satz 101 FE@ eine Zahl des Ideals m(a) =
F’(9) =df geht auf in abd; f/a,

was bewiesen werden sollte.

Dieser Satz gibt also eine neue Definition von f:f ist der gr
gem. T. aller Ideale in K, welche nur Zahlen des Ringes epthalten.
f heiBt der Fiihrer des Ringes.

Hilfssatz ¢): BEs gibt stets Ringe R(9) in K, deren Fiihrer {
durch ein beliebig gegebenes Primideal p nicht tellbar ist.

Ist nimlich o eine ganze durch p, aber nicht durch p* teilbare
Zahl, so ste]lt der Ausdruck

Yo+ 70+ p0 4+ p0" (68)

offenbar alle Restklassen mod. p*+! dar, wenn yp,, ...y, unabhingig
von einander je ein volles Restsystem mod.p durchlaufen. Es sei
pun @ eine solche Primitivzahl mod. p, daB die durch p teilbare Zahl

@ — 8¥® — 5 % 0 (mod. p?).

615 , also
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(Hat & nicht die letztere Eigenschaft, so gilt das aber sicher fiir
& + =, wenn z eine durch p, aber nicht durch p® teilbare Zahl ist.)
Durch Verinderung mod. p® liBt sich weiter noch erreichen, daB &
von allen seinen Konjugierten verschieden ist und iiberdies
# =0 (mod. a), wo p=ypa, (a,p)=1, (69)
p die durch p teilbare rationale Primzahl ist.
Lassen wir nun p; in (68) die N(p) nach p inkongruenten Zahlen
0,9,9%...9V0—1
durchlaufen, so erkennen wir, daB jede Restklasse mod. p* durch eine
Zahl des Ringes R(9) dargestellt werden kann. Dann aber kann,
wenn (69) gilt, der Fithrer { dieses Ringes nicht durch p teilbar
sein. Denn sei
N(bf) =pka') wo (("’7 p) =1,
so gibt es zundchst nach dem Obigen zu jeder ganzen Zahl @ eine
Ringzahl ¢ derart, daB
7 =0 — =0 (mod. p°¥).
Hierin ist nun wa®* durch F'(9) = df teilbar, wie die Zerlegung
wad*  wHENQO)) N = 9%
F@®) —  bf-p o Df_ : 'p"e—lé aF
und Beriicksichtigung von (69) zeigt. Also ist nach Hilfssatz a)
diese Zahl in der Form darstellbar:
madt e
F@  FeY
wobei g, eine Zahl aus R(#) ist. Dann aber ist
a0 = ad* (o + x) = adto + o,
ebenfalls eine Zahl des Ringes, also enthilt das (durch p nicht teil-
bare) Ideal a®* nur Ringzahlen, ist daher nach Satz 104 durch f
teilbar; mithin ist auch f durch p nicht teilbar. Daraus ergibt sich
sofort der Hauptsatz dieser Theorie:

Satz 105. Der gropte gemeinsame Teiler der Differenten 0(9) aller
ganzen Zahlen & in K ist gleich der Differente d des Korpers.

Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, daB im Gegensatz zur
Differente die Korperdiskriminante d zwar gemeinsamer Teiler der
Diskriminanten d(9) aller ganzen Zahlen © in K ist, aber nicht not-
wendig der grofite gemeinsame Teiler derselben zu sein braucht.!)

9
aa].SO ﬂ:—m,

1) R. Dedelind, Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale
und der Theorie der hoheren Kongruenzen — und: Uber die Diskriminanten end-
licher Korper, Abh. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1878 und 1882, sowie die
spiiteren Arbeiten von Hensel in Crelles Journal, Bd. 105 (1889) und Bd. 113 (1894).
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§ 37. Relativkorper. Beziehungen zwischen Idealen in ver-
schiedenen Kérpern.

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie sich die im Voran-
gehenden entwickelten Begriffshildungen modifizieren, falls der
Korper K nicht relativ zu %(1), sondern zu irgendeinem alge-
braischen Zahlkérper % betrachtet wird, der ein Unterkdrper von
K ist. In & wie in K gilt natiirlich die bisherige Idealtheorie.
LaBt sich nun zwischen den Idealen aus K und aus k eine Be-
ziehung herstellen?

Wir verabreden, durch groBe Buchstaben Elemente (Zahlen oder
Ideale) aus K anzudeuten, wihrend kleine Buchstaben stets Ele-
mente aus % bezeichnen. Es habe K den Relativgrad m in bezug
auf k& (vgl. § 20, Satz 59), wihrend die Grade von K und % in
bezug auf den rationalen Zahlkorper gleich N resp. n seien. Dann ist

N=mn-m.
Ferner definieren g beliebige Zahlen «;, ..., aus k ein Ideal in

K und ein Ideal in k, nimlich die beiden mit (ey,...e,) zu be-
zeichnenden Ideale, die wir etwa als

a=(e;,...0) ud A=(e,...q), (70)
unterscheiden. Gehort nun eine Zahl § zu a, so gehort sie natiir-
lich auch zu U; hier gilt nun auch die Umkehrung:

Hilfssatz a): Gehort g zu %A, wobei (70) gelte, so gehort es

auch zu a. :
Denn besteht eine Gleichung

p= %' Lo,
mit ganzen I, aus K, so bestehen auch die relativ-konjugierten
B =T, (G=1,2...m)
3

und durch Multiplikation folgt

g =é(§r’hwuh)'

Hierin ist nun offenbar fiir unbestimmte 2, ...z, der Ausdruck

m g
lz(gfh(i)xh) =2ynmm”qx1"xx2"z A (71)
= = ng

Myye--

ein homogenes Polynom von z,,...#, von den Dimension m:

n+ 0+ n,=m,
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dessen Koeffizienten p als symmetrische ganze Ausdriicke in den
I,® ganze Zahlen aus k sind. Fir z,=¢, (h=1,2...¢) ist da-

her (71) eine Zahl aus dem Ideal a™, mithin ist g:;: ganz, also auch

£ d h. g kommt in a vor.

Haben wir also ein weiteres Paar nach (70) zugeordneter Ideale:

b= (ﬂl) cee ﬁs)k und B = (ﬁl) st ﬁa)K
so gilt

Hilfssatz b): Wenn a = b, so ist A =B und umgekehrt.

Die erste Halfte ist selbstverstindlich. Ist aber U = B, so ge-
hort jedes B zu A und nach Hilfssatz a) dann auch zu a, ebenso
jedes « zu B, also auch zu b, mithin ist a = b.

Man ordne jetzt jedem Ideal a in % ein Ideal ¥ in K durch
folgende Vorschrift zu: Man setze a = (¢;,...e), und definiere
A = (o5, ... &), Diese Vorschrift liefert wegen des Hilfssatzes b)
ein durch a (unabhiingig von der Darstellung von a) vollig bestimmtes
Ideal A, und zwar gelangt man auf diese Art offenbar zu jedem
solchen ldeal in K, das sich als gr. gem. Teiler von Zahlen aus dem
Grundkorper darstellen 1iBt. Diese Zuordnung, ausgedriickt durch
das Zeichen

a9, (12)

ist dann nach Hilfssatz b) aber auch umkehrbar eindeutig. Mit-
hin gilt

Satz 106: Durch (72) wird zwischen allen Idealen aus k einerseits
und allen Idealen aus K andererseits, welche sich als gr. gem. Teiler
von Zahlen aus k darstellen lassen, eine derartige wmkehrbar eindeutige
Bezichung hergestelll, daf fir eine beliebige Zahl o aus k stets die
beiden Aussagen

»& gehort zu a“  und e gehort su A«
nur gleichzeitig richtig sind, falls (12) besteht. Uberdies ist auch
ab 2 UAB, wenn a A und b B.

Definition: Zwei durch (12) verkniipfte Ideale nemnen wir daher
eimander gleich, und sagen, das Ideal A aus K liege im Korper k.

Da die Beziehung ,=“ zwischen Idealen verschiedener Korper
noch nicht definiert ist, enthdlt diese Definition keinen Widerspruch
mit fritheren Festsetzungen. Es gelten wegen Satz 106 folgende
Regeln:
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1. Aus a =% und a =5 folgt b = A

2. Aus a= % und b = folgt a = b.

3. Aus a = und A=\ folgt a =B

4. Aus a =% und b =B folgt ab = AVB.

5. Aus a? = U7 folgt a = U (p ganz rational).

Der Sinn dieser Aussagen ist der, daB die Beziehung ,—“ zwi-
schen Idealen in verschiedenen Korpern eine Verallgemeinerung der
schon definierten, ebenfalls durch das Zeichen ,,—“ angedeuteten Be-
ziehung zwischen Idealen desselben Korpers ist.

Durch obige Definition wird also entschieden, ob zwei Symbole

(e, @) ink, (A,...,A)in K

als gleich zu bezeichnen sind oder nicht. Dabei ist K als Ober-
korper von % gedacht. Die beiden Symbole konnen aber unter Um-
stinden bereits in einem Unterkdrper K’ von K einen Sinn haben,
und nun wollen wir sehen, ob man aus der Gleichheit in dem einen
Korper auch die im anderen Korper erschlieBen kann.

Dies ist in der Tat der Fall. Wenn niimlich K’ ein Oberkorper
von k, aber ein Unterkorper von K ist und wenn die A bereits zu
K’ gehoren, so folgt aus

(s 0)=(A, ..., A)p (13)
offenbar sofort auch

(“l’ R uq)](= (Al) cry Aa)]{'

Ist aber umgekehrt diese letzte Gleichung richtig, so ist nach dem
zweiten Teil von Hilfssatz b), angewandt auf den Oberkorper K
von K’, auch in K’ die (leichung (73) richtig.

Danach definiert also das Symbol (e, ..., «,) in jedem Korper,
in welchem es iiberhaupt einen Sinn hat, das gleiche Ideal. Und
wir konnen jetzt von zwei Idealen a;, a,, welche als gr. gem. Teiler
von Zahlen resp. aus zwei beliebigen Korpern k,, k, definiert sind,
entscheiden, ob sie gleich sind oder nicht. Man gehe nimlich in
irgendeinen Korper K iiber, welcher sowohl %, als auch %, enthilt,
und stelle fest, ob im Korper K diese beiden gr. gem. Teiler gleich
sind oder nicht, im Sinne unserer allerersten Definition der Gleich-
heit von Idealen (§ 24). Das Resultat ist in allen Korpern K das-
selbe. Wir brauchen daher bei der Bezeichnung a = (ey,...e,)
keinen Bezug auf einen bestimmten Korper zu nehmen. Wegen der
Regel 4) ist auch das Produkt zweier Ideale a, b ein allein durch
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a,b vollstandlg bestimmtes Ideal, das gleiche g 0'11’0 fiir den Quotienten
und den gr. gem. Teiler.

Insbesondere ist also die Aussage: ,Die ganzen algebraischen
Zahlen aj,...,a, sind teilerfremd (haben den gr. gem. Teiler (1))
unabhingig von der Bezugnahme auf einen speziellen Zahlkorper,
und ist dquivalent mit der Aussage: Es gibt ganze algebraische
Zahlen 1y, ..., 4, wofiir

Aoy + -+ A, =1L

Es ist dann eine bemerkenswerte Tatsache, die unmittelbar aus
unsern Festsetzungen folgt, dafl, wenn iiberhaupt ganze 4 mit dieser
Eigenschaft existieren, sie stets aus demjenigen ZahlkGrper gewihlt
werden konnen, der durch ey, ..., «, erzeugt wird.

Hervorzuheben ist aber, daf ein Ideal a dadurch bestimmte Zahl-
korper auszeichnet, daB a im allgemeinen nicht in jedem Zahlkorper
liegt, im Sinne der obigen Definition. Z. B. gilt

weil das Quadrat gleich (D) ist. a gehort also z. B. den beiden
quadratischen Zahlkorpern % (VI—O) und % (}/5) an, aber nicht dem
Kérper £ (1).

Die Eigenschaft, Primideal zu sein, kommt einem Ideal erst mit
Bezug auf einen bestimmten Korper zu, in welchem es liegt.

Wenn wir nun diese Begriffe mit den Sitzen aus § 33 iiber
ideale Zahlen in Verbindung bringen, ergibt sich folgendes: Ist a
ein Ideal in % und a* gleich dem Hauptideal (») in %, so hat die

Gleichung
o =(Va)

vermdge unserer jetzigen Festsetzungen einen Sinn, und zwar ist es
eine richtige Gleichung. Ist weiter die Zahl A im System der
idealen Zahlen zu % dem Ideal a zugeordnet, so ist ebenfalls a = (A).
Die Gesamtheit der idealen Zahlen gehort einem Korper vom Re-
lativgrade A iiber % an, und diese Tatsache liBt sich dann auch so
ausdriicken: Ist A die Klassenzahl von %, so gibt es einen Relativ-
korper vom Relativgrad 7 iiber %, in welchem alle Ideale von £
Hauptideale werden. Der Relativkorper ist durch diese Forderung
iibrigens nicht etwa eindeutig bestimmt. Auch braucht seine Klassen-
zahl nicht 1 zu sein.
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§ 38. Relativnormen von Zahlen und Idealen. Relativdifferente
und Relativdiskriminante.

Ist A irgendeine Zahl aus K und sind ihre Relativkonjugierten
in bezug auf & A® (¢ =1,...m), so heiBen

S, (A) = AD + A® 4 ... L A
N,(A) = AW . A® . .. Atm

die Relativspur bzw. Relativnorm von A (in bezug auf k). Sie
sind Zahlen aus k. DBedeuten S und s die Spuren in K und in k
in bezug auf %k(1), ebenso N und » die Normen in K und %, so
gllt nach Satz 59

S(A) = s(S,A);  N(A) = n(I,A). (14)
Die Zahl

0,(A®) = ]](A(q) — AW)
i=1,4iq
heiBt die Relativdifferente von A® im Korper K@ in bezug auf k;
sie ist eine Zahl aus dem Ko6rper K@. Wenn

®(@) = e —A) =" + 2"+t a2t ay
i=1
(wo die «, offenbar Zahlen in k), so ist

A 8,(A) = ¥'(A).
Das Produkt
m@m—1) m

d (A) !](A(z) — A@R = (— 1) E ]qu)'(A(i))

= (= 1)——»5 N (0:(A))
heift die Relativdiskriminante von A; sie ist eine Zahl in £.
Ist A ein Ideal in K, so entsteht daraus das relativkonjugierte
Ideal A%, indem man jede Zahl A aus A durch A® ersetzt. Offenbar
ist fiir zwei Ideale %A, B

(A - B)O = YO . BO,
Definition: Relativnorm von ¥ in bezug auf % heiBt das Ideal
N(2) = AD . 9B ... Yom,
Dabei ist N (AB) = N,(A) - N,(B).

Satz 107. Das Ideal N () ist ein Ideal in k. Wenn k der mtw—
nale Zahlkorper, so ist N,(U) = (N()).
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Denn sei zunichst ein ganzes Ideal A = (A,,. x A,) vorgelegt,
wo die A Zahlen aus K, so ist nach § 28 fiir irgendwelche Variable
Wy, . ..u, der Inhalt der konjugierten Polynome

F(‘)(u) = Al(i)ul + ... + A‘(i)u'
gleich A®. Nach Satz 87 ist daher
YO ... Y = [(FWO) ... [(F™) = I(FO ... Fm).

Das Polynom
Q(u) = FO . F@ ... Fm

ist aber offenbar ein Polynom in %, also I(@) ein Ideal in k. Da-
mit ist die erste Hilfte von Satz 107 bewiesen, wenn wir noch be-
denken, daB jedes Ideal als Quotient zweier ganzen Ideale darstellbar
ist, und nach Definition o ot
— M@
0L (58") ~ N.®
Zum Beweise des zweiten Teiles von Satz 107 sei etwa & die Klassen-
zahl von K; alsdann ist Y* = (A), wo A eine gewisse Zahl aus K,

und
N (A = N (U) = N((A) = (NA).
Wegen

+ N(A) = N(¥) = NP —d, wo a— N(),
ist daher
NP = (@), N (%) = (a).
Damit ist jetzt Satz 88 von § 29, welcher dort nur fiir Galoissche
Zahlkorper bewiesen wurde, fiir jeden Zahlkorper als richtig erkannt,
und gleichzeitig hat die Bezeichnung ,Norm von U“ fiir die Anzahl
der Restklassen mod. ¥ ihre Rechtfertigung erhalten.

Satz 108. Zu jedem Primideal P von K gibt es gemau ein Prim-
wdeal p in k, welches durch P teilbar ist. Es ist dann

N.(B) = ",

wo f, eime natiirliche Zahl < m ist. f, heit der Relativgrad von
P in bezug auf k. p zerfdllt in K in hichstens m Falktoren.
Nach Satz 107 ist nimlich N,() ein Ideal in %, welches nach
Definition durch P teilbar ist. Zerlegt man N, (B) in seine Prim-
faktoren in %, so muB nach dem Fundamentalsatz § in mindestens
einem dieser Primideale aus & aufgehen. Ginge P in zwei ver-
schiedenen Primidealen p,, p, aus & auf, so miiBte es auch ein Teiler
von (p,, p,) =1 sein, was aber nicht der Fall sein kann. Es gibt
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also genau ein Primideal p in %, welches durch 9P teilbar ist. Ist
die Zerlegung von p in Primideale in K etwa

p=%-B---%B,

so folgt fiir die Relativnorm

Nk(s’Bl) : Nk(%z) t ’Nlc(s‘Bv) = Nk(p) =pm.

Jeder Faktor links ist nach dem vorigen Satz ein Ideal in % und
muB wegen dieser Gleichung offenbar eine Potenz von p sein:

N(B)=ypt und fi+fy+---f,=m; also f;<m und v<m .

Satz 109. Bezeichnet N die Norm in K, n die Norm in k, so ist

fir jedes Ideal A in K
,v N () = n(, ).

Diese Behauptung folgt zuniichst unmittelbar nach (74) fiir jede
Zahl A in K. Nach Satz 107 oder auch durch Betrachtung des
Hauptideals %" ergibt sich die Richtigkeit auch fiir jedes Ideal in K.

Satz 110. Ist der Relativgrad des Primideals P gleich 1, so dst
Jede Zahl aus K nach dem Modul B einer Zahl aus k kongruent.

Denn nach Satz 108 ist N(PB) = n(p)"; also ist fir f, = 1 die
Anzahl der Restklassen mod. P in K gleich der Anzahl der Rest-
klassen mod. p in . Wenn aber eine Zahl « aus k durch P teil-
bar ist, so ist (¢, p) mindestens durch B teilbar, folglich =+ (1),
also als Ideal in % notwendig = p; mithin ist ein System mod. p
inkongruenter Zahlen aus % auch mod. § inkongruent und folglich
gibt es n(p) = N(B) nach P inkongruente Zahlen aus k.

Wir merken uns noch besonders die folgende Tatsache an: Wenn
eine Zahl A in K ihren relativkonjugierten gleich ist, so ist sie nach
Satz b6 eine Zahl in k. Das Entsprechende fiir Ideale ist aber
nicht richtig. Z. B. ist in K()/5) das Ideal (}/5) seinem Konju-
gierten in bezug auf k(1) gleich, ist aber kein Ideal in %(1).

Endlich lassen sich die Begriffsbildungen von § 36 auf Relativ-
korper iibertragen und fiihren zu einer Definition der Relativdiskri-
minante.

Definition: Die Menge der Zahlen A in K, wofiir mit jeder ganzen
Zahl A in K die Relativspur

S,(AA) = ganze Zahl,
besteht aus den Zahlen eines gewissen Ideals I in K. Dabei ist

1

W= D
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ein ganzes Ideal und heiBe die Relativdifferente von K in bezug

auf Z%.
Der Beweis verliuft parallel zu dem von Satz 101.

Satz 111. Wenn D, bd die Differenten von K und k sind, so be-
steht fir die Relativdifferente D, die Beziehung

D=9, -b. (15)
Beweis: Ist A eine solche Zahl in K, daB A®D,d ganz ist, so
ist fiir jedes ganze A mach der Definition von D,
0S5, (AA) ganz, (76)
da fiir jede durch b teilbare Zahl & in k
S.(AAE) = ES,(AA)
eine ganze Zahl ist. Nach (76) ist wegen der Definition von b
s(S,(AA) ganz. Also ist S(AA) ganz und daher
DA ganz, wenn D,-dA ganz ist.

Wenn umgekehrt DA ganz, so ist fiir jedes ganze A in K und jedes
ganze £ in k auch S(AAE) ganz, also

s(S,(AAB) = s(ES,(AN) ganz,
0S,(AA) ganz, d. h. S,(¢AA) ganz,

wenn ¢ irgendeine Zahl von b in k ist, und ¢AD, ist daher gans,
und somit ist gezeigt, daB auch D, DA ganz ist, wenn DA ganz ist,
woraus die Richtigkeit von Satz 111 folgt.

Die schon aus dieser einfachen Gleichung (75) hervortretende
Bedeutung der Relativdifferente wird noch evidenter, wenn wir
folgende Tatsache, die auch als Definition von ®, dienen kann, be-
weisen:

Satz 112. Die Relativdifferente von K ist der gr. gem. Teiler aller
Relativdifferenten ganzer Zahlen von K in bezug auf k.

Zum Beweise dieses Satzes haben wir fast genau so vorzugehen
wie in § 36 bei Satz 105:

Ist © eine den Korper K erzeugende ganze Zahl, so verstehen wir
unter dem Relativring R, (©) die Gesamtheit aller Zahlen

o+ a0+ -+ e, ,0m1
WO &, ..., ; alle ganzen Zahlen von k durchlaufen. Ist ®(z) die

also 1ist

in k irreduz;nble Funktion mit hochstem Koeffizienten 1, welche die

Wurzel © hat, so gelten folgende Hilfssiitze, die wie in § 36 be-
wiesen werden:
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Hilfssatz a): Wenn A eine solche Zahl in K ist, daB AD, ganz,
so ist A in der Form

B
= 5©
darstellbar, wo B eine Zahl aus R (©). Also ist ®'(0) durch D,
teilbar.

Hilfssatz b): Fiir jede Zahl B aus R,(O) ist

B
S, (¢—(6)) ganz.

Satz 113. Der gr gem. Teiler aller Ideale in K, welche nur Zahlen
aus R, () enthallen, ist F, wo FD, = ¢'(0).

,Hilfssatz ¢): Zu jedem Primideal P in K gibt es Relativringe
R, (), wo P nicht in F=0"(0)D,~! aufgeht.

Denn sei p das durch P teilbare Primideal in £,

p=PU wo (AP)=1.

Wir verstehen unter A eine solche Primitivzahl mod. B, daB jede

ganze Zahl in K nach jeder Potenz von P einer Zahl aus R, (A)
kongruent ist, und daB

A

A =0 (mod. %).

Endlich sei  eine Zahl aus k, die durch ¢'(A) = D,F teilbar ist,
p° die hdchste in B aufgehende Potenz von p. Eine geeignete Po-
tenz von §, etwa o = %, gestattet dann eine Zerlegung in zwei Zahl-
faktoren in %

w=m-u, Wo m=p" (4 p)=1.

« =0 (mod. FD,).

Dann bestimme man zu einem beliebig gegebenen ganzen A in K
eine Zahl ' aus R,(A), so daB

A =T (mod. Pe»?).
Die Zahl BuA™ = (A —NuA™ ist dann durch D,F = »'(A) teil-

bar, weil
BuAtt _ mu BAM - o B ARG .
A T DT m DT Peavgns SONZ ist,
Unter Anwendung von Hilfssatz a) ergibt sich daher fiir jedes A

eine Darstellung
AuA** = Zahl aus R,(A),

woraus nach Satz 113 sich wA*® als ein durch { teilbares Ideal er-
gibt, also § jedenfalls zu P prim folgt.

Damit ist dann auch Satz 112 bewiesen.
Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 10
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Wir definieren dann: Unter der Relativdiskriminante von K
in bezug auf X verstehen wir die Relativnorm der Relativdifferente
von K. Vermdge Satz 103 ist dann das so definierte Diskrimi-
nantenideal in bezug auf k(1) auch mit dem Ideal () iibereinstimmend,
wo d die Diskriminante von K ist. Wir haben aber zu unterscheiden
die Diskriminante eines Korpers, die eine ganz bestimmte Zahl a4
ist, von der Relativdiskriminante desselben Korpers in bezug auf
k(1), die ein Ideal, nimlich (d), ist.

Als AbschluB der Untersuchungen iiber Differenten beweisen wir
endlich den folgenden Satz, der fiir den Grundkorper k = k(1) an
unsere allgemeine Fragestellung zu Beginn von § 29 ankniipft:

Satz 114: Wenn ein Primideal P aus K in hoherer als erster Po-
tenz in einem Primideal p aus k aufgeht, so ist P ein Faktor der Re-
lativdifferente von K in besug auf k. Es kann also nur endlich viele
Primideale B dieser Art geben.

Zum Beweise sei etwa die Zerlegung von p in K

p= 5‘369[, wo (QI) S'B) =1,ex2.
Fiir jede ganze Zahl A aus K ist nun wegen der oft benutzten Eigen-
schaften der Binomialkoeffizienten (ﬁ )

Sy(A) = S,(A*) (mod. p), also auch mod.p, 17
wenn p die durch p teilbare rationale Primzahl ist. Wihlen wir nun

A =0 (mod. P—19%),
go ist wegen e > 2
A? = 0 (mod. p), S,(A?) =0 (mod. p). (78)
Aus (78) folgt daher wegen (77)
S,(A) =0 (mod. p), wenn A =0 (mod. P—'%). (719)

Sei nun « eine nicht-ganze Zahl aus % mit dem Idealnenner p,

&= 'g") (a7 p)=1,
so ist nach (79)
aS,(A) = S, (xA) garz,

wenn A alle Zahlen von °—!U, d. h. «A alle Zahlen von 2 durch-

liuft. Also geht nach der Definition B in der Relativdifferente D, auf.

Die Umkehrung von Satz 114 ist auch noch richtig, aber
schwieriger zu beweisen. Wir erledigen hier nur den speziellen Fall
des relativ-Galoisschen Korpers K.
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Satz 115. Es sei K mit allen in bezug auf k relativkonjugierten
Korpern identisch (d. h. K sei ein relativ-Galoisscher Korper). In der
Relativdifferente D, von K gehen alsdann nur solche Primideale von K
auf, welche in hiherer als erster Potenz in einem Primideal von k
aufgehen.

Ist nimlich p ein Primideal in % und % ein Primteiler von p
in K, dessen Quadrat nicht in p aufgeht, so gehen auch die relativ-
konjugierten Primideale @ in p in genau der ersten Potenz auf.
Die Relativnorm p”/ von P ist das Produkt aller B¢, und letztere

stimmen daher zu je f miteinander iiberein, es gibt genau 2 ver-

f
schiedene unter den PO. Es seien etwa PO, ..PY) die, welche

mit P identisch sind. v

Zum Beweise von Satz 115 geniigt es dann nach Satz 112, eine
Zahl A aus K anzugeben, deren Relativdifferente durch dieses P
nicht teilbar ist. Wir wihlen A als solche Primitivzahl mod. %,
welche durch p-P-1! teilbar ist. Nach dem Obigen ist nun
PO+, L P von P verschieden, also

5’7, durch P teilbar fir i=f+1,...,m.
Mithin
A® =0 (mod. P) fir e =f4+1,...,m.
Ist andererseits

®(z) = j_mz(x — A),

also ein Polynom in %, so ist nach (44)
(@) = G (a¥) (mod. p),

mithin hat ®(z) =0 (mod. P) jedenfalls die Wurzeln 0, A, A*®), .. |
A*®’~' Da A Primitivzahl mod. §, so sind diese f+ 1 Zahlen
mod. B sicher verschieden. Wegen der Faktorenzerlegung von ®(z)
miissen also unter den Zahlen A®, ... A mindestens f+ 1 mod.
verschiedene vorkommen, und da die letzten m — f der Null kon-
gruent sind mod. B, sind also A®, ... A? mod. P verschieden, und
folglich ist die Relativdifferente

3,(AW) = (A® — A®) ., (A® — Am)

durch B nicht teilbar, womit unser Satz bewiesen ist.

10*
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§ 39. Zerlegungsgesetze in den Relativkirpern K JVw).

Als wichtigstes Beispiel sollen hier die Zerlegungsgesetze der
Primideale eines Grundkorpers k in einem solc}&en Relatlvkorper K
untersucht werden, der durch Adjunktion einer I'*® Wurzel aus einer
Zahl w von k entsteht. Dabei machen wir die

Voraussetzungen: [ sei eine positive rationale Primzahl (auch 2).
27

Und der Korper % enthalte die I Einheitswurzel { = i,
Hilfssatz: Die Zahlen 1 — £%(a % 0 (mod. 7)) sind alle unter-
einander assoziiert. Es besteht die Idealgleichung

H=Qa-=9" (80)

Sind nimlich a,a, ganze 7u ! teilerfremde rationale Zahlen, so be-
stimme man die positive ganze rationale Zahl b so, daf

ab = a, (mod. 1), also §» = §*’;
Damit ist

1..@% 1— g a a —1)a
1—{“ - '—1"'§ +§2 "+§(b Y ’

folglich eine ganze Zahl, und das glelche folgt ebenso fiir den in.
versen Quotienten, dieser muB also eine Einheit sein.
Ferner ist das Polynom

14z4+224+ & '="" " =@-D@—8 @8,

und fiir z = 1 ergibt sich hieraus
== -8 1 —EY,
woraus nach dem Vorangehenden die Idealgleichung (80) folgt.

Aus diesem Hilfssatz entnimmt man iibrigens die Tatsache, daB
der Korper k() genau den Grad I — 1 hat. Denn nach § 30 ist sein
Grad hochstens @(l) =1 — 1, andererseits wird in ihm nach (80)
die Primzahl ! die (I — 1)® Potenz eines Ideals; folglich ist nach
Satz 81 sein Grad mindestens ! — 1, also genau gleich I — 1; iiber-
dies ist darnach auch 1 — § ein Prlmldeal in k(§).

Satz 116. Wenn u eine Zahl aus k ist, welche nicht die I* Potens
einer Zahl aus k ist, so hat der Korper K(V/u; k) den Relativgrad 1 be-
ziiglich k. Er ist mit seinen relativ-konjugierten Korpern identisch.

Die Zahl M = Vg (der Wurzelwert sei irgendwie fixiert) geniigt
der Gleichung #* — p = 0, deren simtliche Wurzeln die I Zahlen

&M (@=0,1,...1—1)
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sind. Unter diesen miissen jedenfalls alle Relativkonjugierten von M
vorhanden sein. Es seien dies die m (m <) Zahlen {:M, ... {*=M.
Ihr Produkt ist als Relativhorm von M eine Zahl aus %k; darnach
gehort M™ zu k, aber auch M= u; sobald nun m <1, ist m zu !
teilerfremd, weil ! Primzahl; folglich ist M selbst als Potenzprodukt
von M’ und M™ darstellbar und mithin eine Zahl in %, weshalb dann
der Relativgrad m =1 ist. Hs gibt also nur die Mdoglichkeiten

=1 oder m =1, womit der Satz bewiesen ist.

Wir nehmen nun weiterhin an, da der Relativgrad von K(Vu; k)
gleich ! ist. Die Zahlen M, = 1/#-1 und M; = V;T, erzeugen offen-
bar denselben Relativkérper, wenn eine Gleichung

, !‘qa!‘zb =d

besteht, wo « eine Zahl aus %, @ und b durch ! nicht teilbare ganze
rationale Zahlen sind. Jede Zahl aus K liBt sich auf genau eine
Art in die Form setzen

A=cy+ e M+ +o M7
wo die «,,...o,_, Zahlen aus k. Die Relativkonjugierten zu A er-
hilt man, indem man hierin M sukzessive durch {M, £*M,... ¢~ 'M

ersetzt. Es bedeute nun allgemein sA diejenige unter den relativ-
konjugierten Zahlen, welche entsteht, wenn man M durch {M ersetzt:

sA = oy + & (EM) + «(EM)* + - - - + & (EM)' T

sM=¢M,
und fiir jedes ganze rationale n(n > 1)

s'A = sA, s"A =s(s""'A), also s"M ="M,
so daB also immer
FA=s"A=...=g"A=A

fiir jedes positive ganze rationale m. Diese !, Substitutionen“s, s3, ... '
bilden dann offenbar eine zyklische Gruppe vom Grade I, wobei ¢

die Rolle des Einheitselementes spielt. Die negativen Potenzen von
s werden dann wie in § 5 erklért:
A=A, ssIA=¢"1A, s5"A =gs"C¢-DA,. (n>0)
Aus Satz 55 folgt sogleich: Jede rationale Gleichung zwischen Zahlen
AL A, ... aus K mit Koeffizienten aus k bleibt richtig, wenn man
gleichzeitig alle Ay, A, . .. durch sA, sA,, . .. ersetst, und folglich auch,
wenn man sie durch s™A , s™A,, ... ersetzt.
Mit Riicksicht auf diese Tatsache nennt man die zyklische
Gruppe: (s,s%...81¢") die Galoissche Gruppe des Korpers K in
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bezug auf % und nennt K einen relativeyklischen Korper beziiglich k.

Da der Relativgrad ! eine Primzahl ist, so ist nach Satz 54 eine
Zahl A in K entweder von allen Zahlen sA,s*A,...s 1A ver-
schieden oder allen diesen gleich.

Die Substitutionszeichen s™ verwenden wir auch bei Idealen, in-
dem s™YU dasjenige unter den zu A konjugierten Idealen bedeuten
soll, welches entsteht, wenn man alle Zahlen A von % durch s™A
ersetzt.

Satz 117. Fiir das Verhalten eines Primideals p von k beim Uber-
gang z2u K bestehen nur folgende Moglichkeiten:

p bleibt auch in K ein Primideal,
oder p wird in K die 1* Potenz eines Primideals,
oder p wird in K das Produkt von U verschiedenen Primidealen.

Es sei ndmlich B ein in p aufgehendes Primideal aus K, dann

ist nach Satz 107 die Relativnorm von P

BosPooomIB = ph,
wo f; der Relativgrad von %, also gehen in p keine andern als die
Primideale s™% auf. Entweder ist nun § einem s (m == 0 (mod. 1))
und folglich allen s gleich, dann ist also mit einem ganzen ra-
tionalen a

p="%

und durch Bilden der Relativnorm folgt p' = p/1%, | = f,a, also ist
a =1, p bleibt in K ein Primideal; oder a =1, p wird die I** Po-
tenz eines Primideals 8. Oder zweitens: B ist von allen relativ-
konjugierten Idealen verschieden und es besteht daher eine Zerlegung

P () ()
Ubt man hierauf die Substitutionen s, s? ...s~! aus, so ergibt sich

G=0, =" =@ ,

v—(%-sﬂ3-~-s‘“1ﬂ3)“=pm
1=fia, a=fi=1.

In diesem Kalle ist p das Produkt der ! verschiedenen konjugierten
Ideale B, ...s'~ 1B, welche alle vom Relativgrade 1 sind.

Satz 118. Es gehe das Primideal p in der Zahl u genau in der
Potenz p* auf. Wenn damn a nicht durch 1 teilbar ist, so wird p
die I* Potenz eines Primideals in K: p =P. Wenn aber a = 0 ist
und p nicht in 1 aufgeht, so wird p in K das Produkt von 1 verschie-
denen Primidealen, falls die Kongruenz

und
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p = £ (mod. p)
durch eine ganze Zahl & in k losbar ist, dagegen bleibt p ein Prim-
ideal in K, falls diese Kongruenz unlosbar ist.

Beweis: I. Sei a nicht durch ! teilbar, so darf man ¢ =1 an-
nehmen. Denn wihlt man § als ganze durch p, aber nicht durch p*
teilbare Zahl in k, so kann man, weil (a,1) =1, die ganzen ratio-
nalen Zahlen z,y so bestimmen, daB u* = y?g" durch p, aber nicht
durch p? teilbar ist, wihrend V/u* denselben Relativkorper erzeugt,
wie W Und fiir dieses u* ist der neue Exponent a = 1, was wir
daher bereits bei g voraussetzen wollen. Nun ist fiir das Ideal

die I* Potenz B = (¥, u) = p. Nach Satz 108 ist daher P ein Prim-

ideal in K.
II. Es sei a durch [ teilbar, dann wollen wir wieder g durch ein

golches u* = up~* y(ﬂ_T) ersetzen, welches denselben Korper

K = K(}/u*) erzeugt, und wo der zugehdrige Exponent ¢ = 0 ist.
I11. p gehe also weder in ! noch in p auf, und es gebe ein &

in k, so daB
w = £ (mod. p).
Hiernach geht p in dem Produkt
p—F=M=-EEM—§) .- (M9 (81)

auf; es geht aber in keinem Faktor auf, da es, als Ideal in %, dann
in allen (relativkonjugierten) Faktoren, also auch in der Differenz
zweier aufgehen miiBte, d. h.

p/EM — &M, p/(5* — P)M.
Da aber p zu M teilerfremd ist, miiBte es in §* — ¢’, d. h. nach dem

Hilfssatz in ! aufgehen, entgegen der Annahme. Also ist p kein
Primideal in K und _.
PB=>0,M-¥

ist ein von 1 verschiedener Teiler von p, der von seinen Relativ-
konjugierten verschieden ist. Die Relativnorm ist offenbar p.

I12. p gehe weder in ! noch in w auf, und es zerfalle p in !
verschiedene Faktoren in K:

p=P-sBoo .
9 hat hiernach den Relativgrad 1; nach Satz 110 ist daher jede
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Zahl aus K nach dem Modul 5,)3 einer Zahl aus & kongruent, es gibt
also ein £ in %, so daB-

, M= £ (mod. P);

die Relativhorm von M — §, das ist u — &, ist daher durch die Re-
lativnorm von P teilbar, d. h.

p = & (mod. p).
Damit ist Satz 117 bewiesen. -

So wie also die Zerfillung einer Primzahl p im quadratischen
Korper K()/d) mit den quadratischen Resten in k(1) zusammen-
hingt, so sehen wir hier allgemein den Zusammenhang der Zer-
fillung von p beim Ubergang zu K (i/ w; k) mit den *® Potenzresten
im Korper k.

Die Zerfillung der Faktoren von ! wird dulch folgenden Satz
gegeben :

Satz 119: Es sei | ein Primfoktor von 1 — ¢, der darin genaw zur
a** Potenz aufgeht: 1 — § =151 ; es gehe [ nicht in p auf. Dann zer-
fillt { in 1 voneinander verschiedene Faktoren in K(V/ w; k), falls die
Kongruens

w = & (mod. [¢*+1) (82)
durch eine Zahl § in k losbar ist. Es bleibt | auch in K Primideal,
wenn swar die Kongruens '

p == E (mod. [#%), (83)

aber nicht (82) losbar ist. FEndlich wird [ die 1* Potenz eines Prim-
tdeals in K, wenn auch diese Kongruenz (83) unlisbar ist.

Wir zeigen I: Die Losbarkeit von (82) ist identisch mit der
Tatsache der Zerfillung von [ in lauter verschiedene Faktoren in K.
Aus [ = &.58... 5!, wo die Konjugierten untereinander verschieden
sind, folgt ndmlich wie beim Beweise von Satz 110, daB nach jeder
Potenz von £ jede ganze Zahl von K einer solchen aus k kongruent
ist, also gibt es zu b ein £ in %, so daB

M—E=0 (),
die Relativnorm dieser Zahl M — £ ist mithin durch N, (R) = I*
teilbar, mithin ist u = & (mod. [*) 16sbar in & fiir jedes ganze ratio-
nale positive b. Es sei umgekehrt g =§ (mod. [¢+). Wir ver-
stehen unter ¢ eine solche nicht ganze Zahl in %, welche als Quotient

% (r,D)=1,
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mit einem ganzen zu [ teilerfremden Zahlerideal r darstellbar ist.
Dann ist zunichst die Zahl

A = o(M — E) eine ganze Zahl.

Sie ist nimlich Wurzel des Polynoms
l l
f@) = (o + 08) — o'u = + () b2~ + ;) &%~
I (l—l—l) o181z + ol(E — ).

Die Binomialkoeffizienten sind durch [, also nach Voraussetzung nach
(80) dureh ¢~V teilbar, so daB also ¢'~%12¢-1 ganz ist, und das
konstante Glied ist nach (82) ganz. Setzt man £ = (I, A), so ist
dieses Ideal nicht 1, da ja die N,(A)= ¢'(§ — u) durch [ teilbar
ist. Es ist weiter € prim zu allen Konjugierten, weil in (8, s)
die Zahl
A —sA=oM(1 -

enthalten ist, welche offenbar zu [ prim ist. Also enthdlt [ in K
einen Teiler, welcher von allen Konjugierten verschieden ist, zer-
fillt also nach Satz 117 in ! voneinander verschiedene Faktoren.

IL Ist p= g ((*") losbar, so erkennen wir auf die gleiche Art,
daB wieder A = o(M — §) eine ganze Zahl in K ist, deren Relativ-
differente zu [ prim ist; mithin kann nach Satz 114 I nicht die I*
Potenz eines Primideals in K sein, und wenn also (82) unldsbar,
zerfillt es nach I. nicht in [ verschledene Faktoren, muB also nach
Satz 117 auch in K Primideal sein.

III. Es sei w= §(1*) unlosbar und es sei u der hdchste Ex-
ponent, wofiir u = £ (mod. [¥) 13sbar ist. Hier ist jedenfalls v > 1,
weil nach dem Modul [ jede Zahl kongruent einer " Potenz wegen
des Fermatschen Satzes ist. Ferner ist « nicht durch [ teilbar.
Denn sei

p=8(mod I*), 0<b<La—1,
l6sbar, so ist diese Kongruenz auch nach dem Modul I**+! 13sbar.
Ist néimlich A eine solche ganze Zahl in k, so daB

1 teilbar durch I’ aber nicht durch [*+?,
so ist fiir jede ganze Zahl @, wenn b <a — 1,
(E + ‘o) =F§ + Vo' (mod. ["*+1),
und da @' nach dem Modul [ jede Restklasse darstellt, kann man o
derart bestimmen, daB

u— (& + Aa) = 0 (H+Y),
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woraus wegen u < al folgt, daB w nicht I teilbar ist. Sei w =0bl +v
O<v<Ll—1), und u<al,

o eine Zahl mit dem Idealnenner I’

so erkennen wir wie oben, daB A = ¢(M — §) eine ganze Zahl ist,
welche nicht durch [ teilbar, wenn g = & (mod. [*), aber N,(A) ist
durch [* teilbar. Also ist & = (I, A) ein von [ und (1) verschiedenes
Ideal in K. Daher ist [ kein Primideal in K, und da Fall I. nicht
vorliegt, kann [ nach Satz 117 nur die I* Potenz eines Primideals in
K sein.

Aus Satz 118 und 119 ergibt sich ferner sofort

Satz 120. Die Relativdiskriminante von K(Vu; k) in bezug auf k
ist dann und nur dann gleich 1, wenn u die 1 Potenz eines Ideals
in k ist, und gleichzeitig, sofern dann w zu U teilerfremd gewdhlt wird,
die Kongruens p = & (mod.(1 — §Y) durch eine Zahl § in k losbar ist.

Wie schon auf S. 129 erwihnt wurde, kann die Diskrimi-
nante eines Korpers nie gleich + 1 sein. Es ist nun eine fiir die
ganze Arithmetik fundamentale Tatsache, daB die Relativdiskrimi-
nante in bezug auf andere Zahlkorper als k(1) sehr wohl gleich
1 sein kann. Diese Entdeckung riihrt von Kromecker her. Hilbert
hat die Bedeutung dieser Korper fiir die allgemeine Arithmetik er-
kannt und hat hierauf die Theorie der hoheren Reziprozitétsgesetze

begrindet. Es gilt namlich der Satz!), daB ein Korper K (Vu; )
mit der Relativdiskriminante 1 dann und nur dann existiert, wenn
in % die Anzahl der Idealklassen?) durch ! teilbar ist. Ein solcher
Relativkorper K heiBt ein Hilbertscher Klassenkorper von k.

1) Zu diesen Fragen vgl. § 54—58 in Hilberts Zahlbericht, sowie Hilberts
grundlegende Arbeit ,,iiber die Theorie der relativ Abelschen Zahlkdrper* (Acta
mathematica, Bd. 26 (1902) und Gottinger Nachrichten 1898). Die Ansiitze
Hilberts sind dann durchgefiihrt und zum Teil zum AbschluB gebracht worden
von Furtwiingler, in einer groBen Reibe von Abhandlungen (die zwei wichtigsten :
»Allgemeiner Existenzbeweis fiir den Klassenkorper eines beliebigen algebraischen
Zahlkorpers* Math, Ann, Bd. 63 (1906) und ,,Die Reziprozititsgesetze fiir Potenz-
reste mit Primzahlexponenten in algebraischen Zahlkorpern* I, II, IIL Math.
Ann. Bd. 67, 72, 74 (1909/13). hd

2) Im Falle /=2 muB dabei ein engerer Klassenbegriff zugrunde gelegt
werden. (Vgl. den letzten Paragraphen dieses Buches.)

Kapitel VL

Einfihrung transzendenter Hilfsmittel in die Arithmetik
der Zahlkorper.

§ 40. Die Dichtigkeit der Ideale in einer Klasse.

Dirichlet hat im Jahre 1840 in seiner bahnbrechenden Arbeit
,Recherches sur diverses applications de Panalyse infinitésimale 2 la
théorie des mombres® (Crelles Journal Bd. 19; Werke Bd. I 8. 411)
gezeigt, wie man das miichtige Hilfsmittel der Analysis kontinuier-
licher Variabler zur Losung rein arithmetischer Probleme verwenden
kann, Diese Methoden haben fiir die Arithmetik der Zahlkorper
immer groBere Bedeutung gewonnen. Auch heute noch sind das
Klassenzahlproblem und das Problem der Verteilung der Primideale
nur diesen transzendenten Methoden zugiinglich und entziehen sich
zurzeit noch vollig einer rein arithmetischen Behandlung.

In diesem Kapitel soll von den beiden genannten Problemen und
ihrer Losung durch die Methoden von Dirichlet die Rede sein.

Die grundlegende Tatsache, welche Dirichlet entdeckt hat?), ist
die, daB man von einer ,Dichtigkeit“ der Ideale in einer bestimmten
Idealklasse des Korpers K sprechen kann, und daf diese Dichtigkeit
fir alle Idealklassen von K die gleiche ist. Und zwar gilt genauer
der folgende Satz:

Satz 121. Es sei A eine beliebige Idealklasse von K, und Z(t; A)
bezeichne die Anzahl der ganzen Ideale aus der Klasse A, deren Norm
<t ist. Damn existiert der Grenzwert

i 25 A _

t=o0

b

1) Dirichlet hat seine Resultate nur fiir quadratische Korper und hier nicht
fiir die Ideale, sondern fiir quadratische Formen entwickelt (vgl. § 53). Auf
allgemeine algebraische Zahlkorper sind die Uberlegungen von Dedekind iiber-
tragen worden.
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/
und dabes ist » die von A unabhingige, allein durch den Korper be-
stimmte Zahl

(Die Bezeichnungen sind die aus § 34, 35.)

Beweis: Es sei a ein ganzes Ideal der zu A reziproken' Klasse
471, so daB jedes Ideal aus 4 durch Multiplikation mit a zu einem
Hauptideal wird. Sonach existiert also zu jedem ganzen Ideal b aus
4 genau ein einziges durch a teilbares Hauptideal (@), so daB

ab = w.
Mithin ist Z(¢; A) gleich der Anzahl der nicht-assoziierten durch a
teilbaren ganzen Korperzahlen o, deren Norm, dem Betrage nach
<t- N(a).

Nunmehr suchen wir aus jedem System assoziierter Zahlen durch
Ungleichungen ein einziges Individuum auszusondern. Zu diesem
Zweck sei &, & ...¢&, wie in § 35 ein System von r Grundeinheiten.
Zu jeder von O verschiedenen Korperzahl o gibt es dann ein ein-
deutig bestimmtes System reeller Zahlen c,, ¢, . . .c,, so daB fiir die

r ersten Konjugierten gilt:

o® ,
—— | =clog|e® +...+clogle,®|. (p=1,2...7) (84
T | malogla® + ot logl®] (p=1,2...7) (89
Die ¢ mdgen die Exponenten von o heifen. Ist wieder ¢, =1,
wenn K®) reell ist, sonst e, = 2, so gilt wegen

)

log

r+1 r+1

| o® )
¢ IOg w—— =0 und e log & @ i =0
g » 8 YN @) g »log |
die Gleichung (84) auch fir p—r + 1 und folglich auch fiir simt-
liche Konjugierten. Da nun jede Einheit nach Satz 100 die Form

§e,™e™ L. g™r
hat, wo { eine der w im Korper K vorhandenen Einheitswurzeln
ist, wihrend die m, ganze rationale Zahlen sind, so hat das System

der assoziierten @ die Exponenten
¢+ my, ¢+ My, ...+ m,.
Mithin gibt es zu jedem o eine solche assoziierte Zahl, deren Ex-
ponenten ¢; den Bedingungen
0L¢g<1 t=1,2...7)
geniigen. Und unter den zu w assoziierten gibt es dann genau w
untereinander verschiedene dieser Art. Daraus folgt: w - Z(¢; A) ist
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gleich der Anzahl derjenigen durch a teilbaren ganzen Korperzahlen
®, welche den Bedingungen geniigen:

[ N@)| = oo o] < N() -t (85)
lo ”nfo(—P) = ; ¢, logle®|; 0<e<1. (p=1,...m) (86)
gl]‘Nxa)! ggg'q c’ q l? q b

Damit aber @ durch a teilbar ist, ist notwendig und hinreichend, daB
o = Sr,a® (p=1,2...n) (87)
k=1

mit ganzen rationalen z;,...x,, wihrend «,,...a, eine bestimmte
Basis des Ideals a bedeutet. Mithin ist w - Z(f; 4) die Anzahl der
ganzen rationalen z,, ... x,, welche die drei Bedingungen (85), (86),
(87) erfiillen, wobei nicht alle ;= O sein sollen.

Wihlt man jetzt fiir die x; beliebige reelle Werte, so gehdren
zu den entsprechenden ©® auf Grund der Gleichungen (86) ein-
deutig bestimmte reelle ¢,, sofern alle @® <4 0. Deutet man daher
x,, ..., als rechtwinklige Cartesische Punktkoordinaten im %-dimen-
sionalen Raume, und betrachtet zuniichst nur solche Punkte, welche
nicht auf einer der linearen Mannigfaltigkeiten niederer Dimension
o® = O liegen, so definieren die Ungleichungen (85), (86) in dem
iibrig bleibenden Teil des Raumes offenbar einen ganz im Endlichen
liegenden Bereich B,; denn es ist ja

. 2y |
|0®| = |YN(w)|a="" <VtN@)e¥, (p=1,2...n)
wo M den Betrag des absolut groBten der Werte log | & ® | bedeutet.
Den Bereich B, erginzen wir jetzt zu einem abgeschlossenen, eben-
falls noch im Endlichen liegenden Bereiche B}, indem wir zu B,

hinzunehmen diejenigen endlich vielen Teile der linearen Mannig-
faltigkeiten o® = 0, welche iiberdies die Bedingungen

‘Iw@’iée’”?/i—i\_f(a_); (r=1,2...m
mindestens ein ©® = 0

hg[%ﬁ

erfiilllen. Die Anzahl der Gitterpunkte z,, ...z, (d. h. der Punkte
mit ganzen rationalen Koordinaten), welche diesem abgeschlossenen
Bereiche B¥* angehoren, ist die um 1 (dem Nullpunkt entsprechend)
vermehrte Anzahl wZ(t; A). Die Anzahl der Gitterpunkte ist
aber asymptotisch glgich dem Volumen dieses Bereiches.

Wenn nimlich 2, — y, 1/t gesetzt wird, so geht der Bereich B¥ in




158 Kapitel VI. Transzendente Hilfsmittel in der Arithmetik

dem Raume der # in den Bereich B¥ im Raume der y tiber. Die

Glitterpunkte z entsprechen denjenigen Punkten y, deren Koordinaten
die Form ganze rationale Zahl

Ve
Netz von Wiirfeln mit der Kantenlinge »,;1: bedeckt, und nach der
i

haben; es ist also der y-Raum mit einem

Definition des Volumens, bzw. des vielfachen Integrales ist daher
. Z(t; 4)
lim “50 =

Dabei ist Bf derjenige Bereich, welcher durch die folgenden Un-
gleichungen beschrieben wird. Es sei gesetzt

o® =y, 0,®) »=12...9
k=1
und nun soll sein
0<|oW. o®. ..o < N(a)

o®

lo
e

=2cqlog]equf’)| mit 0<¢, <1, (p,g=12...7)
q=1

oder
lo®| <L e ¥ VN( (?(5 und mindestens ein @® = Q.

Da dieser letzte Zusatz nur Mannigfaltigkeiten niederer Dimension
definiert, liefert dieser Teil des Bereiches keinen Beitrag zu dem
n-fachen Integral und diese Bedingungen konnen fortgelassen werden.
Zur Auswertung jenes Integrals J filhren wir an Stelle der y als
Variable die reellen und imaginéiren Teile der o® ein.
Wir setzen
z,=0l) fir p=1,2...r,

Gt ispen=0f fir p=r +1,...1+n,
-80 daB die Funktionaldeterminante (wie bei Satz 95)
0@y ---2)| _ o
g N @ Val.

Fihren wir dann fiir 2, und 2,,,,

zp = gp cos (pp—r, (Qp > 0) O g wp—rl< 2") p = 7‘1 + 17 e ?’1 + i',),
zP"l": = QP sin (pp—r, ’

und der Symmetrie halber

Polarkoordinaten ein:

. £,=0,, p=12. %,
so 1st
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3(ﬂn-- 2,)
00+ g9 Py Py

= Q":“‘l‘] T 97'1“’"'2

und der Bereich Bf lautet in den neuen Variabeln
r+1

0< e, <N

r+1

g e~ L 1og] [loct + S g2l 050,<1

0,>0 wd 0<¢g, , <2z fir p=r+1,...7 +7.

Die Integration nach den ¢ 1iBt sich ausfilhren, auBerdem brauchen
wir nur iiber den Teil des Bereiches mit ¢, >0, ..., >0 zu inte-
grieren, wenn wir vor das Integral den Faktor 2 setzen, und so
ef'gibt sich

2"1 +Tzn"z

ONZI

QrL 42 g2
d
N(a)”/al'/ Jdvl Vg r+17

wenn wir v, = g,% einfiihren, und die Bedingungen fiir die v lauten:

/ J 9r1+1 9r,+2 gr,+r,d91 d92 ot d9r+1

0<v-0...0,,, <N(@), v,>0

log v, = -* log (@ -.-v,4) + 6 Zcq log |[¢®]. 0<¢, <1

g9=1

Endlich fiihren wir an Stelle der v als neue Variable die ¢, .. .¢

und
- . U= Vy...0,
ein, wobel also

r

e
log v, = -*logu + epch log &,
e log e ... ¢, log [ 5]
a(vl,...vrﬂ) Wy Vpay
oW, ey .0) u

e e —+R
e, log |£1(’)! ...8 log | 87'(’){ i
SchlieBlich kommt

QUL +7a g2 {V(a) 2"1 +T2py"2 B
== '—‘“—-_35:; .R j duf ‘/dcl ng ST T,
Na) !Vdi .

u=0 0Zcg<1

und damit ist Satz 121 bewiesen.
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§ 41. Die Dichtigkeit der Ideale und die Klassenzahl.

Wenn wir die eben bewiesene Limesgleichung fiir jede einzelne
Idealklasse ansetzen und darnach iiber alle Klassen summieren, er-
gibt sich sogleich der von Dirichlet-Dedekind gefundene Zusammen-
hang zwischen der Dichtigkeit der ganzen Ideale des K&rpers und
seiner Klassenzahl, nimlich

Satz 122. Es bezeichne Z(t) die A}ftzzahl aller ganzen Ideale des
Korpers, deren Norm <t ist. Dann gi

2O _p .y, (88)

lmt

t=0

wo h die Klassenzahl des Korpers ist.

Die Zahl Z(f), in deren Definition der Klassenbegriff nicht mehr
vorkommt, liBt sich nun auf andere Weise, nimlich vermdoge der
Kenntnis der Zerlegung der rationalen Primzahlen in dem Korper,
berechnen; dadurch wird die Klassenzahl in Zusammenhang mit den
Zerlegungsgesetzen gebracht, und in gewissen Fillen kann man heute
daraus einen sehr merkwiirdigen einfachen Ausdruck fiir die Klassen-
zahl ableiten, zu dem man bisher noch auf keinem anderen Wege
gelangt ist.

Bedeutet ndmlich F'(m) die Anzahl der ganzen Ideale des Korpers,
deren Norm gleich der positiven Zahl m ist, so ist offenbar

Z@igﬁm.

t
Dabei bedeutet >, daB der Summationsbuchstabe m alle ganzen

m=1
rationalen Zahlen durchliuft, woftir 1 < m <¢. Nun gilt weiter fiir
zwei ganze rationale a, b

F(ab) = F(a)- F(b), wemn (a,b)=1. (89)

Denn aus zwei ganzen Idealen a, b mit N(a) = a, N(b) = b entsteht
ein Ideal c=a-b mit N(c)=ab Und wenn umgekehrt ¢ ein
ganzes ldeal mit der Norm ab, so setze man

(¢, a)=4a,, (c,b)="0; (90)
durch Multiplikation folgt daraus
a; - by = (¢ ca, cb, ad) = ¢ (c, a,b, %b‘) == .

Durch Ubergang zu den Konjugierten ergibt sich aus (90) N(a,)
als Teiler von a”, also teilerfremd zu b und N(b,) teilerfremd zu a,
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withrend das Produkt N(a,)- N(b,) = ab, mithin ist N(a)=a,
N(b,) = b, und ¢ ist also in zwei Faktoren zerlegt, deren Norm resp.
a und b ist. Daraus folgt die Behauptung (89).

Durch Benutzung dieser Formel 148t sich also allgemein die Be-
rechnung von F(m) auf die von F(p*), wo p* eine Primzahlpotenz
ist, zuriickfiihren.

Die rechnerische Durchfiihrung der Bestimmung von F(p*) und
damit von F(m) wird nun wesentlich erleichtert durch Einfiihrung
einer neuen Funktion, durch die der GrenzprozeB (88) in einen der
Rechnung bequemer zuginglichen GrenzprozeB transformiert wird.
Diese Funktion ist die Zetafunktion von Dirichlet-Dedekind.

§ 42. Die Dedekindsche Zetafunktion.

" Unter einer Dirichletschen Reihe versteht man eine Reihe von
der Gestalt

© an.

2

n=1
dabei ist a,, a;, ... eine gegebene Zahlfolge, s ist eine Variable, fiir
die im folgenden nur reelle Werte in Frage kommen, und das
Zeichen n* bedeutet den positiven Wert der Potenz. Die a, heiBen die
Koeffizienten der Reihe. Falls die Reihe konvergiert, stellt sie eine
Funktion von s dar.

Hilfssatz a): Die Reihe 233 konvergiert fiir s > 1, stellt
' n=1
hier eine stetige Funktion dar, die sogenannte Riemannsche Zeta-

funktion {(s), und weiter ist
lim (s — 1)§(s) = 1.
s=1

Aus der Definition des bestimmten Integrals folgt ndmlich
n41 n
dx 1 dx
T <w <) (n>1)
n n—1

Daher konvergiert die Reihe fiir s > 1, stellt folglich als Reihe mit nur
positiven stetigen Gliedern eine stetige Funktion §(s) vor, und es ist

/‘“‘<§()<j 1o S

1<(s—1)§(s)<.s,

woraus auch die Limesgleichung folgt.
Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 11
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Hilfssatz b): Es werde gesetzt
S(m)=a, + a3+ - +'a,, also a,=8m)— Sk —1).
Wenn dann eine Zahl 6(> 0) existiert, fiir welche der Quotient
 S(m) |

| mo

<4, (m=1,2..) (91)

wo A eine von m unabhiingige Konstante, dann konvergiert die

Reihe 2% fiir s > ¢ und ist hi/er eine stetige Funktion von s.
n=1
Fiir alle positiven ganzen Zahlen m, h ist ndmlich

G 1S () — S(n-—l) Sm+h)  Sim—1)
2 2 T m+R ow
m+h—1 L )
+ 28 (5 =+ 1)")
Wegen -
n+1
1 1 _ dx
GRS s

folgt daher mit Riicksicht auf (91) fir s> ¢

‘m+h

“ 1
"‘ +A- /xx =01, 8"+S»6m* o'

Mithin konvercrlert die Reihe fiir s > 6, und zwar gleichmiBig in
jedem Intervall 6 + 0 <s <6+ 0" (wo 6 > 0 > 0), stellt also hier
eine stetige Funktion von s dar.

- =m

Hilfssatz c): Wenn in den obigen Bezeichnungen

lim 50 _

m=oeo

)

so ist bei Anndherung an s =1 (von s > 1 her)

. @y
lim (5 — 1);1’;,‘ —c.
Nach b) konvergiert die Reihe fiir s > 1. Setzt man
S(n) =cn+ ¢,n,

wo dann nach Voraussetzung lim &, = 0, und

n=o
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(p(s) =2“%¥:
n=1

so folgt wie oben fiir s > 1
n+1 ( u+1
|«p(s>—cc<s>|-—s12ne[ﬂ+,'<s2|en
}n 1
Zu einem beliebigen 0 >0 wihle man nun eine ganze Zahl N so,
daB |s,| < 0 fir n > N, iiberdies C so, daB fiir alle » auch noch
|&,| < C, so folgt
N—1 7t+1
d
(5= Do) — el ~ e < Os6—1) 3 [

n=1mn
- © n+41

"‘65(3—1)2/ — <Cs(s—~1)logN+6s(s-—1)J%f.
N

Da der letzte Ausdruck gegen 0 konvergiert, wenn s nach 1 kon-
vergiert, so muf

lim (s — Do (5) = o(s — DE()) = 0

sein, womit unter Beriicksichtigung von a) unser Hilfssatz c) be-
wiesen ist.

Nunmehr ordnen wir jedem algebraischen Zahlkdrper k eine
Funktion einer kontinuierlichen Variabeln s zu, die sog. Zeta-
funktion von %, wie sie Dirichlet fiir quadratische Kérper, Dede-
kind fiir beliebige k eingefiihrt hat, nimlich

6(s) 2 i (92)

Hierin soll a alle ganzen von Null verschiedenen Idea,le von k ein-
mal durchlaufen. Unter Benutzung der Bezeichnung F'(n) aus dem
vorigen Paragraphen schreibt sich die Reihe auch als

< F
& (s) =‘2 ,n(:@)
n=1

und aus dem Grenzwertsatz 122 und dem Hilfssatz b) und ¢) er-
gibt sich
Satz 123. &(s) st durch die fir s> 1 konvergente Reike (92)
als stetige Funktion von s definiert, und bei Anniherung an s =1 st
lim (s — 1)§,(s) =k - x.
s=1
11%
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Aus dieser Formel gewinnt man nun eine Moglichkeit, 2 zu be-
rechnen, wenn man die Funktion §.(s) in wesentlich anderer Art
mit Hilfe der Primideale von % ausdriickt.

Satz 124. Fiir s> 1 gilt die Gleichung

gk(s) = n_vvw‘;hA_ (93)

Ny

hier durchliuft p alle verschiedenen Primideale von k.

Zunichst konvergiert namlich dieses Produkt, weil Zﬁbjg als

Bestandteil der Reihe fiir ,(s) konvergiert. Fiir den einzelnen Faktor
erhilt man eine konvergente Reihe positiver Glieder
1 1 1
—ve e T ey T
Multiplizieren wir rein formal diese Ausdriicke fiir alle p, so ergibt
sich eine Reihe mit den Gliedern

(94)

B S
N(pps-.pir)”
wo unter dem Zeichen Norm jedes Potenzprodukt von Primidealen
genau einmal auftritt. Nach dem Fundamentalsatz erhilt man in
dieser Form aber jedes ganze Ideal von % genau einmal, d. h. es
treten genau simtliche Glieder der konvergenten Reihe §(s) je ein-
mal auf Da nun aber fiir s > 1 die Reihe in dem einzelnen Faktor,
wie auch das Produkt absolut konvergiert, so folgt aus der formalen
Ubereinstimmung der Reihenglieder auch die Gleichheit der Reihen-
werte, d. k. die Richtigkeit von (93).
Satz 125. Die Bestimmung der Klassenzahl h wird nach Dede-
kind ouf die Bestimmung der Primideale des Korpers zuriickgefiihrt
durch die Gleichung

h- x-—hm(s—l)n (95)
N (v)"

Diese fundamentale Formel ist also, wie schon erwihnt, nur eine
andere Schreibweise fiir die Gleichung (88), ist aber als Ausgangs-
punkt der weiteren Rechnung bequemer als jene.

Wihrend nun in denjenigen Korpern, wo die Zerlegung der ratio-
nalen Primzahlen p in Primideale bekannt ist, hieraus sich ein brauch-
barer Ausdruck fiir die Klassenzahl herleiten liBt (vgl. § 51, wo die
Rechnung fiir die quadratischen Korper durchgefiihrt wird), kann
man nun umgekehrt auch aus Satz 123 und 124 Aussagen iiber die
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Primideale gewinnen, indem man nur von der Tatsache Gebrauch
macht, daB jedenfalls . -% von Null verschieden ist. Davon wird in
dem ndchsten Paragraphen die Rede sein.

§ 43. Die Verteilung der Primideale 1. Grades, insbesondere
“der rationalen Primzahlen in arithmetischen Reihen.
Aus Satz 123 ergibt sich ndmlich sofort: Die Dedekindsche Zeta-
funktion §,(s) wird bei Annéiherung an s=1 von der ersten Ord-
nung unendlich groB, derart, daB

log &,(s) = log ; = + 9(s), (96)

wo g(s) eine bei Anniherung an s =1 beschrinkt bleibende Funk-
tion ist. Aus der Produktdarstellung (93) aber folgt dann

Batz 126. Durchliuft p, nur die verschiedenen Primideale ersten
Grades in k, so ist fir s > 1

2 N =085 — T 0, (97)

wo wieder g,(s) bes Armahemmg an s =1 beschrinkt bleivt. Es gibt
also in k unendlich viele Primideale ersten Grades.

Beweis: Es durchlaufe p, die verschiedenen Primideale vom
Grade f fir f=1,2 ... %n. (Natiirlich brauchen nicht fiir jedes f
auch p, zu existieren.) Da nun in einer gegebenen rationalen Prim-
zahl p hochstens % verschiedene Primideale von % aufgehen, so ist
jedenfalls fiir s > 1

1 <L e S
_1"[1 1—[( “;‘) = £(fo)"

b N(p ) ?

Das Produkt tiber p, bleibt daher, wenn s gegen 1 konvergiert,
fiir £ > 2 zwischen zwei festen positiven Schranken. Das Unendlich-
werden von §;(s) wird daher allein durch die Primideale p, hervor-
gerufen, und zwar ist beim Ubergang zu den Logarithmen

1
log&(s) = “,2 log (1 — wa5) + 1), (98)
wo wieder f(s) beschrinkt bleibt. Wegen N(p,)>2 ist aber fiir s>1
1 1
—log (1 = 5G3) = 3 + 21 9,

1 1 1 1
O<¢(p1,3)=? .N(P)2“+ 3 N(p)sx+”'

< N+ N(n w1+ 3 g+t ) NY%T?“
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und daher ist die Summe dber p,

0< > oy, 3) §22ﬁ@ s _mz <2 2
128

d. h. fiir s > 1 beschrinkt. In Verbindung mit (98) folgt daher, daB
1
].Og gk(s> - 21\7@:

"
beschriinkt bleibt, wenn s gegen 1 konvergiert, und damit nach (96)
die Behauptung (97). Dxfﬁumme iber p, wird also bei Annihe-
rung an s = 1 beliebig groB und muB daher notwendig aus unend-
lich vielen Gliedern bestehen.

Dieser allgemeine fiir jeden algebraischen Zahlkorper geltende
Satz gestattet nun, sehr wichtige Tatsachen der rationalen Arithmetik
zu beweisen, welche sich auf die Verteilung der Primzahlen beziehen.

Wihlen wir nimlich als Korper & den Korper der m'*® Einheits-
wurzeln. In ihm sind die Normen der Primideale 1. Grades nach
Satz 92 genau die rationalen Primzahlen p mit der Kongruenz-
eigenschaft p = 1 (mod. m), abgesehen von endlich vielen Ausnahmen.
Mithin folgt aus Satz 126

Satz 127. Es gibt unendlich viele positive rationale Primzahlen,
mit der Eigenschaft p =1 (mod. m).

Ist n, der Grad des Korpers der m*" Einheitswurzeln (der nach
§ 30 nicht groBer als g(m) ist), so gehen in einem solchen p genau
n, verschiedene Primideale von % auf, und die Gleichung (97) lautet
hier also

N R AT (99)
Pp=1(m)

Dirichlet hat nun gezeigt, wie man hieraus durch relativ ein-
tache formale Uberlegungen auch iiber das Vorhandensein von Prim-
zahlen in anderen Restklassen mod. m AufschluB erhalten kann. Zu
diesem Zwecke fiihren wir die Restcharaktere y(a) nach dem Modul m
ein, wie sie in § 15 definiert worden sind.

Satz 128. Bedeutet y(n) einen Resicharakter von n mod. m, so
ist die Dirichletsche Reihe

L(s 1) =%
n=1

fiir s> 1 absolut komvergent, und es gilt, solange s > 1, auch die
Produktdarstellung
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L(s, 1) = [] ,(,,) ) (100)

in welcher p alle positiven rationalen Pmmzahlen durchlauft. Ist y
iiberdies micht der Hauptcharakter, so ist die unendliche Reihe fiir
L(s, 3) sogar fiir s> 0 konvergent.

Die absolute Konvergenz der Reihe und des Produktes fiir s > 1
ergibt sich zuniichst sofort daraus, daB die Koeffizienten x(n) dem
Betrage nach nicht groBer als 1 sxnd da g(») entweder eine Ein-
heitswurzel oder, falls (n, m) > 1, glelch 0 ist. Wegen der Regel

1(ab) = z(a) 2(b)
fiir je zwei positive ganze Zahlen a, b erhalten wir weiter fiir den
emzelnen Faktor des unendhchen Produktes

&\"‘

und hieraus durch Multiplikation wegen der absoluten Konvergenz
wie oben beim Beweise von Satz 124 die Behauptung (100).

Ist endlich y nicht der Hauptcharakter g, mod. m, so ist nach
der Grundeigenschaft der Charaktere 2 x(n) = 0, wenn % irgendein

volles Restsystem mod. m durchliuft. Ist daher die ganze Zahl
2=y -m+r, wo y,r ganz und 0 <r <m, so ist

| = 1 | ym r r
) = | S+ = | Sz
|m= n= n= n=
also beschrinkt fiir ins Unendliche wachsende x, und nach Hilfs-
satz b) des vorigen Paragraphen konvergiert die Dirichletsche Reihe
fir' s> 0. Insbesondere folgt hieraus, daB die Funktionen L(s, %)
auch noch im Punkte s =1 stetig sind, falls y nicht der Haupt-

charakter ist.
Satz 129. Fiir jeden Charakter y mod. m ist, wenn s> 1,

log L(s, 1) =2%£i> +9(s 2),
)

wo g(s, 1) bei Anndherung an s =1 beschrdnkt bleibt.
Erkliren wir nimlich die Funktion log fiir s > O durch die kon-

vergente Reihe
RS20 BT W 1¢ B U 7 0 U 1¢ OB ACY
10g1_g-(7p) ps + 2 + 3 ps. + pa + pQ‘ bl
p.‘

wo offenbar

<m,
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Ifsp)|<1 fir p=22, s2>1,
so konvergiert fiir s > 1 auch die iiber alle positiven Primzahlen p

erstreckte Summe dieser Ausdriicke, und diese stellt daher einen der

unendlich vielen Werte von log L(s, ) dar. Fiir diesen gilt dann
Satz 129.

Uberdies ist mit dem Hauptcharakter y — ;, genauer

log L(s, ) = log . + H{(s), (101)

wo H(s) fiir s > 1 endlich bleibt.
" Denn wenn man in (97) fiir ¥ den Korper k(1) wihlt, ergibt
sich, daB

fiir s — 1 endlich bleibt; andrerseits ist y,(p) im allgemeinen = 1
und von 1 verschieden (=0) nur fiir die endlich vielen Primzahlen p,
die in m aufgehen, wodurch in der Tat (101) bewiesen ist.

Um von hier nun auf Summen zu kommen, welche nur iiber die
Primzahlen einer Restklasse mod. m erstreckt werden, sei a eine be-
liebige ganze, rationale zu m teilerfremde Zahl, und b eine solche
ganze rationale Zahl, daB

‘ab =1 (mod. m).
Dann ist, solange s > 1, falls > eine iiber alle Charaktere x mod. m

F3

zu erstreckende Summe bedeutet,
> u®)logLis, 1) = > 1) D'EL 4 21(5)9(8, 7).
X x P

Die letzte Summe, welche mit f(s) bezeichnet sei, bleibt Jedenfalls
endlich, wenn s gegen 1 konvergiert. In der Doppelsumme ist aber

1 @) = Z1(ep) = { o e ;‘)ﬁzgj :"n;

S0 daB man also erhilt

- 1
D 1@ log L(s, 1) = p(m) D 2 +£(5), (102)
x p=a (mod.m) ’
worin nun die Summe nur iiber die positiven Primzahlen p zu er-
strecken ist, die = a (mod. m) sind.
Lassen wir hierin endlich s gegen den kritischen Wert 1 kon-
vergieren. Auf der linken Seite wird dann das Glied, welches mit
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dem Hauptcharakter y = 7, gebildet ist, positiv unendlich grof nach
(101); falls also die ibrigen Summanden endlich bleiben, wichst auch
die ganze linke Seite von (102) idiber alle Grenzen, und folglich muB
dann die Summe rechts unendlich viele Glieder enthalten, es gibt
dann also unendlich viele p, welche = a (mod. m) sind.

Darnach bleibt also der wesentliche Punkt des Dirichletschen
Gedankenganges der Nachweis folgender Behauptung:

Wenn j nicht der Hauptcharakter ist, so bleiben die GroBen
log L(s, 1) bei Anniherung an s =1 endlich.

Da nun nach dem letzten Teil von Satz 128 diese L(s, y) fir
s> 0 stetige Funktionen von s sind, so ist die Behauptung iden-
tisch mit

Satz 130. Wenn y nicht der Hauptcharakter ist, so ist

L(1,7) = lim L(s, 1) + 0.

Dieses Nichtverschwinden der L-Reihen ist nun eine unmittelbare
Folge davon, daB £,(s) bei s =1 von der ersten Ordnung unendlich
wird. Denn aus (102) folgt fir a =b =1

210gL<s, 2 = g(m) D5+ GE)
p=1(mod. m)

und unter _Benutzung von (99) hieraus
SiogL(s, 1) = *" log, 1| + 6,(6) (103)

mit endlich bleibendem G (s) und G,(s). Auf der linken Seite wird
nun das dem Hauptcharakter y, entsprechende Glied nach (101) un-
endlich groB, und fiir den iibrig bleibenden Teil ergibt sich daher

ShogL(s, 1) = (" — 1) log, =, + 64(9),
1¥ 10 o)
‘7—1 Ga (8
ITeeo= (1) """
1Fn
Wie schon erwihnt, ist ¢@(m) > n,; nun wird die rechte Seite bei
Anniherung an s = 1 unendlich gro8, falls ¢(m) > n,, wihrend das
Produkt links sicher endlich bleibt, weil dies fiir jeden Faktor gilt.
Also folgt erstens @(m) = ny; zweitens ist dann die ganze rechte Seite

gGQ (‘)’

die als ExponentialgroBe aber sicher nicht gegen O konvergiert. Also
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ist dies auch fiir die linke Seite der Fall, d. h. da jeder Faktor links
einen endlichen Grenzwert besitzt, es gilt in der Tat Satz 130.

Damit ist dann, wie oben gezeigt, die beriihmte Aussage von
Dirichlet bewiesen:

Satz 131. Wenn (a,m) =1, \so gibt es unendlich viele positive
Primzahlen p, wofiir p=a (mod. m). D.h. p=mz+ a stellt fir
z=1,2,3,...1in inf. unendlich oft eine Primzahl dar.

Als ein Nebenresultat ergibt sich bei dem Beweise die Gleichung

(m) =0,
d.h. aus den Zerlegungsgesetzen folgt auch der genaue Grad des

Korpers der m'*® Einheitswurzeln. Damit ist also bewiesen, daB die
2ni

in § 30 aufgestellte algebraische Gleichung fiir { =e ™ im Korper
der rationalen Zahlen irreduzibel ist.

Gehen wir noch einmal die SchluBkette durch, welche uns zu
dem Beweise von Satz 131 fiihrte, so erscheint als der schwierigste
Punkt der Nachweis, daB L(1, y) 40, und dieser wurde gefiihrt
nach GL (103) auf Grund der Tatsache, daB die Funktion (s) bei
s=1 von erster Ordnung unendlich wird. Dieses wiederum basiert
auf den Sitzen aus § 40 iiber die Dichtigkeit der Ideale, zu deren
Beweis die ganze Theorie der Einheiten erforderlich war. Es ist nun
von Wichtigkeit, daB man an Stelle dieser zahlentheoretischen Hilfs-
mittel auch genauere Kenntnisse der funktionentheoretischen Eigen-
schaften der L(s, y) mit demselben Erfolg verwenden kann. Hieriiber
mdgen noch einige orientierende Bemerkungen folgen:

Zuniichst 1aBt sich nach Hilfssatz b, § 42 beweisen, daB L(s, g)
bei s =1 differentiierbar ist (durch gliedweise Differentiation der
Reihe) und daB daher, wenn L(1, ) = O sein sollte, diese Funktion
bei s =1 in mindestens 1. Ordnung Null wird, weil dann

L(S‘v Z) HmL(sv Z)_L(I'_Z) — dL(S, Z)
s=1 S—1 =1 s—1 ds

S ls=1

vorhanden ist. Andrerseits ist das Produkt aller g(m) Reihen fiir
s> 1 eine konvergente Reihe mit lauter positiven Gliedern; denn
wenn p in der Gruppe der Restklassen mod. m ein Element vom

Grade f ist, so sind nach Satz 32 die ¢ (m) Zahlen x(p) samtliche
fren Emheltswurzeln, jede gleich oft; also ist

I10-5)-0=2 (=7

7
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und [/ L(s,y) ist darnach eine Reihe mit positiven Koeffizienten,
x

und zwar > 1 fiir alle s > 1. Da nun die dem Hauptcharakter ent-

sprechende Reihe L(s, 7,), von unwesentlichen Faktoren abgesehen,
mit {(s) iibereinstimmt, wird sie in 1. Ordnung unendlich bei s = 1;
und da die iibrigen L(s, g) entweder in mindestens 1. Ordnung Null
werden oder jedenfalls einen endlichen Grenzwert haben, kann hoch-
stens ein einziger Faktor L(1,y) gleich Null sein. Und zwar muB
dann das f, bei dem dies eintritt, ein reeller Charakter sein (der
also nur die Werte 4+ 1,0 hat, d. h. ein quadratischer Charakter
mod. m ist). Denn wenn y ein nicht-reeller Charakter ist, so ist die
konjugiert-imaginire Funktion 7 ebenfalls ein Charakter mod. m, aber
von 7 verschieden, und aus dem Verschwinden von L(1, g) folgt dann
anch das der konjugiert-imaginiren GroBe L(1,%), was nach dem
Obigen aber nicht vorkommen kann. Somit ist nur nachzuweisen
daB L(1, y) = O fiir alle quadratischen Charaktere j.

Hier hat nun Mertens') durch eine direkte Abschiitzung der
reellen Reihenglieder diese Behauptung bewiesen. So entsteht ein
von der Kérpertheorie unabhiingiger Beweis des Dirichletschen
Satzes.

Dirichlet selbst benutzte das quadratische Reziprozititsgesetz, ver-
mittels dessen sich zeigt, duB die den reellen Charakteren zugeord-
neten Reihen L(s, y) als Faktoren in den Zetafunktionen gewisser
quadratischer Zahlkorper auftreten und dann aus diesem Grunde bei
s =1 nicht Null sein konnen. Er braucht also im Vergleich zu
dem oben gefiihrten Beweis nicht die Arithmetik der Kreisteilungs-
korper, sondern nur die der quadratischen Korper.

Die letzte Gruppe bilden die rein funktionentheoretischen Beweise,
sie sind am weitesten verallgemeinerungsfihig. Bei ihnen werden
die Funktionen L(s, %) als analytische Funktionen der komplexen
Variabeln s untersucht. Es wird gezeigt, daB die L(s, x) fiir alle
endlichen Werte von s regulire analytische Funktionen von s sind,
mit Ausnahme von L(s, 7,), das nur bei s = 1 einen Pol 1. Ordnung
besitzt. Falls nun eine der L-Reihen bei s =1 Null wire, miiBte
das Produkt aller eine iiberall im KEndlichen regulire Funktion von
s sein. Der Widerspruch ergibt sich dann daraus, daB eine solche
Dirichletsche Reihe mit positiven Koeffizienten vermdge eines all-

1) Mertens, Uber das Nichtverschwinden Dirichletscher Reihen mit reellen
Gliedern. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, math.-naturw. Klasse,
Bd. 104 (1895).
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gemeinen Satzes der Funktionentheorie mindestens eine singulire
Stelle im Endlichen besitzen muB.!)

Der Gedanke, welcher der Dirichletschen Methode der Einfiihrung
von Gruppencharakteren zugrunde liegt, ist weitgehender Verall-
gemeinerung fihig: Wir konnen statt der Einteilung der rationalen
Zahlen in k(1) in Restklassen mod. m auch ausgehen von den
Zahlen irgendeines Korpers &, welche in anderer Art in Klassen ein-
geteilt werden, die eine Abels&he Gruppe bilden.?) Endlish 138t sich

auch Satz 126 unmittelbar auf andere Korper, an Stelle von k(:%‘)
anwenden, auch auf Relativkorper. Und jedesmal erhilt man aus’
der Kenntnis des Zerlegungsgesetzes den Nachweis der Existenz von
unendlich vielen Primzahlen bzw. Primidealen des Grundkdrpers mit
gewissen Eigenschaften. Fiir den quadratischen Korper werden diese
Ansiitze im nichsten Kapitel (§ 48) niher ausgefiihrt werden.

) 1) Siehe etwa FE. Landaw, Handbuch der Lehre von der Verteilung der
Primzahlen (Leipzig 1909) Bd. 1, § 121; oder Hecke, Uber die L-Funktionen und
den Dirichletschen Primzahlsatz fiir einen beliebigen Zahlkorper (Nachr. v. d
K. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen 1917). o

2) Ein allgemeiner Ansatz in dieser Richtung stammt von H. Weber,

Uber Zahlengruppen in algebraischen Korpern I. II. III. Math. Ann. 48. 49. 50
(1897/98). '

Kapitel VIL
Der quadratische Zahlkorper.

§ 44. Zusammenstellung. Das System der Idealklassen.

Der quadratische Zahlkorper, welcher in § 29 bereits als Beispiel
behandelt wurde, soll in diesem Kapitel genauer weiter diskutiert
werden. Wir erinnern zunichst noch einmal an das dort Bewiesene:

Sei D eine positive oder negative ganze rationale Zahl, von 1
verschieden, und durch keine rationale Quadratzahl auBer 1 teilbar.
Die Zahl YD erzeugt dann den allgemeinsten quadratischen Korper.
Seine Diskriminante ist

d=D, wemn D=1 (mod. 4)
d=4D, wenn D=2 oder 3 (mod. 4).

Eine Basis ist in jedem Falle 1, f‘—l——’;}id Jede ganze Zahl der Korper

hat die Form o« = a:-t2y}/d mit ganzen rationalen x,y. Kine un-
grade positive Primzahl p zerfillt in zwei verschiedene oder gleiche
Primfaktoren oder bleibt unzerlegt, je nachdem, ob das quadratische
Restsymbol (%) den Wert 1 oder O oder — 1 besitzt.

Wir definieren jetzt das quadratische Restsymbol mit dem
Nenner 2, aber nur fiir solche Zihler d, welche Diskriminanten qua-
dratischer Korper sind:

Wenn d grade, so sei (——) =0.

Wenn d ungrade, so sei (%) = + 1, wenn d quadratischer Rest

mod. 8, und (g) — — 1, wenn d quadratischer Nichtrest mod. 8.
Das Zerlegungsgesetz fiir die Zahl 2 in k(}/d) lautet dann for-
mal ebenso wie das oben angegebene fiir ungerade p.

Im reellen quadratischen Korper ist die Anzahl der Grundein-
heiten nach Satz 100 gleich 1. Da die einzigen reellen Einheits-
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wurzeln + 1 sind, so sind simtliche Einheiten des Korpers die
Zahlen + &* (n=0,%1,% 2,..)), wo ¢ eine Grundeinheit; letztere
ist durch die Zusatzbedingung & > 1 offenbar eindeutig fixiert. Die

simtlichen Einheiten % = fpf‘%’Kd erhdlt man offenbar durch die

Losung der Gleichung N(y) ==+ 1, d. h.
2t — dyt =+ 4 (104)

in ganzen rationalen z, y/ Das ist die sog. Pellsche Gleichung.

Im imaginiren quadratischen Korper ist jede Einheit 5 eine
Einheitswurzel. Fiir d < 0 hat die obige Gleichung (wo dann natiir-
lich das obere Zeichen gelten muB) auBer der trivialen Losung y =0,
z==11 dh p==1, nur fir d > — 4 Losungen, und zwar fiir
d= —4 die zwei weiteren Losungen z =0, y=*1, und fiir
d = — 3 vier weitere Losungen x =+ 1, y =% 1. Die Anzahl w
der Einheitswurzeln ist also in %k(}/—3), dem Korper der dritten
Einheitswurzeln, gleich 6, in %()/— 1) gleich 4, in allen anderen
quadratischen Ko6rpern gleich 2.

Wir versuchen jetzt, aus der allgemeinen Theorie eine Methode
zu finden, um zu entscheiden, ob zwei gegebene Ideale a, b eines
quadratischen Korpers dquivalent sind oder nicht, und dadurch dann
ein vollstindiges System nichtiquivalenter Ideale anzugeben, also
auch die Klassenzahl zu berechnen.

Da N(b) = bb’ ein rationales Hauptideal, so ist die Aquivalenz
a ~ b gleichbedeutend mit ab’~ 1; man hat also zu entscheiden, ob
ein gegebenes Ideal ein Hauptideal ist. Wenn nun das ganze Ideal a
etwa als gr. gem. Teiler zweier Hauptideale (&, ) vorgelegt ist, so
ist a der Inhalt der Form «u + fv, folglich aa’= N(a) der Inhalt
von (au + o) (¢'u + p'v) = aa'u® + uv(e'p + af’) + B°+% d. h.
N(a) ist der gr. gem. Teiler der rationalen Zahlen o', «'f + af’, "
Ergibt sich hierfiir die positive rationale Zahl %, so ist also die
weitere Frage, ob + » die Norm einer ganzen Korperzahl ist und
ob dann weiter, wenn N(o) = + n, die Gleichung (@) = (e, 8) richtig

ist. Dies wieder ist dann und nur dann der Fall, wenn % und f)

ganze Zahlen sind, denn in diesem Falle ist ja nach Konstruktion

das Ideal (i %) ein ganzes Ideal mit der Norm 1, also selbst

@ )
=@)-
Die einzige Schwierigkeit ist also noch, alle verschiedenen ganzen
Hauptideale (w) zu finden, deren Norm einen gegebenen Wert hat.
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Dies kommt auf die Losung der Aufgabe hinaus, alle ganzen

rationalen 2,y zu finden, wofiir (w = fié_l_l/j gesetzt)

2t — dy*= + 4n. (105)

Fiir imagindre quadratische Korper sind simtliche Losungen z,y
durch endlich viele Versuche leicht zu ermitteln. Denn wegen d <0
hat man nur diejenigen ganzen rationalen Paare z, y durchzupro-
bieren, wofiir - 7
2| <2Vn, Vdllyl <2V
d. h. man stellt durch Ausrechnen fest, fiir welche ganzen rationalen
y mit 0<y<L2 l/%! der Ausdruck V4m + dy® eine rationale
Zahl ist.

Um bei d >0, im reellen quadratischen Korper, die Losungen

von (105) zu finden, ist die Kenntnis einer von -4 1 verschiedenen
Einheit (nicht notwendig der Grundeinheit) erforderlich. Ist etwa

_utvyd
= T

(v>0)

2ine Einheit in k(]/d) mit 5 > 1, so kann man unter den zu einem
gegebenen « assoziierten Zahlen ¢ =oy"(n =0, +1, +2, ...)
sicher eine solche finden, daB etwa (vgl. Gl. 86)

1<
=%

, | <
ist. Es geniigt also fiir unsere Frage, nur solche Losungen von (105)

aufzusuchen, wofiir iiberdies noch fiir o = "":L;/—VA& diese Ungleichungen
erflillt sind, welche man auch in der Form
W <lo <|o|p oder wri<||<]o
oder wegen |0@’| =n auch
Vn<lol<nVn
7 Yn<lo'|< Va

schreiben kann. Nehmen wir iiberdies o >0 an, so folgt bei dem
oberen Zeichen in (105) auch & >0 und durch Addition aus (106)

(106)

(DY <e <@+ 1)Vn; (107)
dagegen bei dem unteren Zeichen
'+ DVe<yVd<(n+ D)Vn. (108)
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Jedenfalls ist aber nur eine endliche Anzahl von Werten z,y auf
das Bestehen der Gleichung (105) zu priifen. Ob unter den so ge-

fundenen Zahlen o= @i—;‘{y—d noch assoziierte sich finden, ist dann

durch einfache Division festzustellen.

Die Ermittelung einer Einheit % kann auf verschiedene Arten
erfolgen. Der Beweis des Dirichletschen Einheitensatzes (Hilfssatz b)
in § 35) liefert unmittelbar ein Verfahren. Dies kommt im wesent-
lichen auf die Kettenbruchentwickelung von }/d hinaus. Das Er-
gebnis von § 52 iiber die Klassenzahl wird uns einen anderen Aus-
druck fiir eine Binheit in k()/d) liefern, welcher sich aus d-ten Ein-
heitswurzeln aufbaut.

Jedenfalls ist so ein Weg angegeben, um durch endlich viele

rationale Operationen zu entscheiden, ob zwei gegebene Ideale eines
quadratischen Korpers dquivalent sind.

Um hierdurch die Klassenzahl zu finden, bedenken wir, daB nach
Satz 96 in jeder Klasse ein ganzes Ideal existiert, dessen Norm < |Vd |
Man stelle daher erst simtliche ganzen Ideale auf, deren Norm diese
Bedingung erfiillt. Das gelingt zuniichst fiir die Primideale auf Grund
der Zerlegungsgesetze (§ 29), und daraus findet man durch Multipli-
kation alle Ideale dieser Art. Die Anzahl der nichtiquivalenten
unter diesen endlich vielen Idealen ist dann die Klassenzahl. Es ist
niitzlich, sich an einigen Zahlbeispielen die Verhiltnisse klar zu
machen:

1. (V—1), (/= 3), k(4 2) haben die Klassenzahl h = 1.
Die zu | V/d | niichstkleineren ganzen Zahlen sind nimlich bzw. 1,1,2.
In den beiden ersten Korpern gibt es also in jeder Klasse ein ganzes
Ideal mit einer Norm < 1, dieses ist notwendig das Ideal (1), also
ein Hauptideal. In k()/+ 2) haben wir iiberdies auch die Ideale mit
der Norm 2 zu untersuchen. Hier wird 2 das Quadrat eines Prim-
ideals p, das offenbar = (V+ 2), also ein Hauptideal ist.

2. In k(Y7) ist d = 28, es sind also die Ideale mit den Normen
2, 3,4, 5 aufzusuchen. Hier zerfallen nun die Primzahlen 2, 3,5 auf
folgende Art in Primideale:

2 =92 3=p,-p;’, D ist selbst Primideal.

Ideale mit der Norm 4 gibt es daher nur eines, nimlich p,*= 2,
also ein Hauptideal. Es kommen also auBer der Hauptklasse nur
noch die durch p,, p;, p, repriisentierten Klassen vor. Durch Pro-
bieren findet man
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2=3—7-1% d h p,= (3 +V7), also p,~ 1.
Da ferner p, = p,’, miissen 3 + /7 und 3 — Y7 assoziiert sein, also
ist der Quotient B -
§= _ii%: - <§+21{'0: —8 4 3Y7
eine Einheit. Wire p, ein Hauptideal (@ + b)/7), so miiBte sein
+3=0a>—T0% also + 3=a’(mod.").

Hiernach kann nur das untere Zeichen gelten, da + 3 Nichtrest
mod 7 ist. Fiir  brauchen wir also nach (108) nur die Werte b mit

©@—3VT)V3<bV28<(9+3YT)V3

durchzuprobieren, d. h.

o<b<( B DYE<s+VE, o<bgs.
b =1 liefert bereits
PEVAS ¥ BN LEY

so daB also p,— (2 +}/7) ein Hauptideal. Auch hier ist also h=1.

3. In k(Y/—5) ist nach den Rechnungen in § 23 die Klassen-
zahl von 1 verschieden, da dort gezeigt wurde, daB das Ideal
py= (3, 4 +V— 5) kein Hauptideal ist, wohl aber p,=(2 +}—5).
Nach dem Obigen sind wegen d = — 20 die Ideale mit den Normen
2, 3,4 zu untersuchen. Es wird 2 = p,?; hier ist p, kein Hauptideal,
da 2 nicht von der Form a® 4 5b% Das einzige Ideal mit der Norm 4
ist das Hauptideal p,®= 2; da endlich p;-p;’= 3, und pg~ 1, so
ist p;'~ p;, und auBer der Hauptklasse sind hier die durch p,, p,
reprisentierten Idealklassen vorhanden. Wire p, nicht mit p, dqui-
valent, so hitten wir genau drei yerschiedene Klassen, und wegen
der Gruppeneigenschaft miifte die 3. Potenz von p, ein Hauptideal
sein, woraus wegen P2~ 1 bereits p,~ 1 folgen wiirde, was nicht
der Fall ist. Also ist p,~ p; und mithin h = 2,

4. In k(V/ — 28) ist d = — 23; es kommen in Frage die Normen-
werte 2,3,4. Es ist S

(_T%)=+1; 2=1p;-p

— 23

(T) =+1, 3= Py ps’-
Die Ideale mit den Normen 2, 3,4 sind also

pi’ pZ"J p&’ ps,f p22’ ‘p2, 27 p2p2’~ (109)

Hecke, Vorlesungen itber die Theorie der algebr. Zahlen 12
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Hiervon ist das letzte ein Hauptideal. Damit p, ~ p,, miiBte pp; ~ 13
wegen N(p,p;) — 6 haben wir also zu sehen, ob 6 Norm einer
Zahl ist; dies ist der Fall:

6 =" nurfir =11, y=+1.

Es gibt also genau zwei Hauptideale mit der Norm 6, und diese sind
konjugiert, so daB also entweder p,ps” oder p,p; gleich einem Haupt-
ideal sind. Die Bezeichnung hinsichtlich der Konjugierten sei so ge-

withlt, daB p,py’ ~ 1. Es bleiben mithin aus (109) hdchstens noch

1’ p?’ p8,7 p22’ p2,2
als nichtiquivalente Ideale tibrig. Das Ideal p, ist weder mit p,’
noch mit p,? dquivalent, wohl aber

ps ~ p,'% das bedeutet p,°~ 1. o
Denn N(p,%) =8, und 8 ist Norm der ganzen Zahl 3 1‘:—23, welche

offenbar durch keine rationale Zahl auBer + 1 teilbar ist. Die ein-
zigen Ideale, die ohne rationalen Teiler sind und die Norm 8 haben,
sind aber p,® und p,’%, und mithin ist eines davon, folglich auch das
andere, ein Hauptideal.

Wir finden also h = 3 und als Repriisentanten die drei Klassen

Pg, pz?, Pt~ 1.

§ 45. Der engere Aquivalenzbegriff. Die Struktur der
Klassengruppe.

Fiir die Untersuchung der quadratischen Korper ist es niitzlich,
einen etwas modifizierten Aquivalenzbegriff einzufiihren.

Definition: Wir nennen zwei Ideale a, b (<4 0) des quadrati-
schen Korpers k iiquivalent im engeren Sinne, falls eine Zahl 1
in k existiert, so daf

a=Ab und N(1)>0.
Wir schreiben
axh

und rechnen a und b zur selben Idealklasse im engeren Sinne.

Diese Klassen lassen sich in der uns geldufigen Weise zu einer
Abelschen Gruppe vereinigen. Ist S die Gruppe aller von O ver-
schiedenen Ideale, §, die Gruppe aller Hauptideale (u) mit N(u) >0,
$ die Gruppe aller Hauptideale (4 0), wobei die Komposition die
Multiplikation der Ideale bedeutet, so sind die Idealklassen im enge-
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ren Sinne die Reihen oder Nebengruppen, welche bei der Zerlegung
von M nach §, entstehen; die Faktorgruppe IM/§, ist die Gruppe
der Idealklassen im engeren Sinne. Das Einheitselement ist hierbe
das System der Ideale in §,. Die Klassengruppe im bisherigen Sinne
ist die Faktorgruppe /9.

Aus a b folgt a ~ b; die neue Klasseneinteilung ist also eine
Verfeinerung der alten. Ist umgekehrt a ~ Db, so ist offenbar ent-

weder a b oder a 2 6)/d. Eine Klasse im weiteren Sinne zerfillt
also hochstens in zwei Klassen des engeren Aquivalenzbegriffes. Die
Klassenzahl %, im engeren Sinne ist also auch endlich und < 24.

Da aus einer Idealgleichung a = ub die Zahl g nur bis auf einen
Einheitsfaktor bestimmt ist, so sind die beiden Aquivalenzbegriffe
identisch, wenn in jeder vollstindigen Reihe assoziierter Zahlen solche
mit positiver Norm vorkommen, d. h. also h,= h, wenn k imaginir
oder % reell und die Grundeinheit in % die Norm — 1 besitzt.

In dem noch iibrigen Falle, daB % reell und jede Einheit in %
die Norm + 1 hat, sind a und a})/d offenbar nicht &quivalent im
engeren Sinne, und dann ist hy= 2h.

Die Hauptaufgabe wire nun, die Struktur dieser Klassengruppe
zu untersuchen. Davon ist aber gegenwirtig nur der sehr kleine
Teil erledigt, der sich in folgendem Satz ausspricht:

Satz 1532. Die zu 2 gehirige Basiszahl der engeren Klassengruppe
ist €,(2) =t — 1, wobei t die Anzahl der verschiedenen Primzahlen
bedeutet, welche in der Diskriminante d von k aufgehen.

Zum Beweise haben wir nach Satz 28 zu zeigen, daB genau 2/-!
Klassen in % existieren, deren Quadrat die engere Hauptklasse ist.
Hierzu bedenken wir nun, daB die ¢ verschiedenen Primideale g,

.., 0; welche in d aufgehen, wegen der oben erwéhnten Zerlegungs-
gesetze die Eigenschaft haben, daB ihr Quadrat ein rationales Haupt-
ideal, also X3 1 ist. Wir zeigen zuerst, daB jedes Ideal a mit o> 1
notwendig einem Potenzprodukt dieser q #quivalent ist. Aus a?1
und aa’ 1 folgt

a a
?zl, 717=CO,

wo o eine Zahl mit positiver Norm ist, die wir, falls sie reell ist,
auch > 0 voraussetzen. Sie ist Quotient zweier konjugierter Ideale,
daher N(w) = 1. Mithin ist sie auch Quotient zweier konjugierter
Zahlen, namlich
14+ o0
12*

R
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Das Ideal )
e e
1Yo 140
ist seinem konjugierten gleich, also auf Grund der Zerlegungsgesetze
a

— DY a,
"—r'qla' q,%,

14+ o
wo r eine rationale Zahl ist und die a@; gleich O oder 1 sind. Das
bedeutet aber, wie behauptet wurde,

a g2, .. q%
Denn N(1 + @) = w(1 + o)? ist > 0.

Solche ganzen Ideale in % (V/d), welche ihren konjugierten gleich
sind, ohne aber (auBer + 1) einen rationalen Faktor zu enthalten, nennt
man ambige Ideale. Idealklassen, welche ihren konjugierten gleich
sind, nennt man ambige Klassen, Und der obige Beweis zeigt, daB
in jeder ambigen Klasse ein ambiges Ideal vorkommt.

Nun ist noch zu zeigen, daB unter den ¢ ambigen Klassen @,

..., Q, welche resp. durch g,,...,q, definiert sind, genan ¢ —1 un-
abhiingige (im Sinne der Gruppentheorie) vorhanden sind. Besteht

nun eine Relation
Qn...Qn=1, (110)

welche nicht die triviale ist, wo alle @, gerade sind, so gibt es eine

Zahl « derart, daB
@ =0, q% N(e)>0. (111)

Hierin ist dann (&) = («), «=ne, wo 7 eine Einheit mit N (n)=+1.
Wir unterscheiden nun drei Fille:

a) d<0, wo wir gleich d < — 4 annehmen, da fir d=—3
oder — 4 unser Satz 132 wegen h =1 und ¢=1 sich bereits als
richtig erweist. In %k gibt es dann nur die Einheiten + 1, also ist

o=+, a«=r/d)', (n=0oder1) (112)

wo r eine rationale Zahl ist. Bei n = O sind alle Exponenten a in
(111) gerade, bei % = 1 ist mindestens ein @ ungerade, weil d kein
Quadrat ist.
b) d>0 und die Norm der Grundeinheit & ist — 1. Hier ist >0,
weil N(«) > 0, daher 5 = &2 mit ganzem rationalem 7. Wegen
P S lﬁ,
& —¢&'Yd

wird also
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«—=r(eyd) (113)

e o
vay  (—eyar’
mit rationalem r. Wieder entspricht einem geraden n ein Expo-
nentensystem a von lauter geraden Zahlen, bei ungeradem # ist min-
destens ein a ungerade.
¢) d>0 und die Norm der Grundeinheit & (¢ >0) ist + 1.
Hier ist
1 148"
n =&, .s==1—_~|_-t—§, nzh-%f,));, a=r(1+er (114)
Das Ideal (1 4 &) ist seinem konjugierten gleich, aber sicher kein
rationales Hauptideal. Denn wire mit rationalem 7,

14+ &=ré,
80 Wire
e—tte __ar -1y
1+4¢ ’ ?

was nicht der Fall ist. Mithin hat (1 + &) eine Zerlegung
(1 + &) = rationales Ideal >< q,% - - - %,

wo mindestens einer der Exponenten b, ungerade ist.

In jedem Fall ergibt sich also, daB, wenn fiir « eine Zerlegung
(111) besteht, wo die Exponenten a; nicht simtlich gerade sind,
« von einer der drei Formen (112), (113), (114) sein mufi, wo »
ungerade ist. Mithin sind die Exponenten @, in (110) nach dem
Modul 2 eindeutig bestimmt. Es besteht also hdchstens eine nicht
triviale Relation zwischen den ¢ Klassen @, ... @, Umgekehrt be-
steht aber auch wirklich eine solche Relation, wie die Zerlegung des
Hauptideals (im engeren Sinne) )/d, resp. & Vd, resp. 1 + & in den
Fillen a), b), ¢) zeigt, wo mindestens einer der Exponenten ¢, ... a,
ungerade ist.

Das besagt, daB unter den Klassen @ genau ¢{— 1 unabhingige
Klassen vorhanden sind, womit Satz 132 bewiésen ist.

Zwei wichtige Folgerungen hieraus formulieren wir noch be-
sonders:

Satz 133. Wenn die Diskriminante d von k()Vd) nur durch eine
einzige Primzahl teilbar ist (¢ = 1), so ist hy und daher auch h un-
gerade und daher ist, sofern d > O, die Norm der Grundeiheit = — 1.

Satz 134. Wenn d das Produkt zweier positiver Primzahlen ¢y, g,
ist, welche = 3 (mod 4) sind, so wird in k(V/q,¢,) entweder g, oder q,
die Norm eines Hauptideals im engeren Sinne.
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In einem solchen Korper ist ndamlich zunichst die Norm jeder
Einheit = 4+ 1. Denn aus N(¢) = — 1 fiir « = -—ﬁj——%zq—‘—-qi wiirde
folgen

— 4= (mod. 4,3
es wire also — 1 quadratischer Rest mod ¢,. Nach der Gl. (31) in
§ 16 ist aber dem entgegen das Restsymbol
a-1

(:1)=(—1) RN

Ferner folgt aus dem Beweise S. 181, daB in %(}/q,¢,) ein Aqui-
valenz

URTPRSE | (115)

besteht, wo a,, a, nicht beide gerade sind. Wéaren sie nun beide un-
gerade, so wire q,q, — (Vg %) 1, es gibe also eine Einheit 4, so

daB N(nVq,95) >0, d h. N(y) = — 1, was, wie eben gezeigt, nicht
moglich ist. In (115) kann man also einen der Exponenten =1,
den anderen == 0 nehmen, womit der Satz 134 bewiesen ist.

Da in diesem Korper h,= 2h sein muB, bleibt hier noch mit
Riicksicht auf Satz 132 die Moglichkeit, da vielleicht % ungerade
ist. Dies ist in der Tat der Fall, wie man sich ohne Schwierig-
keit durch einen zu dem von Satz 132 analogen Beweis iiberzeugt.

§ 46. Das quadratische Reziprozititsgesetz. Neue Formulierung
der Zerlegungsgesetze in quadratischen Korpern.
Satz 135. Sind p und q ungerade positive Primzahlen, so gelten
die Bezichungen

p—1 ¢-1

LEY =N, ()= @)enT

IIL. (%) —(— 1)P .

Die erste Formel entnehmen wir unmittelbar aus der Definition
des Restsymbols GL (31) in § 16. Etwas umsténdlicher, aber in Ana-
logie mit dem spiteren Beweise von IL und III, konnen wir aber

aus der Korpertheorie auch so schlieBen: Wenn ("_171_) =41, so
zerfillt p in %()/— 1), und wegen h,=1 ist p Norm eines Haupt-
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ideals, z also p = a®+ b® Da jedes Quadrat =0 oder 1 (mod. 4),
ist also p=1(mod 4). Wenn umgekehrt p = 1 (mod. 4), so ist in
% (}V/p) nach dem zweiten Teil von Satz 133 die Zahl — 1 Norm einer

anzen Zahl & = Qi;ﬂ/!i, also — 4 = a? (mod. p), d. h. — 1 ist qua-
g ; o) q

dratischer Rest mod p, womit I. bewiesen ist.
Beim Beweis von II. unterscheiden wir drei Fille:

1. Sei p =g =1 (mod. 4). Wir zeigen, daB (ﬁ ) und ( ) gleich-

zeitig + 1 und folglich auch gleichzeitig — 1 sind, also einander
gleich sind, wie die Behauptung es in unserem Falle fordert.

Denn wenn (—%) =+ 1, so zerfillt in %(})/q) die Primzahl p in
zwei verschiedene Faktoren p,p’. Ferner kann man setzen

z+yVq
pho — @ = “__,-é_],_/.,

wo « eine Zahl positiver Norm ist, also

z*—qy*

plo = =2 4ph = 2* (mod. q) .

Darnach ist p’> quadratischer Rest mod. ¢ und da &, nach Satz 133
ungerade, so ist p selbst Rest mod. ¢, d. h. (%) = + 1. Da die Vor-

aussetzungen symmetrisch in p, g sind, ist die Formel II in unserem
Fall bewiesen.
2. Sei ¢ = 1 (mod. 4), p = 3 (mod. 4). Aus (%) = + 1 folgt, wie
- =P\ _ (1) (2) =
oben, auch (7!—) = + 1, also auch nach L ( Z ) ( P )(q) +1.
Wenn umgekehrt (:—-3) = + 1, so schlieBt man auf dieselbe Art

durch Zuhilfenahme des Korpers E(/— p), daB auch ( ) + 1;

also st immer () = (&), an (7)) = (Z)

in Ubereinstimmung mit IL
3. Sind endlich p = ¢ = 3 (mod. 4), so schlieft man zwar wieder
ebenso:

Aus (}—) = + 1 folgt ( —f—) =—1,

aber die Umkehrung ist nicht auf diese Art zu beweisen. Hierzu
gehen wir in den Korper k(Ypgq) iiber, in dem nach Satz 134 p
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oder ¢ Norm einer ganzen Zahl El——’;ﬂ ist. Es sei etwa
4p = a* — pqy’.

Hierin muB ersichtlich z durch p teilbar sein, z = pu, also
4 = pu®— qy®.

Aus dieser Gleichung entnehmen wir, daB
(:;\)=+1 und (:“;1)=+1, d h. (%)=~1,

also sind (%) und (-;—) stets voneinander verschieden, es gilt daher

auch jetzt II .
Um endlich die letzte Formel, IIL., zu beweisen, nehmen wir

an, daB (1%) = + 1; dann zerfillt p in k(}/2), und da hier b= h,=1,
so wird p Norm einer ganzen Zahl:
p=at—2y%
Hieraus folgt p = 2® (mod. 8), wenn y gerade,
p=2* — 2 (mod. 8), wenn y ungerade,

d.h, da 2 ungerade ist, p =+ 1 (mod. 8).
Wenn umgekehrt »p = + 1 (mod. 8), so gehe man in den Korper

k(V+ p), in welchem nach Satz 133 k, ungerade ist; in ihm zerfllt
nach dem Zerlegungssatze 2 in verschiedene Faktoren, folglich ist
2 quadratischer Rest mod. p.

Damit ist gezeigt:

(-:) = + 1 dann und nur dann, wenn p =+ 1 (mod. 8).

Das ist aber gleichbedeutend mit IIIL

Wir verallgemeinern jetzt die Formeln auf den Fall, daf die
beiden Zahlen p, ¢ zusammengesetzte positive ungerade Zahlen
sind: Das von Legendre eingefiihrte Symbol, dessen ,Nenner“ eine
Primzahl ist, haben wir schon am Ende von § 31 fiir zusammen-
gesetzte Nenner definiert. Es ist nun bemerkenswert, daB auch fiir
dieses ,Jacobische Symbol“ die gleichen Reziprozititsformeln gelten.

Zum Beweise seien a, b irgend welche ganzen ungeraden Zahlen.
Da

) (@ —1)(d—1)=0 (mod. 4),
so 1st
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ab—1=a—1+b-—1 (mod. 4)

ab—1__a—1

=221 00 (mod. 2). (116)
Desgleichen folgt aus
(a® — 1) (b — 1) =0 (mod. 16)

pt —1 a®—1 b*—1
S =t 4 (moed. 2). (117)

Durch Wiederholung dieser SchluBweise ergeben sich daher fiir »
ganze ungerade Zahlen p,, ... p,

r

. . —1 ; —
Pubes Pk o BB (od, 2)
=1
r
. L. 2__1 N 0.2 —
() - Py - y) — Z &ﬁg,}_ (mod. 2).
i=1

Seien jetzt die positiven ungeraden Zahlen P, @ in ihre Primfaktoren
zerlegt resp.
P=pl'.p2"‘.pr7 Q'=q1.Q2"‘qn

so ist nach Definition in § 31 und Anwendung ven (116) und (117)

#)=G) G ()= T -
(3) - R (119)
und endlich . o
-©-pm--= =)
O-@erTE

SchlieBlich erweitern wir noch die Definition auf negative Nenner,
indem wir festsetzen:
a a
(%) = () (121)

Um dann fiir negative Zahlen die Reziprozititsgesetze zu formulieren,
benutzen wir fiir reelle a das Zeichen ,sgn a“ (lies ,signum a“):
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+ 1, wenn a >0
— 1, wenn a <0

sgn @ =

la, =a-sgn a,

mit dessen Hilfe wir aus (116) sofort folgern, daB fiir ungerade P
|I |—1 P—1 sgnP—1

(:}.) — (=1 =(—1)* B
Folglich fiir ungerade P,

(@)= %) ()=o)
Und nach (120) is\t\

)= (5)- (B
sgn@—1 |Pi "1 |PI—1 {Qi-1

-Gy

Aus diesen Formeln ergibt sich endlich
Satz136. (Allgemeines quadratisches Reziprozitiitsgesetz): Sind
P, Q ungerade ganze rationale Zahlen, so gilt

)= () coF

Endlich verallgemeinern wir die Definition des Restsymbols
fiir gerade Nenner, schrinken dann aber die Zihler ein. Nach
Satz 45 ist die Restklassengruppe mod. 8 und nach héheren Potenzen
von 2 nicht mehr zyklisch, sondern besitzt zwei Basisklassen. Jede
ungerade Zahl ist = (— 1)*- 5 (mod. 2¥) (k> 3), wo der Exponent
a mod. 2, der Exponent b mod. 2*=? eindeutig bestimmt ist. Die
Zahlen mit ¢ =0 (mod. 2) bilden eine zyklische Untergruppe von
R(2%), es sind die Zahlen, welche =1 (mod. 4) sind. Unter den
Klassen dieser Untergruppe sind diejenigen, welche Quadrate sind,
dann durch einen einzigen Charakter festzulegen. Dementsprechend
definieren wir ‘

Definition: Wenn @ eine ganze ratiopale Zahl und = 0 oder
1 (mod. 4) ist, so setzen wir
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0, wenn a =0 (mod. 4)

(;—) = (:%) =+ 1, wenn a =1 (mod. 8) (122)
— 1, wenn @ =25 (mod. 8).

Nach Satz 136 ist (%) = (%) , wenn das erste Symbol einen Sinn

hat. Fiir zwei solche Zahlen a, a’ ist ferner

a

(5) = (2), womn 0 o

(3)-(6)-()

Endlich setzen wir allgemein, wenn a = 0 oder 1 (mod. 4), fiir be-

liebige Nenner
(5= () (5= () (0) a2

Die Definition (122) steht im Einklang mit der Festsetzung in § 44,
weil jede Korperdiskriminante d =0 oder 1 (mod. 4) ist.

Satz 137. Wenn d Diskriminante eines quadratischen Korpers
ist, und n, m positive ganse Zahlen, so ist
(i) == (_:T) , wenn % = m (mod. d). (124)

n

m

(fl) = (d) sgn d, wenn % = — m (mod. d). (125)

Hiernach stellt also (ﬁ) fiir positive n einen Restcha-
rakter mod. d vor.

Zum Beweise sind die hochsten in d, n, m aufgehenden Potenzen
von 2 abzuspalten. Sei

d=2d, n=2n, m=2m
mit ungeraden d’, n', m'.
1. Fall: ¢ > 0. Der Fall b > 0 ist hier trivial, weil dann nach
Voraussetzung auch ¢ >0 sein muB, und beide Symbole in (124),
(125) den Wert Null haben. Es sei also b = ¢ = 0. Nach Satz 136

wird dann
n—1 d'—1

2%d" 2\ (d @™t n 5

= (& (6 -0 e om
und das analoge fiir m. Da d mindestens durch 4 teilbar ist, stimmen
die ersten Faktoren fiir » und m tiberein; das gleiche gilt auch fiir

die beiden andern Faktoren, falls »=m (mod. d); wenn aber n=—m
(mod. d), so unterscheiden sie sich gerade um den Faktor sgn d’.
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2.Fall. a=0, also d=1 (mod. 4).

d a\d/d 2\b /w n
() = () () - (@) (3) - (&), (127)
woraus unmittelbar die Behauptung abzulesen ist.

Aus diesem Satz ergibt sich nun, daB das Zerlegungsgesetz
fiir den quadratischen Korper, wie es in § 29 bewiesen wurde, zwar
formal von ganz anderem Typus als das fiir die Kreiskdrper ist,
inhaltlich aber dagegen mit diesem eine groBe Ahnlichkeit aufweist.
Denn Satz 137 zeigt: Wenn zwei positive Primzahlen derselben Rest-

Klasse mod. d angehiren, so zerfallen sic in k(Yd) in genau derselben

Art. Auch 15()/d) st also ein Klassenkdrper, der zu einer Klassen-
einteilung der rationalen Zahlen mod. d gehort. Rechnen wir ndm-

lich diejenigen Zahlen n zu derselben ,Art“, wofiir (d) denselben
n

von O verschiedenen Wert hat, so zerfallen die positiven ganzen,
zu d primen Zahlen in zwei verschiedene Arten. Zu derselben Art
wie a gehoren nach Satz 137 auch alle mit ¢ mod. d kongruenten
primitiven Zahlen. Mithin besteht eine Art aus gewissen i¢(d) zu
d teilerfremden Restklassen mod. d. Sind etwa a,,a,,...q, (m =3¢ (d))
die mod. d inkongruenten Zahlen, welche zu derselben Art wie 1
gehoren (unter ihnen kommen auch alle quadratischen Reste mod.d
vor), so lautet das Zerlegungsgesetz:

Sei p eine positive zu d teilerfremde Primzahl und f der kleinste
positive Exponent, so daB p/ einer der Zahlen a,, ... a, nach dem

Modul d kongruent ist. Dann zerfillt p in %(}/d) in ; verschiedene
Primideale. Alle diese haben den Grad f.

2-1
Istspeziell die Diskriminante d eine ungerade Primzahl, d=(—1) ? ¢,

so ist nach der obigen Formel (126) (%) = (-;5) und weiter

q—1

(%) =n? (mod g).

Der Exponent f, von dem eben die Rede war, ist daher der kleinste
positive Exponent zu p, wofiir

-1
f-q -

p ? =1 (mod.g)
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§ 47. Normenreste. Die Gruppe der' Zahlnormen.

Durch den quadratischen Korper k(‘l/&) wird unter den rationalen
Zshlen fiir jeden Modul » eine bestimmte Restklassengruppe defi-
niert. Sei nimlich # eine ganze rationale Zahl. In der Gruppe %R(n)
der zu # teilerfremden Restklassen mod. n betrachten wir dann die-
jenigen Restklassen, welche durch Normen ganzer Zahlen aus k(Y d)
reprisentiert werden konnen. Diese bilden offenbar eine Untergruppe
von R(n), welche wir die Gruppe der Normenreste mod. n (fir den
Korper %()/d)) nennen und mit R(n) bezeichnen. Insbesondere heiBt
die zu n teilerfremde ganze Zahl a ein Normenrest mod. #, wenn
es eine ganze Zahl « in k gibt, so daB

a = N(«) (mod. n),

im andern Falle heit a ein Normennichtrest mod. ». (Die zu =
nicht teilerfremden a bleiben also ganz auBer Betracht bei dieser
Unterscheidung.)

Es zeigt sich nun, daB im allgemeinen RN(p) und R(p) iden-
tisch sind, nur wenn die Primzahl p in der Diskriminante d auf-
geht, sind die beiden Gruppen verschieden.

Satz 138. Wenn die ungerade Primzahl p nicht in der Diskrimi-
nante d aufgeht, so ist jede zu p teilerfremde ganze rationale Zahl ein
Normenrest mod. p fiir k()/d).

Wir unterscheiden beim Beweise zwei Fille:

1. p zerfillt in k()/d) in zwei verschiedene Faktoren 1. Grades
p und p. Alsdann gibt es eine durch p, aber nicht durch " teil-
bare Zahl x in k()/d), und fiir jede ganze Zahl « ist dann

N(x'e + m) = 2’%«¢ (mod. p).
Hieraus folgt, daB die rationalen Zahlen N(x'e + =) ein volles Rest-
system mod. p, also auch mod. p durchlaufen, wenn « ein volles
Restsystem mod. p durchlduft.

2. p bleibt in k()/d) unzerlegt, ist also ein Primideal 2. Grades.
Sei ¢ eine Primitivzahl mod. p in k(Yd), dann gilt

o? = ¢’ (mod.p) und folglich N(¢)=¢?*! (mod.p). (128)

Denn wenn die quadratische Funktion f(z) = 2% + az 4 b mit ganzen
rationalen Koeffizienten die Wurzeln g, ¢’ hat, so zeigt die Funk-
tionenkongruenz
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f@) = f(2*) (mod. p),
0=1(e*) = (¢ — 0) (¢* — ¢) (mod. p),

woraus (128) folgt. Fiir a =1,2,... p— 1 sind daher die Rest-
klassen von

daB

N(p% = o**+1 (mod. p)

alle untereinander verschieden, da zwei Potenzen von ¢ dieselbe
Restklasse nur dann liefern, wenn die Exponenten kongruent mod.
(N@ — 1), d. h. mod. (p*—1) sind. Also sind N(¢*) nach dem
Modul p sémtliche zu p teilerfremden rationalen Restklassen.

Satz 139. Wenn die ungrade Primzahl q in der Diskriminante

d von &(V/d) aufgeht, so sind genau die Hilfte der Klassen von R(g)
Normenreste mod. q, und lzwar sind es die Klassen von R(q), welche
als Quadrat einer Klasse dargestellt werden konnen.

Ist nimlich q das in ¢ aufgehende Primideal von k(}/d), so ist
jede ganze Zahl « aus % kongruent einer rationalen Zahl mod. q,
etwa r; aber aus ¢ =7 (mod. q) folgt wegen q — q auch o =r
(mod. q) und

N(x)=r? (mod. q), also auch mod. g,
d. h, wenn (r, ¢) =1,
(N(,"Q> =+ 1.

q
a

Ist umgekehrt die Bedingung(é—) = + 1 erfiillt, so gibt es ein ganzes

rationales # mit « = 2* (mod. ¢), und wegen a = N(z) (mod. ¢) ist
@ ein Normenrest. Im tibrigen erkennt man fiir beliebige zusammen-
gesetzte Moduln m, n:

Hilfssatz: Sei (m, n) = 1. Wenn dann zu a zwei ganze Zahlen

« und B in k()/d) existieren mit
a= N(x) (mod. m) und @= N(B) (mod. n),
so gibt es auch eine ganze Zahl p in k(}/d) fir die
a = N(y) (mod. mn).
Man wihle nimlich je einen positiven Exponenten b, ¢, so daB
m'=1 (mod.#) und n°=1 (mod. m)

(etwa b = @) und ¢ = @(m)), dann hat

’ Yy =ne+ mtfB
die behauptete Eigenschaft.
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Was die Primzahl 2 angeht, so betrachten wir hierfiir die Gruppe
R(2%) fiir a = 2 oder 3.

Satz 140: Ist die Diskriminante d von k(Yd) ungerade, so ist
jede ungerade Zahl Normenrest mod. 8. Wenn aber d gerade ist, so ist
genau die Hilfte aller mod. 8 inkongruenten ungeraden Zahlen Normen-
rest mod. 8.

Zum Beweise probieren wir die Restklassen mod. 8 in k()/d)

durch. Wir finden mit « — x + y)/d, wenn d ungerade, resp.
x=0,1,21
y=101 2
N(e)=3,1,7,5 (mod. 8), wenn d =5 (mod. 8)
N()=1,1,3,5 (mod. 8), wenn d =1 (mod. 8)

womit die erste Behauptung bewiesen ist.

Auf dieselbe Art findet man den zweiten Teil des Satzes. Als
Normenreste mod. 8 treten fiir gerades d genau folgende Restklassen
mod. 8 auf:

N(#)=1 oder 5 (mod. 8), wenn % =3 (mod. 4)
N(&)=1 oder — 1 (mod. 8), wenn % =2 (mod.8) (129)
N(e)=1 oder 3 (mod. 8), wenn —g— =6 (mod. 8).

Wir beachten dabei, daB fiir %E 3 (mod. 4) die einzigen Normen-

reste mod. 4 in der Restklasse 1 mod. 4 liegen, also auch 9t(4) von
R(4) verschieden ist.

Den gefandenen Sachverhalt wollen wir jetzt durch die Begriffe der
allgemeinen Gruppentheorie aus § 10 etwas tibersichtlicher ausdriicken.
Von Interesse werden nur die Normenreste nach den Teilern von d sein.
Es seien ¢,, g,, . .. g, die ¢ verschiedenen in d aufgehenden positiven
Primzahlen mit der Ausnabhme, daB im Falle eines geraden d die
Zahl g, die hichste in d aufgehende Potenz von 2 bedeutet.
Fir jedes 4 =1,...¢ ist dann die Gruppe R(g,) der Normenreste
in k(V/d) eine Untergruppe vom Index 2 innerhalb R(g,). Die Zu-
gehorigkeit einer Klasse aus R(g,) zu der Untergruppe wird daher
nach Satz 33 dadurch ausgedriickt, daB ein vollig bestimmter Cha-
rakter y, der Gruppe R(g;) fiir diese Klasse den Wert 1 hat. Dieser
Charakter y,(n) — wenn wir, wie bei Restklassen gewdhnlich, als
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Argument n einen Reprisentanten der Klasse schreiben — ist so-
fort angebbar. Nach Satz 139 ist némlich

1:(m) = (l) , wenn ¢; ungerade. (130)

Die Gruppe R (8) hat 2 Basisklassen, jede vom Grade 2, folglich
hat sie drei verschiedene Untergruppen vom Index 2, und wie die
Tabelle (129) zeigt, tritt jede von diesen auch emmal als N(8) auf.
Die drei, von 1 verschiedenen, quadratischen Charaktere mod. 8 sind
”-1 ne1, ot
(—1) 0 , =D, =7
und wir finden also fiir gerades d den letzten Charakter
o,
n®)=(—1) %, wenn =3 (mod. 4),
-t d

=(—1) *, wenn - =2 (mod. 8), (131)

=(—1)% " %, wemn Z = 6 (mod. 8),
d. h.
n? l d - 1 n—1

1:(0) = (— D > 2 wenn d = 2°d, d’ ungerade. (132)
Mit Riicksicht auf den Hilfssatz folgt daher sofort

Satz 141. Die Gruppe N(d) der Normenreste mod. d fiir einen
quadratischen Korper mit Diskriminante d hat innerhalb R(d) den
Index 2, wo ¢ die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von d be-
deutet. Damit eine Zahl n Normenrest mod. d ist, ist notwendig und
hinreichend, dap die t durch (130) und (132) definierten Resicharak-

tere y,(m) (i=1,... 1) den Wert + 1 haben.

‘ Zur Erlelchterung des Literaturstudiums sei bemerkt, daB Hilbert
den Begriff Normenrest mod.p auch fiir solche Zahlen n definiert
hat, die zu p nicht teilerfremd sind, und die Definition auch in den
iibrigen Fillen der Form nach anders faBt:

Definition des Hilbertschen Normenrestsymbols: Es seien n, m
ganze rationale Zahlen, m kein Quadrat, p eine Primzahl (auch 2).
Wenn dann nach jeder Potenz p° die Zahl n kongruent der Norm

einer ganzen Zahl in 1:(V/'m) ist, so setze man
n, m\
(5 —+1
und nenne n einen Normenrest des Korpers kE(Ym) mod. p. In

.
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jedem andern Falle sei dieses Symbol gleich — 1, und # heiBe ein
Normennichtrest mod. p.

Falls % durch p nicht teilbar und p in der Diskriminante von
k(Y'm) aufgeht, ist

(') = w0
(%) = 7).

Wenn p dagegen nicht in nd aufgeht, so stellt sich ("pd) +1
heraus.

(g; ungerade)

(d gerade)

§ 48. Die Gruppe der Idealnormen und die Gruppe der Ge-
schlechter. Bestimmung der Anzahl der Geschlechter.

Wie eben die Zahlnormen lassen sich nun auch die Idealnormen
von % untersuchen. Diejenigen Restklassen mod. d, welche durch
die positiv zu nehmenden Normen ganzer, zu d teilerfremder Ideale

in k()/d) reprisentiert werden konnen, bilden offenbar eine Unter-
gruppe von R(d). Sie heiBe die Gruppe der Idealnormen mod. d,
und werde mit J(d) bezeichnet. RN(d) ist eine Untergruppe von
J(d). Deun wenn eine Klasse mod. d durch eine Zahlnorm N ()
reprisentiert werden kann, so gehort N(« + dz) fiir ganzes rationales
x derselben Klasse an und ist fiir hinreichend groBes z offenbar
positiv, also die Norm des Hauptideals (¢ + dz).

Da die Struktur von M(d) uns durch Satz 141 bereits bekannt
ist, brauchen wir nur noch die Faktorgruppe J/M zu untersuchen.

Da N den Grad q’(d) hat, so ist der Grad von J(d) ein Multiplum

von dieser Zahl, .mderselts ein Teiler des Grades @(d) von R(d),
mithin ist der Grad von J/MN gleich 2% wo die ganze Zahl u <¢
ist. Das eine Hauptresultat wird die Gleichung w = ¢ — 1 sein, das

zweite die Aufdeckung des Zusammenhanges dieser Gruppe mit der

Grappe der Idealklassen und dem Satz 133.

Die Faktorgruppe J/9 kommt dadurch zustande, daB wir Ideal-
normen, welche sich mod. d nur um Zahlnormen von % als Faktor
unterscheiden, als nicht verschieden ansehen. Fiir die Ideale ergibt
sich auf diese Art eine Einteilung, die wir zweckmiBig so definieren:

Zwei ganze, zu d teilerfremde Ideale a, b in % rechnen wir zu
demselben Geschlecht, wenn es eine ganze Zahl « in % gibt, so daB

| N(a)| = N(e) |N(b)| (mod. d).

Hecke, Vorlesungen itber die Theorie der algebr. Zahlen] 13




194 Kapitel VII. Der quadratische Zahlkbrper

In der uns geldufigen Art verkniipfen wir die Geschlechter in &
zu der Abelschen Gruppe der Geschlechter, indem wir als Produkt
der Geschlechter G,, G, dasjenige Geschlecht definieren, welchem
das Idealprodukt a, - a, angehdrt, wenn a,, a, Ideale aus G, resp. G,
sind. Die Gruppe der Geschlechter ist offenbar isomorph mit der
Gruppe J/MN. Das Einheitselement dieser Gruppe heiBe das Haupt-
geschlecht; es ist dasjenige, welches das Ideal 1, also die Haupt-
ideale im engeren Sinne enthilt. Ideale, welche im engeren Sinne
dquivalent sind, gehoren offenbar zu demselben Geschlecht, wenn
sie zu d prim sind, mithin besteht jedes Geschlecht aus einer ge-
wissen Anzahl von Idealklassen im engeren Sinne. Da die Klassen,
die zum Hauptgeschlecht gehoren — ihre Anzahl sei f — offenbar
eine Untergruppe der engeren Klassengruppe bilden, so ist f ein
Teiler von k,, und jedes Geschlecht enthilt genau f Klassen. Be-
deutet g die Anzahl der verschiedenen Geschlechter, so ist also

hy=g-f.
Das Quadrat jedes Geschlechtes ist das Hauptgeschlecht. Denn
fiir jedes Ideal a ist, wenn a =|N(a)| gesetzt wird,

| N(a*) = N(a).
Folglich muB der Grad g der Gruppe der Geschlechter eine Potenz
von 2 sein, g = 2% wie wir schon oben fiir die Gruppe J/9t fanden.
Wir erhalten aber sofort eine genauere Angabe tiber u, wenn wir
bedenken, daB die Anzahl der verschiedenen Klassen, welche als
Quadrate darstellbar sind, nach Satz 133 wegen des Gruppensatzes
29 genau 2h° ist. Mithin ist

t—1
fé;,h%i, y=;—l;_é_2t-1, w<t— 1 (133)

Um nun die Gleichung u = ¢ — 1 zu beweisen, suchen wir uns
fiir die Gruppe der Geschlechter die Gruppencharaktere zu konstru-
jeren. Solche erhalten wir sogleich aus den ¢ Funktionen y,(n) des
vorigen Paragraphen. Fiir jeden Normenrest # mod.d haben die y,(n)
den Wert 1. Definieren wir nun zu jedem ganzen zu d teilerfremden
Ideal a aus %()/d) die ¢ Funktionen

7:(0) = 2| N @] (i=1,---1) (134)
so hat jedes y,(a) fir Ideale desselben Geschlechtes denselben Wert.
Uberdies ist 7,(ab) = »,(a) - »;(b), also folgt:

Satz 142. Die t Funktionen (134) p,(a) sind Gruppencharaktere des
durch o reprisentierten Geschlechtes.
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Nun ist nach § 10 die Gruppe der Charaktere einer Abelschen
Gruppe mit dieser isomorph. In der Gruppe der Geschlechter gibt
es nun u unabhingige Elemente und nicht mehr, weil sie vom
Grade 2* ist und jedes Element hochstens den Grad 2 hat. Folglich
gibt es auch genau u unabhingige Charaktere. Zwischen den ¢
Charakteren p,(a) miissen daher mindestens ¢ — u Relationen be-
stehen. D.h. wegen —u > 1:

Satz 143. Es besteht mindestens eine Relation fir alle zu @ teiler-
fremden Ideale a des Korpers

¢
"I—-Il 7;'%. (a) = 17

wo die gamzen rationalen ¢, von a unabhingige, wicht samtlich durch
2 teilbare Zahlen sind.
Fiir £ = 1 muB also die Gleichung

7:1(0) = i ((N@) =1

bestehen. Das ist nun in der Tat gerade der eine Teil des quadra-
tischen Reziprozititsgesetzes, welches bisher in § 47 und 48 nicht
benutzt worden ist. Wir sehen, daB der Beweis dieser Gleichung
wesentlich auf das Ungeradesein von A, fiir Korper mit ¢ =1 heraus-
kommt, wie unser Beweis in § 46.

Wir wollen jetzt umgekehrt aus dem quadratischen Reziprozi-
titsgesetz die Gleichung

[n@=1 (135)

folgern. Dazu zeigen wir, daB fiir jedes positive ganze zu d teiler-
fremde % die Gleichung

[0 - () (136)

richtig ist. Fiir ungerades d ist nimlich
t t
n n n
w0 =11G) -G =) - (2):
und dieses ist nach (127) gleich dem inversen Symbol. Ist aber
4= 2%(a>0) und d = 2¢d’, so ist

n2—1 d'—l'ﬁ—-—l

[T =), wm=n"s "7,

und aus (126) folgt dann ebenfalls (136).
13
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Hieraus ergibt sich nun die Charakterenrelation (135) sofort fiir
Primideale 1. Grades. Denn fiir solche a = p ist ja nach den Zer-

legungssitzen (YV%{)) = + 1. Ist aber a ein Primideal 2. Grades, so

ist N(a) ein rationales Quadrat, daher jedes y,(a) =1. Ist (13b)
aber fiir jedes nicht in d aufgehende Primideal richtig, dann auch
fiir jedes a mit (a,d) = 1.

Die Tatsache, daB die Anzahl der Geschlechter g genau = 2/-1
ist, wird nun am bequemsten mit Benutzung transzendenter Methoden
dadurch bewiesen, daB wir zeigen, zwischen den ¢ Charakteren y,(a)
besteht nur die eine Relation (135), daher gibt es £ — 1 unabhingige
Charaktere y,(a) der Gruppe der Geschlechter, deren Grad also min-
destens 2¢—1, folglich wegen (133) genau 2¢—! ist.

Satz 144. Sind e, e,, .. .e, t Zahlen + 1 mit dem Produkt 1,

ey e---e=1,
so gibt es unendlich viele Primideale 1. Grades p n k (Vd), wofiir
die Charaktere \
7(p)=¢ (=1,2,--1)

Setzen wir N(p) = p, so besagt die Behauptung offenbar: Es gibt
unendlich viele rationale Primzahlen p, welche die Bedingungen

1) =¢ (i=1,---f) und (%)=+1

erfiillen. Nach (136) ist nun die letzte Bedingung, wegen ¢;-¢,---¢,=+1,
eine Folge der ¢ ersten Bedingungen; wir brauchen daher nur noch
diese im Auge zu behalten.

Da jedes g,(n) ein Restcharakter mod. g, ist, so verlangt die ein-
zelne Gleichung

X (”) = &

daB n gewissen Restklassen mod. ¢; angehort, und solche ganze
rationale »n gibt es stets. Das gleichzeitige Bestehen der ¢ Glei-
chungen verlangt also, daB #» nach jedem der ¢ Moduln g, ge-
wissen Restklassen angehort, und nach Satz 15 bedeutet dies, daB
n gewissen Restklassen mod. ¢, - ¢, - - - ¢,, d. h. mod. d angehort (die
natiirlich zu d prim sind). Nun existieren aber in jeder zu d teiler-
fremden Restklasse mod. d auch unendlich viele positive rationale
Primzahlen, nach Satz 131, und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Die Existenz dieser Primzahlen haben wir in § 43 mit der Theorie
des Kreisteilungskorpers der |d|-ten Einheitswurzeln bewiesen. Es
ist von Wichtigkeit, daf man die Existenz von unendlich vielen p
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mit #,(p) = ¢, auch allein aus der Theorie der quadratischen Kor-
per (auch auf transzendentem Wege) erschlieBen kann, wie wir in
§ 49 noch zeigen wollen.

Aus Satz 144 folgt, wie oben schon gezeigt, daB g —2/~7, also
auch f —~27h_°—1- D. h. die Anzahl der Klassen im Hauptgeschlecht ist

gleich der Anzahl derjenigen Idealklassen, welche als Quadrate von
Klassen dargestellt werden konnen. Damit ist dann bewiesen:
Satz 145. Fundamentalsatz uber die Geschlechter: In
dem quadratischen Kirper mit der Diskriminante d ist die Anzahl
der Geschlechter gleich 2!-1. Ein wvollstindiges System unabhingiger
Charaktere der Gruppe der Geschlechter wird von beliebigen t — 1 der

Funktionen .
| 7:(0) = (| N@I) (i=1,--)

gebildet. Damit eime Idealklasse ein Quadrat ist, ist notwendig und
hinreichend, daf sie dem Hauptgeschlecht angehort.

GauB hat diesen Satz zuerst gefunden und fiir ihn einen rein
arithmetischen Beweis gegeben. Ein solcher ist auch in Hilberts Be-
richt dargestellt.

Aus dem letzten Teil des obigen Satzes schlieBen wir noch: Da-
mit das zu d teilerfremde Ideal a mit dem Quadrat eines Ideals
dquivalent ist, ist notwendig und hinreichend, daB | N(a)| ein Nor-
menrest mod. d ist, d. h. die Losbarkeit der Kongruenz

| N(a)|= 2* (mod. d)

in ganzen rationalen z. Alsdann ist die Idealnorm [N(a)| auchw
Norm einer ganzen oder gebrochenen Korperzahl. Denn aus a = b*
folgt die Existenz einer Korperzahl « mit

a=a-b%, N(«)>0, also
| N(@)| = N(e) | N8| = N(@) - (8 = N(eb), wo b=|N()|

§49. Die Zetafunktion von %()/d) und die Existenz von Prim-
zahlen mit vorgeschriebenen quadratischen Restcharakteren.

Um die Zetafunktion £,(s) von %()/d) durch einfachere Funktionen
auszudriicken, betrachten wir in dem unendlichen Produkt
1

6@ =] [y
iy » 1— N(}))

diejenigen Faktoren, welche von den in einer bestimmten rationalen
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Primzahl p aufgehenden Primidealen p herrithren. Auf Grund der
Zerlegungsgesetze erkennt man sofort, daB dieses Teilprodukt

[T v =a—p (- (5)r):

pip
Mithin wird (s) das ebenfalls fiir s > 1 konvergente Produkt

1 1
? )
wo p alle positiven Primzahlen durchliuft. Also ist

(s =E6) - L(s)
Lo =] ] — (137)
p 1—

A\ s
(3)?
Setzen wir diesen Ausdruck fiir §(s) in die Klassenzahlformel (95)

ein, so ergibt sich
h - % = lim L(s). (138)
s=1

Hieraus schlieBen wir, daB L(s) bei Anniherung an s =1 einem
endlichen von O verschiedenen Grenzwert zustrebt. Und nun wollen
wir aus dieser Tatsache shnlich wie in § 43 Aussagen iiber die Ver-

teilung der Symbole (g) herleiten. Aus (138) folgt
lim log L(s) ist endlich. (139)
s=1

Wie in § 43 bei L(s,y) finden wir
log L(s) = —;’ log (1— (;_)p-s) _ Zm ,7;;: ( _z)

- 2(5) 5+ HO,

wo H(s) eine fiir s > 1 konvergente Dirichletsche Reihe ist, also fiir
s —»1 einen Grenzwert hat. Nach (139) gilt daher

133;(%) L ist endlich (140)

Diese Behauptung bleibt offenbar auch noch richtig, wenn man end-
lich viele beliebige p in der Summe fortliBt, und folglich auch,
wenn man d hierin durch eine sich von d um eine rationale Qua-
dratzahl unterscheidende ganze Zahl ersetzt. D.h.
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Satz 146. Wenn a eine beliebige positive oder megative ganze ra-
tionale Zahl ist, welche kein Quadrat ist, so hat die Funktion

(s @) = D (&
L(s; a) ég(f’)

fur s — 1 einen endlichen Grenzwert. .
Ein Formalismus #hnlich wie in § 48 fithrt uns dann hieraus zu

1
,Z,)&

Satz 147. Es seien ay, ay,. .. 4, o'igendwelche ganze rationale Zahlen
derart, daf8 ein Potenzprodukt

U, u 122
a“ag’ ... akr

wur dann ein rationales Quadrat ist, wenn alle u gerade sind. Ferner
seien ¢, ¢y, - - - ¢, beliebige Werte + 1. Dann gibt es unendlich viele
Primzahlen p, welche die Bedingungen
(&) —o firi=1,2r (141)
erfiillen.
Zum Beweise setzen wir der Symmetrie halber

Lis; D=2

p>2 P

(eine Funktion, die nach § 43 fir s—1 iiber alle Grenzen wiichst)
und bilden die aus 2" Gliedern bestehende Summe (s> 1)

2 etaeg s -6 L(s; ay e agt e at) = (s), (142)

worin jedes u, die Werte 0, 1 durchliuft. Hierfiir ergibt die Defi-
nition der L

9 (5) =§ (1+a(3)(1+a(3) (1+a(5)), 49

In dieser Summe iiber p haben ersichtlich nur diejenigen Glieder p—*
einen von O verschiedenen Faktor (und zwar den Faktor 27), wo p

~ die Bedingungen (141) der Behauptung erfiillt, abgesehen von den

endlich vielen in den @ aufgehenden p. Nun ist
lim @(s) = oo,
s=1

da in jener Summe (142) L(s, 1) tiber alle Grenzen wiichst, wihrend
alle iibrigen L(s; @) vermdge unserer Voraussetzung nach Satz 146
endlich bleiben. Folglich miissen auch in (143) unendlich viele von
Null verschiedene Glieder auftreten, wodurch unser Satz bewiesen ist.
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Insbesondere folgt daraus fiir r = 1:

In jedem quadratischen Korper gibt es unendlich viele Primideale

sowohl vom ersten als auch vom zweiten Grade.

Wihlen wir in den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen die
a, =+ ¢; und r = ¢, so daB jedes a; selbst eine Korperdiskriminante
und das Produkt a,-a,...a, gerade = d ist, so ist vermdge der

Formel (136), angewandt auf jeden einzelnen Kéorper k(]/cz.),

o 1:(p) = (%)) (t=1,--41)

und damit ist dann Satz 144 des vorigen Paragraphen ohne den
Dirichletschen Primzahlsatz, d. h. ohne die Theorie der Kreisteilungs-
korper, bewiesen.

§ 50. Bestimmung der Klassenzahl von 7%(}/d) ohne Benutzung
der Zetafunktion.

Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Anzahl A der Ideal-
klassen (im weiteren Sinne) nach den Methoden von Kapitel VI
Zuerst wollen wir diese Bestimmung nach § 41, allein aus der Dich-
tigkeit der Ideale, ohne Benutzung von §(s), vornehmen, hernach
die formal elegantere Methode von Satz 125 mlt Hilfe von §(s)
anwenden.

Bei dem ersten Weg ist die Bestimmung der Funktion F'(n),
der Anzahl der ganzen Ideale des Ko6rpers mit der Norm #, erfor-
derlich. Nach (89) ist fiir teilerfremde a, b: F(ab) = F(a) - F(b).

Hilfssatz: Fiir jede Potenz p* der Primzahl p ist

r-3H-1 30 o

Fall a): (%) = — 1. Wenn N(a) = p*, so muB a = p* mit einem
positiven ganzen rationalen u sein, daher 2u =k, d. h.
o |1, wenn k gerade
(r) = ]O, wenn k ungerade

in Ubereinstimmung mit der Behauptung (144).

Fall b): (%) = 0. Es ist p das Quadrat eines Primideals p, und

aus N(a) = p* folgt a =y*, u=F F(p*) = 1.
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Fall c): (%) =4+ 1. p ist das Produkt zweier verschiedenen

Primideale p, p’, und aus N(a) = p* folgt a=p*-p™* mit u +u' =£k.
Alsdann liefern die %k + 1 Zahlpaare u, k —u fir u =0,1,. -, k
genau k + 1 verschiedene Ideale a, und es wird

F(p))=Fk+1,
wie es der Hilfssatz behauptet.
Satz 148. Fiir eine jede natiirliche Zahl n ist

F(n) = Z (%),

wo m alle verschiedenen positiven Teiler von n durchliuft.
Zerlegen wir nimlich # in seine verschiedenen Primfaktoren

k ky.
n=p11.p2kz...pr;’

- F(pr) —ﬁ 2 (E )

i=1 c3=0

-3
o, m|n

80 ist

F(n) = F(p/)- F(ps")

=3,

;=0 . p
cz—o

Wir setzen fortan
(&) =12, (»>0)
um damit schon an die durch Satz 137 bewiesene Tatsache zu er-
innern, daB (%) fiir positive n ein Restcharakter mod. d ist.

Wir tragen jetzt den gefundenen Ausdruck von F(») in die Grenz-
formel (88) von § 41 ein und erhalten

SFm
h-x=1lim "= =lim 221(”&)

T=% r=0 nsx . mln

In der endhchen Doppelsumme setzen wir (mlt ganzem m)

ne=m-n', SF@m)=Sym),

mym' >
m-m' = z

worin also m, m’ alle natiirlichen Zahlen durchlaufen, deren Produkt
<z ist. m' hat also die ganzen Zahlen mit der Eigenschaft

1t<=m’_<_£
- m
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zu durchlaufen, deren Anzahl [%:] ist, wo [u] die groBte natiirliche
Zahl < u bedeutet. Mithin kommt
Srm =) 5] =2 JE8+ D (7] - 3):
1=2ns2 1=m=z Em=x 1=n=z

Nach Division mit z hat fiir z— 0o die erste Summe den Grenzwert

S,

m=1
da diese Reihe nach Satz 128 als Reihe L(s, y) fiir s =1 konver-
giert. Also wird

b= it S (3] 2)

Dieser letzte Grenzwert ist aber gleich O vermdge folgenden all-
gemeinen Grenzwertsatzes'):

Es sei eine’ Koeffizientenfolge a,, ay, ... so beschaffen, daB
EE%Z%=O und Zlanlgx fir alle z>0,
dann ist

tim 5 > a, (7] - ) = ©

Die Voraussetzungen treffen nach dem Beweis von Satz 128 fiir
a, = y(n) zu. Damit ergibt sich

hoow= B, (145)

Diese Gleichung werden wir kiirer im néchsten Paragraphen
mit der Zetafunktion beweisen und die Summe hernach weiter be-
handeln,

§ 51. Bestimmung der Klassenzahl mit Hilfe der Zetafunktion.
Wir haben in §49 bereits £,(s) als §(s) - L(s) dargestellt, wo

ORY ] Pt (187)

o 1—2(@)p”

und daraus geschlossen, daB
h - % = lim L(s).
“=nte (138)

1) Zu diesem Satze vgl. E. Landau, Uber einige neuere Grenzwertsitze.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 34 (1912). )
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Da nun g(m) fir natiirliche Zahlen n ein Restcharakter mod. d
ist, so ist die durch (137) definierte Funktion mit einem L(s, x)
aus § 43 identisch, und es gilt

a‘°"7
L) = 2 1,
n=1

woraus weiter nach Satz 128 die Gleichung folgt:

how— L(1) = D, (145)
n=1

die wir eben in § 50, ohne die Zetafunktion zu benutzen, erhielten.
Vergleichen wir die zwei Beweise dieser Formel, so sehen wir, daB
die Darstellung von &(s) als {(s) L(s) auf Grund der Zerlegungs-
gesetze inhaltlich dasselbe bedeutet wie die Ermittelung von F(n)

nach Satz 148.
Fiir den quadratischen Korper mit der Diskriminante d ist nun

% = %%—F, wenn d > 0, ¢ die Grundeinheit mit ¢ > 1
x=ﬁ%r wenn d << 0; (w = 2 fir d < — 4).

Fiir positive d ergibt sich daher aus (145) der merkwiirdige
Satz 149. Der Ausdruck

Qa1
2h — eVd;‘l(?) =
stellt bei d> O eine Einheit unendlichen Grades in k (Y'd) dar. Und
b 2= g2t g2t — eVarLy + e Vel — 4

ist eine gamee rationale Zahl, derart, daf3 jene Einheit die gropere
der beiden Wurzeln der Gleichung

22— Az +1=0
ust.

Die ganze rationale Zahl A 1iBt sich also auch numerisch durch
Restabschitzung der konvergenten Reihe L(1) berechnen, und da-
mit haben wir eine transzendente Methode zur Auffindung
einer Einheit in reellen quadratischen Kérpern.

Die Reihe L(1) 13Bt sich aber in jedem Falle in einer sehr iiber-
sichtlichen Form summieren, und es ergibt sich da insbesondere ein
iiberraschend einfacher Ausdruck fiir %2 bei dem imaginiren qua-
dratischen Korper.

o
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Da y(n) eine fir n > O periodische Funktion des ganzen Argu-
mentes # mit der Periode |d| ist, liegt der Gedanke nahe, y(n) in
eine Art endliche Fouriersche Reihe zu entwickeln. Wir suchen also
die |d| GroBen ¢,(n=0,1,---,!d' —1) so zu bestimmen, daB

1(a) =m2_1 .5 (; = e‘%‘ ) (146)
n=0

fiir :
a=0,1,--+|d| — 1
Diese |d| linearen Gleichungen fiir die ¢, sind gewiB eindeutig 15s-
bar, da die Determinante der Koeffizienten {** sicher von O ver-
schieden ist. Zur Berechnung ist es zweckmiBig, y(n) und ¢, fiir be-
liebige, auch negative ganze rationale n zu definieren, indem man
setzt
1(n) = g(m) und ¢, =c,, wenn n=m (mod.d)

wodurch die Gl (146) fiir jedes ganze rationale @ richtig wird.

(Fiir x(n) entspricht das bei negativen n nicht immer der Be-

deutung y(n) = (Z), da nach unserer friiheren Festsetzung (%) =(:_§;b)
ist.)
Nach Satz 137 wird
x(n) = g(—n) - sgn d. (147)

und hieraus folgt eine analoge Eigenschaft von ¢,. Setzt man nimlich

2(—a) =26n§—a”y

worin dann # ein beliebiges volles Restsystem mod. d durchliuft, so
wird, da das gleiche alsdann fiir — n gilt,

1(—a) =20_n§‘”‘

1(@) = c_,sgn d g

Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der ¢, aus (146) ist also
c_,=¢, sgnd. (147a)

Die Bestimmung der ¢, werden wir nachher vornehmen; wir konnen
aber jetzt schon L(1) in wesentlich andere Form setzen:

o |d]—1

L(l) __22(") 2 26 gan,
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Da nun bekanntlich fir {241, [§|=1,

—log (1 —¢&) = Z, -,

insbesondere also diese Reihe fiir ¢ = O (mod. d) konvergiert, so

mufl ¢, = 0 sein, da 2 ; divergiert, aber die ganze Reihe L(1)
n=1
konvergiert. Wir schreiben also

jd|—1 o

~ g?"

LQ) ZZ 092 n
g=1 n=1

Nehmen wir hier die Glieder mit ¢ und !d| — g zusammen und be-
riicksichtigen (147a), so erhalten wir

ldi-

L(l)_-—Z 25""+Sged &

und somit fir d >0 und d < O zwei wesentlich verschiedene Aus-
driicke:

1. d<0.

‘ .2
jd|—1 gy fq"}

Ly =i >, S 140

9=1 n=1

Bekanntlich ist aber

S sin 2 1 "
v?lni;;n?: = (—2-—~~— m) fir 0 <z <1

n=1

Daher

dj~1

7 , q
L =2 D, — nzg%dl :

q

Die erste Summe ist nach (146), wenn man a = 0 setzt, gleich

0, also

a2
L) = !%?indnc"
id|-1
h = ‘-’Ti;%g: ne, (148)

2.d>0.
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d—1 ) d-—1
1 n —qn
L(1) = E.q;'cqn;’?“ -*;b?"‘_ = —q; ¢, R log (1 — &)

e ~ | mig  _mig
=—chlog[1—§9|=— Ecqlogled—e e,
q=1 9g=1 .

wo zuletzt das Zeichen log den reellen Wert bedeutet.

—vd
,,gl_i}g—;’ 2 ¢, log sin ® (149)

In den beiden Endformeln fiir 2 sind noch die ¢, aus den linearen

Gleichungen (146) zu berechnen, was nun geschehen soll.

§ 52. Die GauBschen Summen und die endgiiltize Formel fiir
die Klassenzahl.

Fir die ¢, ergibt sich aus den Definitionsgleichungen sofort durch
Multiplikation mit {~*™ und Summation iiber ¢ mod. d

idj—1 jd|—1 |dl—1
Zy(@)e = e, Zgee=n =0, |d|
a=0 n=0 a=0
jdl—1 |d|—1

€= 1"3z’l§,x(a)§-“" 13 ‘-I)Zx@- a)§ = 2:1(0)?‘"-

Diese letzteren Summen nennt man GauBsche Summen. GauB
hat sie zuerst untersucht und ihren Wert ermittelt, wobei die Haupt-
schwierigkeit die Bestimmung eines Vorzeichens ist. Wir wollen in
diesem Paragraphen nur ihre einfachsten Eigenschaften feststellen,
die nihere Untersuchung aber auf das nichste Kapitel verschieben,
wo wir das Analogon GauBscher Summen in beliebigen algebraischen
Zahlkorpern behandeln werden.

Wir setzen in diesem Paragraphen fir eine beliebige Diskrimi-
nante d eines quadratischen Korpers und ein ganzes rationales n

2raian

G(n, &) = Sy(a)e ', (150)

a mod.d

wo

x(—a) = 1(a) - sgnd

1@ = (3)-

1) Ru bedeutet den reellen Teil von w.

und fiir positive a
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Aus der Definition folgt
G(ny, d) = G(ny, d), wenn n, = ny(mod. d).
Wir zeigen fermer, daB sich G(n, d) auf G(n, q) zuriickfihren
1iBt, wo g eine nur durch eine einzige Primzahl teilbare Diskrimi-

nante ist. Zu diesem Zwecke setzen wir mit ‘den Bezeichnungen
von § 47, falls ¢ >1,

d=(i§1)'(i‘92)"'(i4t)7

wo die Vorzeichen so gewihlt sind, daB jedes 4 ¢ selbst eine Dis-
kriminante ist. Ferner definieren wir den Restcharakter

1) = (£2)
2-(— 1) = g, (n)sgn(x ¢,),

so daB sich also mit y,(n) die GauBsche Summe G(n, 4-¢,) bilden
liBt. Endlich wihlen wir ein spezielles Restsystem a mod. d aus,
namlich

(r=1,---1), n>0 (151)

R L I ]
% /3 T i q,’
wo jedes a, je ein volles Restsystem mod. ¢, durchlaufen soll. Hier
ist
2(n) = 12 (0) - g5 () - - - 2:(m)

(@) = 1,.(a,) - 1, (L‘,l‘)

y Brin (ZA+.”+%)
G(n, @) =21r(“1) R ACAL ’ -C

ay, -

it C= 1‘[ (lﬂ) | (152)

r=1
Also ist
2
G(n, d) = C.I]G(nr +gq,), C=+1 (153)
r=1
Aus dieser Gleichung entnehmen wir:
G(n, d)=0, wenn (n, d) <+ 1. (154)

Denn hat % mit d eine ungerade Primzahl g, als Faktor gemein, so
ist fiir dieses g,

G(”) i Qr = G(O7 i qr) =2xr((l’) =

a mod. ¢,

nach Satz 31, weil g, ein Charakter mod. g, ist. Haben aber » und 4
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den Faktor 2 gemein, dann tritt als letzter Fal'{tor in d(.am Produkt
(153) G(n, — 4) oder G(n, + 8) auf. Dieser ist aber fiir gerade n
auch 0, wie man sich durch Ausrechnen iiberzeugt. .

Als dritte Eigenschaft von G finden wir fiir ganze rationale ¢, n

G(en, d) = 31(¢)G(n, d), wenn (¢, d) = 1. (155)
Denn 2ninac
1(6)G(en; d) = Sy(ac)e ' = G(n, d@),
amod.d

weil mit @ auch ac ein volles Restsystem mod. d durchliuft. Wegen
12(¢c) = 1 folgt dann die Behauptung.
Satz 150. Fiir jedes gamze rationale n st

G(”7 d) = x(”)G(l, d)’
¢, = 1(n) - ﬂljﬂ :

Denn sind # und d nicht teilerfremd, so sind beide Seiten der ersten
Gleichung nach (154) gleich 0. Wenn aber (n, d) =1, so wiihle
man in (155) ¢ so, daB cn = 1 (mod. d), also %(c) ———-z(n) ist.

Zur vélligen Bestimmung von ¢, fehlt also noch die von G(1, d),
was von n unabhingig ist.

Satz 151. Es ist G*(1, d) =d.

Wegen der Gleichung (153) brauchen wir die Beh:‘a,uptun.g nur
fiir solche d zu beweisen, welche nur durch eine einzige Primzahl
teilbar sind. Fir d = — 4 oder + 8 folgt die Richtigkeit durch

unmittelbare Ausrechnung. Fiir |d| = ungerade Primzahl g aber
findet man 1 1
7= -
(1, £ q) = Sy(a)z®)e*+" = Jr(a) Sr(ab)e+e’
a,b a=1 b=1

9—1 91
— Zx(b)zg(b+1)a.
b=1 a=1

Nun ist
N 1 0, wenn (n, ¢) =1
1+ 4848 ={q, wemm 2 = 0 (mod. g).
Also
1, +9)=—310) + @@ — Dr(=1)

b =E —1(mod. q)

=qr(— 1) — 1) =+49.

b mod.d

b

AR T o DT

Ter
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Es entsteht nun also das Problem anzugeben, welcher der beiden
Werte J/d die auf transzendentem Wege, némlich mittels der Expo-
nentialfunktion, definierte Zahl G (1, d) ist, das beriihmte Problem
der Vorzeichenbestimmung der GauBschen Summen, das wir
im nichsten Kapitel erledigen wollen.

Satz 152. Die Klassenzahl h des quadratischen Korpers mit der
Diskriminante d hat den Wert

|dj—1

_ e N e T N
Loh= |d: ;:”(n)’ 0 'Vfl‘ =41 fir d <— 4.
. ma
L™ ¢, d
= ~—~?» LA . —_ ) ¢ 7’ — .
2. h 210g8 log nsinn—b} 9 ]V&‘ __*: 1 flil' li>0.
d

b

In dem zweiten Ausdruck durchlaufen a, b diejenigen Zahlen 1,
2,---d—1, wofiir

resp. (g—) =—1, (%) =+ 1.

Das endgiiltige Resultat wird sein, daB immer ¢ — + 1 ist (§ 58).
Die Formel fiir die Klassenzahl imaginirer Korper wird dann merk-
wiirdig einfach und gehdrt anscheinend ihrem Bau nach villig der
elementaren Arithmetik an. Trotzdem ist es bisher nicht gelungen,
diese Formel auf rein arithmetischem Wege ohne die transzendenten
Hilfsmittel von Dirichlet zu beweisen. Man kann bisher nicht ein-
mal auf anderem Wege zeigen, daB der Ausdruck fiir  stets positiv
ist. Gegenwirtig konnen wir diese Formel nur als rechne-
rische Tatsache hinnehmen, die uns noch véllig unver-
standlich ist.

Ebenso verhilt es sich mit der aweiten Formel. Aus ihr ent-

11
nehmen wir insbesondere, daB der Quotient —;—I eine Einheit des Kor-

b
pers k(l/gl) ist. Dieses letztere 1iBt sich auch ziemlich einfach aus
der Theorie des Kérpers der 2d-ten Einheitswurzeln beweisen, dem
offenbar die Zahl angehdrt. DaB diese Einheit aber > 1 ist und
sie mit der Klassenzahl auf die obige Art zusammenhingt, ist

bisher auch auf ‘rein arithmetischem Wege noch nicht bewiesen
worden.

\

Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 14
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§ 63. Zusammenhang zwischen Idealen in %(}/d) und biniren
quadratischen Formen.

Zum SchluB dieses Kapitels soll noch der Zusammenhang zwischen
der modernen Theorie des quadratischen Korpers und der klassischen
von GauB begriindeten Theorie der bingiren quadratischen Formen
dargestellt werden.

Unter einer biniren quadratischen Form der Variabeln z, y
versteht man einen Ausdruck

F(z, y) = A2’ + Bay + Oy,

worin A, B, C, die Koeffizienten der Form, von z und y unab-
hiingige GroBen sind, die micht alle 0 gein sollen.

Eine solche Form 1aBt sich offenbar immer als Produkt zweier
homogener linearer Funktionen von z, y darstellen:

F(z, y) = (ax + By) @z + ). (166)

Die vier GroBen «, 8, o, §’ sind natiirlich durch 4, B, C nicht
eindeutig bestimmt. Wenn A =+ 0, ist z B.

{p 4 BHVB =140 ) /4 4 BVB—440 )
F(z, y) (Vﬂx+ sya Y (VAx+ 2y Y
Durch Koeffizientenvergleichung bestitigt man sofort

[ ﬂ l?
of
Dieser Ausdruck heift die Diskriminante (oder auch Determinante)
der Form.

Wenn wir auf die Variabeln z, y eine homogene lineare Trans-
formation

D B— 44C= (uf — <B) —

: (157)

z = az, '+ by, y=cx,+dy/ (158)

ausiiben, so geht F(xz, y) offenbar in eine quadratische Form von
',y tber. Wiahlen wir die Gestalt (156), so ist

F(axz, + by, ¢z, + dy,) = (@a + oz, + (@b + Bayy,) (@a+ o)z,
+ (@b + fdy,) = 4,2,° + B,z,y, + Cyy*= Fi (2, y,)-

Auf den Zusammenhang zwischen den 4, B, C und 4,, By, C, im
einzelnen kommt es uns nicht an, nur fiir die Diskriminante merken
wir uns
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lea+Bec, ab+pd|? |ap|®|ab]?
D.— B2— - - )
1= B 44,6 \wa+ e, db+pdl |8 ] |cd

D, = D(ad — be). (159)

Wenn die Determinante der Transformation, ad — bc, von O ver-
schieden ist, so gebt auch umgekehrt durch eine geeignete Trans-
formation der z,, y, die Form F,(z,, y,) in die urspriingliche F(z, y)
iiber. Denn aus (158) folgt

dx — by —cx+ ay

z=do=by o, ety (160)

Diese Transformation heiBt reziprok zu der Transformation (158).
Ihre Determinante ist .
ad—bc

Nunmehr betrachten wir ausschlieBlich solche Transformationen,
wo die Koeffizienten a, b, ¢, d ganze rationale Zahlen mit der De-
terminante ad — bc = + 1 sind, sog. unimodulare ganzzahlige

Transformationen. Die Reziproke einer solchen Transformation

hat, wie die obigen Formeln zeigen, ebenfalls diese Eigenschaft.

Definition: Wenn eine Form F(z, y) durch eine unimodulare
ganzzahlige Transformation in die Form F) (z,, y,) tibergeht, so nennen
wir F' mit F, diquivalent, in Zeichen

F~ F,.
Nach dem eben Auseinandergesetzten ist dann auch F)~ F, da
durch die reziproke Transformation F, in F iibergeht. Die Aqui-

valenzbeziehung ist daher symmetrisch in F und F,. Ferner ist
stets F'~ F.

Hilfssatz a): Wenn fiir drei quadratische Formen F, F,, F,
gilt
Fi~F und F,~F,,
so ist auch F e~ F,.

In der Tat, gibt es zwei unimodulare Transformationen mit den
ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢, o resp. ay, b, ¢, 9, wofiir

F(az + by, cz+ oy) = F,(x,y) und
Fi(az + by, ¢z +oy)=Fz,y),
go setze man in der ersten Gleichung

T =%+ by, y=cz+oy
14*
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und lasse hernach bei den Variabeln z,, y,, auf deren Bezeichnung
es ja nicht ankommt, den Index 1 weg. Durch Kombination mit

der zweiten Gleichung folgt dann
F«aa'1 + bc1)‘1" + (a'b1 + bal)fl/, (ca, + 301).'12' + (8b1 + 381);!/) = F2 (.’L', y)

Die Argumente von F' entstehen aus z, y durch eine ganzzahlige
homogene lineare Transformation, und die Determinante ihrer Ko-

effizienten ist
caa,+ bey, aby+ boy
Ccay,+ d¢y, b+ 00y
D. h. F~ F,. Die Aquivalenzbeziehung ist also transitiv.

Unter einer Klasse aquivalenter Formen verstehen wir die
Gesamtheit aller Formen, welche mit einer gegebenen Form, etwa
F, aquivalent sind, und nennen F' einen Repréisentanten der Klasse.
Alle Formen einer Klasse haben nach (159) dieselbe Diskriminante.

Wir beschrinken uns weiterhin auf reelle Formen, d.h. solche
mit reellen Koeffizienten. Ist F' eine reelle Form, so gilt das gleiche
fiir alle mit F #quivalenten Formen.

Satz 153. Ist D die Diskriminante von F und D > 0, so vermag
F(x,y) fir gecignete reelle x,y sowohl positive wie auch negative
Werte anzunehmen. Ist D < 0, so ist entweder fiir alle reellen x, y
der Wert von F >0 oder fir alle reellen x, y F(z, y) <0, und
F(z, y) =0 ist nur fiir x =y = 0 moglich.

Zum Beweise betrachten wir die Zerlegung

4-Fa,y) = (42 +59) - Fv

= (a0 —be)(a,0,— byg) = 1.

y-.

Ist nun D=B*—4A4C <0, so muB A= 0 sein, und aus der Gl

folgt
AF(z,9) 20,

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn y = O und Az + P;— y=0,

d. h. z =y =0. Mithin hat F(z, y) stets das Vorzeichen von 4,
wenn 22+ y?< 0.
Ist dagegen D > 0, so sei zuniichst 44 0. Dann ist

A-F(1,0) = 4*>0
A.F (B, —24)=—DA*<0,

also ist F beider Vorzeichen fahig, und kann offenbar auch fiir
reelle z, y Null sein, ohne daB beide z, y verschwinden.
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Ist D >0 und 4 =0, so zeigt die Gleichung

F(zy) = y(Bz + Cy)

die Richtigkeit der Behauptung.

Die Form F heiBt indefinit, wenn D > 0; dagegen definit,
wenn D < O und in letzterem Falle positiv definit bzw. negativ
definit, je nachdem ob F(z, y) <0 oder F(z, y) >0 ist.

Von nun ab betrachten wir ausschlieBlich ganzzahlige Formen,
d. h. solche mit ganzen rationalen Koeffizienten. Ihre Diskriminante
D ist offenbar =0 oder 1 (mod. 4).

Es sei jetzt d die Diskriminante des quadratischen Kérpers E(Vd).
Wir wollen eine Methode entwickeln, wie man jeder Idealklasse von
k(Vd) (im engeren Sinme) eine Klasse dquivalenter Formen mit der
Diskriminante @ zuordnen kann.

Es sei zu diesem Zweck a ein beliebiges ganzes Ideal einer ge-

gebenen Klasse aus k(Yd). Wir verstehen unter
a,, o, eine Basis von a, fiir welche
a0 — oy’ — N(a))/d positiv oder positiv imagindr ist. (161)
Wir ordnen dem Ideal a die Form zu:
g, y) = Gtz ey
F("") fl/) - ’i N(ﬂ)i ?
Die Form hat offenbar ganze rationale Koeffizienten, da der Ko-
effiziententeiler des Zihlers nach Satz 87 gleich dem Produkt
a-a’ = N(a) ist. Und die Diskriminante ist nach Gl (157)

D= (o oy’ — g ;)

N(a)? =d.

Wenn eine Form F(z, y) in dieser Weise aus dem Ideal a her-
geleitet wird, so sagen wir: F gehdort zu a und schreiben F(z, y) — a.

Bei d <0 erhilt man offenbar so nur positiv definite Formen,
denn der erste Koeffizient ist

_ o ey’ _.N(“1)1
4= 15w ~ v >

Hilfssatz b): Zu jeder indefiniten (d > 0) oder positiv definiten
(@ < 0) ganzzahligen Form F mit der Diskriminante d gibt es ein
Ideal a, so dal F — q.

Die Form F(z, y) = A2*+ Bay + Cy?, wo B*—4AC =d, ist
zunéchst ein primitives Polynom, da, wenn p in 4, B, C aufgeht,
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auch noch g7 eine Diskriminante sein muB, was fiir Kérperdiskrimi-

nanten nur mit p = 4 1 zutrifft. Wir betrachten jetzt das Ideal
o (a7

wo }/d den positiven bzw. positiv imaginiren Wert bedeutet. Nach
Satz 87 ist N(m) = m - m’ der Inhalt der Form

B— Vd B4V \
( y) (A %K' y) =4 F(z,y),
N(m)=[4].
. . . . B—Vyad . .
Folglich sind die beiden Zahlen 4 und ——"— aus m eine Basis

von m, da ihr Determinantenquadrat den Wert N*(m)d hat. Eben-
so ist daher auch

=44, ag=2 4_ﬁ eine Basis von im
wenn A eine Zahl aus k(14 0). Wegen
w0y — g’ = AN AYd
hat diese Basis auch noch die Eigenschaft (161), wenn
114> 0.

Wir wihlen daher

1. wenn d <0:4 =1 (da nach Voraussetzung hier 4 > 0 ist);

2. wenn d >0 und 4 >0 wieder 1 =1,

3. wenn d >0 und 4 < O aber ,1=}/¢7l.
In jedem Falle ist dann
/ AVA=|N(Awm)|
und mithin ist F— Am.

Satz 154. Aquivalente Formen gehiren zu (im engeren Sinne) dqui-
valenten Idealen und wmgekehrt. '

Aus der Basis «,, o, von a resp. der Basis §;, f; von b ent-
stehe

F(z, y) == (o, x4 o:,|yl)v((o;,) lx +e'y) (162)
G(x,y) = Bz + ﬁgfgf (((;1) ‘m +89)

Die beiden Basen haben also die Eigenschaft (161).
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Wenn nun F~ G, so gibt es ganze rationale a, b, ¢, 9, mit
ad—be=1, so daB

Faz + by, co + o9) = G(x,9), (163)
(@e, +cag)x+ bey +0e)y) - (@’ + co)x + by, + 0ay)y)

[NV (o)
_ B+ By) B, =+ ﬁs’?/_) .
| N ()]

Da die Quotienten ——g-’ und — §’~ eindeutig (bis auf die Reihen-
1 1

folge) als die Nullstellen von G'(z, 1) definiert sind, so ist

B

aey +eoy By
bo, + 0oy B. oder Bz

Es gibt also ein A, derart, daB

aey + coy = Af, = iB/
oder o
bey, + 00y = AP, = i,
In beiden Fillen ist nach (163)
r_IN@]
Mo=Tmwe

Folglich kann nur der erste der genannten Fille vorliegen, da im

zweiten , ,
(a0 — be) (ey ey — ager,’) = — A4 (B By — Bay)

wire gegen die Voraussetzung (161).
Wegen ad —bc=1 ist nun auch 18, 4B, eine Basis von q,

also
a=2(By, ) =4-0
a=Db.

Es sei umgekehrt a = b und 4 eine solche Zahl mit positiver Norm,
daB a —4b. Dann muB Ap,, 1B, eine Basis von a sein und geht
deher aus o, o, durch eine ganzzahlige Transformation mit der
Determinante + 1 hervor, es gibt also ganze rationale a,b,c¢, 9,

so daB
aw, + cog = AB;y, bey + 0oty = Af,.

Aus der Bigenschaft (161) der beiden Paare und N(4) > O folgt
ad —be=+1 und ;
A=

und daraus die Gl. (163), d.h. F~ G.
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Vermoge der in Satz 154 ausgesprochenen Tatsache sind also

die h, Idealklassen von k(Vd) umkehrbar eindeutig den Formen-
klassen der Diskriminante d (bei d <O nur den positiv definiten
Formen) zugeordnet. Die Anzahl der nicht dquivalenten ganzzahligen
Formen der Diskriminante @ ist daher endlich, und zwar gleich h,
oder, bei d <0, gleich 2h,, wenn wir positiv und negativ definite
Formenklassen mitrechnen. Z. B.ist also jede positive Form mit der Dis-
kriminante — 4 iquivalent mit 2? 4+ 42, da %k()/—4) die Klassen-
zahl 1 hat.

Ein groBer Teil der Idealtheorie liBt sich dann in die Sprache
der Formentheorie iibersetzen, und umgekehrt. Letzteres ist von
besonderem Interesse fiir die klassische Theorie der reduzierten
Formen, vermdge der es moglich ist, durch Ungleichungen ein voll-
stindiges System nicht &quivalenter Formen aufzustellen und damit
ein weit bequemeres Verfahren zur Aufstellung aller Idealklassen an-
zugeben als in § 44.1)

Die Theorie der Einheiten (mit der Norm 4 1) findet sich in
der Formentheorie in folgender Gestalt wieder: Man soll alle uni-
modularen ganzzahligen Transformationen aufstellen, welche eine
gegebene Form in sich selbst tiberfiihren. In der Tat ist ja fiir
jede Einheit ¢ mit N(¢) = + 1, mit «,, «, stets auch &« sa, eine
Basis von a, und daher besteht eine Beziehung

s, = aa, + ca,, &ay=ba; + du,,

wo a, b, ¢, 0 ganze rationale Zahlen mit der Determinante + 1 sind.
Hat F' dann wieder die Bedeutung (162), so ist offenbar

F(ax + by, cx + oy) = F(x, y).

Weiterhin beschiftigt sich die Formentheorie mit der Frage,
welche Zahlen durch F'(z, y) dargestellt werden konnen, wenn z, y
alle ganzen rationalen Zahlenpaare durchlaufen. Das kommt offen-
bar auf die Frage hinaus, welche Zahlen als Normen ganzer Ideale

einer gegebenen Idealklasse auftreten. N

1) Diese Reduktionstheorie tritt ebenfalls auf in der Theorie der ellip-
tischen Modulfunktionen, welche iiberhaupt zu den quadratischen Zahlkdrpern
eine enge Beziehung haben. Vgl. z. B. Klein-Fricke, Vorl. iib. d. Theorie
d. ellipt. Modulfunktionen, Leipzig 1890/92. Bd.I, S.243—269, Bd.II, 8. 161—203,
sowie H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen (= Lehrbuch
d. Algebra. Bd. IlI) 2. Aufl., Braunschweig 1908.
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Die schwierige Kompositionstheorie der Formenklassen liBt sich
in der Sprache der Idealtheorie sehr einfach ausdriicken, indem die
Komposition der Formen unmittelbar durch die der Idealklassen
definiert wird.

Die Untersuchung solcher Formen, deren Diskriminante Q®d ist,
wo  eine ganze rationale Zahl bedeutet, wird zuriickgefiihrt auf

den Zahlring in %k(V/d) mit dem Fihrer @ (§ 36). Von den Zahlen,
welche in einem Ideal vorkommen, werden dann nur die in Betracht
gezogen, welche diesem Ringe angehéren. So entsteht der Begriff
des Ringideals und der Ringidealklasse, welche alsdann einer Formen-
klasse der Diskriminante @’d zugeordnet wird.




Kapitel VIIL

Das quadratische Reziprozititsgesetz in beliebigen Zahl-
korpern.

§ 54. Quadratische Restcharaktere und GauBsche Summen in
beliebigen Zahlkorpern.

Die GauBschen Summen sind uns bei der Bestimmung der Klassen-
zahl quadratischer Korper zuerst entgegengetreten. Ausdriicke dieser
Art stellen sich bei vielen andern Problemen ein, und GauB war der
erste, der die groBe Bedeutung erkannte, welche ihnen in der Arith-
metik zukommt: Er ist auf den Zusammenhang zwischen diesen
Summen und dem quadratischen Reziprozititsgesetz aufmerksam ge-
worden und hat gezeigt, wie sich aus der Bestimmung des Wertes
dieser Summen ein Beweis fiir das Reziprozititsgesetz ergibt. Wir
kennen heute eine ganze Reihe von Methoden zur Auswertung dieser
Summen. Unter ihnen ist eine transzendente Methode, die von
Cauchy herrithrt, von besonderem Interesse, da sie verallgemeine-
rungsfihig ist.

Von dem Verfasser ist 1919 der Begriff der GauBschen Summe
fir einen beliebigen algebraischen Zahlkorper aufgestellt worden.!)
Die Cauchysche Methode zur Wertbestimmung 148t sich dann tiber-
tragen, und so ergibt sich ein transzendenter Beweis des quadrati-
schen Reziprozititsgesetzes in jedem algebraischen Kérper. Dieser
soll im folgenden dargestellt werden.

Wir legen der Untersuchung einen algebraischen Zahlkdrper k
zugrunde, welcher den Grad » habe. Zuerst werden wir die Begriffe
und Sitze aus § 16 iiber quadratische Restcharaktere auf den Korper
k tbertragen. Dabei konnen wir uns sehr kurz fassen, da wir die

1) Verallgemeinerungen in anderer Richtung sind die sog. Lagrangeschen
Whurzelzahlen in der Theorie der Kreisteilung
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zugrundeliegenden allgemeinen gruppentheoretischen Begriffe zur Ge-
niige kennen gelernt haben.

Eine ganze Zahl oder ein ganzes Ideal in %k heiBen ungerade,
wenn sie zu 2 teilerfremd sind.

Definition: Es sei p ein ungerades Primideal in %, « eine beliebige
ganze, durch p nicht teilbare Zahl in k. Wir nennen « einen qua-
dratischen Rest mod.  und setzen

()-+1

wenn es eine ganze Zahl £ in k gibt, so daB «=§* (mod. p). Im
andern Falle heiBe « ein gquadratischer Nichtrest mod. p, und es

werde
o :
() =1
gesetzt. Endlich setzen wir

(%) =0, wenn « =0 (mod. p).

Auf Grund von Satz 84 ergibt sich wie in § 16, daB fiir jedes
ganze « das Symbol (%) diejenige der drei Zahlen 0, 1, — 1 be-

deutet, wofiir gilt
¥p)—1
o 2

=(§) (mod. p). (164)
p

Wenn wir Restsymbole in verschiedenen Zahlkorpern zu behandeln
haben, werden sie durch die als Index angefiigte Bezeichnung des
Korpers voneinander unterschieden.

Es gilt wieder fiir ganze o, 8

(5)= (2) v =0 (o)

« B _ (=) (£).

(5) =) ()

Sei jetzt n ein ganzes ungerades Ideal, in seine Primidealfak-
toren zerlegt

n=09-9...9.
Wir definieren dann fiir beliebiges ganzes « (in k)
o o o o
HRCRC R
Dieses Symbol ist also Null, wenn « zu n nicht teilerfremd ist,
sonst 4+ 1. Wieder gelten die Rechenregeln fiir ganze «, 8
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(ﬁ‘.) - (—ﬁ—), wenn « = f (mod. n)

n n

“f\ _ (). (B).
() -G
Wenn % der rationale Zahlkdrper ist, decken sich die beiden De-
finitionen (164) und (165) mit den friiheren in § 16.
Wir ordnen jetzt jeder von Null verschiedenen, ganzen oder ge-
brochenen Zahl @ von % eine Summe in folgender Art zu:
Es bedeute d die Differente von %, und dw sei als Quotient
zweier ganzer teilerfremder Ideale b und a dargestellt:
b
= ab*; (a, b) = 1.
Die Spur S(vw) fir jedes ganze durch a teilbare v ist nach Satz
101 eine ganze rationale Zahl. Mithin hingt fiir ganzes » die Zahl

@

. e2ﬂiS(vm)

nur von der Restklasse ab, welcher » mod. a angehdrt. Bilden wir
jetzt die Summe

C(@) = Sermista, (166)

#mod. a

wo u irgendein volles Restsystem mod. a durchlduft, so erhalten
wir eine nur von ® abhiingige, von der speziellon Wahl des Rest-
systems aber unabhingige Zahl. Kine solche Summe nennen wir
eine GauBsche Summe in &, die zu dem Nenner a gehort. Wir
verabreden dabei, daB ein Zusatz am Zeichen X wie ,u mod. a¥
bedeuten soll, daf der Summationsbuchstabe w ein volles Restsystem
mod. a zu durchlaufen hat, mit evtl. noch weiter anzufiihrenden Neben-
bedingungen.

Im rationalen Zahlkérper sind diese C(w) formal von den in
§ 52 definierten GauBschen Summen verschieden, jene lassen sich
aber, wie wir gleich sehen werden, auf die C(w) zuriickfithren. —
Ist der Nenner a =1, so ist offenbar C(w) = 1.

Wir schreiben, wenn die Formeln dadurch tibersichtlicher werden,

er = exp .
Hilfssatz a): Es habe do den Nenner a. Dann ist, wenn a<=1,
Zesne,s'(,uw) = 0.
. e mod. a ‘
Denn mit u durchliuft auch g + « ein volles Restsystem mod. a,

wenn « ganz ist. Bezeichnen wir den Wert der obigen Summe mit
4, so ist daher
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A= A. 7Sk, (167)

Hierin kann der Exponentialfaktor nicht fiir jedes ganze o gleich 1
sein, da alsdann stets S(¢®) eine ganze rationale Zahl wire; also
miiBte nach Satz 101 d® ganz sein, entgegen der Voraussetzung.
Aus (167) folgt daher 4 = 0.
Sind #,, %;, « ganze, zum Nenner a von d teilerfremde Zahlen,
so ist
C(x, @) = C(xy0), wenn %, = x,a* (mod. a). (168)
Denn g durchliuft gleichzeitig mit w ein volles Restsystem mod. a,
also C(%,0) = C(xy0’w). Fiir ganzes p ist dann aber
S(u'n o) — S(p*xe'o) = S(u*oy — xeh0)
wegen der Voraussetzung eine ganze rationale Zahl, also
C(xy0tm) = C(%, 0).
Wir zeigen weiter, da die GauBschen Summen zum Nenner a
auf die zum Nenner a, und a, zuriickgefiihrt werden konnen, wenn

=aq, -, und die ganzen Ideale a, und a, teilerfremd sind.
Hierzu seien ¢,, ¢, solche ganzen Hilfsideale, daB

06 = 0y, O30 = &

ganze Zahlen sind und (g, ¢;¢;) = 1. Wir setzen in (166)
0= wo = !’_‘%f? .
1
Ein volles Restsystem mod. a erhalten wir in der Form

U= 0,0 + 03¢y,
wo g, @3 je ein volles Restsystem mod. a, bzw. mod. a, durchlaufen.
Es ist dann
o (012228 o[
AmiS(urn) — e2ms(~&~l—-<) +.ms(_ag.£‘).

Daher
-0l olf) o) am

CAN

Vermoge dieser Gleichung (169) ist die Berechnung von C(@) auf die
einer GauBschen Summe zuriickfiihrbar, deren Nenner Potenz eines
Primideals ist.

Bei ungeraden Nennern 1ift sich die Reduktion noch weiter
treiben, nimlich bis zu Primidealnennern.

Es sei nimlich der Nenner a = p* Potenz eines ungeraden Prim-
ideals p und a > 2. Bedeutet wieder ¢ ein solches ganzes, durch p
nicht teilbares Hilfsideal, daB ac = « eine Zahl ist, also
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g bc®
©=-_a WO f=—-,

so gilt die Rekursionsformel
JORROLESE (170)

Die Summe rechts gehort offenbar zum Nenner pe—2
Zum Beweise setzen wir ein volles Restsystem mod. p* in der
Form voraus

g+ eatt
wOo

w mod. >~ o mod. p

je ein volles Restsystem durchlaufen. Dann ist

BY _ o (0 ear”?)?
G(Eﬁ) = 2 Zexp {245@8 ( ————— faa—-~ﬂ)}
« mod. pa—~1 omod p
Lo (B Lo (2

= Eexp {2amS (p;—f); Eexp {21:@8 (--—Zq ﬂ)}

« mod. pa—l o mod. p
Nach Hilfssatz a) ist die Summe iiber ¢ gleich Null, wenn 2y,
d. h. also, weil p ungerade, wenn p durch p nicht teilbar ist. Im
andern Falle ist sie gleich N(p), da jedes ihrer Glieder gleich 1

ist. Mithin ’
C(%) =N{y) Z’leip {2m‘3 (é‘&_f)}

a1 mod.
u =0 (mod p)

u hat also alle Zahlen ve zu durchlaufen, wo » ein volles Rest-
system mod. p%~2 durchliuft, d. h. es folgt die behauptete Gl (170).

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel kommen wir bei
geradem @ auf die Summe C(f), welche zum Nenner 1 gehort, also
gleich 1 ist. Daher ergibt sich

Hilfssatz b): Ist der Nenner von %Q— gleich p% wo p ein un-

gerades in « genau zur ersten Potenz aufgehendes Primideal ist,
so ist

C(E,,) = N(p)?, wenn a gerade;

o
C(—E-) = N(p)‘i;—lO(ﬁ) wenn @ ungerad
o° <) gerade.
Eine #hnliche Reduktion ist auch fiir Primideale p moglich,

welche in 2 aufgehen. Fiir die spiteren Anwendungen haben wir
davon aber keinen Gebrauch zu machen.
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Satz 155: Sei der Nenmmer a von dw ein ungerades Ideal. Flir
jede gamge zu o tedlerfremde Zahl » gilt dann

C(x) = (%) C(o).

Der Satz ist zunichst richtig, wenn a ein Primideal p ist. Denn
dann ist unter Anwendung von Hilfssatz a)

2 (,;;) 2miS(uw) — 2 <(L;_) + 1) (RS ().

© mod. p u mod. p

In dieser zweiten Summe haben auBer dem Gliede, welches der Rest-
klasse u = O entspricht, nur diejenigen Glieder einen von Null ver-
schiedenen Wert, wo p quadratischer Rest mod. p ist. Und ihr
Wert ist daher
1 + 2282ﬂis(p2w)’
'u2

worin jetzt u? nur die verschiedenen quadrétischen Reste, exkl. O,
durchliuft. Das ist dann gerade die Summe C(®), da in ihr jedes
Quadrat auBer O gerade zweimal vorkommt. Also ist

C(@) = D (&) ermsswor (171)

@ mod. p

Ersetzt man hierin u durch px, was an dem Wert der Summe
nichts #indert, so erhilt man die behauptete Gleichung.

Nach Hilfssatz b) gilt dann die Behauptung auch, wenn der
Nenner a eine Primidealpotenz p* ist. Denn fiir gerades a ist

(5"5) = (%)a= 1, und in der Tat hat die GauBsche Summe fir o

und x@ denselben Wert. Fiir ungerades a tritt aber nach dem eben
. ® ® .

Bewiesenen der Faktor (p) = (55) hinzu.

Endlich zeigt dann die Formel (169) sofort die Richtigkeit
unseres Satzes fiir beliebige ungerade Nenner.

Aus (171) entnehmen wir, daB in der Tat die in § 52 fiir den
rationalen Zahlkdrper definierten Summen G(1, d) eng mit den
GauBschen Summen C(®) zusammenhingen und mit der Bestimmung
von C(w) auch die von G(1, d) geleistet ist.

Endlich schlieBen wir noch aus (169) und Hilfssatz b):

Satz 156. Gehort die Gaufsche Summe C(w) zum Nenner a und
ist a das Quadrat eines ungeraden Ideals, so ist ’

C(w) = [VN ().
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§ 55. Thetafunktionen und ihre Fourierentwicklung.

Das analytische Hilfsmittel, welches uns zur Bestimmung der
GauBschen Summen fithren wird, ist die Thetafunktion von » Ver-
anderlichen. Die beiden Begriffe hingen auf folgende Art zusammen:

Nehmen wir als einfachsten Fall den Grundkorper % = k(1).
Dann untersuchen wir die durch folgende Reihe definierte Funktion
von t:

9(x) = Se-nen,

m=—0

Diese Reihe (eine sog. einfache Thetareihe) konvergiert, solange der
reelle Teil von 7 positiv ist. Die imaginire Achse erweist sich als
singuléire Linie der analytischen Funktion &(z). Und nun unter-
suchen wir das Verhalten von &(r) bei Anniherung an einen sin-
guliren Punkt = 27.7, wo 7 eine rationale Zahl. Es zeigt sich,
daB &(r) unendlich wird und daB ‘

lim Vz &(z 4 2ir)
z=0

existiert. Dieser Grenzwert ist, von unwesentlichen Zahlfaktoren
abgesehen, die im vorigen Paragraphen definierte GauBsche Summe
C(—r). Das Verhalten von &(r) liBt sich aber noch auf eine
zweite Art bestimmen; es existiert némlich eine ,Transformations-

formel“ fiir 9(z):
3 () = Veo .

Hierdurch wird das Verhalten von #(r) im Punkte v = 24¢r in Ver-
bindung gebracht mit dem Verhalten von &(z") im Punkte
;1 24

T = - = —
217 4r

Letzteres hiingt, wie oben gesagt, mit der GauBschen Summe O(Zl;)
zusammen, und durch Vergleich der beiden Resultate ergibt sich eine
Beziehung zwischen C(r) und C (— %‘), aus der sich C(r) bestimmen

laBt und aus der mit Hilfe der Formeln des vorigen Paragraphen
das Reziprozititsgesetz folgt.

Ist der Korper £ vom Grade », und nebst siimtlichen konjugier-
ten Korpern £® reell, so tritt an Stelle der einfachen Thetareihe die
n-fache Reihe

23“”(31#(‘)2‘*&'#(2)2*!-~-‘+tn‘u(")‘*),
u

' § 55. Thetafunktionen und ihre Fourierentwicklung 995

worin die #,, ... ¢, Variable mit positiv reellem Teil sind und die
Summation iiber alle ganzen Korperzahlen g von k zu erstrecken
ist. In dieser Reihe setat man #,—w 4 2¢0%, wo @ eine Zahl
aus k, und 1iBt die positive GroBe w gegen Null konvergieren.

Ist endlich % ein allgemeiner algebraischer Zahlkérper, unter
dessen konjugierten %", ... k) reell, die iibrigen nicht reell sind,
so haben wir wieder eine n-fache Reihe zu untersuchen. Wir
kommen dann aber nicht mit ein- und derselben Funktion von
t, ... t, zur Ermittelung aller Summen C(®) aus, sondern wir
brauchen die von o abhingigen Funktionen

n n
Sexp | x 3, [u0? + 201 Sowuon]
I p=1 p=1

in der Nihe des Punktes ¢, =¢,-.- =, = 0. Dabei durchléduft wieder
u alle ganzen Zahlen von k.

Schon an dieser Skizze des Beweises ist zu erkennen, was ihm
gemeinsam ist mit den transzendenten Methoden des Kap. VI. Es
ist die Tatsache, daBl die genauere Kenntnis des Verhaltens einer
analytischen Funktion in der Niihe ihrer singuliren Stellen
eine Quelle von arithmetischen Siitzen ist.

Dadurch, daB die absoluten Betrige der u® im einzelnen
Glied auftreten, wird die Herleitung der nétigen Formeln im all-
gemeinsten Falle komplizierter. Um den Hauptgedanken der Beweis-
fiilhrung leichter verstindlich zu machen, soll daher im n#chsten
Paragraphen erst der formal leichtere Fall diskutiert werden, daB
alle konjugierten Korper von % reell sind. A

Hier entwickeln wir zunichst die Gedankenkette, welche in allen
Fillen zur Definition und Aufstellung der Thetareihen und ihrer
Transformationsformel fiihrt.

Unter einer quadratischen Form der n Variabeln z,, ... z,
versteht man einen Ausdruck

n

Qzy, ... x,) =.;gikxixk =ay2® + 20,22 + -+,
. K=

worin die Koeffizienten a,, von den 2, ..., unabhiingige, reelle
oder komplexe GriSen mit der Symmetrieeigenschaft a,, = a;, sind.

Eine quadratische Form mit reellen Koeffizienten heiBe positiv
definit, wenn fiir alle reellen z,, ... Z,

Q@ .- 2) 20

Hecke, Vorlesungen itber die Theorie der algebr. Zahlen 15
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und das Gleichheitszeichen nur fiir z, =2, --- =2, = 0 gilt. Eine
positiv definite Form von z,, ... %, ist z B. 2% + 2* + - - - + 2,2
Hilfssatz a): Zu jeder positiv definiten Form @(z,, ... z,) gibt

es eine positive GroBe ¢, so daB fiir alle reellen z,, ... z,

Q@,, .- ) 2ol + 27+ -+ 2,9) (172)

Fiir alle Punkte der n-dimensionalen Kugel y,® + 9?4 --- 4+ y,7=1
ist namlich nach Voraussetzung @Q(y, ...y, >0, folglich besitat
die stetige Funktion @ auf dieser Kugelfliche ein positives Mini-
mum ¢, d. h. i

Qyy, - - - Y,) = ¢ Wenn yi4 -ty =1
Setzt man also bei beliebigen reellen x, die nicht alle O sind,

PR — (i=1,2 ...n),

so folgt die Behauptung (172).
Satz 157. Es sei Q(xy, . . . x,) = k2~1 a,x;x, eine quadratische Form

mit reellen oder komplexen Koeffizienten von der Art, daf der reelle
Teil von Q positiv definit ist. Ferner seien uy,...u, reelle Verin-

derliche. Damn st .

2@‘”9("‘1“'%,"-y"‘y.»"’“n) (173)
Bgy s Mg =
cine absolut konvergente Reihe, und sie stellt also eine Funktion
T(uy, . . . w,) dar. Diese Funktion ist mit Einschlufs aller Ableitungen
nach den w stetig und hat iiberdies in jeder der Variabeln u die Periode 1.
Die Reihe (173) heift eine n-fache Thetareihe.
Zum Beweise sei etwa mit @, der reelle Teil von @ bezeichnet.
Wegen Hilfssatz a) gibt es ein positives ¢, so daB

Qo(my + ty, - -y M, + u,) = c(my + w4+ - - - + (m, + u,)?).

Ferner ist
n
| g -nQ —me 3] (mi+ wi)?
; € = € g € i=1 .

. C c .
Wenn wir nun die reellen u; auf ein Gebiet u,|< o beschriinken,

so ergibt sich, unter K eine geeignete Konstante verstanden,

n

1 — 5 (2 — Y K
el g e Bl
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Wegen der fiir jedes ¢ > 0 giiltigen Ungleichung

[my [+ [ SV 4w < eVaimE+ -+ m3),
falls

mit o mE> L (174)
erhalten wir aber die Abschitzung

le ™| < exp{—me(1—cCVn)(m2+ - - + m,?) + K.

Nimmt man ¢ klein genug, so ist a =c(1 —&C}/n) > 0, und die Glie-
der der gegebenen Reihe sind daher (mit hochstens endlich vielen
Ausnahmen, die (174) nicht erfiillen) dem Betrage nach kleiner als
die entsprechenden Glieder der offenbar konvergenten Reihe mit

konstanten Gliedern
gl ) K

Die Reihe der absoluten Betriige von (173) ist daher gleichmiBig
konvergent, die Summe ist also eine stetige Funktion von u,...u,
Diese Funktion 7'(u,, . .. u,) hat in jeder der Variabeln die Periode 1.
Denn es geht z. B. T'(u, + 1, uy, . . ., w,) in die Reihe fiir T(u,, ...u,)
iiber, wenn man den Summationsbuchstaben m, durch m, — 1 ersetat.

Die gleichmiBige Konvergenz der Reihen, welche aus 7 durch
gliedweises ein- oder mehrmaliges Differentiieren nach den « entstehen,
sieht man auf dieselbe Art ein. Wegen

QUmy+uy, ..., m,+u,) = Q(my,...m,) + %gﬁl"‘m" U
+ Q(“l: ] “n);

geniigt es, die gliedweise Differentiation von
Zexp{ —zQ(my,...,m,) — 27?%“;;’”5%’
Myy .0y My Hik=

zu untersuchen. Durch Differentiation treten im einzelnen Gliede
Potenzprodukte von m,, ...m, und lineare Kombinationen von sol-

chen als Faktoren hinzu. Wegen |m| < el™ ist aber

i [+ +cy|m
‘mlc, . ”,L"c,‘l < ecll"'x n | | (cig 0)

und eine SchluBweise, wie die oben ausgefiihrte, zeigt dann die

. gleichmiBige Konvergenz der differentiierten Reihen, womit der Satz

vollstindig bewiesen ist.
Die Transformationsformel fiir die Thetareihen, von der im An-

fang dieses Paragraphen die Rede war, erhalten wir nun, indem wir
15*
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die Periodizitit der Funktion T durch ihre Entwicklung in eine
Fouriersche Reihe zum Ausdruck bringen, und zwar auf Grund fol-
gender Tatsache, welche wir aus der Analysis heriibernehmen:

Es sei ¢(u,,...u,) eine (reelle oder komplexe) Funktion
der reellen Variabeln u, welche in jedem Argument perio-
disch mit der Periode 1 sei. Ferner mdogen alle partiellen
Ableitungen von ¢ bis zur 2#** Ordnung stetig sein. Dann
ist ¢ in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickel-
bar: '

¢(/“/l’ ce un)fza(ml’ st m")e—zﬂi(mlul+"'+mnu”),
worin die Koeffizienten folgende Werte haben:

1 1

i :
a(my, ...m,) ———'/.' : ~fe O @ () Ay iy . e,
[} 0

Fiir n =1 pflegt dieser Satz in den Lehrbiichern der Analysis
bewiesen zu werden. Durch den SchluB von » auf n + 1 LiBt er
sich dann leicht allgemein beweisen.

Setzen wir hier ¢ gleich der Thetareihe, die ja die Voraus-
setzungen erfiillt, so ergibt sich fiir die Koeffizienten

1 + o0
a(my, ...m,) = f : ;feg”””“”‘*”'*’”"“") E ¢ T h skt gy
e/ .
0 ky,

iy kpE=—o0

worin zur Abkiirzung dU = du, du, - - - du, gesetzt ist. Hier vertau-
schen wir Summation und Integration, was wegen der gleichmi8igen
Konvergenz erlaubt ist, und fiihren dann in dem einzelnen Gliede
als neue Integrationsvariable w, — %, - - -, w, — k, ein. Dadurch ver-
schwinden die k,,...,%, aus dem Integranden, treten dafiir in den
Grenzen auf, und es wird

—k 41 —kp+1

Q Bri(myuy My ty) — Qg y )
"'(mv~~mn)=2, fﬁ n 1)
ek —k kg

Die Summe aller dieser Integrale schlieBt sich zu einem einzigen
Integral iiber den ganzen unendlichen Raum zusammen, und damit
ist bewiesen

Satz 158. Die n-fache Thetarethe

+ 0
~Q(my+ uyy -yt uy)
T(ug, - .- w,) =€ v et
Myy -y Mp=—00

gestattet die Darstellung
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+ 00
T('U/I, PPN un) =Za((m))e—sﬂt(mlurk'-.+mnun)’

Myy -y My = —00

wober
a(m)=a(m,, ...m,)

+o0
_ = Qg yUp)+ 2R (Mg Uy + - -+ My uy)
-—.f:-;/; du, du, . . . du,,
— 00

Fir @ wollen wir nun speziell gewihlte Formen einsetzen und
die Integrale alsdann auswerten.

§ 56. Die Reziprozitit zwischen GauBschen Summen in
' total reellen Korpern.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daB der algebraische
Zahlkorper k, in welchem wir die GauBschen Summen aus § 54
untersuchen, total reell sei, d.h. daB alle konjugierten Korper @
reell seien. Ferner bedeute a ein Ideal in k(<4 0), mit der Basis
&, ..., Alsdann verstehen wir unter ¢, ... ¢, » zunichst posi-

n

tive reelle Variable und wihlen die quadratische Form @ von Satz 158

Q(wb e xn) =21fp(al(mxl + e + an(P)xn)?‘?
p=

die ja offenbar positiv ist. Die zugehorige Thetareihe ist

9@, 25 0) =2exp{ — a}é;tp(y"’) + zp)“ }, (175).

uina

worin

2, = 211049@’)% (p=1,---n) (176)
q=

In der Reihe (175) durchlduft u alle Zahlen aus a genau ein-
mal. Die Fourierkoeffizienten a(m,, ... m,) aus Satz 158 haben
hier die Werte

0 "
a(my, ...m, =f . fexp{— “2 t,2, + 27zi2mpup}dU,
- p=1 p=1

wo die 2z, mit den Integrationsvariabeln w, wieder vermdge (176)
zusammenhingen.

In diesem Integral fithren wir nun die z, als Integrationsvariable
ein. Die Umkehrung der Gleichungen (176) ist

‘ z¢k=2:ﬂ,c(1”)zp (k=1,...n),
p:
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worin nach Satz 102 die Zahlen §,, ..
1 . . .

o5 o k bilden. Es ist dann

2”%% Z“"” wo (177)

k=1

. B, eine Basis des Ideals

A =2ﬂkmk eine Zahl aus 613’

a((m)) = | )Vd |f fexp —-ar2t 2,2+ 2azi2}.@)zp}dzl- - dz,.
p=1

Nun ist fiir positive ¢ und reelle 1

too . iz
C—nt4+2mids e t:o,”(z_'f)z T
‘/e dz=e ! [e tde="—_, (178)
.
— g Vi

wobei J/¢ den positiven Wert bedeutet. Der Koeffizient @ ist also
ein Produkt von # solchen Integralen, und damit erhalten wir schlie8-
lich aus dem Satz des vorigen Paragraphen:

Sate 159. Die durch (175) definierte Thetareihe gestattet auch die

Darstellung
8(t,2;0)— { nZ“"”f —2mi Dz, (179)
p=1

N@ >in|Vt

U‘

a

Hierbei  durchliiuft auf der rechten Seite A alle Zahlen des Ideals

a_lb' n k.

Man erkennt nun sofort, daB diese Gleichung auch fiir nicht
reelle ¢ gilt, wenn nur der reelle Teil von allen ¢, positiv ist. Denn
dann ist auch der reelle Teil von -tl— positiv, und die Reihen auf

. . p
‘E)elden Seiten der Formel stellen wegen der gleichmiBigen Konvergenz
in ¢ reguliire analytische Funktionen von ¢, ... ¢, vor, welche re-
gulir sind fir R(z) >0 (p =1, ... n). Die obige Formel gilt also
auch fiir beliebige ¢, welche der rechten Halbebene angehdren, wenn
man unter }/%, diejenige hier eindeutige analytische Funktion versteht,

welche fiir positive ¢ positiv ist, deren Amplitude also zwischen —-Z

T 4.
und + 1 liegt, und wenn man setat

Vi =V Vi VE
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Indem wir 7, = - - - = 2, =0 nehmen und { an Stelle von a schrei-

ben, schlieBen wir aus Satz 159 h
Satz 160. Fiir die Funmktion von &, .. .,1t,

() = 006,05 ) = Sexp | — = S u07)
uin =
besteht die Transformationsformel

1 11 N
M i e T Ay — 3 - o . 180
8 N(f)lleVt,--w,,a(t ’ “’) (
Weiter entnehmen wir aus Satz 159
Hilfssatz a): Es ist

im Vi 1 unabhi
}Ln(.)l Vit 9@, 2;0) = T )Vd’ unabhiingig von 2z,

wenn die komplexen Variabeln ¢, ... ¢, gleichzeitig so gegen Null

konvergieren, daB die reellen Teile von -t-l— positiv ins Unendliche
P
wachsen.
. . . . 1\ .
Bezeichnen wir nimlich die kleinste der » Zahlen R (71;) mit 7,

80 ist

oxp|—= 2%”””” < exp | nr S0) < R

p=1
wenn ¢ eine nach (172) geeignet gewihlte, positive von den ¢, un-
abhingige Konstante ist. Die Summe auf der rechten Selte von
(179) mit AusschluB des Gliedes m,=---=m,= 0 ist daher dem
Betrage nach

+ o »” o n -nrc n
é( 23—7”6"‘2\)" 1 <(1+226—ﬂrcm> (1+ -—nrc>_1’
M = — m=1

woraus fiir lim r = oo der Hilfssatz a) folgt.

Die Formel (180) wird uns jetzt die gesuchte Beziehung zwischen
swei GauBschen Summen in k liefern, wenn wir in ihr f =1 neh-
men. Es sei o eine von Null verschiedene Zahl in %, Do habe den
Nenner a, den Zihler b:

o=, (8,8 =1

Wir setzen in (180)
t,=z—2i0®, f=1,

wo z eine positive GroBe ist.
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Und nun bestimmen wir nach Hilfssatz a), wie sich die beiden
Seiten von (180) bei Anniherung an x = O verhalten.
Zunichst ist

#(r — 2im; 1) =2exp{— 752(.75 — 210 @)y @2 }
14 p=1 L

emoda vina

= Zez”is('""z)Zexp { —x x (v® + 9“’))2}'
p=1

Denn p = v + ¢ durchliuft alle ganzen Korperzahlen, wenn ¢ ein
volles Restsystem mod a und » alle Zahlen aus a durchliuft. Hier
ist die innere Summe iiber » wieder eine Thetareihe, also

(@ — 2iw; 1) = JEC 5 (4 0. q).

gmoda

Und nach Hilfssatz a) ist dann endlich

. . C(w)

lim 2 — 2iw; 1) =— =

lim & o (x tw; 1) yolal’

wo C(w) die GauBsche Summe aus § 54 bedeutet.
Ebenso ermitteln wir das Verhalten der rechten Seite in (180)

bei z =0. Es ist

(181)

t, 2a® » o 20P (z—2¢a®)’

und daher ist der reelle Teil von ;1—
b4

1 4P

()= "

er wichst also fiir £ — O i{iber alle Grenzen. Wir verstehen weiter
unter ¢ ein ganzes Hilfsideal, so daB

¢d ein Hauptideal, ¢b =0 und (c,2b)=1.

Die Zahlen aus -;— erhilt man dann in der Form %, wo u alle
Zahlen aus ¢ durchliuft. So kommt

7
1.1 i\ s
?(e3 ) = Dexp) =2 (e, + ) -
tinc p=1
Es sei jetzt
be? a
b, der Nenner von: Tas = 15" (182)
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Dann setze man in dieser Summe g = v + ¢, wo ¢ ein volles Rest-
system mod b,, welches durch ¢ teilbar ist, und v alle Zahlen von
b, ¢ durchliuft, und man erhilt

2

2(15 1) = e lelie) Sexp| -2 300+ @w)z}

emod b, vinh, ¢ p=1
e7=0(c)
o€
= Zemmls(m)ﬁ (—;3 , 03 blc) .
emodb,
e==0()
Nach Hilfssatz a) ist also, wenn z, d. h. 7,, gegen Null konvergiert,
T T (11 4
ilfﬁ V N@)® ﬂ(t ’ b) N ZIN
wo zur Abkiirzung steht ( )
amis(L
A= D¢ Nwr). (183)
ggﬁl
0=:0(0)

Nach der Festsetzung der Bedeutung der Wurzelzeichen ist

1 T, -t 1
lim 7 |/ i = -
=0 ;w V ey = vgan

so daB wir auch schreiben koénnen

11 [N2wd)|
)= N0V 4 (184)

Wenn wir dann endlich in der Transformationsformel (180), wo

n
imzefof(l.l
ixgw ﬂ(t’b

f =1, nach Multiplikation mit z* die GroBe « gegen Null konver-
gieren lassen und beriicksichtigen, daB im Nenner

n{ (sgn o+ sgno®+ ... sgn ™)

lim)/(z—2i0®)--(z—210®) = | N(2a)|e ,
z=0

so folgt aus (181), (184) und wegen |d| = N(D):

C@) _ (y7]. VNG | T sesme
v~ YVl a4
o (s Snon)

VN@| | NE | - (Slsgn @) = sgn
Die GroBe A ist nun ebenfalls eine GauBsche Summe, und zwar ge-
hort sie zum Nemner b,. Bedeutet nimlich «-eine ganze durch ¢
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teilbare Zahl, so daB i: zu b, prim ist, so kann man in (183) ¢

durch go ersetzen, und dann ¢ ein volles Restsystem mod b, durch-
laufen lassen, und daraus erkennt man, da8

4=c(- -"—f‘—’).

40 0°
So ergibt sich endlich, wenn man —;— = y setzt,
Satz 161. Zwischen Gaufschen Summen besteht die Reziprozitit
C@) _ ’VN@’E»’)'l —S(mw)C(_ )
V¥ N, | to® /"
Hier bedeutet a den Nenner von dw, b den Zihler von dw, ferner ist
b, der Nenner von fs und p st eine beliebige Korperzahl, so dap dy
ganz und zu b, prim ist.
Das Beweisverfahren, welches wir eben kennen lernten, wird
durchsichtiger, wenn es erst fiir den speziellen Fall ausgefiihrt wird,

daB die Differente d des Korpers ein Hauptideal ist, weil dann die
Einfilhrung eines Hilfsideals ¢ iiberfliissig wird.

§ 67. Reziprozitiit zwischeh GauBschen Summen in
beliebigen algebraischen Zahlkorpern.

Der Zahlkorper & vom Grade n sei jetzt beliebig; die Nume-
rierung der Konjugierten sei wie in § 34 getroffen, so daB fiir alle
Zahlen y in k

u® reell fiir p=1,2--.r

p® konjugiert imagindr zu p®+m) fir p = +1, - - ry + 7.
Wir betrachten jetzt die zu einem beliebigen Ideal a (4= 0) von %
gehorige Funktion

¥(t,2,050) =§exp{— nz:[tp |u®) + 2, — 2i 0@ (u® 4 zp)z]}, (185)
Wina »=

worin p alle Zahlen von a durchlduft und die Zeichen folgende Be-
deutung haben:
tp>0 fir alle p=1,... %
bppry =0, fir p=r; + 1, ...1 + 1y,
2y, 0@ reell fir p=1,2,... 1

1

12 2
P+ . . N e » e
0@ +:,)} konjugiert imaginir zu o firp=nr+1,...n+ 7q.
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Bedeutet wieder o, - - «, eine Basis von a, und setzen wir

K =2°‘k(p)“ky w® = \"‘k(p)mk’ (186)
k 1
worin dann die u,, . .. u, reell, die m,...m, ganze rationale Zahlen
sind, so erkennen wir, daB der in (185) auftretende Exponent eine
quadratische Form von m, + %, ...m,+ u, ist, deren reeller Teil
positiv definit ist. Mithin ist die Reihe konvergent, und es kann
auf sie Satz 158 angewendet werden.
Der Fourierkoeffizient hat hier folgenden Wert:

+oo
a(m)y=["--f° exp{— x 31, 2, P 20005~ 2im,u, | U, (187)
— o p=

worin die 7, ...z, mit den Integrationsvariabeln u,, ...u, wieder
durch (186) zusammenhiingen. Driicken wir die u durch die # aus, so
nimmt der Exponent wegen Satz 102 wie bei der analogen Formel
im vorigen Paragraphen folgende Gestalt an:

n
— npé[tplzpl“’— 2i0®g?— 2020z ],

n‘ . 1 .
i =g Bim eine Zahl aus . ist,

und die B eine Basis von Eli{ bilden, definiert durch
2[3 0, — { 0 fiir g%k
el 1 fiir ¢ =F.
p=1

Als reelle Integrationsvariable an Stelle der u filhren wir nun die
reellen und imaginiren Teile der # ein: Wir setzen

2, =x,+ 1
»= %ty | p=r+1,...r 47,

Zyy,, =Ly 1Y,
und
2, ==, p=1,.

Die Funktionaldeterminante der w,,...w, nagch den x, y hat, wie
schon in § 40 benutzt wurde, den Betrag

P
o 188
Nyl (188)
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und der Exponent erhilt die Gestalt

Ty
— mZ(tp— 2i0®)z?
p=1

— 12[215 (x,2 + 9,0 — 26(0P(@, + iy, + @ (x, — iy,))]
p=n+
77,
+2am2,1(")x + 2:;&2[1(1’)(@ +iy,) + l(l’)(x —iy,)].
p=rn+1

(Der Querstrich bedeutet wieder die konjugiert imaginire GriBe.)
Das Integral (187) geht durch diese Substitution in ein Produkt
von r, einfachen Integralen nach je einer der Variabeln z,, ...z,

und ein Produkt von 7, Doppelintegralen nach den r, Paaren z,,

y, tber.

Wir erhalten fiir p=1,...1,
" 7 '2_2(}?;@5)
ljo:exp{—ac(t — 20224 2xiAP)x ) dx = th,-—z:&"’ie P - (189)
Die Wurzel ist dabei mit positiv reellem Teil zu nehmen.
Die Doppelintegrale sind von folgender Gestalt:

400
J =.// exp{— 2x¢(2* + ¢*) 4 2wi(w @ + iy’ + 0@ — iy)?*
+ 4@ + iy) + Az — iy) }dady.
Ist nun hier @ = 0, so ergibt sich als Integralwert, wie eben:
- ST” ja)2
J=2£t , wenn o = 0.

Ist dagegen ® <+ 0, so bringen wir die quadratische Form von z, y
in die Gestalt einer Quadratsumme durch Einfihrung der reellen
Variabeln u, v:

Vo (r +iy) =u + iv

Vo(z —iy) =u —iv.
Dabei wiihlen wir Y@ irgendwie fest, aber Vo als konjugiert ima-
ginér dazu. Fiir die Funktionaldeterminante erhilt man

o, y) 1 1

0w 0~ YaVa ol

und der Exponent im Integranden lautet nun
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— 2wt “|+v + 4nwi(u? — 2)~y—2m( = (u—l—w)-l—~ (u——-w))

=< 2“|t+4m)u+2m -i- 1—/;)

|@ Vo
(=12t =) o4 22 (2 — 5L )o.

Dadurch ist J als Produkt zweier einfacher Integrale dargestellt, und
zwar findet sich

1 2wt 271 ST
= é_l/iil:”ﬂmil*exp{_t’-l-4 [w]|? !1‘2 - tt 4 iwp(lzm + l20’)} (190)
eine Formel, die ersichtlich auch noch *fiir @ — O richtig ist.
Wihlen wir in diesem Ausdruck 1 und o reell, so wird der Ex-
ponent gerade das Doppelte von dem in (189) rechts auftretenden
Exponenten.
SchlieBlich ergibt sich so fiir a(m,,...m,) der Wert

. ®)|2 (0)250)
a(ml,...,mn)=N(a)|V7‘”W(t’ ) ex { ngf u' ' +275@21 % }

tp
"o T G A e®] l
— ®
w® = tp? _i_’]fjl';;@)_’z
ry+ 7o o B . (191)
Wt o) = ﬂl/t —210® . []V1 + 4|0®
p=r+1

AP — Zlﬁq(‘")mq
q =

Die Quadratwurzeln sind dabei mit positiv reellem Teil zu nehmen.
Wihlen wir die #,...2,, d. h. anch u,,...%, in (185) gleich

n

Null, so erhalten wir zuerst aus Satz 158 die folgende Transforma-
tionsformel:
Satz 162. Fiir die durch (185) definierte Funktion gilt die Trans-
formationsformel
*ﬂ'(t, 0, @3 f) =

1 1 .
NGO ) 0, % 1 192
NVl W, w)a(t’ » %3 fb)’ (192)

wobei der Zusammenhang zwischen t, ® und v, x durch (191) ge-

geben 1st.
Um das Verhalten der beiden hier auftretenden Thetareihen bei
Anndherung an f,=14,-.-=¢ =0 zu ermitteln, miissen wir das
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Verhalten von & (¢, 2, ; f) an diesem Punkte kennen. Das wird be-
stimmt durch

Hilfssatz a): Es seien 6,(¢,), 6,(%,), - . . 6,(¢,) solche Funktionen
resp. von t,...%,, daB 6,, =6, firp=nr+1,...7 47, und
6, reell fir p=1,2...r,. Dann gilt, wenn die ¢,...%, gleich-
zeitig gegen O konvergieren,

1
hm tly...t,0(t 2, t- o R
Vb o D= wolvar
also unabhingig von den z, falls

:]:ino 6,(t,) = 0.

Zum Beweise haben wir auf die Reihe nur Satz 158 anzuwenden
und den oben gefundenen Wert der Koeffizienten a einzusetzen Es
ist nimlich danach, wenn wir an Stelle der m,, ..., m, die Zahl 2
als Kennzeichen des einzelnen Gliedes wihlen, ‘

8z élw)’p
8@, 2, t- 0 f)——MZb(l)e p=1 (193)
unf_b
mit den Werten

1
N{lya|lw, to)
_ e O~ AP2g
b(l) h exP{ 7I:Z’tzn(l‘l' 4|‘71)|2) — 2ai tp(1+ 471{,7;?-)} '
=1
Nun ist ’

o i Ve, 1
t ...t - =
Vot M= ool e, 5 ~ NGOVl

und wenn wir in der Reihe (193) das Glied mit 2 = O auf die andere
Seite nehmen, ergibt sich die Ungleichung

_ LA
12, ...) — M| <M2exp{ tp(1+4|5p4’)}’
lin p=1
fo
140
aus welcher dann wie im vorigen Paragraphen die Behauptung von
Hilfssatz a) abzulesen ist.
Nun gelangen wir zur GauBschen Summe, wenn wir in (192) o

gleich einer von O verschiedenen Zahl aus % und f = 1 nehmen:
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b .
0=, (a,0=

Es ist . )
9@, 0, 03 1) =€t 9, 05 a).
o mod. a
Nach Hilfssatz a) wird also
im Ve ) C@ 194
}Ln; V...t 8 0, 05 1) N[V (194)

Zur Untersuchung der rechten Seite von (192) fithren wir ein ganzes
Hilfsideal ¢ ein, so daB

¢-D=20 eine Zahl in k, (c, 4b)=1.
Es sei weiter

a
b, der Nenner von -

Nun folgt wieder unmittelbar aus der Definition der Thetareihen

’&(1; 0, ; ;") =a(‘§;2!’ 0, ;’:; c) =20(g|2) () d" b C)

gmoc‘i).(ﬁ),
0==0(
Nach (191) ist nun
—aw 1 tp*
*®) = it to® " " ha® + 10P (40P )
1 tp
%(p)= T To® + ‘Epﬁp, WO 6p = m,

”(szl‘” 0 43 bl°)=8(|ai” 0, 4ma=+an b °>

I PR )

ERR ) 32)

Auf diese letzte Thetareihe ist wieder Hilfssatz a) anwendbar, wenn
wir die ¢, d. h. = gegen O konvergieren lassen, wo sich ergibt

m l/th(a):”ﬁ( 0, x; ;) N(b c)|Vd} 2 —2nss 4 32) (195)

—o(c)
Die letzte Summe ist wieder, wie am SchluB des vorigen Paragraphen

bewiesen wurde, C (—TZ;) , wo y eine beliebige Zahl aus k ist, fir

welche
by ganz und zu b, teilerfremd ist. (196)

Die Gleichung (195) 5Bt sich dann schreiben
lim V. 1,9z, 0, % = \N(“)le o(7L) (1)
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Wenn wir endlich in der Transformationsformel (192) nach Multi-

plikation mit V4, ..., alle ¢ gegen Null streben lassen, und beriick-
sichtigen, daB .
e
lim W(t, 0) = | VN @a)le & 7,
t=0
wo
S(sgn @) = sgn @® + - - - + sgn o), (=0, wenn 7, = 0), (198)

so erhalten wir aus (194), (197):
Satz 163. Fiir Gaufsche Summen in k besteht die Reziprozitdt

Cw) _ |YNED
VN@ | Vo)

e’a?s(sgnw) C("" 72) . (199)

do

Hierbei sind a,b ganze teilerfremde Ideale, @ = aib’ b, ist der Nenner

von 1%, und y und S(sgn @) sind durch (196), (198) erkldrt.

Diese Gleichung stimmt formal mit der am SchluB des vorigen
Paragraphen iiberein, wo sie aber nur fiir total reelle Korper be-
wiesen wurde.!)

§ 58. Die Vorzeichenbestimmung der GauBschen Summen im
rationalen Zahlkorper.

Die Formel (199) ermdglicht uns nun schon die Wertbestimmung
der GauBschen Summen. Wir wollen in diesem Paragraphen jetzt
diese Bestimmung fiir den rationalen Zahlkirper vornehmen und
damit die am SchluB von § 52, Satz 152 aufgeworfene Frage er-
ledigen.

Die Differente von k(1) ist 1.

Wenn also a, b teilerfremde ganze rationale Zahlen sind, so ist

o(2)= e

nmod.a

Fiir ungerade a sagt die Reziprozitdtsformel Satz 163

1) Ohne die Thetafunktionen, nur durch Benutzung des Cauchyschen
Integralsatzes, hat L.J. Mordell (1920) diese Reziprozititsformel fiir qua-
dratische Korper bewiesen: On the reciprocity formula for the Gaub’s sums in
the quadratic field, Proc. of the London Mathem. Society, Ser.2. Vol. 20 (4).
Eine verwandte Formel findet sich schon bei A. Krazer, Zur Theorie der mehr-
fachen GauBschen Summen, Weber-Festschrift (1912).
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C(_}_) 7—!-isgna % sgna

1
a e —a e za
B I
Val  2ly2l 4 22 ¢ ¢

amod. 4
OZY) =2(1+eF) =201 + - i) = 2(1 - i9)
e?sgm Kg (1 + i sgna)
°(z)

Val

: i
1 —_—
c(7) =]/(— 1)® g, fir a>0,
wo die Wurzel positiv bzw. positiv imaginir zu nehmen ist. Anderer-
seits ist fiir Primzahlen @ nach (171), Seite 223

o(2)-ZE

nmod.a

1, wenn a > 0,a =1(4)

1
= (1+7dsgna) (1 —i) = {
2 ) i, wenn a > 0, a = 3(4)

Fiir eine ungerade Diskriminante @ = d ist aber nach (127)

(—Z) = (%) fir n > 0.

Also ist fiir ungerade Primzahldiskriminanten a

ey i lel=t /0 dalet __
2 = Ggma) T Y 1) el =Va,

wo die Wurzel positiv bzw. positiv imaginér zu nehmen ist.
Fiir ungerade Korperdiskriminanten d ist daher die GauBsche
Summe G(1, d) aus § 52, GL (150)

G(1,d)=1Vd, wenn d eine ungerade Primzahl,  (200)

mit }/d gleich einer positiven oder positiv imaginiren GroBe.
Sind nun weiter d,, d, zwei ungerade teilerfremde Diskriminanten

so ist nach § 52
G(l, dld2) =2‘ (ZZ) (T:;) 627!."7135;’

nmod.d; d,

d2| d1 Y ’gndxr_}sgn_d_ﬂ
= (&) (Ldg')(’(l’dl>G<1,de)=‘<—l> P G(Ld)G(L,dy).

1

Hieraus folgt, daB, wenn (200) fiir zwei ungerade teilerfremde Dis-
kriminanten d,, dy gilt, sie auch fiir das Produkt richtig ist. Mit-
hin gilt (200) fiir jede ungerade Diskriminante.

Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 16
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SchlieBlich sind noch G(1,—4) und G(1,+ 8) zu berechnen.
Wir finden i
G(1,—4) = 2i, G(1,8)=2|V2], ¢, —8)=2i[y2|. (201)

Ist endlich u eine ungerade Diskriminante, g eine Diskriminante
ohne ungeraden Primfaktor, so ist wieder nach (152), (153) in § 52

G(1,q0) = (L) (5) 61,9 61, )

sgng—1 sgnu-—1

=(=1 e G(1,9) G(1,w),
woraus endlich mit den Werten (201) folgt:

Satz 164. Die Gaufschen Summen G(1,d) fiir die Diskriminante
d eines quadratischen Zahlkorpers haben den Wert

G(1,d) = Vd, mit positiver baw. positiv imagindrer Wurzel.

Der Zahlfaktor ¢ in der Klassenzahlformel von Satz 152 hat daher,
wie dort schon angegeben wurde, den Wert + 1.

§ 59. Das quadratische Reziprozititsgesetz und der erste Teil
der Ergiinzungssiitze,

Nunmehr gehen wir zur Herleitung des quadratischen Reziprozitéts-
gesetzes fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkorper aus der Formel
(199) tiber. Wir definieren zunichst:

Eine ganze Zahl in k heiBt primiir, wenn sie ungerade und dem
Quadrat einer Zahl aus k nach dem Modul 4 kongruent ist.

Eine Zahl « in % heiBt total positiv, wenn unter ihren Kon-
jugierten die r, Zahlen o), ... «() positiv sind.

Wenn alle konjugierten Korper zu k nicht reell sind (r, = 0),
so heiBt also jede Zahl in k total positiv. Auch darf man nicht
ibersehen, daB die Aussage ,« ist total positiv“ erst in bezug auf
einen gegebenen Korper, welcher « enthélt, einen Sinn hat. Z. B.
ist — 1 in k(1) nicht total positiv, wohl aber im Korper %(3).

Um den einfachen Grundgedanken unseres Beweises zu erliutern,
machen wir nun zuerst die vereinfachende Annahme, daB
die Differente D des Korpers % ein Hauptideal (im weitesten Sinne)
ist, d. h. es gebe eine Zahl 0 in %, so daB

(8) = b.

 Nun seien «, 8 zwei ganze ungerade teilerfremde Zahlen. Wir
setzen in (199)
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1 1
m=&_ﬁé’ Y= a=af, b=1, b =4

1 ni .

Aea) _ emers )
VNep|  [VNE)| 49

Uberdies ist nach (169) und Satz 155

1 o 1 1 :
¢ (aga) = (5) (2) () Cs):
Nehmen wir nun an (was nachher allgemein bewiesen wird), daB
alle GauBschen Summen mit ungeradem Nenner und auch alle mit
dem Nenner 4 von O verschieden sind, so konnen wir auf jede der
drei vorkommenden Summen die Reziprozititsformel anwenden und
erhalten

<_"‘_) . (ﬁ_) _ eZ‘IiS(sgnaﬁo—sgnaJ—sgnﬁd) _C!i%ﬂ@ (202)

- —F
(%) (%)
Ist nun mindestens eine der beiden Zahlen o, 8, etwa o« primir,

so ist nach (168)
(@) =) o) =c()

und aus (202) folgt fiir «ff =1
°(z1)

- %i S(sgn r)').

. 2 [0)
So “erhalten wir
<_g£_) . (ﬁ) _ e’%—‘s(sgna(}d—sgnad—-sgnfm_,.sgmy) '
g o

Es ist aber fiir reelle «, 8, 0

sgnefd —sgn ad —sgn f0-+sgn 0= (sgna—1)(sgn f—1)-sgn 0=0(mod.4)
daher

1
ysgn P g sgn ﬁ‘p)——l

et 2 2
o ﬁ (1) p=1
(3)- (D =V
Und dies ist das quadratische Reziprozititsgesetz fiir zwei
ungerade teilerfremde Zahlen, von denen mindestens eine primir ist.
Wir lassen nun jede besondere Annahme iiber denen Korper % fallen.

Der allgemeine Fall, daB die Differente von k& kein Haupt-
16*
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ideal ist, wird dadurch formal komplizierter, daf wir noch akzes-
sorische Hilfsideale in den Beweis hineinziehen miissen.

Hilfssatz a): Alle GauBschen Summen, die zu ungeraden Nennern
gehoren, sind von Null verschieden.

Ist nimlich C(@) eine Summe, zum ungeraden Nenner a gehdrig,
go erhilt man alle Summen vom Nenner a in der Gestalt C(xw),
wo % ein reduziertes Restsystem mod a durchliuft. Denn gehort
C(w,) auch zum Nenmer g, so liBt sich die ganze Zahl x so be-
stimmen, daB d(xo — w,) ein ganzes Ideal ist, und hierfiir ist nach
(168) O(xw) = C(w,). C(xw) unterscheidet sich aber nach Satz 155
von C(w) nur um den Faktor + 1. Also geniigt es, das Nichtver-
schwinden einer einzigen GauBschen Summe, die zu dem Nenner a
gehort, nachzuweisen.

Man wihle zu a ein ganzes ungerades, zu a teilerfremdes Ideal ¢,
so daB
ach =x eine ganze Zahl in k.

Die Summe C (;7) 158t sich nach (169) als Produkt von drei

GauBschen Summen, resp. zu den Nennern 4, a, ¢ darstellen. Folg-
lich ist es zum Beweise unseres Hilfssatzes ausreichend zu zeigen,

daB 0(4—1;)+0. Dies aber folgt aus (199) fiir =;—1i, da die Summe

rechts zum Nenner 1 gehort, also =1 ist.

Hilfssatz b): Jede GauBsche Summe, die zum Nenner 4 ge-
hort, ist 5= 0.

Denn sei a ein ungerades Ideal, so daB ad eine Zahl x ist. Fiir
jede ungerade ganze Zahl p ist dann nach Hilfssatz a) C(f;) =|= 0
nach (199) ist daher auch

o(T*E) +o.

Ist aber ¢ irgendeine Korperzahl, so daB dg den Nenner 4 hat, so
gibt es ein ganzes ungerades g, wofiir

b((p-!— 72&) ein ganzes Ideal;
wegen .
S
C(p) = C(.._.Tzi‘ﬁ)

ist daher auch C(gp)=+ 0.
Nunmehr seien o, 8 ganze ungerade teilerfremde Zahlen in .
Es sei
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0= %, wo b ganz, ungerade und zu «f teilerfremd.

Nach (169) und Satz 155 ist
ol =c(Z) o(P) - (F)(D e eF)
)

p
(%)
() (@)= ey (20
()
Auf jede dieser drei Summen werde nun Satz 163 angewandt. Da-
bei ist b, = 4b und

‘C(%) ) C(fﬁe) - 1 C(:_Zza:ﬁ) 0(:4%;@) . %—is(sgnma“snwﬂ-'gnwaﬁ)‘
() (=)

Hier driicken wir J/N(8b) wieder durch eine GauBsche Summe aus,
indem wir in dieser Gleichung « = =1 nehmen, wodurch die
linke Seite 1 wird, und durch Einsetzen ergibt sich

(2 0G)_ ¢, 5o L)
Do o)

[}
(5
«f
ni
. S(sgnwa + sgnwp — sgn wa  — sgn w)

v(e, f) = e

von ® ganz unabhingig ist, da fir reelle o, «,

(204)

worin nun

sgnoe + sgnwp — sgn weff — sgn @ =—sgn o(sgna—1) (sgnpg—1)
durch 4 teilbar ist und folglich

”
Y’vsgﬂ o® 1 sgn pP 1
2

e 2
v(e, B) = (— 1)~ : (205)
Die Abhiingigkeit der rechten Seite in (204) von dem akzessorischen o
machen wir dadurch ibersichtlicher, daB wir jede der GauBschen
Summen vom Nenner 46 in zwei vom Nenner 4 bzw. b zerspalten.
Man stelle nimlich y als Quotienten ganzer Ideale dar, etwa

y=~%, wo (c,4b) =1,

und wihle ein ganzes Hilfsideal m, so daB
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7! mc!
bm — u ungerade; p'~ = -~ werde — x gesetut.

Nach (169) und Satz 155 ist dann

— i\ (% __ e\ o = dna _( —xpa 4

o) = o) = o) o) = ) o) o= 5)
und drei weitere Gleichungen ergeben sich, wenn wir hierin ¢ durch
1, B, «f ersetzen. Ferner ist »u — w6®, wo ¢ = mc eine ganze Zahl

ist. In den Summen mit dem Nenner 4 darf also xu durch o er-
setzt werden. So ergibt sich schlieflich aus (203), (204)

— 0o

ST e L v 206
(5) (&) =@ p o) o2 (206)

worin- @ nun eine beliebige Korperzahl ist, wofiir bw ganz und un-

gerade.
Setzen wir hier voraus, daB mindestens eine der beiden Zahlen
«, B primir ist, etwa «, so ist nach (168)

(=39 = o oEE) ol
und daraus folgt

Satz 165. (Quadratisches Reziprozitatsyesetz): Fir zwei un-
gerade teilerfremde ganse Zahlen «, B, von denen mindesiens eine pri-
mar ist, gilt

Lagnal® -1 _sgnpP —1
(i) . (ﬁ) - (- 1)::2=: ?
[ «
Die Einheit rechts ist sicher -+ 1, wenn mindestens eine der
beiden Zahlen «, B total positiv ist.

Hieraus schlieBen wir insbesondere fiir die Restcharaktere von
gewissen ausgezeichneten Zahlen: Es sei § eine Einheit oder das

Quadrat eines ungeraden Ideals, so ist jedenfalls (—;—) =+ 1 nach

Definition fiir jedes ungerade teilerfremde «. Wahlen wir nun « so,

daB
o« =ac® und o« total positiv und primir,

so ist nach Satz 164

d. h.
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Satz 166. Jedes ungerade Ideal o, welches durch Multiplikation
mit einem Idealquadrat zu einer total positiven primdren Zahl ge-
macht werden kann, hat die Eigenschaft:

&
() —+1
fiir alle Einheiten und Idealquadrate ¢, soweit sie su o teilerfremd sind.

DaB dieser Satz auch umkehrbar ist, wird erst im nichsten
Paragraphen bewiesen werden.
o

Die GL (206) gibt iibrigens in jedem Falle den Wert von () (£),

wenn «, f ungerade nicht primdre Zahlen sind. Setzen wir mit
festem ’
(]
C(Ia)
r(e) =-— ==

(%) ’

(o) = r(es), wenn e, = a,£* (mod. 4)

so 18t

fiir irgendein ungerades £; und (206) geht iiber in
@ BY_ r(@)r(p)
(7) () =20y (207)
giiltig fiir alle ungeraden teilerfremden e, f.
Der zweite Ergiinzungssatz bezieht sich auf den Fall, daB die
eine der Zahlen «, # nicht mehr ungerade ist.
Es sei die ganze Zahl A in zwei solche Idealfaktoren I-1 zer-

legt, daB t ungerade ist, wihrend [ keinen ungeraden Primfaktor

enthilt.
=1, (1)=1

« sei eine zu 4 teilerfremde ungerade Zahl, o = %, (6, 2¢d) =1.

Aus der nach Satz 155 richtigen Gleichung

(1) A ®
o() =)o)
schlieBen wir unter Anwendung der Reziprozitit (199)

O = s
(€)- o) o529 V@]

4o

(208)

insbesondere hieraus fiir ¢« =1
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'; 1— C(:_"’y%) "gm:z: . (209)
o(7) [VN®|

Nun ist wie im vorhergehenden Beweis, weil 41 und b teilerfremd
sind,

O = O o) = () o(=£) o[,
o2 OLECERE
und wieder speziell fiir ¢« = 1, wenn wir dividieren,

(52 o) el

o(35) | "(_fu) .0("_{'&)

— 7’ -y’ —npa\ (—xp
0(1‘(;[) - 0(40)1) . O( 42 )0( 4 ) (210)
— i — ¥ — % — AR
o) o) ) o)
wobei wir zuletzt noch xu durch @ ersetzen konnen. Indem wir
(210) durch (209) dividieren und (208) anwenden, finden wir

— oo — 0
o) o),
— — oo
o) (=)
Die GauBschen Summen mit dem Nenner 41 — 4[r lassen sich aber
wieder nach (169) auf solche vom Nenner 4 und t zuriickfiihren

Dann wihlen wir Hilfsideale m, n, welche ungerade und zu re prim
sind und wofiir

(2) =G »- (211)

i
M=1m, o=r1n, 6 =" =mn,
so 1st
—e8 (T ey _ o(—@%ex\ o r_%}i,‘?_",_f‘)
0( 41)—‘(/<4119)‘0( 41, ) ('( 4

- ()5 o) = () 0(5r o=
Setzen wir endlich hierin « = 1 und tragen die Resultate in (211)
ein, so erhalten wir
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o ist hierbei eine beliebige ungerade, durch v teilbare Zahl. Diese
letzten Summen hingen nur noch von dem Verhalten von & mod. 41
ab. Wihlen wir insbesondere « als quadratischen Rest mod. 41, so
ergibt sich

Sate 167. Ist [ ein gamzes Ideal ohne ungeraden Primfaktor, i eine
ganze Zahl mit der Zerlegung A = [t, wo t ein ganzes ungerades
Ideal, so gilt

Zsgna(®) —1 sgni® —1

2 B 2
()= 7

wenn die ungerade Zahl o quadratischer Rest mod. 41 und zu A teiler-
fremd ist. :

§ 60. Relativquadratische Korper und Anwendungen
auf die Theorie der quadratischen Reste.

Wir betrachten jetzt den Kérper K — K(J/u, k), welcher durch
die Quadratwurzel aus einer Zahl y in % relativ zu & erzeugt wird.
Fir ihn gelten die Sitze aus § 39 mit | = 2. Es ist zweckmiBig,
einen Restcharakter einzufiihren, welcher etwas von dem quadratischen
Restsymbol abweicht.

Definition: Fiir ein beliebiges Primideal p in %k werde gesetzt

1, wenn p in K(}u,k) in zwei verschiedene Fak-
toren zerfillt,

Qu, p)=1{—1, wenn p in K(Vu, k) unzerlegt bleibt,
0, wenn p in K(Vu, k) das Quadrat eines Primideals

wird.
Nach den Ergebnissen von § 39 ist dadurch Q(u,p) fiir alle Prim-

ideale definiert, wenn u, aber nicht )/u zu % gehort. Uberdies ist
Qu, p) = (%) , wenn p ungerade und nicht in u aufgeht. (212)
Q(ue?, p) = Q(u, p) fiir jedes @ + 0 in k.
Wir setzen ferner fiir beliebige ganze Ideale a(+ 0) in %
Qs 0) = @, p)™ - Quy pa)* - -+ Q1 )™, (213)

wenn a die Zerlegung hat
a=p"... pmam
und fiir jede Quadratzahl u?in k

Qv a) = 1.
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Hiernach ist also fiir zwei ganze Ideale q,b in %

Q(u, a b) = Q(u, a) - Q(u, b).

Endlich ist fir ungerade a, die zu den ganzen Zahlen g und »

teilerfremd sind, ‘
Quv, a) = Q(y, a) - (v, ).

Im rationalen Zahlkdrper wire die Einfilhrung dieses Symbols iiber-
fltissig, da man hier die Zahlen y immer von unndtigen quadratischen
Faktoren befreit voraussetzen kann, wihrend in anderen Korpern,
falls die Klassenzahl gerade ist, g auch noch akzessorische quadratische
Faktoren haben kann, die sich nicht vermeiden lassen.

Mit Hilfe des Symbols @ 1aBt sich die Zetafunktion von K durch
die von % und eine weitere Reihe ausdriicken, wie es in § 49 fiir
den quadratischen Korper geschehen ist. Bedeutet niimlich B ein
Primideal von K, so ist die Relativmorm in bezug auf %k in den
Bezeichnungen von Satz 108

N(B)=p oder p, und N(B)=n(p) oder n(»?),

wo p das durch 8 teilbare Primideal aus k ist. Wir greifen in
dem unendlichen Produkt

e =1 -——==

diejenigen Faktoren heraus, welche von allen Primteilern B eines
festen p herrithren. Fiir diese ist dann gerade

g (1 — N®)) = (1 — np)y*) (1 — Qu, Pr®)~*)

und daher

| £4(5) = () 2(9)
Z(s) — 1 N,
©) H 1—Qup-n®™ < n@

Da nach der Klassenzahlformel von Satz 123

lim £x(s)
8=1 gl:(s)

gleich einer endlichen, von Null verschiedenen Zahl, so schlieBen wir:
Satz 168.

lim log Z(s) st endlich.
s=1

Und aus dieser Tatsache entnehmen wir das Analogon zu Satz 147:
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. Satz 169. Es seien pq, w,, . .. p, ganze Zohlen in k, derart, daf
ein Potengprodukt w,™ ... u2m nur dann das Quadrat eimer Zahl
in k ist, wenn alle Exponenten z,, ... x,, gerade sind. Es seien c;

Cs, . .., ¢, beliebige Werte + 1. Dann gibt es unendlich viele Prim-
tdeale p in k, welche die m Bedingungen

") =g, ... (%m) =
erfiillen. (p) v (n) Cm

In.folge der Voraussetzung definiert nimlich die Quadratwurzel
aus jedem der 2™ — 1 Potenzprodukte g = u,% ... uim (2,=0

oder 1, nicht alle ; = 0) einen relativquadratischen Korper K[V u, k).
Nun folgt offenbar wie in § 49, daB fir s > 1

l l Q(uw, p) )
log ( n(p)* ) = nyl(;)f} + ‘P(l"’) S),
P

wo @(u, s) bei Anniherung an s =1 einem endlichen Grenzwert zu-
strebt, und daB daher nach Satz 168 auch die erste Summe rechts
diese Eigenschaft hat, folglich bleibt auch

L(s ) = 2 (“) ) endlich,
)

da diese Summe sich nach (212) von jener nur in endlich vielen
Gliedern unterscheidet. Der Akzent am Zeichen X mag hier bedeuten,
daB p nur die ungeraden Primideale durchlaufen soll, welche nicht in
ey Mgy - - -y W, aufgehen. Andrerseits folgt wieder aus dem Unendlich-
werden von {,(s), wenn s -— 1, daB

' 1
»
Mithin wichst in der Gleichung

... eomL(s, ™ pg™. ... O

Tyy ooy =0,1

_2 (1 +e (") (1 te, “)) o

die linke Seite iiber alle Grenzen, falls s — 1, da nur ein einziges
Glied unendlich wird. Auf der rechten Seite bleiben aber nur: die
Glieder stehen, deren p die Forderungen unserer Behauptung er-
filllen. Folglich muB es unendlich viele p dieser Art geben.
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Dieser Existenzsatz ist das wichtigste Hilfsmittel beim Beweise
der Umkehrung von Satz 166 und Satz 167, den wir nun fithren
werden.

§ 61. Zahlgruppen und Idealgruppen. Singuliire Primiirzahlen.

In der weiteren Untersuchung haben wir mit solchen Faktor-
gruppen Abelscher Gruppen zu tun, welche durch die Quadrate der
Elemente bestimmt sind. Ist & eine Abelsche Gruppe, U, die Unter-
gruppe der Quadrate aller Elemente von &, so wollen wir jede der
Reihen oder Nebengruppen, welche durch U definiert ist, als einen
Verband von Elementen aus & bezeichnen. Die Faktorgruppe &1,
ist nach § 9 die Gruppe der Verbinde. Das Einheitselement in der
Faktorgruppe ist der Hauptverband, d. h. das System der Elemente
aus I,. Das Quadrat jedes Verbandes ist der Hauptverband; und
es gibt genau 2¢ verschiedene Verbénde, wo ¢ die zu 2 gehdrige
Basiszahl von @ ist, falls @ eine endliche Gruppe ist. Die Anzahl
der unabhéngigen Verbinde, d. h. der unabhingigen Elemente von
®/U, ist dann e.

Wir fithren jetzt eine Reihe von wichtigen Gruppen, Verbiinden
und darauf beziiglichen Konstanten an: )

1. Die Einheiten von % bilden bei Komposition durch Multipli-
kation eine Gruppe. Die Anzahl der verschiedenen Einheitenver-

béinde ist 2™, wo m = ﬁjz:ﬁ ist. Denn es gibt r,+r,—1=m—1

Grundeinheiten, dazu tritt noch eine Einheitswurzel aus k, deren
Quadratwurzel nicht in & liegt.

9. Alle von Null verschiedenen Zahlen aus % bilden bei Kom-
position durch Multiplikation eine Gruppe. Ein Zahlverband ist also
das System aller Zahlen «£?, wo « fest, £ alle Zahlen von % durch-
liuft. Alle Zahlen desselben Zahlverbandes haben dieselbe Vor-
zeichenfolge, wenn wir als Vorzeichenfolge einer Zahl @ in k die 7,
Werte + 1:sgn o®, ..., sgn o bezeichnen. (Fir », = 0 verstehen
wir darunter die Zahl + 1) Innerhalb der Gruppe aller Zahlver-
binde bildet die Gruppe der total positiven Zahlverbiinde eine
Untergruppe vom Index 2. Es gibt nimlich, falls , > 0, offenbar
Zahlen ® aus % mit einer beliebig vorgeschriebenen Vorzeichenfolge.
Denn ist & eine erzeugende Zahl von %, so nehmen die », Ausdriicke
@+ 904 ... 4a, 891" (i=1,...7) fir reelle a jedes be-
liebige reelle Wertsystem an, also fiir rationale a jede Vorzeichen-
kombination.
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3. In der Gruppe der Idealklassen von % gibt es genau 2¢ ver-
schiedene Klassenverbiinde, wo e die zu 2 gehorige Basiszahl der
Klassengruppe bezeichnet.

4. Diejenigen Zahlverbénde, deren Zahlen Quadrate von Idealen
in k sind, bilden eine Untergruppe in der Gruppe aller Zahlverbande.
Thr Grad ist 2»*. Denn nach 3. gibt es e ldeale qa,,.. ., a,, welche
e unabhingige Klassenverbénde definieren, und deren Quadrate Haupt-
ideale sind, etwa a’=w¢, (i=1,2,...,¢). Die ¢ Zahlen «,, ..., «,
definieren ¢ unabhingige Zahlverbiinde. Ist o eine Zahl, welche das
Quadrat eines Ideals ¢ in % ist, so ist ¢ einem Potenzprodukt der
a, ..., 0, dquivalent, und » unterscheidet sich also nach Multipli-
kation mit einer geeigneten Hinheit von einem Potenzprodukt der
¢, ..., ¢, um eine Quadratzahl als Faktor. Wir nennen eine Zahl
in £ singuldr, wenn sie das Quadrat eines Ideals in % ist. Es
gibt also m 4 e unabhiingige singuliire Zahlverbinde. Sie
werden repriisentiert durch ¢, ... «, und m Einheiten aus den m un-
abhiéingigen Verbinden.

5. Es bedeute p die Anzahl der unabhiingigen singuliren Zahl-
verbinde, welche aus total positiven Zahlen bestehen. Demnach
gibt es 27 singuliire, total positive Zahlverbinde. Die 2™+¢ sin-
guliren Zahlverbéinde weisen daher Zahlen mit nur 2m+°—? ver-
schiedenen Vorzeichenfolgen auf.

6. Wir rechnen zwei von O verschiedene Ideale a, b zur selben
eungeren Idealklasse und nennen a und b im engerem Sinne

dquivalent, falls —g— gleich einer total positiven Korperzahl gesetzt

werden kann. Wir schreiben wieder a = b. Die engeren Klassen
werden wieder zu einer Abelschen Gruppe, der engeren Klassen-
gruppe, vereinigt. Diejenigen engeren Klassen, welche die Haupt-
ideale im weiteren Sinne enthalten, bilden eine Untergruppe vom
Index k. Die Hauptideale definieren offenbar hochstens 27 verschie-
dene engere Klassen. Die engere Klassengruppe hat daher hochstens
den Grad 27h. Es bedeute ¢, die zu 2 gehorige Basiszahl dieser
engeren Klassengruppe. Wir bezeichnen mit §, die Gruppe der
engeren Idealklassenverbiinde. Ihr Grad ist also 2%. Indem wir
den Grad von , auf eine zweite Art bestimmen, ergibt sich die
Gleichung ‘

e=p+1r, —m. (214)

Bezeichnen wir nimlich mit § diejenige Untergruppe von J,, deren

. Klassenverbinde durch Hauptideale (im weiteren Sinne) reprisentiert
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werden konnen, so ist nach den allgemeinen Gruppensitzen der Grad
von §, gleich dem Grade der Faktorgruppe J,/$) multipliziert mit dem
Grad von §. Nun hat die Faktorgruppe J,/9 den Grad 2°. Denn be-
deuten b,, b,, ... b, Reprisentanten der ¢ unabhéngigen Klassenverbinde
(im weiteren Sinne), so definieren die 2¢ Potenzprodukte b= b, ... b
(r,= 0 oder 1) genau 2° verschiedene Nebengruppen innerhalb J,
in bezug auf §. Andererseits gibt es zu jedem Ideal a eines unter
den Potenzprodukten b und ein Idealquadrat ¢, so daB a ~ bc? also
a=abc® fir eine gewisse Zahl « gilt. Der Verband, welchem a
angehort, unterscheidet sich also von dem Verband, dem b angehdrt,
um den Verband von «, d. h. einen Verband aus der Gruppe $.
Also ist der Grad von ,/ gleich 2¢

Nun gehért ein Hauptideal () zum Einheitselement von g
dann und nur dann, wenn (p) im engeren Sinne #quivalent mit
einem Idealquadrat ist, d. h. wenn y gleich einer total positiven
Zahl multipliziert mit einer singuléiren Zahl ist, d. h. wenn p durch
Multiplikation mit einer singuliren Zahl total positiv gemacht
werden kann. Von den 27 fiir y mdglichen Vorzeichenfolgen werden
nach 5. genau 2m+¢~?f durch singuldre Zahlen realisiert, so daB also
die Hauptideale genau 2m:~(m+¢—») verschiedene engere Idealklassen-
verbinde definieren. So groB ist daher der Grad von §. Damit
ist die Behauptung (214) bewiesen.

7. Unter den ungeraden Restklassen mod. 4 gibt es genau 2" ver-
schiedene Restklassenverbinde mod. 4. Denn aus £* =1 (mod. 4)
folgt £=1 (mod. 2), £=1+4 20w mit ganzem . Unter diesen
Zahlen sind N(2) = 2* inkongruente mod. 4 vorhanden.

8. Wir rechnen zwei Zahlen «, 8 zu derselben engeren Restklasse

mod. a, wenn o= f (mod. a) und % total positiv. In jeder Rest-

klasse mod. a gibt es aber offenbar Zahlen «, deren r, Konjugierte
dieselben Vorzeichen haben, wie die einer beliebig gegebenen ganzen
Zahl @. Denn « + z|N(a)| o gehort fiir jedes ganze rationale x in
dieselbe Restklasse mod. a wie « und hat fiir alle hinreichend groBen
x die gewiinschten Vorzeicheneigenschaften. Jede Restklasse mod. a
zerfallt also in genau 27 engere Restklassen mod. a. Insbesondere
gibt es also 27+7 verschiedene engere Restklassenverbiinde mod. 4.

9. Sei [ ein Primfaktor von 2. Unter den ungeraden Restklassen
mod. 41 gibt es 2"+! verschiedene Restklassenverbiinde mod. 41.
Denn aus £ =1 (mod. 41) folgt £ =1+ 20 mit ganzem ® und
fir o die Bedingung o(0 +1)=0 (mod. [), also @ =0 oder 1
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(mod. ), das ergibt fiir £ genau 2N(2) = 27+ nach 4[ inkongruente
Zahlen. Entsprechend gibt es 2**m+! verschiedene engere Rest-
klassenverbiinde mod. 41.

10. Das Hauptinteresse beanspruchen die singuliren Zahlen, welche
zugleich primire Zahlen sind, ohne Quadratzahlen zu sein. Solche
Zahlen heifen singuliire Primiirzahlen. Nach Satz 120 liefern die
singuliren Primarzahlen o diejenigen Korper K(Vw, k), welche in
bezug auf % die Relativdiskriminante 1 haben. HEs mdgen ¢ unab-
hiingige Verbinde von singuliren Primiirzahlen existieren. Nach
4. ist dann ¢ <m +e. Die 2™m*¢ verschiedenen singuldren Zahl-
verbénde definieren also 2"+¢~? "verschiedene Restklassenverbinde
mod. 4, da genau 2¢ dieser Zahlverbénde primir sind, d. h. dem
Hauptverband der Restklassen mod. 4 angehoren.

11. Ebenso bezeichne g, die Anzahl der unabhiingigen Ver-
biinde von singuliéiren Primiirzahlen, welche total positiv sind.
Die 2m+¢ verschiedenen singuldren Zahlverbinde definieren also nur
2m+e—% verschiedene engere Restklassenverbinde mod. 4, da je 2%
unter den singuliren Zahlverbéinden denselben engeren Restklassen-
verband mod. 4 definieren.

12. Wir werden schlieBlich durch Satz 166 zu einer neuen
Klasseneinteilung aller ungeraden Ideale nach dem Modul 4 gefiihrt.
Zwei ganze ungerade Ideale werden in dieselbe ,,Idealklasse mod. 4¢
gerechnet, wenn es ein Idealquadrat ¢® in % gibt, so daf a~ b¢?
und die ganzen Zahlen «, 8 so gewihlt werden konnen, daB «a=fbc?
und ¢ =g =1 (mod. 4). Die durch die Multiplikation der Ideale
definierte Komposition dieser Klassen bestimmt die ,,Klassengruppe
mod. 4¢; sie mdge mit B bezeichnet werden.

Zur Bestimmung des Grades von % fiihren wir die Untergruppe
$ derjenigen Klassen von B ein, welche durch ganze ungerade
Hauptideale reprisentiert werden konnen. Der Grad von % ist dann
nach den allgemeinen Gruppensitzen gleich dem Grad von  multi-
pliziert mit dem Grade der Faktorgruppe 2B/9. Diese Faktorgruppe
hat nun den Grad 2¢. Denn sind b,, ..., b, ungerade Repriisentanten
der e unabhingigen Idealklassenverbinde, so definieren die 2¢ Potenz-
produkte b% ...b% =0 (z;=0 oder 1) genau 2¢ verschiedene
Nebengruppen innerhalb 8 mit Bezug auf . Und zu jedem un-
geraden Ideal a gibt es eines dieser Produkte b und ein ungerades
Idealquadrat ¢ so daB a ~ b¢? also mit ungeraden Zahlen «, 8 die
Gleichung «a = Bbc® besteht. Hierin konnen wir durch Multipli-
kation mit demselben Zahlfaktor auf beiden Seiten erreichen, daB
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=1 (mod. 4), folglich gehtren a und Bb derselben Idealklasse
mod. 4 an; Bb und b unterscheiden sich aber nur um ein Ideal aus
9, also wird auch jede Nebengruppe innerhalb B durch die b re-
prisentiert, d. h. B/H hat wirklich den Grad 2-.

Um weiter den Grad von § zu finden, bedenken wir, daBl zwei
ganze ungerade Zahlen p,, p, jedenfalls dann Hauptideale (y,) und
(p,) aus derselben Idealklasse mod. 4 definieren, wenn p, und p, dem-
selben Restklassenverband mod. 4 angehoren. Die Idealklasse mod. 4,
welcher das Ideal (1) angehort, besteht aus allen den ungeraden
Idealen (y), wofiir y kongruent einer singuliren Zahl mod. 4 ist.
Die singuliren Zahlen definieren nach 10. aber genau 2™*¢~¢ ver-
schiedene Restklassenverbinde mod. 4. Folglich gehoren die 2" Rest-
klassenverbinde mod. 4 zu je 2m+°~¢ zu derselben Idealklasse mod. 4.
Der Grad von § ist daher 2"—(m+¢—2)  Dadurch ergibt sich

Grad von 8B gleich 2»—m+¢=2m—n+q,

18. Ist 7, > 0, so definieren wir entsprechend die Gruppe 8,
der ,,engeren Idealklassen mod. 4. Wir rechnen zwei ungerade
Ideale a,b zu derselben engeren Idealklasse mod.4, wenn es ein
Idealquadrat ¢? gibt, so daB a ~ b¢? und die Zahlen &, § so gewihlt
werden konnen, daf «a = fbc}, e =g =1 (mod. 4), « und g tber-
dies total positiv sind.

Der Grad von %, wird iihnlich wie der von B bestimmt. Ist
$, die Untergruppe von %B,, welche durch die ungeraden Haupt-
ideale repriisentiert wird, so ist der Grad von B,/H, wieder 2°. Der
Grad von §, ergibt sich aber nach 11. zu 2"+n—(m+e=%) weil unter
den 27*7 engeren Restklassenverbéinden mod. 4 je 2™+¢~% sich um
einen singuliren Zahlverband unterscheiden.

Daher ist der

Grad von B, gleich 2#+71-m+% = 2m+a,

§ 62. Die Existenz der singuliren Primiirzahlen und die Er-
ginzungssiitze zum Reziprozititsgesetz.

Die Bestimmung von ¢ und g, ergibt sich jetzt durch eine sehr
einfache Abzihlung.

Hilfssatz a). Es ist ¢y < e und ¢ L,

Seien nimlich g, unabhingige total positive singulire Primir-
zahlen ®,, @,, ... ®, vorgelegt, und betrachten wir die g, Funktionen
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%) = Q(o;,0), i=1,... 9o,
des ungeraden Ideals a. Diese hiingen nur von dem Idealklassen-
verband ab, welchem a angehtrt. Denn ist a ~ bc? mit ungeradem
a, b, ¢ und sind die ungeraden Zahlen «, § so gewihlt, daB aa = Bb¢?,
so ist, wenn wir @, zu «a teilerfremd annehmen,
1:(ew) = %8¢ = (34) = (5pi) = (52)-
Fiir jede ganze Zahl y, welche zu 2w, teilerfremd ist, ist aber nach
dem Reziprozititsgesetz
L) (2
( Y ) (m,) ’

weil o, priméir und total positiv; das letzte Symbol ist aber + 1,
weil o, singulir ist. Also folgt in der Tat

1) = (%:—’) = (%’) =7,(0), wenn a~ bc?.

Da ferner %,(q, - a;) = 7;(a,) - 7;(a;), so sind nach § 10 die g, Funk-
tionen y,(a) Gruppencharaktere der Gruppe der Idealklassenverbiinde
Nach Satz 169 sind sie auch unabhingige Charaktere. Andererseits
hat nach Satz 33 die Gruppe der Idealklassenverbiinde, da sie den
Grad 2¢ hat, genau e unabhingige Charaktere, also ist g, <e.

Analog beweist man, wenn man den engeren Aquivalenzbegriff
zugrunde legt, die Beziehung ¢ < e,

Hilfssatz b): Seien &, ... &,,, m + ¢ unabhiingige singulire
Zahlen. Dann bilden die m + e Funktionen des ungeraden Ideals a

Qs, o) (t=1,2,...m+e)

ein System unabhingiger Gruppencharaktere der Gruppe B,.
DaB diese Funktionen Gruppencharaktere von B, sind, folgt
wieder aus Satz 165. DaB sie unabhingig sind, zeigt Satz 169.
Nach den allgemeinen Gruppensiitzen von § 10 ist daher

m+e<m+ g,
weil m + g, nach 13. der Grad von B, ist, also ¢, > ¢, und wegen
Hilfssatz a) mithin g, =e. Damit sind folgende beiden Sitze be-
wiesen:

Satz 170. Es gibt genau e wnabhingige singulire Primdirzahlen,
etwa o, ... @, die total positiv sind. Dabei ist e die 2u 2 gehorige
Basiszahl der Gruppe der weiteren Idealklassen des Korpers. Die
e Charaltere Q(w,, o) bilden das vollstimdige Charakterensystem der

Gruppe der Klassenverbinde.
Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebr. Zahlen 17
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Satz 171. Damit ein ungerades Ideal a durch Multiplikation mit
einem Idealquadrat in eine total positive und priméire Kirperzahl ver-
wandelt werden kann, ist notwendig und hinreichend, daf die Bedin-

gungen
Qs a)=+1

fir jede singulire Zahl & erfiillt sind.

Analog folgt durch Betrachtung der Gruppe B anstatt B,:

Hilfssatz c): Es seien ¢, . . . ¢, die p = ¢, 4 m — r, unabhiingigen
total positiven singuliren Zahlen. Dann bilden die p Funktionen
Q(g;,0) (=1, ...p) fiir ungerade a ein System unabhingiger
Gruppencharaktere der Gruppe .

Hieraus folgt, da B den Grad 2m-n+¢ hat, wieder

m—r +q=p=m-—1r +e¢
e(lé(l)

also ¢, = g wegen Hilfssatz a) und daher hat 8 den Grad 2¢. Da-
mit ist bewiesen:

Satz 172. Es gibt genau e, unabhdngige singulire Primdérzahlen,
etwa @,, ... o,. Dabei ist e, die zu 2 gehorige Basiszahl der Gruppe
der engeven Idealklassen des Korpers. Die e, Charaktere Q(o,, a)
bilden fiir ungerades a das vollstindige Charakterensystem der Gruppe
der engeren Klassenverbinde.

Satz 173. Damit ein ungerades Ideal a durch Multiplikation mit
einem Idealquadrat in eime primdre Korperzahl verwandelt werden
kann, ist notwendig und hinreichend, daf die Bedingungen

Q(‘E; a)=+1
fiir jede total positive singuldre Zahl & erfillt sind.

Satz 171 und 173 pflegt man als den ersten Erginzungssatz
zu bezeichnen.

In ihnlicher Weise gelangen wir zur Umkehrung des Satzes 167,
der den Restcharakter nach Zahlen betrifft, die nicht ungerade sind.
Wir nennen eine ungerade ganze Zahl « hyperprimir nach [, wo
[ einen Primfaktor von 2 bedeutet, wenn «=£® (mod. 4[) durch
eine Zahl £ aus I erfiillt wird. Die hyperprimiren Zahlen nach [
definieren also den Hauptverband der Restklassen mod. 4. Nach
Nr. 9 des vorigen Paragraphen gibt es 2"+1 verschiedene Verbiinde
mod. 41, aber nur 2" verschiedene Verbinde mod. 4, also enthilt
jeder Verband mod. 4 genau zwei verschiedene Verbinde mod. 41.
Die priméren Zahlen definieren also genau zwei verschiedene Rest-
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klassenverbinde mod. 41, sie seien mit R, und R, bezeichnet, R,
dabei als der Hauptverband mod. 4l gewihlt.

Satz 174. Wenn das in 2 aufgehende Primideal | dem Haupt-
Klassenverband im engeren Sinne angehirt, so sind alle e, unabhing:-
gen singuliiren Primdrzahlen auch hyperprimir nach [, im andern
Fall sind dagegen nur e, — 1 unabhdngige singulire Primdrzahlen
auch hyperprimdr nach \.

Beweis: Es sei ¢ als ungerades Ideal so gewihlt, daB [c® =4
eine total positive Zahl ist, was im ersten der in Satz 174 genann-
ten Fille moglich ist. Nach Satz 167 ist dann fiir jede ungerade,
zuniichst zu [¢ teilerfremde Zahl o

A IAVL
)= ()3 -+1
wenn « zum Verband R, gehirt. Betrachten wir nun die Funktion

(%) = Q(%, &) nur fiir primiire Zahlen o, so ist Q(1, &) = Q(4, &),
wenn «, und «, zu demselben Verbande R, oder R, gehoren,
ferner Q(4, @, o) = Q(, o) - Q(4, @), also ist Q(4, &) ein Gruppen-
charakter der Gruppe =zweiten Grades, die aus den Elementen
R,, R, gebildet wird, wo R,>= R,. Dieser Charakter ist aber
nicht der Hauptcharakter; denn es gibt nach Satz 169 unendlich

viele Primideale p, wofiir (—i)—) = — 1, wihrend die Charaktere Q(e,p)
fiir jedes der p unabhingigen total positiven Idealquadrate & gleich + 1
sind. Nach Satz 173 kann man dann p durch Multiplikation mit einem
geeigneten m® zu einer primiren Zahl machen, etwa « = pm®. Dann
ist Q(4, ) = (%) = — 1. Folglich ist @Q(4, @) der eindeutig be-
stimmte Gruppencharakter der Gruppe (R,, R,), welcher nicht der
Hauptcharakter ist, er ist also = 1 dann und nur dann, wenn die
primire Zahl « zu R, gehtrt, d. h. wenn « auch hyperprimir nach
[ ist. Fir jede singulire Primiirzahl @ ist nun Q(4, @) = + 1, also
sind alle ungeraden singuliren Prim#rzahlen auch hyperprimir nach [.

Gehort zweitens [ nicht zum engeren Hauptklassenverband, so
wihle man ein ungerades Ideal t, so daB A =1[-t eine total posi-
tive Zahl ist. Da auch t nicht dem engeren Hauptklassenverband
angehdrt, gibt es nach Satz 172 unter den ¢, singuliren Primir-
zahlen genau e, — 1 unabhiingige, etwa oy, ... ®,, so daB @Q(w;,r)=+1
fir i=2,3,... ¢, und eine von jemen unabhingige, ®, wofiir
@(@, ¥) = — 1. Dieses o, ist dann sicher nicht hyperprimir nach [,

denn andernfalls wire nach Satz 167
17%
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@ A ()

()= Gk () =+
withrend das Produkt nach der Definition von e, gleich — 1 ist. Es
gehort also ®, zum Verband R; mod. 41. Daher gehdrt jede primire

Zahl zum Verband o; oder @,® mod. 4. Wenn nun aber die ungeraden
Zahlen ¢ und B demselben Verband mod. 41 angehdren, so ist, wenn

1(a) = (?’x—) (% ) gesetzt wird,
2(@) - 2(B) = z(¢f) =1, weil «f hyperprimir mod. [,

x(e) = 2(B)-
Folglich kann keine der Zahlen @, ..., @, dem durch o, reprisen-
tierten Verbande R, angehéren, da sonst y(w,) = — 1 wire, wihrend

es nach der Definition von w, gleich 1 ist. Mithin sind ay, ..., o,
hyperprimér nach [, o, ist es nicht, womit Satz 174 bewiesen ist.

Satz 175. Es sei 4 =1-1 eine total positive Zahl, v ein ungerades
Ideal, | ein Primfaktor von 2 Damit die primdre, zu i teilerfremde
gange Zahl o hyperprimdr nach | ist, ist notwendig und hinreichend,

daf
0= ()= +

DaB die Bedingung notwendig ist, sagt Satz 167 aus. DaB sie
hinreichend ist, zeigt der Beweis des vorigen Satzes auf folgende
Art: Sei erstens [ #dquivalent im engeren Sinne mit einem Ideal-
quadrat; dann kann man ganze Zahlen 8, ¢, A so finden, daB 8 un-
gerade und zu «rv teilerfremd

ABP =140, Ag=1-1% o=r11? 2,0 total positiv.
Dann ist
— (Y () = (20 (2 = (P () (&) = (P
Z(a)_(a)(r) (a)(r)_<a)(e)<r)—(a)’
und (%’) = 4 1 ist die notwendige und hinreichende Bedingung, wie
oben gezeigt, daB die prim#re Zahl « auch hyperprimir ist.

Ist aber | nicht im engeren Hauptklassenverband gelegen, so

gibt es ja eine singuldre Primzahl @;, wofiir (%‘) =—1;und 1, @,

reprasentiert zugleich die beiden verschiedenen Restklassenverbénde
mod. 41, die aus priméren Zahlen entstehen. Gehoren « und @,*(a =0
oder 1) demselben Verband mod. 4{ an, so ist nach Satz 166 y(«)
= y(0,%) = (—1)% also g(¢) =+ 1, wenn « hyperprimér nach [
ist, sonst — L. :

Satz 175 wird der zweite Ergiinzungssatz genannt.
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§ 63. Eine Eigenschaft der Korperdifferente. Die Hilbertschen
Klassenkorper vom Relativgrad 2.

Wir wollen zum Schluf zwei Anwendungen des Reziprozitits-
gesetzes machen. Die erste betrifft die Idealklasse, welcher die
Kéorperdifferente d angehort.

Satz 176. Die Differente d des Korpers k ist stets dquivalent dem
Quadrat eines Ideals in k.
Wihlen wir eine durch b teilbare ganze Zahl @ in k mit der
Zerlegung
©=ad, a ungerade,

so brauchen wir zum Beweise unseres Satzes nach Satz 170 nur zu
zeigen, daB fiir jede singulire total positive Primérzahl & das Rest-

symbol (%) =+ 1 ist, wenn (g a) = 1.

Hierzu greifen wir auf die Formel (199) fiir Gaufische Summen
zuriick und benutzen Satz 156, welcher den Wert einer Summe be-
stimmt, die zu einem quadratischen Nenner gehért. Die zum

Nenner 4a gehdrige Summe C (f—é) , Wo (& a) = 1, zerlegen wir nach

(169) in eine Summe vom Nenner 4 und eine vom Nenner a, indem
wir ein ungerades Hilfsideal ¢ einfiihren, so daB

[

ac = einer Zahl ¢, y = % -+

Dann ist nach (169)
0(sa) = 0GE) = () o (%7),

und wenn & primir ist, ist die rechte Seite

- () o) o)

Fiir ¢ =1 folgt insbesondere
0(5a) = €(2) o)

: (215)

und folglich

P
m
—
Q
)
"P!m
N—

(ia)

Auf die letzten Summen wenden wir nun die Reziprozititsformel (199)
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an, wodurch sie in Summen vom Nenner & iibergehen, welche nach
Satz 156 unmittelbar sich bestimmen lassen.

Es wird
o) ey e e,
VNG| 8 E
Ebenso ist ) )
C(—‘ ., T Y (sgn )
Sy,

daher folgt aus (215)

, —7'e
(a ) %S(sgn me — 8gn o) C(_;—)
-] == e R e Y
e vy @l
giiltig fiir jede primére, zu a teilerfremde Zahl . Setzen wir jetzt
voraus, daB & auch noch eine singulire Zahl ist, so erhalten wir

nach Satz 156 fiir die Summe C (“_ :2 w) den Wert 1 VYV(T)L und
folglich

i
( & ) - GT S(sgn m e — sgn w)

- , wenn o = abd, a ungerade,

und & singulire Primérzahl, (¢ a) = 1.
Ist endlich iiberdies & total positiv, so folgt (i;—) =41, und

daraus nach Satz 170, daB a, also auch die Differente b, dem Haupt-
klassenverband angehort.

Da die Differenten von Relativkdrpern sich nach Satz 111 zu-
sammensetzen, so folgt aus dem eben Bewiesenen auch:

Die Relativdifferente ©, eines Korpers K in bezug auf einen
Unterkérper k ist stets einem Idealquadrat in K #quivalent.

Da weiter die Relativnorm von D, gleich der Relativdiskrimi-
nante von K in bezug auf % ist, so ergibt sich, daB diese in % eben-
falls einem Quadrat dquivalent ist. Und damit ist gezeigt:

Satz 177. Wenn das Ideal b, in k Relativdiskriminante eines
Korpers in besug auf k ist, so ist b, einem Quadrat in k dquivalent.

Als zweite Anwendung der Reziprozititsgesetze wollen wir die
Hilbertschen Klassenkdrper von % vom Relativgrad 2 untersuchen.
Wir nennen mit Hilbert einen Kérper unverzweigt in bezug auf k,
wenn seine Relativdiskriminante gleich 1 ist. Die unverzweigten
Korper, welche durch Adjunktion der Quadratwurzel einer Zahl aus
k zu k entstehen, lassen sich angeben, denn nach Satz 120 entstehen
sie durch Adjunktion der Quadratwurzel aus einer singuléren Primér-
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zahl in k. Die Anzahl der verschiedenen Verbinde singulirer Primir-
zahlen in % ist aber nach Satz 172 gleich 2% — 1 (die Quadrat-
zahlen werden ja nicht zu den singuliren Primirzahlen mitgerechnet).
Also gilt

Satz 178. Es gibt relativ zu k genau 2% — 1 verschiedene unver-
zwetgte Korper vom Relativgrade 2.

Diese Korper stehen darnach im Zusammenhang mit den Ideal-
klassen von k. Ist die engere Klassenzahl in k ungerade, so gibt
es iiberhaupt keinen unverzweigten Korper vom Relativgrade 2.

Der Zusammenhang mit den Idealklassen tritt noch deutlicher
hervor in der Formulierung der Zerlegungsgesetze.

Satz 179. Es sei o eine singuldre Primdrzahl. Dann gibt es in
der Gruppe der h, engeren Idealklassen eine Uniergruppe (o) vom

Grade ’—;‘l von der Art, dafi ein Primideal p dann und nur dann im

Korper K(Vw, k) zerfillt, wenn p 2u & (o) gehirt.

Die Gesamtheit der ungeraden Ideale v, wofiir Q(w,t) =+ 1,
definiert nimlich in der Gruppe der engeren Klassenverbéinde nach
Satz 172 eine Untergruppe vom Grade 2%~ Da jeder Klassenver-

band aus :—,?, engeren Klassen besteht, so sind die ungeraden Ideale v

mit @(o,r) = + 1 identisch mit den ungeraden Idealen, welche in

den 1'22 engeren Klassen dieser Gruppe ®(w) liegen.

Das gilt aber auch von den in 2 aufgehenden Primidealen 1.
Denn nach Satz 119 ist das in § 60 definierte Zerfillungssymbol
Q(@, 1) =+ 1, wenn die ungerade Zahl ® kongruent dem Quadrate
einer Zahl aus % mod. [**+! ist, wo [° die hochste in 2 aufgehende
Potenz von [ ist. Im anderen Falle ist fiir ungerade o @(w, I) = — 1.

Nun ist aber © primdr, und [***! und ff—c sind teilerfremd, also

ist Q(,[) dann und nur dann = 4 1, wenn ® quadratischer Rest
mod. 41 ist. Nach Satz 175 ist aber dies in der Tat nur durch die
Idealklasse, welcher [ angehort, bedingt. Ist ndmlich 2 = -t total
positiv und t ungerade, so ist ® dann und nur dann hyperprimar

. ®
nach I, wenn (?) =4 1.
Wegen dieser engen Beziehung zu den Idealklassen nennt man

die Korper K (Yo, k) Klassenkirper zu .
In der Art, wie wir die Theorie des relativquadratischen Korpers
begriindet haben, erscheint das Reziprozititsgesetz als das erste, die
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Existenz der Klassenkorper als eine Folge desselben. In den klas-
sischen Begriindungen von Hilbert und Furtwdngler (bei der Unter-
suchung auch hoherer Potenzreste) verlduft der Gedankengang um-
gekehrt. Es wird erst die Existenz der Klassenkorper auf anderem,
iibrigens sehr kompliziertem Wege bewiesen, ihr Zusammenhang mit
den Idealklassen diskutiert und daraus dann das Reziprozititsgesetz
abgeleitet. Dabei ist das sog. Eisensteinsche Reziprozititsgesets ein
bisher unentbehrliches Hilfsmittel. Auf diesen Weg ist man in
allen Fillen angewiesen, wo es sich um Kérper von hoherem Relativ-
grad als 2 handelt. Man hat bisher noch nicht solche transzendenten
Funktionen entdeckt, welche, wie die Thetafunktionen unserer
Theorie, eine Reziprozititsbeziehung zwischen den Summen ergeben,
die fiir hohere Potenzreste an Stelle der GauBschen Summen treten.
Einen neuen, mit dem Hilbertschen verwandten, sehr fruchtbaren
Ansatz macht Takagi!), dem es damit auch gelingt, einen vollstéin-
digen Uberblick iiber alle Relativkrper von %k zu gewinnen, die
jrelativ-Abelsch“ sind, d. h. zu & in derselben Beziehung stehen, wie
die Kreisteilungskorper zu k(1)

1) Uber eine Theorie des relativ-Abelschen Zahlkorpers, Journal of the
College of Science, Imperial University of Tokyo, Vol. XL1 (1920).

Euclid (um 300 v. Chr.)

Diophant (um 300 n. Chr.)

Fermat (1601—1665)
Euler (1707—1783)
Lagrange (1736—1813)
Legendre (1752—1833)
Fourier (1768—1830)
GauB (1777—1855)
Cauchy (1789—1857)
Abel (1802—1829)
Jacobi (1804—1851)
Dirichlet (1805—1859)
Liouville (1809—1882)

Zeittafel.

Kummer (1810—1893)
Galois (1811—1832)
Hermite (1822—1901)
Eisenstein (1823 —1852)
Kronecker (1823—1891)
Riemann (1826—1866)
Dedekind (1831—1916)
Bachmann (1837—1920)
Gordan (1837—1912)
H. Weber (1842—1913)
G. Cantor (1845—1918)
Hurwitz (1859—1919)
Minkowski (1864—1909).

Hecke, Vorlesungen tiber die Theorie der algebr. Zahlen 17 **
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