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0 EinführungEine partielle Di�erentialgleihung (= partial di�erential equation = PDE) ist eine Glei-hung, in welher die partiellen Ableitungen einer gesuhten Funktion, z.B. u : Ω → Rfür Ω ⊂ Rd, vorkommen.Beispiel. ∂1∂1u(x1, x2) + ∂2∂2u(x1, x2) = 0 für x ∈ B1 = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1}.Viele Vorgänge in der Natur (Physik, Biologie, ...) bzw. des menshenlihes Handels(Ökonomie) lassen sih mit partiellen Di�erentialgleihungen beshreiben.Beispiel (1). ∆u(x) = 0 für x ∈ Ω = R2 \ {0} mit ∆u(x) =
∑d

k=1
∂2

∂x2i
u(x). DieFunktion u : R → R, u(x) = ln(x21+x

2
2) = ln(|x2|), ist eine Lösung (Potientialtopf), dennes ist ∂iu(x) = 1

x21+x
2
2
2xi, ∂i∂1u(x) = (− 2

(x21+x
2
2)
xi)2xi +

2
x21x

2
2
=

−4x2i
|x|4 + 2

|x|2 und somit
∆ ln(|x|2) = −4x21

|x|4 + 2
|x|2 − 4x22

|x|4 +
2

|x|2 =
−4(x21+x

2
2)

|x|4 + 4
|x|2 = 0.0.0 De�nition. Eine Funktion u : Ω → R mit Ω ⊂ Rd heiÿt harmonish, falls ∆u(x) = 0für jedes x ∈ Ω gilt. Der Ausdruk ∆u(x) ist erklärt, falls x ∈ Ω, Ω ⊂ Rd o�en und

u ∈ C2(Ω).Beispiel (2). ∂u
∂t
(t, x) − 1

2
∂2u
∂x2

(t, x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞) × R und u(0, x) = u0(x) für
x ∈ R, wobei u0 : R → R eine gegebene, stetige, beshränkte Funktion ist. Die Funktion

u(t, x) =
1√
2πt

ˆ ∞

−∞
u0(y)
︸ ︷︷ ︸stetig,beshränkt e−(x−y)2

2t
︸ ︷︷ ︸glatt dy (0.1)für (t, x) ∈ (0,∞)×R löst Gleihung 2 und hat die Eigenshaft, dass für jedes x ∈ R gilt:

limt→∞ u(t, x) = u0(x) (siehe beispielsweise Übung XI, Analysis 2). Gleihung (0.1) heiÿtWärmeleitungsgleihung, da u(t, x) die Wärme eines idealisierten, unendlihen langenStabs im Punkt x ∈ R (hierbei entspriht R dem Stab) zum Zeitpunkt t > 0 beshreibt,falls zum Zeitpunkt t = 0 die Anfangswärme durh u0 : R → R beshrieben wird.Wir werden (ho�entlih) sehen, dass diese Lösung eine unendlihe Ausbreitungsge-shwindigkeit der Temperatur besitzt.
3



Beispiel (3, Blak-Sholes-Gleihung). Seien T > 0, x > 0, r > 0, σ > 0. Wir betrahten
∂v

∂t
(t, x) +

1

2
σ2x2

∂2v

∂x2
(t, x) + rx

∂v

∂x
(t, x) = rv(t, x), t > 0, x > 0mit

v(T, x) = max(x− x, 0), x > 0,

v(t, 0) = 0, t > 0,

lim
x→∞

v(t, x) = x− x t > 0.Hierbei beshreibt v(t, x) den Wert einer sogenannten Europäishen Callaktionenop-tion mit Laufzeit T > 0, Ausübungspreis x > 0 bei vorliegendem Zinssatz σ > 0 fürsihere Anlagen, wobei die Aktie einer Brownshen Bewegung mit Volatilität σ2 folgt.Beispiel (4, Minimal�ähengleihung). Sei Ω ⊂ R2 o�en, beshränkt und einfah zu-sammenhängend. Sei g : ∂Ω → R stetig. Gesuht ist diejenige Funktion u : Ω → R mitder Eigenshaft, dass die Flähe ihres Graphen minimal ist unter alldenjenigen Funk-tionen mit Randwerten g. Für alle Funktionen ϕ : Ω → R mit ϕ ↾∂Ω= 0 muss dann
A(u) ≤ A(u + ϕ) gelten. Die Funktion [−1, 1] → R mit s 7→ A(u + sϕ) hat für jedessolhes ϕ ihr Minimum in s = 0. Damit gilt

0 =
[
d
dsA(u+ sϕ)

]

s=0
=
[
´

Ω
d
ds

√

1 + |∇(u+ sϕ)(x)|2 dx
]

s=0

=

[
´

Ω
1

2
√

1+|∇(u+sϕ)(x)|2
2|∇(u+ sϕ)(x)| ∇(u+sϕ)(x)

|∇(u+sϕ)(x)|∇ϕ(x) dx
]

s=0

=
´

Ω
∇u(x)∇ϕ(x)√
1+|∇u(x)|2

dx =
´

− div

(

1√
(1+|∇u(x)|2

∇u(x)
)

ϕ(x) dx für alle ϕ.Da (0 =
´

Ω f(x)ϕ(x) dx ∀ ϕ ∈ C∞
c (Ω)

) impliziert, dass f = 0 fast überall gilt, folgt
div

(

1
√

1 + |∇u(x)|2
∇u(x)

)

= 0 für x ∈ Ω.Bemerkung. Es gilt ∆u = div (∇u).Beispiel (5, Wellengleihung).
∂t∂tu(t, x)−∆u(t, x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞)× Ω, (0.2)wobei Ω ⊂ Rd, ∆u(t, x) =

∑d
k=1 ∂xk∂xku(t, x) (hierbei wird niht in t di�erenziert).4



Gleihung (0.2) heiÿt Wellengleihung, weil u(t, x) die Ausdehnung eines vibrierendenbzw. shwingenden Körpers (d = 1 entspriht einer Saite, d = 2 einem Membran) imPunkt x ∈ Ω zum Zeitpunkt t > 0 beshreibt.Alle Di�erentialgleihungen in den Beispielen (1) bis (5) sind PDE's zweiter Ordnung,da Ableitungen der gesuhten Funktion nur bis zur Ordnung 2 auftreten. Bis auf dasBeispiel (4) sind diese auh linear, da mit u und v auh u + v bzw. λu Lösungen sind(denn ∆ ist ein linearer Operator), eventuell aber mit anderen Randwerten.Eine PDE k-ter Ordnung heiÿt voll nihtlinear, falls sie nihtlinear bezüglih der k-tenAbleitungen ist. Hierzu einBeispiel. Die Gleihung det
(
∇2u

)
= 0 ist voll nihtlinear. ∆u = u3 ist nihtlinear, aberniht voll nihtlinear.Folgende Fragen werden beim Studium der partiellen Di�erentialgleihungen unteranderem von Bedeutung seien:

• Gegeben sei ein Funktionenraum, in welhem nah Lösungen gesuht wird. Existie-ren Lösungen? Sind Lösungen eindeutig, d.h. existieren mehrere Lösungen? Welheweiteren Eigenshaften (z.B. Langzeitverhalten oder Regularität) besitzen Lösun-gen?
• Inwieweit kann durh Wahl eines anderen Funktionenraums die Existenz bzw. Ein-deutigkeit von Lösungen sihergestellt werden?
• Muss eventuell der Begri� �Lösung�, d.h. die Art, wie eine Funktion eine gegebeneGleihung löst, neu überdaht bzw. neu formuliert werden?0.1 Einige tehnishe Grundlagen (Hilfsmittel)(1) Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Wir shreiben ∂Ω ∈ Ck, k ∈ N, falls ∂Ω lokal alsGraph einer Ck-Funktion dargestellt werden kann, d.h. für jedes x0 ∈ ∂Ω existierenein Radius r > 0 und (nah Drehen und Vershieben) eine Funktion γ ∈ Ck(Rd−1)mit Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) | xd > γ(x1, . . . , xd−1)}.Falls ∂Ω ∈ C1, so existiert entlang von ∂Ω eine äuÿere Normale ν = (ν1, . . . , νd). Für
u ∈ C1(Ω) mit ∂Ω ∈ C1 bezeihnet man mit ∂u

∂ν
= 〈∇u, ν〉 die (äuÿere) Normalena-bleitung von u.(2) 5



Satz (Gauÿ-Green). Se Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1.(a) Für u ∈ C1(Ω) und i ∈ {1, . . . , d} gilt: ´Ω ∂u
∂xi

(x) dx =
´

∂Ω u(x)νi(x) dO(x).(b) Für v,w ∈ C1(Ω) gilt ´Ω ∂v
∂xi

(x)w(x) dx = −
´

Ω v(x)
∂w
∂xi

(x) dx+
´

∂Ω v(x)w(x)νi(x) dO(x)und i ∈ {1, . . . , d}.Beweis. (b) folgt aus (a) mittels u = vw.Als unmittelbare Konsequenz ergibt sih:Satz (Greenshe Formel). Seien u, v ∈ C2(Ω). Dann gilt:(i) ´

Ω∆u(x) dx =
´

∂Ω
∂u
∂ν

(x) dO(x).(ii) ´

Ω∇u(x)∇v(x) dx = −
´

Ω u(x)∆v(x) dx+
´

∂Ω u(x)
∂v
∂ν

(x) dO(x).(iii) ´

Ω (u(x)∆v(x)− v(x)∆u(x)) dx =
´

∂Ω

(
u(x)∂v

∂ν
(x)− v(x)∂u

∂ν
(x)
)
dO(x)Beweis. (i): Wähle im vorherigen Satz, Teil (a) u(x) ↔ ∂u

∂xi
(x): ´Ω ∂2u

∂x2i
(x) d(x) =

´

∂Ω
∂u
∂xi

(x)νi(x) dO(x). Jetzt Summation über i ∈ {1, . . . , d}: ´Ω ∆u(x) =
´

Ω 〈∇u(x), ν(x)〉 dO(x).(ii) und (iii) folgen unmittelbar.(3) Satz. Sei f ∈ C(Rd) ∩ L1(Rd). Dann gilt für jedes x0 ∈ Rd

ˆ

Rd

f(x) dx =

ˆ ∞

0

(
ˆ

∂B(x0,r)
f(x) dO(x)

)

dx.Ebenso gilt für jedes r > 0 und jeds x0 ∈ Rd die Gleihung [ d
ds

´

B(x0,s)
f(x) dx

]

s=r
=

´

∂B(x0,r)
f(x) dO(x).(4) (Glättungskerne s. Kapitel 2.4 im Funktionalanalysis-Skript)Satz. Seien f ∈ L1(Rd), g ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞. Dann ist f ⋆ g ∈ Lp(Rd), wobei

(f ⋆ g)(x) =
´

Rd f(x− y)g(y) dy. Es gilt ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.
6



Satz (Young). Seien 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ mit 1
p
+ 1
q
= 1+ 1

r
. Dann gilt für f ∈ Lp(Rd), g ∈

Lq(Rd)

‖f ⋆ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q (p = 2, q = 2 ⇒ r = ∞, f ⋆ g ∈ C(Rd)).De�nition. Eine Folge (̺n) von Funktionen ̺n ∈ C∞
c (Rd) heiÿt Dira-Folge oderFolge von Glättungskernen, falls supp ̺n ∈ B 1

n
(0), ´

Rd ̺n dx = 1, ̺n ≥ 0.Bemerkung. Üblihe Konstruktion: Wähle ̺ ∈ C∞
c (Rd) mit supp ⊂ B1(0), ̺ ≥ 0,z.B.

̺ =







e
1

1−|x|2 für |x| < 1,

0 für |x| ≥ 1.Setze dann ̺n(x) = nd
´

Rd
̺ dx

· ̺(nx).Lemma. Seien f ∈ Lp(Rd) mit 1 ≤ p < ∞ und (̺n) Dira-Folge. Dann gilt ‖̺n ⋆
f − f‖p → 0.Bemerkung. Beahte, dass ̺n ⋆f ∈ C∞(Rd), denn im Allgemeinen gilt ∂α(f ⋆g) =
∂αf ⋆ g für |α| ≤ k, f ∈ Ck.Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en. Dann ist C∞

c (Ω) diht in Lp(Ω) für 1 ≤ p < ∞, d.h. zu
f ∈ Lp(Ω) und ε > 0 existiert fε ∈ C∞

c (Ω) mit ‖f − fε‖p ≤ ε.

7



1 Harmonishe Funktionen1.1 Lokale EigenshaftenIn diesem Kapitel ist Ω ⊂ Rd immer eine o�ene, zusammenhängende Menge.1.1 De�nition. (a) Eine Funktion u ∈ C(Ω) erfüllt die Sphären-Mittelwerteigenshaft(Abk.: Sphären-MWE), falls für jede Kugel B(x, r) ⊂ Ω gilt
u(x) =

 

∂B(x,r)
u(y) dO(y) =

1

|∂B(x, r)|

ˆ

∂B(x,r)
u(y) dO(y).(b) Eine Funktion u ∈ C(Ω) erfüllt die Kugel-Mittelwerteigenshaft (Abk.: Kugel-MWE)in Ω, falls für jede Kugel B(x, r) ⊂ Ω gilt

u(x) =

 

B(x,r)
u(y) dy =

1

|B(x, r)|

ˆ

B(x,r)
u(y) dy.Bemerkung. (1) Es gilt

|∂B(x, r)| = |∂B(0, r)| = rd−1ωd,wobei ωd = |∂B(0, 1)|. Weiter gilt
|B(x, r)| = |B(0, r)| = rd

d
ωd.(2) Die Sphären-MWE ist äquivalent zu: ∀ B(x, r) ⊂ Ω gilt

u(x) =
1

ωd

ˆ

|ω|=1
u(x+ rω) dO(ω) (y = x+ rω).Die Kugel-MWE ist äquivalent zu: ∀ B(x, r) ⊂ Ω gilt

u(x) =
d

ωd

ˆ

|z|≤1
u(x+ rz) dz (y = x+ rz).8



(3) Diese beiden Eigenshaften sind für stetige Funktionen äquivalent und wir werdenin diesem Fall nur noh von der Mittelwerteigenshaft (Abk. MWE) sprehen. Dieswerden wir im Folgenden beweisen.1.2 Lemma. Sei u ∈ C(Ω). Dann sind die beiden MWE'en äquivalent.Beweis. Es gelte die Sph.-MWE. Sei B(x, r) ⊂ Ω. Dann gilt
ˆ

B(x,r)
u(y) dy =

ˆ r

0

(
ˆ

∂B(x,s)
u(y) dO(y)

)

ds

=

ˆ r

0
u(x)sd−1ωd ds = u(x)ωd

rd

d
.Nun gelte die Kugel-MWE. Sei B(x, r) ⊂ Ω. Es gilt

ˆ

∂B(x,r)
u(y) dO(y) =

[

d

ds

(
ˆ

B(x,s)
u(y) dy

)]

s=r

=

[
d

ds

(

u(x)
sdωd

d

)]

s=r

= u(x)ωd r
d−1.Bemerkung. Fortan sprehen wir von der MWE und verwenden jeweils diejenige Ver-sion, welhe uns hilft.Sei Ω ⊂ Rd o�en, zusammenhängend und beshränkt.1.3 Proposition. Die Funktion u ∈ C(Ω) erfülle die MWE in Ω und sei niht konstant.Dann nimmt u Maximum und Minimum nur auf dem Rand ∂Ω an, d.h. niht in Ω.Beweis. (Beweis nur für das Maximum.) Sei M = maxx∈Ω u(x) (dieses existiert, da Ωbeshränkt ist). De�niere

A = {x ∈ Ω | u(x) =M} .Wir zeigen, dass A in Ω sowohl abgeshlossen (klar) als auh o�en ist.Seien x0 ∈ A und B(x0, r) ⊂ Ω mit B(x0, r) ⊂ Ω. Dann gilt
M = u(x0)

MWE
=

1

|B(x0, r)|

ˆ

B(x0,r)
u(y) dy

≤ M

|B(x0, r)|

ˆ

B(x0,r)
1 dy =M.

9



Hieraus folgt also
ˆ

B(x0,r)
u(y) dy =M |B(x0, r)|und somit

u =M in B(x0, r).Also ist B(x0, r) ⊂ A und somit A o�en in Ω. Es gilt A ∈ {∅,Ω}, wobei A 6= Ω geltenmuss, da u niht konstant ist. Wir erhalten A = ∅.1.4 De�nition. Eine Funktion u ∈ C2(Ω) heiÿt harmonish in Ω, falls
∆u = 0 in Ω.1.5 Satz. (a) Sei u ∈ C2(Ω) und harmonish in Ω. Dann erfüllt u die MWE in Ω.(b) Sei u ∈ C(Ω) und u erfülle die MWE in Ω. Dann gilt

u ∈ C∞(Ω)und u ist harmonish in Ω.Bemerkung. Funktionen, die harmonish sind in einem Gebiet Ω ⊂ Rd sind, sind alsoglatt und nehmen in Ω weder Maximum noh Minimum an.Beweis. (a) Sei B(x0, r) ⊂ Ω. Dann gilt für 0 < s < r

0 =

ˆ

B(x0,s)
∆u(y) dy =

ˆ

∂B(x0,s)

∂u

∂ν
(y) dO(y)

=

ˆ

∂B(x0,s)
〈∇u(y), ν(y)〉 dO(y) [y = x0 + sω]

=

ˆ

∂B(0,1)
〈∇u(x0 + sω), ν(x0 + sω)〉 dO(ω)

=

ˆ

∂B(0,1)

∂u

∂s
(x0 + sω) sd−1 dO(ω)

= sd−1 d

ds

ˆ

∂B(0,1)
u(x0 + sω) dO(ω)

︸ ︷︷ ︸

=0

.

10



Integration ´ r

0 (·) ds liefert
0 =

ˆ

∂B(0,1)
u(x0 + rω) dO(ω)− u(x0) |∂B(0, 1)|.Es folgt die MWE

u(x0) =
1

ωd

ˆ

|ω|=1
u(x0 + rω) dO(ω).(b) Wir zeigen, dass es eine Folge (̺ε) von Glättungskernen gibt mit

u(x) = (̺ε ∗ u) (x) für x ∈ Ωε = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) > ε} .(Vgl. Def. von (̺n) in Kapitel 0.) Sei ̺ ∈ C∞
c (B(0, 1)) mit ´ ̺ = 1 und

̺(x) = ψ(|x|) ∀ x,d.h. ωd ´∞
0 rd−1ψ(r) dr = 1. Setze für ε > 0

̺ε(x) =
1

εd
̺
(x

ε

)

.Für x ∈ Ωε gilt dann
ˆ

Ω
u(y) ̺ε(x− y) dy =

ˆ

Rd

u(x+ y)̺ε dy

=
1

εd

ˆ

|y|<ε
u(x+ y) ̺

(y

ε

)

dy

=

ˆ

|y|<1
u(x+ εy)̺(y) dy

=

ˆ 1

0
rd−1






ˆ

∂B(0,1)
u(x+ εrω) ̺(rω)

︸ ︷︷ ︸

ψ(r)

dO(ω)




 dr

=

ˆ 1

0
ψ(r) rd−1

(
ˆ

∂B(0,1)
u(x+ εrω) dO(ω)

)

︸ ︷︷ ︸MWE
= u(x)ωd

dr

= u(x)ωd

ˆ 1

0
ψ(r) rd−1 dr

= u(x). 11



Also gilt
u ∈ C∞(Ω).Damit folgt wie im Beweis von Teil (a) für jede Kugel B(x, r) ⊂ Ω

ˆ

B(x,r)
∆u(y) dy = rd−1 d

dr

ˆ

∂B(0,1)
u(x+ rω) dO(ω)

= rd−1 d

dr
(ωd u(x))

= 0.Also gilt
∆u(y) = 0 ∀ y ∈ Ω.1.6 De�nition. Eine Funktion u ∈ C2(Ω) heiÿt subharmonish in Ω (superharmonish),falls

−∆u ≤ 0 in Ω (bzw. −∆u≥0).1.7 Folgerung. Sei u ∈ C2(Ω). Dann ist u subharmonish (superharmonish) in Ωgenau dann, wenn für jede Kugel B(x0, r) ⊂ Ω

u(x0)
(≥)

≤
 

B(x0,r)
u(y) dygilt.Beweis. Wurde bereits geführt (Gleihung durh Ungleihung ersetzen).1.8 Satz (starkes Maximumsprinzip). Es gelte −∆u ≤ 0 in Ω (−∆u ≥ Ω) und es gebeeinen Punkt x0 ∈ Ω mit

u(x0) = sup
Ω
u (u(x0) = inf

Ω
u).Dann ist u konstant.1.9 Satz. Sei Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet. Seien u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit

∆u = ∆v in Ω und u = v auf ∂Ω.Dann ist u = v. 12



Beweis. Setze w = u − v, dann ist w harmonish in Ω und erfüllt w = 0 auf ∂Ω. DasMaximumsprinzip impliziert aber
(0 =)min

∂Ω
w ≤ w ≤ max

∂Ω
w(= 0).Bemerkung. Dieser Satz bedeutet, dass das Problem







∆u = 0 in Ω

u = g auf ∂Ωfür beshränkte Gebiete und stetige Randwerte g : ∂Ω → R höhstens eine Lösung
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) besitzt.1.10 Satz. Sei u harmonish in einem Gebiet Ω. Dann gilt für jede Kugel B(x0, r) ⊂ Ωund jeden Multiindex α mit |α| = k ∈ N0

|Dαu(x0)| ≤
ck

rd+k
‖u‖L1(B(x0,r)),wobei

c0 =
1

ωd
, ck =

(2d+1 d k)k

ωd
für k ∈ N.Beweis. Der Fall k = 0 ist äquivalent zur Mittelwerteigenshaft. Sei also k = 1. Mit uist auh ∂iu harmonish, also

|∂iu(x0)| =

∣
∣
∣
∣
∣

 

B(x0,
r
2
)
∂iu(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣

=
2d

ωd rd

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

∂B(x0,
r
2
)
u(y)νi(y) dO(y)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 2d

r
max

∂B(x0,
r
2
)
|u|.Für x ∈ B(x0,

r
2) gilt (k = 0)

|u(x)| ≤ 2d

ωd rd
‖u‖L1(B(x0,r))

[

L1(B(x0,
r

2
))
]

.Also
|Dαu(x0)| ≤

2d+1d

ωd rd+1
‖u‖L1(B(x0,r)).13



Damit ist der Fall k = 1 bewiesen. Im allgemeinen Fall wollen wir den Beweis mittelsInduktion führen. Es gelte also die Aussage für k− 1. Sei B(x0, r) ⊂ Ω mit α Multiindexund |α| = k. Es gibt dann i ∈ {1, . . . , d} und einen Multiindex β mit |β| = k − 1, sodassgilt
Dαu = ∂i(D

βu).Nun shätzen wir ab:
|Dαu(x0)| =

∣
∣
∣∂i

(

Dβu
)

(x0)
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

 

B(x0,
r
k
)
∂i

(

Dβu
)

(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣

≤ d k

r
max

∂B(x0,
r
k
)

∣
∣
∣Dβu

∣
∣
∣Für x ∈ ∂B(x0,

r
k
) ist B(x, k−1

k
r) ⊂ B(x0, r). Nun wenden wir die Aussage für k − 1an, um ∣

∣Dβu(x)
∣
∣ nah oben abzushätzen und erhalten die Aussage.1.11 Satz (Liouville). Jede beshränkte Funktion u : Rd → R, welhe harmonish ist in

Rd, ist bereits konstant.Beweis. Sei x0 ∈ Rd beliebig. Für jeden Radius r > 0 gilt mit einer positiven Konstanten
c

|∇u(x0)| ≤ c

rd+1
‖u‖L1(B(x0,r))

≤ c

rd+1
sup
Rd

|u| · |B(x0, r)|

≤ c

r
‖u‖∞ r→∞−−−→ 0.Also folgt aus ∇u = 0, dass u konstant ist.1.12 Satz. Sei u : Ω → R harmonish in Ω. Dann ist u bereits analytish.Beweis-Idee. Die Taylorreihe von u in einem Punkt x0 ist

∑

α

Dαu(x0)(x− x0)
α

α!
.

14



Man zeigt mit Satz 1.10, das das Restglied
RN (x) = u(x)−

N−1∑

k=0

∑

|α|=k

Dαu(x0)(x− x0)
α

α!

=
∑

|α|=N

1

α!
Dα (u(x0) + θ(x− x0)) (x− x0)

αeine Abshätzung der Form
|RN (x)| ≤

C(u)

2Nerfüllt.1.13 Satz (Harnak I). Für jede Kugel B(x0, 4R) und jede niht-negative Funktion
u : B(x0, 4R) → R, welhe harmonish in B(x0, 4R) ist und alle Punkte x, y ∈ B(x0, R)gilt

u(x) ≤ 3d u(y).Beweis.
u(x) =

1

|B(x,R)|

ˆ

B(x,R)
u

≤ 1

|B(x,R)|

ˆ

B(y,3R)
u

≤ |B(y, 3R)|
|B(x,R)|

 

B(y,3R)
u

= 3d u(y).Bemerkung. Die Konstante 3d ist unabhängig von u, x0 und R!1.14 Satz (Harnak II). Zu θ ∈ (0, 1) existiert eine Konstante cθ derart, dass für alle
x0 ∈ Rd , R > 0, alle harmonishen, niht-negativen Funktionen u : B(x0, R) → R undalle x, y ∈ B(x0, θR) gilt

u(x) ≤ cθ u(y).Beweis. Bild ... :-( ... und Kettenargument: ∃N ∈ N und x0, . . . , xN mit x0 = x, xN = yund rθ > 0 mit
B(xi+1, 3rθ) ⊃ B(xi, rθ).15



1.15 Satz (Harnak III). Seien Ω ⊂ Rd ein Gebiet und Ω′ ⋐ Ω ein beshränktes Teilge-biet. Dann existiert eine positive Konstante c > 0 (abhängig von Ω und Ω′) derart, dassfür jede niht-negative Funktion u : Ω → R, welhe harmonish in Ω ist, gilt:
sup
Ω′

≤ c inf
Ω′
u.Beweis. Hintereinanderausführung von Satz 1.14. Ungefähr gilt c ≈ 3dN mit N =

2 dist(Ω′, ∂Ω).Die Harnakshe Ungleihung hat den sog. Harnak-Konvergenzsatz zur Folge. Zu-nähst bemerken wir, dass aufgrund der Mittelwerteigenshaft bereits folgender Satzgilt:1.16 Satz. Falls für jedes n ∈ N die Funktion un : Ω → R harmonish in Ω ist und ein
u : Ω → R existiert mit

sup
Ω

|un − u| n→∞−−−→ 0,dann ist u ebenfalls harmonish.Beweis. Für jedes n ∈ N, x ∈ Ω und B(x, r) ⊂ Ω gilt aufgrund der MWE
un(x) =

 

B(x,r)
un(y) dy.Nah Voraussetzung gilt

un(x)
n→∞−−−→ u(x)und es folgt

1

|B(x, r)|

ˆ

B(x,r)
un(y) dy

n→∞−−−→ 1

|B(x, r)|

ˆ

B(x,r)
u(y) dyund somit ist u harmonish.1.17 Satz (Harnak-Konvergenzsatz). Seien Ω ⊂ Rd ein Gebiet und (un) eine Folgemonoton wahsender Funktionen un : Ω → R, harmonish in Ω. Es gebe einen Punkt

y ∈ Ω, für welhen die Zahlenfolge (un(y)) beshränkt ist. Dann konvergiert die Folge (un)16



gleihmäÿig auf jedem beshränkten Teilgebiet Ω′ ⋐ Ω gegen eine Funktion u : Ω → R,harmonish in Ω.Beweis. (un(y)) konvergiert, d.h. ∀ ε > 0 ∃ N :

0 ≤ um(y)− un(y) < ε ∀ m ≥ n ≥ N.Satz 1.15 liefert: ∃ c > 0:

sup
Ω′

|um − un| ≤ c ε,d.h. (un) konvergiert gleihmäÿig in Ω′. Die Grenzfunktion u ist harmonish nah Satz1.16.1.2 Die Poisson-GleihungZiel ist es nun, für (beshränkte) Gebiete Ω ⊂ Rd mit ∂Ω ∈ C1 Lösungen der Gleihungenbzw. des Randwertproblems
−∆u = f in Ω,

u = g auf ∂Ωzu studieren.1.18 De�nition. Die Funktion Φ: Rd \ {0} → R

Φ(x) =







−1
2π ln (|x|) (d = 2)

1
(d−2)ωd

1
|x|d−2 (d ≥ 3)heiÿt Fundamentallösung von ∆u = 0.Bemerkung. • Erinnerung: Es ist ´|x| >

(≤)
1

1
|x|α dx <∞ genau dann, wenn α >

(<)
d.

• Es gilt Φ(x) = v (|x|) für v : (0,∞) → R.
• Jede Fortsetzung Φ̃ : Rd → R genügt Φ̃ ∈ L1

loc(R
d).

17



• ∃ c > 0: ∀ x 6= 0

|∇Φ(x)| ≤ c

|x|d−1
,

∣
∣D2Φ(x)

∣
∣ ≤ c

|x|d .

• (∆Φ) (x) = 0 ∀ x 6= 0.1.19 Satz. Sei f ∈ C2
c (R

d). Sei u : Rd → R de�niert durh
u(x) = Φ ∗ f

(

=

ˆ

Rd

Φ(x− y)f(y) dy =

ˆ

Rd

Φ(y)f(x− y) dy

)

.Dann gilt u ∈ C2(Rd) und
−∆u = f in Rd.Beweis. Ahtung: ∆Φ(x) ≈ |x|d und damit ∆Φ 6∈ L1

loc(R
d)!Mit den Eigenshaften der Faltung und f ∈ C2

c (R
d) erhalten wir u ∈ C2(R).Sei x ∈ Rd und ε ∈ (0, 12).

∆u(x) =

ˆ

Rd

Φ(y)∆xf(x− y) dy

=

ˆ

B(0,ε)
Φ(y)∆xf(x− y) dy

︸ ︷︷ ︸

=:Iε

+

ˆ

B(0,ε)C
Φ(y)∆xf(x− y) dy

︸ ︷︷ ︸

=:Jε

.Wir erhalten
|Iε| ≤ C

∥
∥D2f

∥
∥
∞

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

B(0,ε)
Φ(y) dy

∣
∣
∣
∣
∣

≤ C
∥
∥D2f

∥
∥
∞ ·







|ln(ε)| ε2 (d = 2)

ε2 (d ≥ 3)und
Jε = −

ˆ

B(0,ε)C
〈∇Φ(y),∇Jf(x− y)〉 dy

︸ ︷︷ ︸

=:J1
ε

+

ˆ

∂B(0,ε)
Φ(y)

∂f

∂ν
(x− y) dO(y)

︸ ︷︷ ︸

=:J2
ε

.Nun shätzen wir ab: 18



∣
∣J2
ε

∣
∣ ≤ ‖∇f‖∞

ˆ

∂B(0,ε)
|Φ(y)| dO(y)

= ‖∇f‖∞C ·







| ln(ε)| · ε (d = 2)

ε (d ≥ 3)und
∣
∣J1
ε

∣
∣ =

ˆ

B(0,ε)C
∆Φ(y)
︸ ︷︷ ︸

=0

f(x− y) dy

︸ ︷︷ ︸

=0

−
ˆ

∂B(0,ε)C

∂Φ

∂ν
(y)

︸ ︷︷ ︸

=〈∇Φ(y),ν(y)〉

f(x− y) dO(y).(Nebenrehnung: Im Fall d ≥ 3 haben wir
∂iΦ(y) =

−1

(d− 2)ωd
(2− d)|x|1−d xi|x| =

−1

ωd
|x|−dxiund

∇Φ(y) =
−1

ωd
|y|−dy.Für y ∈ ∂B(0, ε) gilt

ν(y) =
−y
|y| =

−y
εund

∂Φ

∂ν
(y) = 〈∇Φ(y), ν(y)〉 = 1

εωd
|y|2−d = ε1−d

ωd
.Ende der Nebenrehnung.)Also erhalten wir

J1
ε = −ε

1−d

ωd

ˆ

∂B(0,ε)
f(x− y) dO(y) = −

 

∂B(x,ε)
f(y) dO(y)

ε→0−−−→ f(x).1.20 Proposition. Sei Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1 und seien x ∈ Ω,
u ∈ C2(Ω). Dann gilt

19



u(x) = −
ˆ

Ω
Φ (y − x) ∆u (y) dy

+

ˆ

∂Ω

(

Φ (x− y)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Φ

∂ν
(y − x)

)

dO(y). (1.1)Bemerkung. Denke �−∆Φ = δ0� beziehungsweise �−∆Φ ∗ u = u�.Beweis. Sei B(x, ε) ⊂ Ω und Vε = Ω \B(x, ε). Es gilt
ˆ

Vε



u(y) ∆Φ(y − x)
︸ ︷︷ ︸

=0

−Φ(y − x)∆u(y)



 dy =

ˆ

∂Vε

[

u(y)
∂Φ

∂ν
(y − x)− Φ(y − x)

∂u

∂ν
(y)

]

dO(y)(1.2)und
∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

∂B(x,ε)
Φ(y − x)

∂u

∂ν
(y) dO(y)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ C ‖u‖∞ max

∂B(0,ε)
|Φ|

︸ ︷︷ ︸

≈ε2−d

· |∂B(x, ε)|
︸ ︷︷ ︸

≈ed−1

ε→0−−−→ 0.Mit Satz (1.19) wissen wir
ˆ

∂B(x,ε)
u(y)

∂Φ

∂ν
(y − x) dO(y) =

 

∂B(x,ε)
u(y) dO(y)

ε→0−−−→ u(x).Der Grenzübergang für ε→ 0 in Gleihung (1.2) führt zu
−
ˆ

Ω
Φ(y − x)∆u(y) dy = u(x) +

ˆ

∂Ω

[

u(y)
∂Φ

∂ν
(y − x)− Φ(y − x)

∂u

∂ν
(y)

]

dO(y).Bemerkung. Falls
−∆u = f auf Ω

u = g auf ∂Ω
∂u

∂ν
= h auf ∂Ω,so wird u durh Gleihung (1.1) dargestellt. Dieses Problem ist überbestimmt, denn

ˆ

Ω
∆u =

ˆ

∂Ω

∂u

∂ν
dO.20



Unser Ziel ist nun die Einführung einer Hilfsfunktion, welhe zu einer Darstellung von
u(x) führt, die niht (explizit)

∂u

∂ν
↾δΩverwendet.1.21 De�nition. Sei Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1. Die Funktion

G : (Ω×Ω) \ diag → R, gegeben durh
G(x, y) = Φ(y − x)− ϕx(y),wobei für x ∈ Ω die Funktion ϕx : Ω → R Lösung des Problems

∆ϕx(y) = 0, y ∈ Ω,

ϕx(y) = Φ(y − x), y ∈ ∂Ωist, heiÿt Green-Funktion von ∆ im Gebiet Ω.Wir wollen im weiteren Verlauf die Fragen untersuhen, wann es ein solhes G gibtund wie G aussieht.Denke: Für x ∈ Ω löst dann die Funktion y 7→ G(x, y) das Problem
−∆G = δx in Ω,

G = 0 auf ∂Ω.Doh zunähst werden wir festhalten, wofür die Green-Funktion nützlih ist. Dazunehmen wir nun an, dass wir eine solhe gegeben haben und betrahten den1.22 Satz. Seien Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1. Seien f ∈ C(Ω),
g ∈ C(∂Ω). Die Funktion u ∈ C2(Ω) sei eine Lösung von

−∆u = f in Ω,

u = g auf ∂Ω.Dann gilt für x ∈ Ω

u(x) =

ˆ

Ω
G(x, y) f(y) dy

−
ˆ

∂Ω

∂G

∂ν
(x, y) g(y) dO(y). (1.3)21



Beweis. Zunähst gilt für x ∈ Ω

0 =

ˆ

Ω
ϕx(y)∆u(x) dy +

ˆ

∂Ω




u(y)

∂ϕx

∂ν
(y)− ϕx

︸︷︷︸

=Φ(y−x)

∂u

∂ν
(y)




 dO(y). (1.4)Addition von Gleihung (1.4) und (1.1) liefert

u(X) =

ˆ

Ω
(−Φ(y − x) + ϕx(y))
︸ ︷︷ ︸

=−G(x,y)

∆u(y)
︸ ︷︷ ︸

=−f(y)

dy

+

ˆ

∂Ω
u(y)
︸︷︷︸

=g(y)







−∂Φ
∂ν

(y − x) +
∂ϕx

∂ν
(y)

︸ ︷︷ ︸

=− ∂G
∂ν

(x,y)








dO(y).

1.23 Proposition. In jedem Fall gilt für x, y ∈ Ω, x 6= y,
G(x, y) = G(y, x).(D.h. die Greenshe Funktion ist symmetrish.)

�

�

�

�
Fall I: Kugeln

Für x ∈ Rd \{0} de�nieren wir x̃ = x
|x|2 . O�ensihtlih gilt also |x̃| = 1

|x| . Im Folgendensei B := B(0, 1). Für x ∈ B setzen wir
y 7→ ϕx(y) = Φ (|x| (y − x)) ,22



falls die Raumdimension d ≥ 3 ist.Die Funktion y 7→ ϕx(y) ist harmonish für x 6= y. Für y ∈ ∂B und x 6= 0 gilt
|x|2 |y − x̃|2 = |x|2 〈y − x̃, y − x̃〉

= |x|2


 |y|2
︸︷︷︸

=1

+
1

|x|2 − 2 〈x̃, y〉





= |x|2 + 1− 2 〈x, y〉 = |x− y|2.Also ist
(|x| |y − x̃|)−(d−2) = |x− y|−(d−2)und somit

ϕx = Φ(· − x) auf ∂Bwie gewünsht.1.24 De�nition. Die Green-Funktion von ∆ für die Einheitskugel B ⊂ Rd und d ≥ 2ist gegeben durh
G(x, y) = Φ(y − x)− Φ (|x| (y − x̃))für x, y ∈ B und x 6= y.1.25 Lemma. Seien Br = B(0, r) ⊂ Rd, g ∈ C(∂Br) und u ∈ C2(Br) eine Lösung von

∆u = 0 in Br,
u = g auf ∂Br.Dann gilt

u(x) =
r2 − |x|2
ωd r

ˆ

∂Br

g(y)

|x− y|d dO(y). (1.5)Beweis. Zunähst nur im Fall r = 1. Der allgemeine Beweis wird über Skalierung geführt.Wir wissen zunähst, dass
u(x) = −

ˆ

∂B

g(y)
∂G

∂ν
(x, y) dO(y).Nun �xieren wir x ∈ B und haben

∂G

∂yi
(x, y) =

∂Φ

∂yi
(y − x)

︸ ︷︷ ︸

= 1
ωd

xi−yi

|x−y|d

− ∂

∂yi
Φ (|x| (y − x̃))

︸ ︷︷ ︸

=−1
ωd

yi|x|
2−xi

(|x| |y−x̃|)d

|y|=1
= −1

ωd

yi|x|
2−xi

|x−y|d23



und es folgt
∂G

∂ν
(x, y) =

d∑

i=1

yi
∂G

∂yi
(x, y)

= (. . . ) (einsetzen)
=

−1

ωd

1− |x|2
|x− y|d .1.26 De�nition. Die Funktion K : Br × ∂Br → R, gegeben durh

K(x, y) =
r2 − |x|2
ωd r

1

|x− y|dheiÿt Poisson-Kern von Ω für die Kugel Br.1.27 Satz. Seien g ∈ C (∂Br) und u : Br → R de�niert durh (1.5). Dann gilt
∆u = 0 in Br,

lim
x→z

u(x) = g(z) für alle z ∈ ∂Br.Bemerkung. Dies bedeutet, dass der Übergang zu ∂Br stetig ist!Beweis. Da y 7→ G(x, y) für y ∈ Br, y 6= x, harmonish ist, ist auh x 7→ G(x, y) für
x ∈ Br, x 6= y, harmonish. Somit ist auh die Funktion

x 7→ −∂G
∂ν

(x, y) = K(x, y), für x ∈ Br, y ∈ ∂Brstetig. Vertaushung von Di�erentiation und Integration (man überlegt sih leiht, dassdies möglih ist) liefert
∆u = 0 in Brund damit auh
u ∈ C∞(Br).
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Wir bemerken, dass für alle x ∈ Br

ˆ

∂Br

K(x, y) dO(y) = 1gilt, denn u ≡ 1 ist eindeutige Lösung von ∆u = 0 in Br mit u↾∂Br= 1.Sei nun z ∈ ∂Br und ε > 0 beliebig. Wähle δ > 0 mithilfe der Stetigkeit von g derart,dass
|g(y) − g(z)| < ε für |y − z| < δ.Für |x− z| < δ

2 gilt
|g(z) − u(x)| =

∣
∣
∣
∣

ˆ

K(x, y) [g(z) − g(y)] dO(y)

∣
∣
∣
∣

≤
ˆ

y∈∂Br ,
|y−z|≤δ

(
r2 − |x|2
ωd r

)

≤ε
︷ ︸︸ ︷

|g(z) − g(y)|
|x− y|d dO(y)

+

ˆ

y∈∂Br ,
|y−z|>δ

(
r2 − |x|2
ωd r

) |g(z) − g(y)|
|x− y|d dO(y)

≤ ε · 1 + 2‖g‖∞
(
r2 − |x|2

)

︸ ︷︷ ︸

(r−|x|)(r+|x|)

(
δ

2

)−d

≤ ε+ 2‖g‖∞
(
δ

1

)−d
· 2r (r − |x|) .Für |x− z| < ε

(
δ
2

)d
(4‖g‖∞r)−1 folgt

|u(x)− g(z)| < 2ε.25



Bemerkung. Die Beweisidee ist nur �lokal�, d.h. Stetigkeit von g im Punkt z ∈ ∂Brreiht aus, um limx→z u(x) = g(z) zu zeigen.
�

�

�

�
Fall II: Halbraum

Rd+ =
{

x ∈ Rd | xd > 0
}Der Halbraum ist unbeshränkt. Die Darstellungsformeln gelten zunähst niht und esist auh sonst kein Analogon zu Lemma 1.25.Wir erraten die Darstellungsformel und beweis direkt das Analogon von Satz 1.27. Für

x ∈ Rd+ setzen wir
x̃ = (x1, . . . , xd−1,−xd)und für x, y ∈ Rd+ setzen wir

ϕx(y) = Φ(y − x̃) = Φ(y1 − x1, . . . , yd−1 − xd−1, yd + xd).Dann erhalten wir für x ∈ Rd+ wie gewünsht
∆ϕx = 0 in Rd+,

ϕx = Φ(· − x) auf ∂Rd+.1.28 De�nition. Die Green-Funktion von ∆ für die obere Halbebene Rd+, d ≥ 2, istgegeben durh
G(x, y) = Φ(y − x)− Φ(y − x̃).

∂G

∂yd
(x, y) =

∂Φ

∂yd
(y − x)− ∂Φ

∂yd
(y − x̃)

=
1

(d− 2)ωd
|y − x|1−d · (2− d)

(y − x)d
|y − x| − 1

(d− 2)ωd
|y − x̃|1−d · (2− d)

(y − x̃)d
|y − x̃|

=
−1

ωd

(
yd − xd

|y − x|d − yd + xd

|y − x̃|d
)

.Damit gilt für y ∈ ∂Rd+, x ∈ Rd+

∂G

∂ν
(x, y) =

−∂G
∂yd

(x, y) =
−2xd
ωd

1

|y − x|d .26



Also haben wir Grund zur ANname, dass für �gute� Funktionen g : Rd−1 → R und jedeLösung u : Rd+ → R von
∆u = 0 in Rd+,

u = g auf ∂Rd+gilt:
u(x) =

2xd
ωd

ˆ

∂Rd
+

g(y)

|x− y|d dO(y), x ∈ Rd+. (1.6)1.29 De�nition. Die Funktion K : Rd+ × ∂Rd+ → R , gegeben durh
K(x, y) =

2xd
ωd

|x− y|−d ,heiÿt Poisson-Kern von ∆ für den Halbraum Rd+.1.30 Satz. Seien g ∈ C(Rd−1) beshränkt und u de�niert durh (1.6). Dann ist u be-shränkt und erfüllt
∆u = 0 in Rd+,

lim
x→z

u(x) = g(z) für alle z ∈ ∂Rd+
(

= Rd−1
)

.Beweis. Zunähst ist u beshränkt, was zu zeigen ist (Übung)! u ist harmonish in Rd+,da x 7→ K(x, y) harmonish in Rd+ ist und Integration und Di�erentiation vertaushtwerden dürfen (Übung).Seien z ∈ ∂Rd+ und ε > 0 beliebig. Wähle δ > 0 gemäÿ der Stetigkeit von g derart,dass |g(y) − g(z)| < ε für |y − z| < δ. Für |x− z| < δ
2 gilt dann

|u(x)− g(z)| =
∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

∂Rd
+

(g(y)− g(z)) K(x, y) dO(y)

∣
∣
∣
∣
∣
,denn für alle x ∈ Rd+ gilt ´

∂Rd
+
K(x, y) dO(y) = 1, was ebenfalls zu zeigen ist (Übung).

27



Es folgt also
|u(x)− g(z)| ≤

ˆ

y∈∂Rd
+,

|y−z|<δ

|g(y) − g(z)|
︸ ︷︷ ︸

≤ε

K(x, y) dO(y)

+

ˆ

y∈∂Rd
+,

|y−z|≥δ

|g(y) − g(z)|K(x, y) dO(y)

≤ ε · 1 + 2‖g‖∞
2xd
ωd

ˆ

y∈∂Rd
+,

|y−z|>δ

|x− y|−d dO(y)

≤ ε+
4‖g‖∞xd

ωd
2d

ˆ

y∈∂Rd
+,

|y−z|>δ

|z − y|−d dO(y),denn
|y − z| ≤ |y − x|+ |x− z|

≤ |y − x|+ δ

2

≤ |y − x|+ |y − z|
2und somit erhalten wir

|y − z| ≤ 2 |y − x|.Für
xd < ε

(

4‖g‖∞
ωd

2d
ˆ

|y−z|>δ
|y − z|−d dO(y)

)−1folgt also
|u(x)− g(z)| < 2 ε.
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2 Die Wellengleihung2.1 Die (inhomogene) TransportgleihungWir betrahten zunähst eine sog. Transportgleihung. Bei gegebenen b ∈ Rd, g : Rd → R,ist u : (0,∞) × Rd → R gesuht mit
∂tu+ 〈b,∇u〉 = 0 in (0,∞) ×Rd,

u(0, ·) = g auf Rd. (2.1)Wir beahten zunähst, dass gilt
∂tu =

∂u

∂t
,

∇u =

(
∂u

∂xi

)

i=1,...,d

.Sei u ∈ C1
(
[0,∞)× Rd

) eine Lösung von (2.1). Für t > 0, x ∈ Rd, de�nieren wir eineHilfsfunktion α : (−t,∞) → R durh
α(s) = u(t+ s, x+ sb).Dann gilt

α′(s) = ∂tu(t+ s, x+ sb) +
d∑

i=1

∂xiu(t+ s, x+ sb) bi

= (∂tu+ 〈∇u, b〉) (t+ s, x+ sb)

= 0für jedes s > −t. Also ist α konstant und somit ist u auf der Zeit-Raum-Linie
{

(t+ s, x+ sb) ∈ (0,∞) × Rd | s > −t
}
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konstant. Durh den Übergang sց −t folgt
u(t+ s, x+ sb) = u(0, x − tb)

= g(0, x − tb).Ergo erfüllt jede Lösung u ∈ C1
(
[0,∞) × Rd

) die Gleihung
u(t, x) = g(x− tb) (2.2)für t > 0, x ∈ Rd. Falls g ∈ C1(Rd) und u wie in (2.2), so ist u eine Lösung von (2.1).Es sei nun zusätzlih eine Funktion f : (0,∞) × Rd → R gegeben und gesuht werdedie Lösung u von der inhomogenen Transportgleihung

∂tu+ 〈b,∇u〉 = f in (0,∞)× Rd,

u(0, ·) = g auf Rd. (2.3)Mit derselben Hilfsfunktion α erhalten wir für (t, x) ∈ (0,∞) × Rd und s > −t

α′(s) = f(t+ s, x+ sb),also
u(t, x)−

=u(0,x−tb)
︷ ︸︸ ︷

g(x− tb) = α(0) − α(−t)

=

ˆ 0

−t
α′(s) ds

=

ˆ 0

−t
f(t+ s, x+ sb) dsSubstitution

=
s̃=s+t

ˆ t

0
f(s, x+ (s− t)b) ds.Jede Lösung u ∈ C1

(
(0,∞) × Rd

) von (2.3) ist also von der Form
u(t, x) = g(x − tb) +

ˆ t

0
f(s, x− (t− s)b) ds. (2.4)Ebenso gilt, dass u wie in (2.4) eine Lösung von (2.3) ist.
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2.2 Herleitung der eindimensionalen Wellengleihung

Abbildung 2.1: Shwingende Saite (blau)Es sei in Abbildung 2.1 eine shwingende Saite abgebildet und ̺ eine konstante Mas-sedihte, θ(t, x) der Auslenkungswinkel, τ eine konstante Spannkraft entlang der Saite,
τ · sin(θ(t, x)) die resultierende Kraft. Mit Newton gilt

(̺∆l) ∂2t u(t, x) = τ sin

(

θ

(

t, x+
∆x

2

))

− τ sin

(

θ

(

t, x− ∆x

2

))

.Wir beahten, dass für die Werte von θ
sin(θ) ≈ tan(θ)

= ∂xu(t, x)und
cos(θ) ≈ 1gilt, d.h.
∆l ≈ ∆x.Also

̺ ∂2t u(t, x) = τ
∂xu

(
t, x+ ∆x

2

)
− ∂xu

(
t, x− ∆x

2

)

∆x
.Für ∆x→ 0 ergibt sih

̺ ∂2t u(t, x) = τ ∂2xu (t, x)bzw. für c =√ τ
̺

∂2t u(t, x)− c ∂2xu(t, x) = 0. (2.5)31



Falls die Saite die Länge L hat, an beiden Seiten fest eingespannt ist, zum Zeitpunkt t = 0eine Ausgangslage u(0, x) = g(x) und eine Anfangsgeshwindigkeit ∂tu(0, x) = h(x) für
x ∈ (0, L) hat, so lautet die entsprehende Gleihung

∂2t u− ∂2xu = 0 in (0,∞) × (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = 0 für t ≥ 0,

u(0, ·) = g auf (0, L), [

lim
x→0

g(x) = 0 = lim
x→L

g(x)

]

∂tu(0, ·) = h auf (0, L).Im mehrdimensionalen Fall, d.h. u : (0,∞) × Ω → R für ein Gebiet Ω ⊂ Rd (d.h. Ω isto�en und zusammenhängend) kann man die Wellengleihung
∂2t u− c∆u = 0wie folgt herleiten:Sei V ⊂ Ω ein (kleiner) Testkörper. Dann muss nah Newton

ˆ

V

∂2t tu dx = −
ˆ

∂V

〈F, ν〉 dOgelten. Da dies für beliebige Testkörper V gelten muss, folgt
∂2t tu+ divF = 0.Für elastishe Körper gilt ungefähr

F = F (∇u) ≈ −c∇u ⇒ ∂2t tu− c div (∇u) = 0

⇔ ∂2t tu− c∆u = 0.Ziel ist es nun, eine (bzw. alle) Lösung(en) u : (0,∞) × R → R von
∂2t tu− ∂2t t = 0 in (0,∞) × R, (2.6)

u(0, ·) = g auf R,
∂tu(0, ·) = h auf R.zu konstruieren, wobei die Funktionen g, h ∈ C1(R) gegeben sind. Sei u ∈ C1([0,∞)×R)
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eine Lösung von (2.6). Als Ansatz bzw. Trik betrahten wir
∂2t t − ∂2x x = (∂t + ∂x) (∂t − ∂x) u.Dann erfüllt die (Hilfs-) Funktion (t, x) 7→ v(t, x) = ∂tu(t, x)− ∂xu(t, x) die Gleihung
∂tv + ∂xv = 0 für t > 0, x ∈ R. (2.7)

v löst also eine eindimensionale Transportgleihung und es gilt also
v(t, x) = v(0, x − t) (t > 0, x ∈ R).Somit haben wir

∂tu(t, x)− ∂xu(t, x) = v(0, x − t) (t > 0, x ∈ R).

u löst selbst also eine inhomogene Transportgleihung mit d = 1, b = −1, f(t, x) =

v(0, x − t). Wegen (2.4) erhalten wir
u(t, x) = g(x+ t) +

ˆ t

0
v(0, x− (s− t)− s

︸ ︷︷ ︸

=x+t−2s=:g⇒ds=− 1
2
dy

) ds

= g(x+ t) +

(

−1

2

)
ˆ x−t

x+t
v(0, y) dy

= g(x+ t) +
1

2

ˆ x+t

x−t




h(y)− g′(y)

︸ ︷︷ ︸

=∂xu(0,y)




 dy

= g(x+ t) +
1

2

ˆ x+t

x−t
h(y) dy − 1

2
(g(x + t)− g(x− t))

=
g(x+ t) + g(x− t)

2
+

1

2

ˆ x+1

x−t
h(y) dy. (2.8)Die letzte Gleihung (2.8) heiÿt auh D'Alembertshe Formel zur Lösung der Wellenglei-hung.2.1 Satz. Seien g ∈ C2(R), h ∈ C1(R) und u wie in (2.8). Dann gilt

u ∈ C2 ([0,∞)× R)und 33



(i)
∂2t u− ∂2xu = 0 in (0,∞).(ii)

lim
(t,x)→(0,z)

u(t, x) = g(z) für jedes z ∈ R,

lim
(t,x)→(0,z)

∂tu(t, x) = h(z) für jedes z ∈ R.Beweis. Nahrehnen.Bemerkung. Die D'Alembertshe Formel (2.8) bedeutet für k ∈ N

g ∈ Ck, h ∈ Ck−1 ⇒ u ∈ Ck.Sie bedeutet aber auh, dass im Allgemeinen g ∈ Ck, h ∈ Ck−1 ⇒ u ∈ Cm für m > kfalsh ist. D.h. �die Wellengleihung regularisiert die Anfangsdaten niht!� (Anders siehtes bei der Wärmeleitungsgleihung aus.)Durh ungerade Fortsetzung / Spiegelung an {x = 0}, d.h. für t > 0

g̃(x) =







g(x), x ≥ 0,

−g(−x), x < 0,

h̃ =







h(x), x ≥ 0,

−h(−x), x < 0,kann man die d'Alembertshe Lösungsformel auh für den Fall der Halbgeraden erhalten,wenn g(0) = 0 = h(0). Für t ≥ 0, x ≥ 0 gilt dann
u(t, x) =







g(x+t)+g(x−t)
2 + 1

2

´ x+t
x−t h(y) dy, x ≥ t,

g(x+t)+g(t−x)
2 + 1

2

´ x+t
t−x h(y) dy, x < t.

(2.9)Bemerkung. Damit u zweimal stetig di�erenzierbar bis zum Rand {x = 0} gelten kann,ist g′′(0) = 0 notwendig.
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2.3 Die mehrdimensionale WellengleihungZiel 1: Wir suhen explizite Darstellungen von Lösungen u : (0,∞)× Rd → R von
∂2t u−∆u = 0 in (0,∞) ×Rd,

u(0, ·) = g auf Rd,
∂tu(0, ·) = h auf Rd. (2.10)Ziel 2: Wir möhten die Eindeutigkeit von Lösungen und den Nahweis der beshränktenAusbreitungsgeshwindigkeit erhalten.Zum Erreihen des Ziels 1 betrahten wir folgende Strategie: Gegeben seien u, g, h wiein (2.10) und wir de�nieren für x ∈ Rd

Ux(t, r) =

 

∂B(x,r)
u(t, y) dO(y),

Gx(r) =

 

∂B(x,r)
g(y) dO(y),

Hx(r) =

 

∂B(x,r)
h(y) dO(y).2.2 Proposition. Seien d ≥ 2, m ≥ 2 und u ∈ Cm([0,∞)×Rd) eine Lösung von (2.10).Sei x ∈ Rd. Dann erfüllt die Funktion Ux : (0,∞) × (0,∞) → R

∂2t U
x − ∂2rU

x − d− 1

r
∂rU

x = 0 in (0,∞) × (0,∞),

Ux(0, ·) = Gx auf (0,∞),

∂tU
x(0, ·) = Hx auf (0,∞). (2.11)Strategie: Man kann nun die Gleihung (2.11) zu einer eindimensionalen Wellenglei-hung transformieren. Hierbei spielt leider der Wert von d ≥ 2 eine groÿe Rolle.Beispiel (d=3). De�niere

Ũx(t, r) = rUx(t, r),

G̃x(t, r) = rGx(r),

H̃x(t, r) = rHx(r).
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Somit ist
∂2t Ũ

x − ∂2r Ũ
x = 0 in (0,∞) × (0,∞),

Ũx(0, r) = G̃x auf (0,∞),

∂tŨ
x(0, r) = H̃x auf (0,∞)eine eindimensionale Wellengleihung. Es gilt

∂2t Ũ
x − ∂2r Ũ

x = r∂2tU
x − 2∂rU

x − r∂2rU
x

= r

(

∂2tU
x − ∂2rU

x − 2

r
∂rU

x

)

.Duh Anwendung von (2.9) erhalten wir für 0 ≤ r ≤ t

Ũx(t, r) =
G̃x(r + t) + G̃x(t− r)

2
+

1

2

ˆ r+t

t−r
H̃x(y) dy.Für x ∈ R3, t > 0 ergibt sih dann

u(t, x) = lim
rց0

Ũ(t, r)

r

=
(

G̃x
)′

(t) +
(

H̃x
)′

(t)und wir erhalten damit die Kirhho�she Lösungsformel in R3

u(t, x) =

 

∂B(x,t)
(th(y) + g(y) + 〈∇g(y), y − x〉) dO(y). (2.12)Beispiel (d=2). Die Poissonshe Lösungsformel im R2 lautet

u(t, x) =
1

2

 

B(x,t)

tg(y) + t2h(y) + t 〈g(y), y − x〉
√

t2 − |y − x|2
dy. (2.13)Zur Berehnung von u(t, x) benötigt man im Falle ungerader Raumdimensionen �nur�die Anfangsdaten g und h auf der Sphäre ∂B(x, t). Im Falle gerader Raumdimensionenhingegen sind die Anfangsdaten auf der ganzen Vollkugel B(x, t) nötig.Wir wenden uns nun Ziel 2 zu. Sei Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C2. Für

36



T > 0 setze
QT = (0, T ] × Ω und
ΓT = QT −QT .(ΓT entspriht der Raum-Zeit-Hülle ohne Zeitdekel und QT der Raum-Zeit-Geradenohne Zeitboden.)2.3 Satz. Sei T > 0. Es gibt höhstens eine Lösung u ∈ C2(QT ) von

∂2t u−∆u = f in QT ,
u = g auf ΓT ,

∂tu(0, ·) = h auf Ω,wobei h : Ω → R, g : ΓT → R.Beweis. Sei v ∈ C2(QT ) eine zweite Lösung. Dann ist w = u− v ∈ C2(QT ) eine Lösungvon
∂2t w −∆w = 0 auf QT ,

w = 0 auf ΓT ,
∂tw = 0 auf Ω. (2.14)Wir de�nieren für t > 0 die �Energie� als das Raumintegral

E(t) =
1

2

ˆ

Ω

(

(∂tw(t, x))
2 + (∇w(t, x))2

)

dx.Es folgt für die Ableitung
E′(t) =

ˆ

Ω

(
∂tw · ∂2t w + 〈∇w,∇∂tw〉

)
(t, x) dx

=

ˆ

Ω
∂tw

(
∂2t w −∆w

)

︸ ︷︷ ︸

=0

(t, x) dx

= 0für jedes t > 0. Es folgt E(t) = E(0) = 0 für alle t, da ∂tw = ∇w = 0 auf {0} × Ω. Also
∂tw = ∇w = 0 in QT37



und somit gilt w ≡ 0 in QT .

38



3 Die Wärmeleitungsgleihung3.1 MotivationWir betrahten einen homogenen dünnen Draht mit konstanter Quershnitts�ähe S. Mit
̺ > 0 und c > 0 bezeihnen wir die konstante spezi�she Dihte und die Wärmekapazität.Die Temperatur zum Zeitpunkt t > 0 an der Position x ∈ R wird mit u(t, x) bezeihnet.Die Wärme im Abshnitt V , welher durh die Ekdaten a, b ∈ R gegeben ist, ist gegebendurh

Q(t) =

ˆ b

a

c ̺ S u(t, x) dxund wir erhalten
dQ(t)

dt
= ̺ cS

ˆ b

a

∂u

∂t
(t, x) dx. (3.1)Andererseits ist der Wärme�uÿ durh das Quershnittselement proportional zu S undumgekehrt proportional zu ∆x (das Fouriershe Gesetz ). Die übertragene Wärme in V(von beiden Seiten betrahtet) ist dann

dQ(t)

dt
− C

∂u(t, a)

∂x
S + C

∂u(t, b)

∂x
S, (3.2)wobei C > 0 die Wärmeleitzahl ist. Wir erhalten

dQ(t)

dt
= CS

(
∂u(t, b)

∂x
− ∂u(t, a)

∂x

)

= CS

ˆ b

a

∂2u

∂x2
(t, x) dxund somit

dQ(t)

dt
= CS

ˆ b

a

∂2u

∂x2
(t, x) dx. (3.3)Nun vergleihen wir (3.1) und (3.3):

̺ cS

ˆ b

a

∂u

∂t
(t, x) dx = CS

ˆ b

a

∂2u

∂x2
(t, x) dx,
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d.h.
ˆ b

a

(
∂u

∂t
(t, x) − C

̺ c

∂2u

∂x2
(t, x)

)

dx = 0für alle a, b ∈ R, a < b. Dann gilt die folgende Gleihung:
∂u

∂t
(t, x)− C

̺ c

∂2u

∂x2
(t, x) = 0 für alle (t, x) ∈ (0,∞) × R. (3.4)Diese Gleihung ist als die eindimensionale Wärmeleitungsgleihung bekannt. In mehre-ren Dimensionen ersetzen wir ∂2u

∂x2
durh den Laplae-Operator ∆u.Beispiel. 





∂u
∂t
(t, x) = k∆u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)× R3,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3ist auh als die Di�usionsgleihung bekannt. Diese Gleihung modelliert die Ausbreitungeines gelösten Sto�es durh Di�usion, wobei uo(x) die Konzentration (Dihte) des Sto�esam Anfang im Punkt x ∈ R3 bezeihnet.3.2 Die Poissonshe FormelWir betrahten das homogene Anfangswertproblem (Cauhyproblem)
∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞) × Rd,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ Rd.3.1 De�nition. Die Funktion
Φ: (0,∞) × Rd → (0,∞), Φ(t, x) =

1

(4πt)
d
2

e−
|x|2

4theiÿt Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleihung.Bemerkung. (a) Φ ∈ C∞ ((0,∞) × Rd
).(b) Φ erfüllt die Wärmeleitungsgleihung (Übung)

∂Φ

∂t
−∆Φ = 0 in (0,∞) × Rd.() Für t = 0 ist Φ niht de�niert. 40



(d) ´

Rd Φ(t, x) dx = 1 (Übung).3.2 Satz (Poissonshe Formel). Sei u0 ∈ C(Rd) beshränkt. Wir de�nieren
u(t, x) =

ˆ

Rd

Φ(t, x− y)u0(y) dy =
1

(4πt)
d
2

ˆ

Rd

e−
|x−y|2

4t u0(y) dy.Dann gilt(i) u ∈ C∞ ((0,∞) × Rd
)
.(ii) ∂u(t,x)

∂t
−∆u(t, x) = 0 für alle (t, x) ∈ (0,∞) × Rd.(iii) lim (t,x)→(0,z)

(t,x)∈(0,∞)×Rd

u(t, x) = u0(z) für alle z ∈ Rd.Bemerkung. (a) Es gelte u0(x) ≥ 0 für alle x ∈ Rd und u0 6≡ 0. Dann ist
u(t, x) > 0für alle (t, x) ∈ (0,∞) × Rd. Wir sagen, dass die Wärmeleitungsgleihung eine un-endlihe Ausbreitungsgeshwindigkeit fordert.(b) Es gilt u(t, x) = (Φ(t, ·) ∗ u0) (x), d.h. wir können u als Faltung der Fundamentallö-sung und u0 au�assen.Beweis von 3.2. Sei (t, x) ∈ (0,∞)×Rd. Zunähst berehnen wir die Ableitung ∂u

∂xi
(t, x).Nahdem Mittelwertsatz existiert für jedes x ∈ Rd, h ∈ R, |h| < 1 ein θ ∈ [0, 1] derart,dass

Φ(t, x+ hei)− Φ(t, x)

h
=

∂Φ

∂xi
(t, x+ θ hei)

=
1

(4πt)
d
2

e−
|x+θ hei|

2

ht

(

−2
xi + θh

ht

)

.Somit ist ∣
∣
∣
∣

Φ(t, x+ hei)− Φ(t, x)

h

∣
∣
∣
∣
≤ C1 · |x| e−C2|x|2 für alle x ∈ Rdmit Konstanten C1, C2 > 0, welhe nur von t abhängen.
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Nun ist nah dem Satz der majorisierten Konvergenz
lim
h→0

u(t, x+ hei)− u(t, x)

h
= lim

h→0

ˆ

Rd

Φ(t, x− y + hei)− Φ(t, x− y)

h
u0(y) dy

=

ˆ

Rd

lim
h→0

Φ(t, x− y + hei)− Φ(t, x− y)

h
u0(y) dy

=

ˆ

Rd

∂Φ

∂xi
(t, x− y)u0(y) dy.Somit haben wir

∂u

∂xi
(t, x) =

ˆ

Rd

∂Φ

∂xi
(t, x− y)u0(y) dy.Analog zeigen wir

∂u

∂t
(t, x) =

ˆ

Rd

∂Φ

∂t
(t, x− y)u0(y) dyund erhalten somit für die zweiten Ableitungen

∂2u

∂xi∂yi
(t, x) =

ˆ

Rd

∂2Φ

∂xi∂yi
(t, x− y)u0(y) dy,sowie

u ∈ C∞
(

(0,∞) × Rd
)

.Wir haben durh (ii):
∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) =

ˆ

(
∂Φ

∂t
(t, x− y)−∆Φ(t, x− y)

)

︸ ︷︷ ︸

=0 (Fundamentallösung) u0(y) dy = 0.Nun zu Teil (iii): Sei z ∈ Rd und ε > 0 beliebig. Wir wählen δ > 0 derart, dass
|u0(y)− u0(z)| <

ε

2
für alle y ∈ Rd, |y − z| < δ.
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Für jedes x ∈ Rd, |x− z| < δ
2 gilt

|u(t, x)− u0(z)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

Rd

Φ(t, x− y)u0(y) dy −
ˆ

Rd

Φ(t, x− y)

︸ ︷︷ ︸

=1, vgl. Bem. (d) u0(z) dy∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

ˆ

Rd

Φ(t, x− y) |u0(y)− u0(z)| dy

=

ˆ

B(z,δ)
Φ(t, x− y) |u0(y)− u0(z)| dy

︸ ︷︷ ︸

=:J1

+

ˆ

B(z,δ)C
Φ(t, x− y) |u0(y)− u0(z)| dy

︸ ︷︷ ︸

=:J2

.Es gilt
J1 =

ˆ

B(z,δ)
Φ(t, x− y) |u0(y)− u0(z)|

︸ ︷︷ ︸

< ε
2

dy

≤ ε

2

ˆ

B(z,δ)
Φ(t, x− y) dy ≤ ε

2

ˆ

Rd

Φ(t, x− y) dy

︸ ︷︷ ︸

=1

=
ε

2und
J2 =

ˆ

B(z,δ)C
Φ(t, x− y) |u0(y)− u0(z)|

︸ ︷︷ ︸

≤|u0(y)|+|u0(z)|≤2‖u0‖∞

dy

≤ 2 ‖u0‖∞
(4πt)

d
2

ˆ

B(z,δ)C
e−

|x−y|2

4t dy.Wir wissen, dass |x− z| ≤ δ
2 und |y − z| ≥ δ gilt. Mithilfe der Dreieksungleihung

|y − z| ≤ |y − x|+ |x− z| ≤ |y − x|+ δ

2
≤ |y − x|+ 1

2
|y − z|haben wir also

|x− y| ≥ 1

2
|y − z|.
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Damit folgt
J2 ≤ 2 ‖u0‖∞

(4π)
d
2

1

t
d
2

ˆ

B(z,δ)C
e−

|y−z|2

16t dy

=
2 ‖u0‖∞
(4π)

d
2

1

t
d
2

ˆ ∞

δ

e−
r2

16t rd−1 ωd dr

=
2 ‖u0‖∞ ωd

(4π)
d
2

1

t
d
2

ˆ ∞

δ

e−
r2

16t rd−1 dr

︸ ︷︷ ︸

t→0−−→0 durh Substitution s= r
4tund nun wählen wir t0 > 0 derart, dass

2 ‖u0‖∞ ωd

(4π)
d
2

1

t
d
2

ˆ ∞

δ

e−
r2

16t rd−1 dr <
ε

2für alle t ∈ (0, t0) gilt. Somit ist (iii), gezeigt, denn es ist
(u(t, x)− u0(z)) < ε für alle (t, x) ∈ (0,∞) × Rd, |x− z| < δ

2
, t ∈ (0, t0).Nun betrahten wir das inhomogene Anfangswertproblem

∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x) für (t, x) ∈ (0,∞) × Rd,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ Rd.Zunähst nehmen wir u0 ≡ 0 an.3.3 Satz. Sei f ∈ C
(1,2)
c

(
[0,∞)× Rd

) und de�niere
u(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(t− s, x− y) f(s, y) dy ds

=

ˆ t

0

1

(4π(t− s))
d
2

ˆ

Rd

e
− |x−y|2

4(t−s) f(s, y) dy dsfür (t, x) ∈ (0,∞) × Rd. Dann gilt(i) u ∈ C(1,2)
(
(0,∞)× Rd

)
.(ii) ∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x) für (t, x) ∈ (0,∞)× Rd.44



(iii) lim (t,x)→(0,z)

(t,x)∈(0,∞)×Rd

u(t, x) = 0 für z ∈ Rd.Mit der Poissonshen Formel 3.2 und obigem Satz 3.3 folgt3.4 Folgerung. Seien f ∈ C
(1,2)
c

(
(0,∞) × Rd

) und u0 ∈ C
(
Rd
) beshränkt. Wir de�-nieren

u(t, x) =

ˆ

Rd

Φ(t, x− y)u0(y) dy +

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(t− s, x− y) f(s, y) dy dsfür (t, x) ∈ (0,∞) × Rd. Dann gilt(i) u ∈ C(1,2)
(
(0,∞)× Rd

)
.(ii) ∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x) für (t, x) ∈ (0,∞)× Rd.(iii) lim (t,x)→(0,z)

(t,x)∈(0,∞)×Rd

u(t, x) = u0(z) für z ∈ Rd.Beweis von 3.3. Durh Substitution erhalten wir
u(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(s, y) f(t− s, x− y) dy ds.Analog wie im Beweis von Satz 3.2 zeigen wir, dass
∂2u

∂xi∂xj
(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(s, y)
∂2f

∂xi∂xj
(t− s, x− y) dy ds.Es gilt

∂u

∂t
(t, x) =

ˆ

Rd

Φ(t, y) f(0, x − y) dy

+

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(s, y)
∂

∂t
f(t− s, x− y) dy ds.Hierbei benutzen wir die Voraussetzung, dass f einen kompakten Träger hat. Wir sehen
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auh, dass ∂u
∂t
, ∂2u
∂xi∂xj

∈ C
(
(0,∞)× Rd

). Somit gilt für 0 < ε < t

∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(s, y)

(
∂

∂t
−∆x

)

f(t− s, x− y) dy ds

+

ˆ

Rd

Φ(t, y) f(0, x− y) dy

=

ˆ t

ε

ˆ

Rd

Φ(s, y)

(

− ∂

∂s
−∆y

)

f(t− s, x− y) dy ds

+

ˆ ε

0

ˆ

Rd

Φ(s, y)

(

− ∂

∂s
−∆y

)

f(t− s, x− y) dy ds

+

ˆ

Rd

Φ(t, y) f(0, x− y) dy

=: Iε + Jε +K.Nun shätzen wir ab:
|Jε| ≤

ˆ ε

0

ˆ

Rd

Φ(s, y)

(∣
∣
∣
∣

∂

∂s
f(t− s, x− y)

∣
∣
∣
∣
+ |∆yf(t− s, x− y)|

)

︸ ︷︷ ︸

≤‖ ∂f
∂t ‖∞

+d·max1≤i≤d

∥

∥

∥

∥

∂2f

∂x2
i

∥

∥

∥

∥

∞

=:Cf

dy ds

≤ Cf

ˆ ε

0

ˆ

Rd

Φ(s, y) dy ds = Cf ε
εց0−−−→ 0.Mit partieller Integration in Iε shätzen wir nun ab:

Iε =

ˆ

Rd

[

Φ(s, y) [−f(t− s, x− y)]tε −
ˆ t

ε

∂Φ

∂s
(s, y) (−f(t− s, x− y)) ds

]

dy

+

ˆ t

ε

ˆ

Rd

(−∆yΦ(s, y)) f(t− s, x− y) dy ds,
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weil
ˆ

Rd

Φ(s, y)

(

− ∂2

∂y21

)

f(t− s, x− y) dy

=

ˆ ∞

−∞
· · ·

ˆ ∞

−∞

[
ˆ ∞

−∞
Φ(s, y)

(

− ∂2

∂y21

)

f(t− s, x− y) dy1

]

dy2 · · · dyd

=

ˆ ∞

−∞
· · ·

ˆ ∞

−∞
[

Φ(s, y)

(

− ∂

∂y1
f(t− s, x− y)

)]∞

−∞
︸ ︷︷ ︸

=0−0=0

−
ˆ ∞

−∞

∂Φ

∂y1
(s, y)

(

− ∂Φ

∂y1
f(t− s, x− y)

)

dy1

dy2 · · · dyd

=

ˆ ∞

−∞
· · ·

ˆ ∞

−∞
[
∂Φ

∂y1
(s, y) f(t− s, x− y)

]∞

−∞

−
ˆ ∞

−∞

∂2Φ

∂y21
(s, y) f(t− s, x− y) dy1

dy2 · · · dydund somit ist
Iε =

ˆ t

ε

ˆ

Rd

(
∂Φ

∂s
(s, y)−∆yΦ(s, y)

)

︸ ︷︷ ︸

=0

f(t− s, x− y) dy ds

+

ˆ

Rd

Φ(ε, y) f(t− ε, x− y) dy

−
ˆ

Rd

Φ(t, y) f(0, x− y) dy

=

ˆ

Rd

Φ(ε, y) f(t− ε, x− y) dy −K.
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Shlieÿlih erhalten wir
∂u

∂t
(t, x)−∆u(t, x) = lim

ε→0
(Iε + Jε +K)

= lim
ε→0

ˆ

Rd

Φ(ε, y) f(t− ε, x− y) dySatz 3.2 (iii)
= f(t, y).Für Aussage (iii) betrahten wir

|u(t, x)| ≤ ‖f‖∞
ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ(t− s, x− y) dy

︸ ︷︷ ︸

=1

ds = t ‖f‖∞ t→0−−→ 0.

3.3 Eigenshaften der LösungZunähst betrahten wir die Eindeutigkeit der Lösung. Wie bei der Wellengleihung de-�nieren wir den Zeit-Raum-Zylinder (ohne Zeit-Boden)
QT = (0, T ] × Ω,wobei T > 0 und Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C2 ist. Die Zeit-Raum-Hülle(ohne Zeit-Dekel) wird durh
ΓT = QT \QTde�niert.3.5 Satz. Es gibt höhstens eine Lösung u ∈ C2(QT ) des Problems

∂u

∂t
−∆u = f in QT ,

u = u0 auf ΓT .Beweis. Seien u, v zwei Lösungen. Dann löst
w := u− v
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das homogene Problem
∂w

∂t
−∆w = 0 in QT ,

w = 0 auf ΓT .Nun de�nieren wir die Energie
E(t) =

ˆ

Ω
w(t, x)2 dx, t ∈ [0, T ].Dann ist

E′(t) =

ˆ

Ω
2w(t, x)

∂w

∂t
(t, x) dx =

ˆ

Ω
2w(t, x)∆w(t, x) dxGreenshe

=Formel −2

ˆ

Ω
|∇w(t, x)|2 dx ≤ 0und damit gilt
E(t) ≤ E(0) = 0,d.h.

u− v = w = 0 auf QT .3.6 Satz. Seien u1, u2 ∈ C2
(
QT
) beide Lösungen von

∂tu−∆u = 0 in QT ,
u = g auf [0, T ] × ∂Ωund es gelte u1(T, ·) = u2(T, ·). Dann folgt
u1 ≡ u2 in QT .Bemerkung. Man nennt dieses Phänomen auh �rükwärtige Eindeutigkeit�. D.h., dasszwei untershiedlihe, anfänglihe Wärmeverteilungen am Zylinderand niht die selbeWärmeverteilung im gesamten Zylinder erzeugen können.Beweis. Wir setzen w = u1 − u2 und für 0 ≤ t ≤ T

A(t) =

ˆ

Ω
(w(t, x))2 dx.
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Dann gilt A(T ) = 0 und es ist A(·) = 0 zu zeigen.
A′(t) =

ˆ

Ω
2w ∂tw

︸︷︷︸

=∆

dx = −2

ˆ

Ω
(∇w)2 dx,sowie

A′′(t) = −4

ˆ

Ω
(∇w∇∂tw) dx

∂tw↾ΓT
=0

= 4

ˆ

Ω
(∇w) ∂tw dx = 4

ˆ

Ω
(∆w)2 dx.Andererseits gilt

ˆ

Ω
(∇w)2 dx = −

ˆ

Ω
w∆w dx

Cauhy-Shwarz
≤

(
ˆ

Ω
w2

) 1
2
(
ˆ

Ω
(∆w)2

) 1
2

. (3.5)Ergo
(
A′(t)

)2
= 4

(
ˆ

Ω
(∇w)2 dx

)2 (3.5)
≤
(
ˆ

Ω
w2

)(

4

ˆ

Ω
(∆w)2 dx

)

= A(t)A′′(t).Wegen A(T ) = 0 folgt
A(t) = 0für 0 ≤ t ≤ T .3.7 Satz (Maximumprinzip). Sei u ∈ C
(
QT
)
∩ C1,2(QT ). Es gelte

∂tu−∆u = 0 in QT .Dann folgt
max
QT

u = max
ΓT

u.
[
QT = (0, T ]× Ω,ΓT = QT \QT

]Beweis. Wir nehmen zunähst
∂tu−∆u < 0 in QT (3.6)an. Sei ε ∈ (0, T ) und QT−ε = (0, T − ε]×Ω. Da u ∈ C

(
QT−ε

), existiert (t0, x0) ∈ QT−εmit
u(t0, x0) = max

QT−ε

u.Wir untersheiden nun die möglihe Lage von (t0, x0):50



Abbildung 3.1: Möglihe Lage von (t0, x0) in QT−ε(blau).Falls (t0, x0) ∈ QT−ε, so müsste
∂tu(t0, x0) = 0, ∆u(t0, x0) ≤ 0gelten, was einen Widerspruh zu (3.6) darstellt. D.h. der Punkt (t0, x0) liegt niht imInneren von QT−ε.Falls t0 = T − ε (d.h. (t0, x0) liege im �Zeitdekel� von QT−ε), so müsste
∂tu(t0, x0) ≥ 0, ∆u(t0, x0) ≤ 0gelten, was erneut einen Widerspruh zu (3.6) darstellt.Also ist (t0, x0) ∈ ΓT−ε, d.h.

max
QT−ε

u = max
ΓT−ε

u ≤ max
ΓT

u.Damit erhalten wir
max
QT

u = max
ΓT

u,denn jede möglihe Maximumstelle (t1, x1) ∈ QT liegt entweder in QT−ε für ε > 0geeignet oder in ΓT oder es gilt t1 = T . In allen Fällen folgt die Behauptung.Es gelte nun wie im Satz angenommen �nur�
∂tu−∆u ≤ 0 in QT .Setzen für δ > 0

v(t, x) = u(t, x)− δt.51



Dann folgt, dass die Wärmeleitungsgleihung für v
∂tv −∆v = ∂tu−∆u− δ < 0 in QTerfüllt. Damit erhalten wir
max
QT

u = max
(t,x)∈QT

(v(t, x) + δt)

≤ max
QT

v + δT = max
ΓT

v + δT

≤ max
ΓT

u+ δT.Mit dem Grenzübergang δ → 0 folgt die Behauptung.Wir können nun Satz 3.5 etwas verbessern:3.8 Folgerung. Es gibt höhstens eine Lösung u ∈ C1,2 (QT ) ∩ C
(
QT
) des Problems

∂t −∆u = f in QT ,
u = g auf ΓT ,wobei g ∈ C (ΓT ).Ohne Beweis und ohne Verwendung notieren wir3.9 Satz (Starkes Maximumprinzip). Sei u ∈ C1,2 (QT )∩C

(
QT
) eine Lösung der Wär-meleitungsgleihung in QT und es gebe (t0, x0) ∈ QT mit

u(t0, x0) = max
QT

u.Dann ist u konstant in Qt0 = [0, t0]× Ω.3.10 Satz. Sei T > 0 und sei u ∈ C1,2
(
(0, T ]× Rd

)
∩ C

(
[0, T ] × Rd

) eine Lösung von
∂tu−∆u = 0 in (0, T ) × Rd,

u(0, ·) = g auf Rd,wobei g ∈ C
(
Rd
). Es gebe Konstanten a, K > 0 derart, dass für alle x ∈ Rd und

0 ≤ t ≤ T gilt:
u(t, x) ≤ K ea|x|

2
.52



Dann gilt
sup

[0,T ]×Rd

u = sup
Rd

g.Bemerkung. Die Voraussetzungen sind niht für alle Funktionen u erfüllt, betrahte sobeispielsweise u(t, x) = e|x|
3.Dieser Satz liefert sofort die folgende Eindeutigkeit.3.11 Folgerung. Seien g ∈ C

(
Rd
), f ∈ C

(
[0, T ]× Rd

). Dann existiert höhstens eineFunktion u ∈ C1,2
(
(0, T ] ×Rd

)
∩ C

(
[0, T ]× Rd

), welhe sowohl
∂tu−∆u = f in (0, T )× Rd,

u(0, ·) = g auf Rd,als auh
|u(t, x)| ≤ K ea|x|

2für alle x ∈ Rd, 0 ≤ t ≤ T und geeigneten Konstanten a, K > 0 erfüllt.Beweis von 3.10. Wir nehmen an, dass
T <

1

4a
(3.7)gelte. Wir wählen ε > 0 so klein, dass 4a(T + ε) < 1 gilt. Sei y ∈ Rd, δ > 0 beliebig. Wirde�nieren eine Hilfsfunktion v durh

v(t, x) = u(t, x) − δ

(

1

(T + ε− t)
d
2

e
|x−y|2

4(T+ε−t)

)

,d.h. v entspriht der sozusagen Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleihung, welhesowohl in der Zeit als auh um x bzw. y vershoben. Durh Nahrehnen sieht man, dass
∂tv −∆v = 0 (0, T ) × Rd.Sei r > 0, Ω = B(y, r) und QT = (0, T ] ×B(y, r). Wegen Satz 3.7 gilt

max
QT

v = max
ΓT

v.Für x ∈ Rd gilt
v(0, x) ≤ u(0, x) = g(x).53



Für 0 ≤ t ≤ T und |y − x| ≤ r gilt
v(t, x) = u(t, x)− δ

(

1

(T + ε− t)
d
2

e
r2

4(T+ε−t)

)Voraus.
≤ K ea|x|

2 − δ

(

1

(T + ε− t)
d
2

e
r2

4(T+ε−t)

)

≤ K ea(|y|−r)
2 − δ

(

1

(T + ε)
d
2

e
r2

4(T+ε)

)

[mit |x| ≤ |x− y|+ |y|] .Setzen wir nun γ = 1
4(T+ε) − a, so folgt γ > 0 und

v(t, x) ≤ K ea(|y|+r)
2−δ(4(a+γ))

d
2
e(a+γ)r

2
.Für y fest und r hinreihend groÿ (also x weit genug weg von y) folgt für r = |x− y|

v(t, x) ≤ sup g.Also gilt für alle x ∈ Rd, 0 ≤ t ≤ T , unter der Annahme T < 1
4a

v(t, x) ≤ sup g.Mit dem Grenzübergang δ → 0 erhalten wir
sup

[0,T ]×Rd

u ≤ sup g.Durh Hintereinandersausführung auf den Zeitintervallen (0, 1
8aT ], ( 1

8aT ,
2

8aT ], . . . , (
k

8aT ,
k+1
8aT ], . . .mit k ∈ N erhalten wir shlieÿlih die gewünshte Aussage.3.12 Satz. Sei u ∈ C1,2 (QT ) eine Lösung von

∂tu−∆u = 0 in QT .Dann gilt
u ∈ C∞ (QT ) .Bemerkung. Man merkt sih diesen Satz am Besten so: �Lösungen der Wärmeleitungs-gleihungen sind C∞!� 54



Beweisskizze. Wir betrahten die folgenden Zylinder:
Z̺(t, x) =

{
(s, y) | |x− y| < ̺, t− ̺2 ≤ s ≤ t

}Sei (t0, x0) ∈ QT . Wähle r > 0 klein genug, sodass
Z = Zr(t0, x0) ⊂ QT .De�niere nun
Z ′ := Z 3

4
r(t0, x0),

Z ′′ := Z r
2
(t0, x0).Wir wählen nun eine Funktion τ ∈ C∞ (QT ) mit

0 ≤ τ ≤ 1,

τ ≡ 1 auf Z ′,

τ ≡ 0 in einer Umgebung des Randesvon Z und auÿerhalb.Aus tehnishen Gründen nehmen wir zusätzlih u ∈ C∞ (QT ) an (auh wenn wir dieseigentlih beweisen wollen), denn später wird u durh u ∗ ̺ε für einen Faltungskern ̺ersetzt. Wir defnieren
v(t, x) = τ(t, x)u(t, x) x ∈ Rd, 0 ≤ t ≤ t0.Dann erhalten wir

∂tv = τ∂tu+ ∂tτ · u,
∆v = τ∆u+ 2 〈∇τ,∇u〉+ u ·∆τ.Also gilt v = 0 auf {0} × Rd und

∂tv −∆v = ∂tτ u− 2 〈∇τ,∇u〉 − u∆τ
︸ ︷︷ ︸

=:f

(−τδtu− τ∆u)
︸ ︷︷ ︸

=0 wg. ∂tu−∆u=0

.

v löst also ∂tv −∆v = f in (0, t0)× Rd mit Anfangswertbedingung v = 0 auf {0} × Rd.
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Somit folgt
v(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

Rd

Φ (t− s, x− y) f(s, y) dy ds.Wir beahten, dass τ = 0 auÿerhalb von Z und, dass τ konstant in Z ′′ ist. Daher erhaltenwir f = 0 in Z ′′. Für (t, x) ∈ Z ′′ ist also v(t, x) = u(t, x) gegeben durh
u(t, x) =

ˆ t

0

ˆ

{y∈Rd | (s,y)∈Z}
Φ (t− s, x− y) f(s, y) dy ds, (3.8)wobei f = 0 in der Nähe der Singularität von Φ gilt. Eine genaue Untersuhung desIntegrals ergibt, dass die Darstellung (3.8) die Regularität von u verbessert.
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4 Shwahe Ableitungen undSobolev-RäumeSei Ω ⊂ Rd o�en.4.1 De�nition. Seien u ∈ L1
loc(Ω) und α ein Multiindex. Eine Funktion g ∈ L1

loc(Ω)heiÿt α-te shwahe Ableitung von u, falls für alle ϕ ∈ C∞
c (Ω) gilt:

ˆ

Ω
u∂α ϕ = (−1)|α|

ˆ

Ω
g ϕ.Bemerkung. Im Fall d = 1 und Ω = (a, b) bedeutet dieses, dass

ˆ b

a

uϕ′ = −
ˆ b

a

g ϕ ∀ ϕ ∈ C∞
c (a, b) . (4.1)Wir wussten shon immer, dass für u ∈ C1 (a, b) und ϕ ∈ C∞

c (a, b) mit partieller Inte-gration gilt:
ˆ b

a

uϕ′ = [uϕ]ba −
ˆ b

a

u′ · ϕ = 0−
ˆ b

a

u′ · ϕ,d.h. in diesem Fall ist g = u′ und die erste (shwahe) Ableitung.Beispiel. Sei u : (−1, 1) → R, u(x) = |x| die Betragsfunktion. Wir behaupten, dass
g : (−1, 1) → R mit

g(x) =







−1, x < 0,

π, x = 0,

1, x > 0,eine (die) shwahe Ableitung von u ist. (Shwahe Ableitungen sind fast siher gleih,d.h. die Stelle x = 0 spielt bei der De�nition von g keine Rolle, wie wir im folgendenBeweis sehen werden.)
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Beweis. Sei ϕ ∈ C∞
c (−1, 1). Zu zeigen ist

ˆ 1

1
uϕ′ = −

ˆ 1

−1
gϕ.Es gilt

ˆ 1

−1
uϕ′ =

ˆ 0

−1
(−x)ϕ′(x) dx+

ˆ 1

0
xϕ′(x) dx

= [−xϕ(x)]0−1 +

ˆ 0

−1
1 · ϕ(x) dx+ [xϕ(x)]10 −

ˆ 1

0
1 · ϕ(x) dx

= 0 +

ˆ 0

−1
ϕ+ 0−

ˆ 1

0
ϕ.Die andere Seite liefert

−
ˆ 1

−1
gϕ = +

ˆ 0

−1
ϕ(x) dx−

ˆ 1

0
ϕ(x) dx.Beispiel. Sei u : (−1, 1) → R und

u(x) =







−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.Wir stellen uns die Frage, ob g ≡ 0 eine (die) shwahe Ableitung ist. Dazu rehnen wir
0

!
=

ˆ 1

−1
uϕ′ =

ˆ 0

−1
ϕ′(x) dx+

ˆ 1

0
ϕ′(x) dx

= −ϕ(0) + ϕ(−1) + ϕ(1) − ϕ(0)

= −2ϕ(0).Es müsste gelten:
ϕ(0) = 0 ∀ ϕ ∈ C∞

c (−1, 1) .Das ist jedoh niht möglih, d.h. g ≡ 0 ist niht die shwahe Ableitung. Wir könnensogar zeigen, dass u gar keine shwahe Ableitung besitzt: Dazu bemerken wir, dass wir
u auh als u(x) = sgn(x) shreiben können. Angenommen u′ ∈ L1

loc sei die shwahe
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Ableitung von u. Dann würde für jedes ϕ ∈ C∞
c ((−1, 1))

ˆ 1

−1
uϕ′ = −

ˆ 1

−1
u′ϕ.gelten. Daraus erhalten wir jedoh

−
ˆ 0

−1
ϕ′(x) dx+

ˆ 1

0
ϕ′(x) dx = −2ϕ(0) = −

ˆ 1

−1
u′(x)ϕ(x) dxund somit

ϕ(0) =
1

2

ˆ 1

−1
u′(x)ϕ(x) dx.Wir wählen nun die Folge (ϕn)n∈N mit ϕn ∈ C∞

c ((−1, 1)), 0 ≤ ϕn ≤ 1, supp (ϕn) ⊂
(
− 1
n
, 1
n

), ϕn(0) = 1 für alle n ∈ N. Dann würde folgen:
1 = ϕn(0) =

1

2

ˆ 1

−1
u′(x)ϕn(x) dx

n→∞−−−→ 0.4.2 Proposition. Shwahe Ableitungen sind fast siher eindeutig.Beweis. Seien g, h shwahe Ableitungen einer Funktion u ∈ L1
loc (Ω). Dann gilt für jedes

ϕ ∈ C∞
c (Ω)

(−1)|α|
ˆ

Ω
g(x)ϕ(x) dx = (−1)|α|

ˆ

Ω
h(x)ϕ(x) dxund somit

ˆ

Ω
(g(x)− h(x))ϕ(x) dx = 0für alle ϕ ∈ C∞

c (Ω) und somit g = h f.ü.4.3 De�nition. Seien 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N. Dann de�nieren wir
Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) | ∂αu ∈ Lp (Ω) falls |α| ≤ m} .Bemerkung. (1) Der Raum Wm,p (Ω) enthält alle Lp (Ω)-Funktionen, welhe shwaheAbleitungen bis zur Ordnung m in Lp (Ω) besitzen.(2) Beispiel: Wir betrahten wieder die Betragsfunktion u : (−1, 1) → R, u(x) = |x|.Dann gilt u ∈W 1,1 ((−1, 1)), aber auh W 1,∞ ((−1, 1)).(3) Es gibt Funktionen u ∈ Wm,p (Ω), welhe auf einer dihten Teilmenge K ⊂ Ω mit59



K = Ω beliebig groÿ werden.Beispiel hierzu: Seien Ω = B1 (0) ⊂ R3, K = Q3 ∩ Ω und (zj)j∈N eine Abzählungvon K. Wir de�nieren u : Ω → R durh
u(x) =

∞∑

j=1

1

2j
|x− zj |−1 .Dann gilt u ∈W 1,1 (Ω) . Im Fall d = 1 tritt dieses Phänomen niht auf.(4) Falls u ∈Wm,p (Ω) und v = u fast überall, dann gilt v ∈Wm,p (Ω). Dies folgt sofortaus der De�nition von Wm,p (Ω)!(5) Es ist W 0,p (Ω) = Lp (Ω).Ohne Beweis und spätere Verwendung notieren wir folgenden4.4 Satz. Seien 1 ≤ p ≤ ∞ und u ∈ W 1,p (Ω) mit der Eigenshaft, dass für jedes

i ∈ {1, . . . , d}
∂iu ∈ C (Ω)gilt, wobei u die shwahe Ableitung bezeihnet. Dann exisitiert eine Funktion ũ ∈ C1 (Ω)mit

ũ = u fast überall.4.5 Satz (Rehnen mit shwahen Ableitungen). Seien 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N, |α| ≤ mund u, v ∈Wm,p (Ω).(i) Es gilt ∂αu ∈Wm−|α|,p (Ω) und ∂β (∂αu) = ∂α
(
∂βu

)
= ∂α+βu, falls |α|+ |β| ≤ m.(ii) Für alle λ, µ ∈ R gilt λu+ µv ∈Wm,p (Ω) mit ∂α (λu+ µv) = λ∂αu+ µ∂αv.(iii) Falls Ω′ ⊂ Ω o�en, so gilt u↾Ω′∈Wm,p (Ω′).(iv) Für η ∈ C∞

c (Ω) gilt ηu ∈Wm,p (Ω) und
∂α (ηu) =

∑

β≤α

(
α

β

)(

∂βη
)(

∂α−βu
)

,wobei (α
β

)
= α!

β!(α−β)! .
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Beweis. Zu (i): Wir zeigen, dass ∂β (∂α) = ∂α+β im shwahen Sinne gilt. Sei also ∂αudie α-te shwahe Ableitung von u und ϕ ∈ C∞
c (Ω) eine Testfunktion. Dann gilt ∂βϕ ∈

C∞
c (Ω) und somit

ˆ

Ω
∂αu∂βϕ = (−1)|α|

ˆ

Ω
u∂α

(

∂βϕ
)

= (−1)|α|
ˆ

Ω
u∂α+βϕ

= (−1)|α|(−1)|α+β|
ˆ

Ω
∂α+βu · ϕ (nah Def. von ∂α+βu)

= (−1)|β|
ˆ

Ω
∂α+βu · ϕ.(ii) und (iii) sind trivial. (iv) beweist man mittels Induktion nah |α|.Wir versehen nun Wm,p (Ω) mit einer Norm und beweisen die Vollständigkeit von

Wm,p (Ω) bezüglih dieser Norm. Wir werden also sehen, dass Wm,p (Ω) ein Banahraumist.4.6 De�nition. Für 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N, u ∈Wm,p (Ω) de�nieren wir die Sobolev-Normdurh
‖u‖m,p := ‖u‖Wm,p(Ω) :=







(
∑

|α|≤m ‖∂αu‖p
Lp(Ω)

) 1
p
, für 1 ≤ p <∞,

∑

|α|≤m ‖∂αu‖L∞(Ω), für p = ∞.Den auf diese Weise normierten Vektorraum Wm,p (Ω) nennen wir Sobolev-Raum.4.7 Satz. Für alle 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N ist (Wm,p (Ω) , ‖ · ‖Wm,p(Ω)

) ein Banahraum.Beweis. Sei (un) eine Cauhyfolge in Wm,p (Ω). Insbesondere ist damit (∂αun)n eineCauhyfolge in Lp (Ω) für |α| ≤ m. Da Lp (Ω) vollständig ist, existiert zu jedem α einGrenzelement gα ∈ Lp (Ω) mit
‖gα − ∂αun‖Lp(Ω)

n→∞−−−→ 0.Wir de�nieren u = g(0,...,0), d.h.
‖un − u‖Lp(Ω)

n→∞−−−→ 0.Wir zeigen nun u ∈ Wm,p (Ω) mit ∂αu = gα. Seien α ein Multiindex mit |α| und ϕ ∈
C∞
c (Ω) eine beliebige Testfunktion. Dann gilt wegen ‖unψ − uψ‖p = ‖(un − u)ψ‖p ≤61



‖ψ‖∞‖un − u‖ für ψ ∈ L∞

ˆ

Ω
u∂αϕ

∂αϕ∈L∞

= lim
n→∞

ˆ

Ω
un∂

αϕ
Def. ∂αun= (−1)|α| lim

n→∞

ˆ

Ω
∂αu

= (−1)|α|
ˆ

Ω
gαϕund somit

∂αu = gund wir erhalten
∂αun → ∂αu,also ‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0.4.8 Satz. Wm,p (Ω) ist re�exiv für 1 < p <∞ und seperabel für 1 ≤ p <∞.Beweis. Wir betrahten den Banahraum

X = Lp (Ω)× Lp (Ω)d × Lp (Ω)(d
2) × · · · × Lp (Ω)(d

m)und die Ableitung T : Wm,p (Ω) → X,
u 7→ T (u) =

(
u,∇u,D2u, . . . ,Dmu

)
.Aufgrund der De�nition der Sobolovnorm aufWm,p (Ω) ist T eine Isometrie. WeilWm,p (Ω)vollständig ist, ist T (Wm,p) ⊂ X ein abgeshlossener Unterraum. Als solher erbtWm,p (Ω)die Re�exivität und Separabilität von X. Vergleihe hierzu auh das Skript zur Funktio-nalanalysis.Wir wollen nun den wihtigen Satz von Meyers-Serrin beweisen, der besagt, dass

Wm,p (Ω)-Funktionen Grenzelemente von Folgen in C∞ (Ω) ∩Wm,p (Ω) sind.4.9 Proposition. Seien 1 ≤ p <∞ und für ε > 0

Ωε = {x ∈ Ω | dist (x, ∂Ω) > ε} ,

uε : Ωε → R, uε = ̺ε ∗ u, wobei wie üblih (̺ε) eine Dira-Folge ist. Dann folgt für jedeo�ene Menge Ω0 ⋐ Ω

‖uε − u‖Wm,p(Ω0) → 0 für ε→ 0.62



Bemerkung. Hier shreiben wir u anstelle von u↾Ω0 . Weiterhin könnte passieren, dass
ε so groÿ ist, dass Ωε ( Ω0 gilt, jedoh ist dies für den Grenzübergang egal, da wir für εklein genug (d.h. ε < dist (Ω0, ∂Ω)) immer Ωε ⊃ Ω0 erhalten.Beweis. Wie in der Funktionalanalsis (Kapitel 2.4) bereits gezeigt, ist zunähst uε glatt,d.h. uε ∈ C∞(Ωε). Wir zeigen, dass für jeden Multiindex α mit |α| ≤ m

∂αuε = ̺ε ∗ ∂αu in Ωε (4.2)gilt, wobei ∂αu die shwahe Ableitung von u ist.
∂αuε(x) = ∂α

ˆ

Rd

̺ε(x− y)u(y) dy = ∂α
ˆ

Ω
̺ε(x− y)u(y) dy

=

ˆ

Ω
∂αx ̺ε(x− y)u(y) dy = (−1)|α|

ˆ

Ω
∂αy ̺ε(x− y)u(y) dyDef. shw.

=Ableitung (−1)|α|(−1)|α|
ˆ

Ω
̺ε(x− y) ∂αu(y) dy

= ̺ε ∗ ∂αu.Es gilt also (4.2). Sei nun Ω0 ⋐ Ω. Wir erhalten
∂αuε = ̺ε ∗ ∂αu→ ∂αu in Lp (Ω0)für |α| ≤ m. Also gilt
‖uε − u‖Wm,p(Ω0) → 0 für ε→ 0.Nun be�nden wir uns in folgender allgemeinen Situation: Wir haben eine Folge (un)in einem (Funktionen-) Banahraum X mit

‖un − u‖X(Ω0) → 0für alle Ω0 ⋐ Ω. Wir fragen uns nun, ob‖un − u‖X(Ω) → 0 gilt. Dieses Ergebnis ist i.A.falsh, falls die Norm Werte der Ableitung(en) berüksihtigt.Die Konvergenz auf ganz Wm,p (Ω) liefert uns der folgende4.10 Satz (Meyers-Serrin). Seien 1 ≤ p <∞, u ∈Wm,p (Ω). Dann exisitiert eine Folge
(un) in C∞ (Ω) ∩Wm,p (Ω) mit

‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0 für n→ ∞.63



Bemerkung. (1) Im Allgemeinen ist diese Folge niht in C∞ (Ω
).(2) Aufgrund dieses Satzes lassen sih viele Aussagen über Wm,p (Ω)-Funktionen bewei-sen, indem man sie zunähst für Funktionen in C∞ (Ω) beweist und dann zur Grenzeübergeht.4.11 Folgerung. Sei Hm,p (Ω) de�niert als der Abshluÿ von C∞ (Ω) bezüglih der

Wm,p (Ω)-Norm. Dann gilt
Hm,p (Ω) =Wm,p (Ω) .Beweis. Satz 4.10 besagtWm,p (Ω) ⊂ Hm,p (Ω). Die andere Inklusion gilt nah De�nitionvon Wm,p (Ω). Sei u ∈ Hm,p (Ω) und sei (un) eine Folge in C∞ (Ω) mit
‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0.Zu zeigen ist, dass u shwahe Ableitungen in Lp (Ω) besitzt.Da (un) kovergiert, exisitiert für |α| ≤ m ein gα ∈ Lp (Ω) mit ‖∂αun − gα‖Lp(Ω) → 0.Also gilt für ϕ ∈ C∞

c (Ω)

ˆ

Ω
∂αun ϕ

︸ ︷︷ ︸

→
´

Ω
gαϕ

= (−1)|α|
ˆ

Ω
un ∂

αϕ

︸ ︷︷ ︸

→(−1)|α|
´

Ω u ∂
αϕ

,d.h. wir haben
ˆ

Ω
gα ϕ = (−1)|α|

ˆ

Ω
u∂αϕ.Also ist gα die α-te shwahe Ableitung von u.Beweis von 4.10. Sei Ω beshränkt und seien für j ∈ N

Ωj =

{

x ∈ Ω | dist (x, ∂Ω) >
1

j

}und Sj = Ωj+3 − Ωj+1, sowie S′
j = Ωj+4 −Ωj ⊃ Sj . Wir wählen S0 ⋐ Ω derart, dass

Ω = ∪∞
j=0Sj.Seien nun θ0, θ1, θ2, . . . eine zu {Sj}∞j=0 gehörende Zerlegung der Eins, d.h. θj ∈ C∞

c (Sj)
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und 0 ≤ θj ≤ 1 für alle j und zudem
∞∑

j=0

θj(x) = 1 für x ∈ Ω.Weiter sei nun u ∈ Wm,p (Ω). Dann gilt natürlih θju ∈ Wm,p (Ω) und supp (θju) ⊂ Sj .Sei δ > 0 beliebig. Wir wählen zu j ∈ N0 ein ej0 so klein, dass für die Funktion
uj = ̺ej ∗ (θju)folgendes gilt:

‖uj − θju‖Wm,p(Ω) ≤
δ

2j+1
für j ∈ N0 (4.3)und

supp(uj) ⊂ S′
j für j ∈ N.Wir de�nieren nun

uδ =

∞∑

j=0

uj . (4.4)Für jedes Ω0 ⋐ Ω ist u ∈ C∞ (Ω0), da die Summe in (4.4) endlih ist für jedes x ∈ Ω0.Sei nun Ω0 ⋐ Ω �xierft, dann erhalten wir
‖uδ − u‖Wm,p(Ω0) =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

j=0

uj −
∞∑

j=0

θju

∥
∥
∥
∥
∥
∥
Wm,p(Ω0)

≤
∞∑

j=0

‖uj − θju‖Wm,p(Ω0)

(4.3)
≤ δ

∞∑

j=0

1

2j+1
≤ δ.Da δ beliebig und insbesondere unabhängig von Ω0 ist, können wir nun das Supremumüber alle Ω0 ⋐ Ω betrahten.Im Falle, dass Ω unbeshränkt ist (z.B. Ω = Rd) �ndet man zu δ > 0 ein Ω̃ ⊂ Ω mit

‖u− u↾Ω̃ ‖Wm,p(Ω) ≤ δ.Das obige Argument wird nun auf u↾Ω̃ angewendet. Im Ergebnis �nden wir wieder eineFolge (un) in C∞ (Ω) ∩Wm,p (Ω), diesmal sogar mit un ∈ C∞
c (Ω), mit

‖u− un‖Wm,p(Ω) → 0 für n→ ∞.
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4.12 Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Seien 1 ≤ p < ∞ und
u ∈Wm,p (Ω). Dann existiert eine Folge (un) in C∞ (Ω

)
∩Wm,p (Ω) mit

‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0 für n→ ∞.Diesen wihtigen Satz beweisen wir niht, verwenden ihn aber im Folgenden.4.1 Fortsetzungen, Randwerte und Spuren in W
m,p (Ω)4.13 Satz. Sei 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Sei O ⊂ Rdo�en und beshränkt mit

Ω ⊂ O.Dann exisitiert ein beshränkter, linearer Operator E : W 1,p (Ω) → W 1,p
(
Rd
) derart,dass für jedes u ∈W 1,p (Ω) gilt:(1) Eu = u fast überall in Ω.(2) Eu = 0 auf Rd \ O.(3) ‖Eu‖

W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) mit C > 0 unabhängig von u.Bemerkung. E(u) steht für Extension, zu Deutsh: Fortsetzung von u.Beweis. Wir nehmen zunähst Ω = Rd+ ∩ B100(0) =
{
x ∈ Rd | |x| < 100, xd > 0

} und
u ∈ C∞ (Ω

) an. Wir �xieren x∗ ∈ ∂Ω mit x∗d = 0 und B = Br (x
∗) ⊂ B100 (0) und setzen

B+ = Br (x
∗) ∩ Ω, B− = Br (x

∗) ∩
(

Rd \Ω
)

.Unser Ziel ist es nun, u ↾B+ zu x̄ : B → R derart fortzusetzen, dass x̄ ∈ C1(B) gilt.Spiegeln der Funktionswerte wie z.B. durh
ū(x) = u(x1, . . . , xd−1,−xd) für x ∈ B−reiht hierzu niht aus!Wir de�nieren

ū(x) =







u(x), x ∈ B+,

−3u (x1, . . . , xd−1,−xd) + 4u
(
x1, . . . , xd−1,−xd

2

)
, x ∈ B−.66



Es gilt nun
ū ∈ C1(B),d.h. die Fortsetzung setzt auh die ersten Ableitungen stetig fort. Hierzu müssen wirzeigen, dass für |α| ≤ m

∂αu↾{xd=0}= ∂αū↾{xd=0}gilt. Für 1 ≤ i ≤ d− 1 gilt o�ensihtlih
∂iu↾{xd=0}= ∂iū↾{xd=0}, weil − 3 + 4 = 1.Sei nun x ∈ B−. Dann gilt

∂dū(x) = −3∂du (x1, . . . , xd−1,−xd) (−1) + 4∂du
(

x1, . . . , xd−1,−
xd

2

)

·
(

−1

2

)

xd→0−−−→ (3− 2) (∂du (x1, . . . , xd−1, 0)) , weil 3− 2 = 1.Damit gilt
ū ∈ C1(B).Weiterhin gilt nah De�nition von ū

‖ū‖W 1,p(B) ≤ C ‖u‖W 1,p(B+),wobei sih C > 0 explizit ausrehnen lässt. Aussage (3) entspriht der Stetigkeit (Be-shränktheit) des Operators und ist somit gezeigt.Die obigen Shritten lassen sih niht nur für Kugeln B = Br (x
∗) durhführen, sondernohne Weiteres auh für einfah zusammenhängende, kleine Gebiete B′ ∋ x∗ mit ∂B′ ∈ C1.

Wenn Ω niht von der Form Ω = Rd+ ∩B100(0) ist, so betrahten wir einen Di�eomor-phismus Φ, welher den Rand ∂Ω lokal �aufbiegt�, d.h. Φ: Br (x
∗) ∩ Ω → Rd+, wobei für
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x = (x1, . . . , xd−1, γ (x1, . . . , xd−1))

Φ(x) = y =
(

Φ1(x), . . . ,Φd−1 (x) , xd − γ (x1, . . . , xd−1)
)gilt, mit Φd(x) = xd − γ (x1, . . . , xd−1) und γ den Rand beshreibt.

Da ∂Ω kompakt ist, existieren Punkte x1, . . . , xN ∈ ∂Ω und o�ene Mengen U1, . . . , UNmit xi ∈ Ui derart, dass ∂Ω ⊂ ∪Ni=1. Sei U0 ⋐ Ω derart geeignet, dass
Ω ⊂ ∪Ni=0Uigilt. Sei θ0, . . . , θN eine diesbezüglihe Zerlegung der Eins. Seien ūi die Fortsetzungenvon Ui ∩ Ω → Ui und ∂Ω ∩ Ui sih shreiben lässt als Graph einer C1-Funktion. Wirde�nieren
ū =

N∑

i=0

θiūiund erhalten somit
‖ū‖

W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖
W 1,p(Rd)und für y 7→ Ψ(y) entsprehend. Wir setzen nun u′ : Φ (Br (x

∗) ∩ Ω) → R durh u′(y) =
u (Ψ(y)). Es folgt

‖ū′‖W 1,p(Φ(B)) ≤ C ‖u′‖W 1,p(Φ(B+))und somit
‖ū‖W 1,p(B) ≤ ‖u‖W 1,p(Ω).
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Um supp (ū) ⊂ O zu erreihen, de�nieren wir I : Rd → R durh
I(x) =







1, x ∈ Ω,

1, x ∈ O \ Ω,dist (x, ∂O) > 3 dist(Ω,∂O)
4 ,

0, sonst,und ersetzen ū durh ū · (I ∗ ̺ε), wobei ε < dist(Ω,∂O)
4 .Falls u ∈ W 1,p (Ω) , aber euh u 6∈ C∞ (Ω
) gilt, so wählen wir eine Folge (un) in

C∞ (Ω
)
∩W 1,p (Ω) mit

‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0.Dann gilt
‖Eum − Eul‖W 1,p(Rd) = ‖E (um − ul) ‖W 1,p(Rd)

um−ul∈C∞(Ω)
≤ C ‖um − ul‖W 1,p(Ω).Also ist (Eun) selbst eine Cauhyfolge, konvergiert also in W 1,p

(
Rd
). Da E linear ist,gilt

lim
n→∞

Eun = Eu =: ū.Bemerkung. Für Wm,p (Ω) mit m > 1 müsste man Fortsetzungen wählen, welhe auhAbleitungen bis zur Ordnung m stetig fortsetzen und höhere Regularitäten des Randesfordern, damit die Komposition
u′ = u ◦Ψbehandelt werden kann.4.14 Satz. Seien 1 ≤ p < ∞ und Ω ⊂ Rd o�en, beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Dannexisitiert ein linearer, beshränkter Operator T : W 1,p (Ω) → Lp (∂Ω) derart, dass fürjedes u ∈W 1,p (Ω) gilt:(i) Tu = u↾∂Ω, falls u ∈ C

(
Ω
)
∩W 1,p (Ω).(ii) ‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) mit C > 0 unabhängig von u. (D.h. T ist stetig.)Bemerkung. T (u) steht für die Spur (English: trae) von u.
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Beweis. Zunähst nehmen wir u ∈ C1
(
Ω
) und Ω = Rd+ ∩ B100 (0) an. Wir �xieren

x∗ ∈ ∂Ω mit x∗d = 0 und B = Br (x
∗) ⊂ B100 (0) und setzen B̃ = B r

2
(x∗). Weiterhinsetzen wir

Γ = ∂Ω ∩ B̃.

Sei ϕ ∈ C∞
c (B), ϕ ≥ 0, mit ϕ = 1 auf B̃. Für x = (x1, . . . , xd) shreiben wir x′ =

(x1, . . . , xd−1), sodass x = (x′, xd). Es gilt nun
ˆ

Γ
|u(x′)|p dx′ ≤

ˆ

{xd=0}
ϕ(x′, 0) |u(x′, 0)|p dx′ = −

ˆ

B+

∂

∂xd
(ϕ |u|p) (x) dx

= −
ˆ

B+

(
∂dϕ|u|p + ϕp|u|p−1 sgn(u) ∂du

)
(x) dx

≤ ‖∇ϕ‖∞
ˆ

B+

|u|p(x) dx+ ‖ϕ‖∞p
ˆ

B+

|u|p−1|∇u|(x) dx

≤ ‖∇ϕ‖∞
ˆ

B+

|u|p(x) dx+ ‖ϕ‖∞p
(
p− 1

p

ˆ

B+

|u(x)|p dx+
1

p

ˆ

|∇u(x)|p dx

)

≤ C (‖ϕ‖C1 , p) ‖u‖p
W 1,p(Ω)

,also gilt
‖u‖Lp(Γ) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω).Die weiteren Shritte verlaufen analog zum Beweis von Satz 4.13, d.h.(2) �Lokales Aufbiegen� des Randes mittels eines Di�eomorphismus für x∗ ∈ ∂Ω mit

Γ = Br (x
∗) ∩ ∂Ω .(3) Überdeken des Randes derart, dass

∂Ω = ∪Ni=1Γi.
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Dann gilt für i ∈ {1, . . . , d}

‖u‖Lp(Γi) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω).(4) Mittels einer Zerlegung der Eins und einer Darstellung der Form u =
∑N

i=1 u · θide�niereren wir
T (u) =

N∑

i=1

(u↾∂Ω) · θiund erhalten
‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C(Ω, p) ‖u‖W 1,p(Ω).(5) Falls u ∈ W 1,p (Ω) ∩ C(Ω) und u 6∈ C1

(
Ω
), so betrahten wir eine Folge (un) in

C∞ (Ω
) mit ‖un−u‖W 1,p(Ω) → 0. Dann ist nah Shritt (4) (Tun) eine Cauhyfolgein Lp (∂Ω), also exisitiert ein Grenzwert, für den wegen der Linearität von T

lim
n→∞

T (un) = Tugilt. Zudem gilt für die Folge (un)

sup
∂Ω

|un − u| → 0,was wir auh im Beweis von Satz 4.12 sehen würden.Wir stellen uns nun die Frage, was es für eine Funktion in W 1,p (Ω) bedeutet, dieAussage Tu fast überall auf ∂Ω zu erfüllen.4.15 De�nition. Für m ∈ N, 1 ≤ p < ∞, bezeihnet Wm,p
0 (Ω) den Abshluÿ von

C∞
c (Ω) bezüglih der Wm,p (Ω)-Norm, d.h.

W
m,p
0 (Ω) =

{

u ∈ Lp (Ω) | ∃ (un) ∈ C∞
c (Ω)N mit ‖un − u‖Wm,p(Ω) → 0

}

.4.16 Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Seien 1 ≤ p < ∞ und
u ∈W 1,p (Ω). Dann gilt

u ∈W 1,p
0 (Ω) ⇔ Tu = 0 f.ü. auf ∂Ω.Beweis. Für d = 1 siehe Übungszettel.
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4.2 Einbettungen4.17 Satz. Zu jedem p mit 1 ≤ p < d existiert eine Konstante c > 0 derart, dass füralle Funktionen u ∈ C1
c

(
Rd
)

‖u‖
L

dp
d−p (Rd)

≤ c ‖∇u‖Lp(Rd)

(

≤ c ‖u‖W 1,p(Rd)

) (4.5)gilt, d.h. es gibt eine stetige Einbettung
W 1,p

(

Rd
)

→֒ L
dp
d−p

(

Rd
)

.Bemerkung. Für p ր d ergibt sih � dp
d−p ր ∞�. In der Tat gilt für p > d, dass W 1,p-Funktionen (bis auf Modi�kation) Hölder-stetig sind.4.18 Folgerung. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Es gelte 1 ≤ p < d.Dann existiert eine stetige Einbettung W 1,p (Ω) →֒ L

dp
d−p (Ω), d.h. mit c > 0 gilt für

u ∈W 1,p (Ω)

‖u‖
L

dp
d−p (Ω)

≤ c ‖u‖W 1,p(Ω).Bemerkung. ‖∇u‖Lp(Ω) würe auf der rehten Seite niht ausreihen, z.B. für u ≡ 1.Beweis. Nah Satz 4.13 existiert ū = E(u) ∈W 1,p
(
Rd
) mit | supp | <∞ und

‖ū‖
W 1,p(Rd) ≤ c1 ‖u‖W 1,p(Ω) (4.6)mit c1 > 0 unabhängig von u. Da ū einen kompakten Träger besitzt, existiert nah Satz ??(lok. Approximaiton von W 1,p

(
Rd
)) eine Folge (un) ∈ C∞

c

(
Rd
) mit ‖un− ū‖W 1,p(Rd) →

0. Nah Satz 4.17 existiert c2 > 0 derart, dass für alle n ∈ N gilt:
‖un‖

L
dp
d−p (Rd)

≤ c2 ‖∇un‖Lp(Rd) (4.7)Die Folge (un) konvergiert zunähst nur in W 1,p
(
Rd
), es handelt sih dabei jedoh auhum eine Cauhyfolge in L dp

d−p
(
Rd
), denn es gilt

‖uk − ul‖
L

dp
d−p (Rd)

≤ c2 ‖∇(uk − ul)‖W 1,p(Rd).Der Grenzübergang in (4.7) für n→ ∞ liefert nun
‖u‖

L
dp
d−p (Ω)

≤ ‖ū‖
L

dp
d−p (Rd)

≤ c2 ‖∇ū‖Lp(Rd)

(4.6)
≤ c2c1 ‖u‖W 1,p(Ω).72



Beweis von 4.17. Zunähst zeigen wir, dass es ausreiht, (4.5) für p = 1 zu zeigen. Seialso 1 < p < d. Wir wählen γ = p(d−1)
d−p , sodass

γd

d− 1
= (γ − 1)

p

p− 1
=

dp

d− p
. (4.8)Wir wenden nun (4.5) auf die Funktion

x 7→ |u(x)|γan, wobei (4.5) für p = 1 gelte. Dann gilt
(
ˆ

Rd

|u|
γd
d−1

) d−1
d

≤ c

ˆ

Rd

|∇ (|u|γ)| = cγ

ˆ

Rd

|u|γ−1|∇u|Hölder mit
≤

p
p−1

bzw. p
1

cγ

(
ˆ

Rd

|u|(γ−1) p
p−1

) p−1
p
(
ˆ

Rd

|∇u|p
) 1

pund wir erhalten wegen (γ − 1) p
p−1 = γd

d−1 die Gleihung (4.5) für 1 < p < d.Sei nun p = 1. Nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung wissen wir,dass für jeden Index i ∈ {1, . . . , d} und x ∈ Rd

|u(x)| ≤
ˆ xi

−∞
|∂iu(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xd)| dyi (4.9)gilt. Multiplikation der linken und rehten Seiten dieser Ungleihung für i = 1, . . . , dliefert dann gerade

|u(x)| d
d−1 ≤








d∏

i=1

ˆ ∞

−∞
|∂iu(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xd)| dyi

︸ ︷︷ ︸

=:vi








1
d−1

,d.h.
|u(x)| d

d−1 ≤
d∏

i=1

v
1

d−1

i .
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Mit Integration über ganz R bezüglih x1, also ´∞
−∞ · dx1, liefert

ˆ ∞

−∞
|u(x)| d

d−1 dx1 ≤
(
ˆ ∞

−∞

unabh. von x1
︷︸︸︷
v1 dx1

)
ˆ ∞

−∞

d−1 Faktoren mit
∑d

i=2
1

d−1
=(d−1) 1

d−1
=1

︷ ︸︸ ︷

v
1

d−1

2 v
1

d−1

3 · · · v
1

d−1

d dx1Hölder
≤

ˆ ∞

−∞
v1 dx1 ·

d∏

i=2

(
ˆ ∞

−∞
vi dx1

) 1
d−1

.

(d− 1)-fahe Iteration ´

· · ·
´

dx1 · · · dxd liefert nun
‖u‖

d
d−1

L
d

d−1

=

ˆ

Rd

|u(x)| d
d−1 dx ≤

(
d∏

i=1

ˆ

Rd

|∂iu| dx
) 1

d−1

und somit erhalten wir
‖u‖

L
d

d−1 (Rd)

geom. Mittel
≤

≤arithm. Mittel (
d∏

i=1

ˆ

Rd

|∂1u| dx
) 1

d

≤ 1

d

d∑

i=1

ˆ

Rd

|∂iu| dx
∑

|ai|≤
√
d|a|

≤
√
d

d

ˆ

Rd

|∇u(x)| dx.4.19 Folgerung. Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1 und 1 ≤ mp < dmit m ∈ N. Dann existiert eine stetige Einbettung von Wm,p (Ω) →֒ L
dp

d−mp (Ω), d.h. esexistiert ein c > 0 derart, dass für alle u ∈ C∞
c (Ω)

‖u‖
L

dp
d−mp (Ω)

≤ c ‖u‖Wm,p(Ω)gilt. Die Voraussetzung ∂Ω ∈ C1 ist niht notwendig, falls Wm,p (Ω) durh W
m,p
0 (Ω)ersetzt wird.4.20 Folgerung (Poinaré-Ungleihung). Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Seien weiter

1 ≤ p < d und 1 ≤ q ≤ dp
d−p . Dann gibt es c > 0 derart, dass für alle u ∈W

m,p
0 (Ω) gilt:

‖u‖Lq(Ω) ≤ c ‖∇u‖Lp(Ω). (4.10)74



Beweis. Bewiesen ist bereits
‖u‖

L
dp
d−p (Ω)

≤ c ‖∇u‖Lp(Ω) (Satz 4.17).Mit der Hölder-Ungleihung auf beshränkten Gebieten folgt die Behauptung nun aus
‖u‖Lq(Ω) =

(
ˆ

Ω
(|u|q · 1)

1
q

)

≤
(
ˆ

Ω
|u|

dp
d−p

) d−p
dp








ˆ

Ω
1

︸︷︷︸

=|Ω|








dp−q(d−p)
dpq

,denn es ist ( dp
(d−p)q

)′
= dp

dp−(d−p)q .4.21 Folgerung (Poinaré). Es gibt c > 0 derart, dass für alle Kugeln BR = BR(x) ⊂ Rdund alle u ∈W
1,p
0 (BR) gilt:

ˆ

BR

|u(x)|2 ≤ cR2

ˆ

BR

|∇u(x)|2 dx. (4.11)Beweis. Wir setzen im Beweis von Folgerung 4.20 p = q = 2 und Ω = BR. Dann ist
|Ω|

dp−q(d−p)
dpq = cRd

2d−2(d−2)
4d = cR1.4.22 Satz. Sei d < p ≤ ∞. Dann existiert eine Konstante c > 0 derart, dass für alle

u ∈ C1
(
Rd
)

‖u‖
Cα(Rd) ≤ c ‖u‖

W 1,p(Rd)mit α = 1− d
p
= p−d

p
gilt.Zur Erinnerung: Es gilt
‖u‖Cα(Rd) = ‖u‖∞ + sup

x,y∈Rd

|u(x)− u(y)|
|x− y|α .Beweis. Der Beweis setzt sih aus folgenden Shritten zusammen:
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(1) Für alle Kugeln Br(x) ⊂ Rd gilt
 

Br(x)
|u(x) − u(y)| dy ≤ c1

ˆ

Br(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy.(2) Für alle x ∈ Rd gilt
|u(x)| ≤ c ‖u‖

W 1,p(Rd).(3) Für alle x, y ∈ Rd mit x 6= y gilt
|u(x)− u(y)| ≤ c |x− y|α ‖∇u‖Lp(Rd). (4.12)Zu Shritt (1): Sei Br(x) ⊂ Rd. Für ω ∈ ∂B1(0) und 0 < s < r gilt

|u(x+ sω)− u(x)| =

∣
∣
∣
∣

ˆ s

0

d

dt
u(x+ tω) dt

∣
∣
∣
∣
≤
ˆ s

0
|∇u(x+ tω)| dtund es folgt

ˆ

∂B1(0)
|u(x+ sω)− u(x)| dO(ω) ≤

ˆ s

0

ˆ

∂B1(0)
|∇u(x+ tω)| dO(ω) dt

=

ˆ s

0

ˆ

∂B1(0)
|∇u(x+ tω)| t

d−1

td−1
dO(ω) dt.Für y = tω (t = |x− y|) gilt dann

ˆ

∂B1(0)
|u(x+ sω)− u(x)| dO(ω) ≤

ˆ s

0

ˆ

∂Bt(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy =

ˆ

Bs(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy

s<r
≤

ˆ

Br(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy.Multiplikation mit sd−1 und Integration ´ r

0 · ds liefert nun
ˆ

Br(x)
|u(y)− u(x)| dy =

ˆ r

0
sd−1

ˆ

∂B1(0)
|u(x+ sω)− u(x)| dO(ω)

≤ rd

d

ˆ

Br(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy.Wir erhalten
 

Br(x)
|u(y)− u(x)| dy ≤ c(d)

︸︷︷︸

=:c1

ˆ

Br(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy
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und somit Aussage (1).Zu Shritt (2): Wir �xieren x ∈ Rd und berehnen
|u(x)| =

 

B1(x)
|u(x)| dy ≤

 

B1(x)
|u(x)− u(y)| dy +

 

B1(x)
|u(y)| dyShritt (1)

≤ c1

ˆ

B1(x)

|∇u(y)|
|x− y|d−1

dy + c2‖u‖Lp(B1(x))

d<p

≤Hölder c1

(
ˆ

B1(x)
|∇u(y)|p dy

) 1
p








ˆ

B1(x)

(
1

|x− y|d−1

) p
p−1

dy

︸ ︷︷ ︸

<∞








p−1
p

+ c2 ‖u‖Lp(Rd)

≤ c3(d, p) ‖∇u‖Lp(Rd) + c2 ‖u‖Lp(Rd)

≤ c4 ‖u‖W 1,p(Rd),womit Aussage (2) gezeigt ist.Wir wenden uns nun Aussage (3) zu: Seien x, y ∈ Rd, r = |x−y| und V = Br(x)∩Br(y).Es gilt
|u(x) − u(y)| =

 

V

|u(x)− u(y)| dz ≤
 

V

|u(x)− u(z)| dz +
 

V

|u(y)− u(z)| dz.Wir erhalten
 

V

|u(x)− u(z)| dz ≤ |Br|
|V |

 

Br(x)
|u(x)− u(z)| dz(1)

≤ c1

ˆ

Br(x)

|∇u(z)|
|x− z|d−1

dz

≤ c1

(
ˆ

Br(x)
|∇u(z)|p dz

) 1
p
(
ˆ

Br(x)
|x− z|(−d+1)

(

p
p−1

)

dz

)p−1
p

≤ c ‖∇u‖Lp(Br(x)) ·
(

r
p−d
p−1

) p−1
p ≤ c ‖∇u‖

Lp(Rd) · r
p−d
p

(

α = 1− d

p
=
p− d

p

)

.4.23 Satz (Einbettung in Cα). Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Dannexistiert c > 0 und zu jedem u ∈W 1,p (Ω) eine Modi�kation (bzw. Version, d.h. Abände-
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rung von u auf Nullmengen) u∗ ∈ Cα
(
Ω
) mit α = 1− d

p
und

‖u∗‖Cα(Ω) ≤ c ‖u‖W 1,p(Ω).Beweis. Zu u ∈ W 1,p (Ω) existiert eine Fortsetzung ū ∈ W 1,p
(
Rd
) mit ‖ū‖

W 1,p(Rd) ≤
c ‖u‖W 1,p(Ω) und supp (ū) kompakt. Nah Proposition 4.9 (??) gibt es eine Folge (un) ∈
C∞
c mit

‖un − u‖
W 1,p(Rd) → 0. (4.13)Nah Satz 4.22 (??) gilt dann

‖um − ul‖Cα(Rd) ≤ c ‖um − ul‖W 1,p(Rd).Also existiert ein Grenzwert u∗ ∈ Cα
(
Rd
) mit

‖un − u∗‖
Cα(Rd) → 0. (4.14)Aus (4.13) und (4.14) folgt u = ū = u∗ fast überall in Ω. Auÿerdem gilt

‖u∗ ↾Ω ‖
Cα(Ω) ≤ ‖u∗‖

Cα(Rd) ≤ c1 ‖ū‖W 1,p(Rd) ≤ c2 ‖u‖W 1,p(Ω).Bemerkung. Durh Betrahten der Ableitungen folgt nun auh die Existenz einer ste-tigen Einbettung
Wm,p (Ω) →֒ C l,α

(
Ω
)
,falls mp > d und l ∈ N, α ∈ (0, 1) geeignet.Wir fassen die Resultate über stetige Einbettungen wie folgt zusammen:4.24 Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ C1. Dann sind die folgendenEinbettungen stetig:(1) Fall m < d

p
oder m− d

p
≥ 0− d

p

(

⇔ q ≤ dp
d−mp

):
Wm,p (Ω) →֒ Lq (Ω) .(2) Fall m > d

p
: Setze l = m−

⌊
d
p

⌋

− 1.
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(a) d
p
6∈ N: Setze α =

⌊
d
p

⌋

+ 1− d
p
:
Wm,p (Ω) →֒ C l,α

(
Ω
)
.(b) d

p
∈ N:

Wm,p (Ω) →֒ C l,β
(
Ω
) für 0 < β < 1.Bemerkung (Faustregel). Für m − d

p
< 0 erhalten wir also eine stetige Einbettung

Wm,p (Ω) →֒ Lq (Ω), falls die für die �Sobolev-Zahlen� gilt:
m− d

p
≥ 0− d

p
⇔ q ≤ dp

d−mp
.Ist m − d

p
> 0, so erhalten wir eine stetige Einbettung Wm,p (Ω) →֒ C l,α

(
Ω
) mit αhinreihend groÿ, falls

m− d

p
≥ l + α.Inbesondere sind die Funktionen im Zielraum also sogar beshränkt.Im Prinzip vergleihen wir bei dieser Faustregel die Anzahl der Ableitungen, da l + αdie Anzahl der möglihen Ableitungen in C l,α ist. Im Sobolev-Raum müssen wir jedohum den Faktor d

p
korrigieren.4.3 Kompakte EinbettungenFrage: Wir wissen nun, dass die EinbettungW 1,2 (B) →֒ L6(B) fürB = B1(0) ⊂ R3 stetigist. Hat sie als Einbettung W 1,2 (B) →֒ L5 (B) eventuell noh bessere Eigenshaften?Antwort: Ja, sie ist sogar kompakt, d.h. beshränkte Mengen werden auf relative kom-pakte Mengen abgebildet.Bemerkung. L6(B) →֒ L5(B) ist stetig, aber niht kompakt.4.25 Satz (Rellih-Kondrahov). Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Dann ist die Einbet-tung W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) für

1 ≤ q <
dp

d−mpkompakt.Beweis. Sei (un) eine beshränkte Folge in W 1,p (Ω) mit der Eigenshaft supp(un) ⊂ Ound O ⊂ Rd beshränkt. Wir betrahten uεn = ̺ε ∗ un und nehmen o.B.d.A. an, dassauh supp (uεn) ⊂ O gilt. Die beiden entsheidenden Shritte sind:79



(1) Die Konvergenz ‖uεn − un‖Lq(O) → 0 für ε→ 0 ist gleihmäÿig in n ∈ N.(2) Für �xiertes ε > 0 ist die Folge (uεn) beshränkt und gleihgradig stetig.Zum Nahweis von (1): Wir nehmen un ∈ C1 (O) an. Es gilt
uεn(x)− un(x) =

ˆ

B1(0)
̺(y) (un(x− εy)− un(x)) dy

=

ˆ

B1(0)
̺(y)

(
ˆ 1

0
u′n(x− εty) dt

)

dy

= −ε
ˆ

B1(0)
̺(y)

(
ˆ 1

0
〈∇un(x− εty), y〉 dt

)

dy

≤ ε ‖∇un‖L1(O) ≤ c1 ε ‖∇un‖Lp(O),d.h.
‖uεn − un‖L1(O) ≤ c2 ε,d.h. Konvergenz gegen Null für ε→ 0 gleihmäÿig in n ∈ N. (c2 = c1 supn∈N ‖un‖W 1,p(Rd))Gilt auh in Lq (O) für q < dp

d−p nah Interpolation von Lq (O) zwishen L1 (O) und
L

dp
d−p (O). Zur Erinnerung: Falls f ∈ Lp1 ∩ Lp3 für 1 ≤ p1 < p2 < p3 ≤ ∞, dann

‖f‖Lp2 ≤ ‖f‖θLp1‖f‖1−θLp3für 1
p2

= θ
p1

+ 1−θ
p3

.Wir führen nun den Nahweis von (2): Es gilt
|uεn(x)| ≤

ˆ

Bε(x)
̺ε(x− y) |un(y)| dy ≤ ‖̺ε‖L∞‖un‖L1

≤ c1(ε),wobei die Konstante c1(ε) unabhängig von n ist. Ebenso gilt für i ∈ {1, . . . , d}

|∂iuεn(x)| ≤
ˆ

Bε(x)
∂i̺ε(x− y) |un(y)| dy ≤ c2(ε)und analog für höhere Ableitungen. Damit ist (2) gezeigt.Zum Beweis, dass (un) eine in Lq (Ω) konvergente Teilfolge besitzt, wählen wir δ > 0
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und ε > 0 hinreihend klein, dass
‖uεn − un‖Lq(O) ≤

δ

2
für jedes n ∈ N. (4.15)Die Folge (uεn) besitzt wegen (2) und nah dem Satz von Arzela-Asoli eine Teilfolge

(
uεnk

)

k∈N ⊂ (uεn) mit
lim sup
l,k→∞

∥
∥uεnl

− uεnk

∥
∥
Lq(O)

= 0.Mit (4.15) und der Dreieksungleihung gilt nun
lim sup
l,k→∞

‖unl
− unk

‖Lq(O) ≤ δ.Mit z.B. δ = 1
10n ,n ∈ N und durh Wahl einer geeigneten Diagonalteilfolge (unkj

)

j∈Nerhalten wir die gewünshte Konvergenz:
lim sup
i,j→∞

∥
∥
∥unkj

− unki

∥
∥
∥
Lq(O)

= 0.

4.4 Die Hilberträume H
m (Ω)Auf Wm,2 (Ω) und Wm,2

0 (Ω) für m ∈ N und Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt ist mittels
〈u, v〉Hm =

∑

0≤|α|≤m
〈∂αu, ∂αv〉L2ein Skalarprodukt erklärt.4.26 De�nition. Die (seperablen) HilberträumeWm,2 (Ω),Wm,2

0 (Ω) werden mitHm (Ω)bzw. Hm
0 (Ω) bezeihnet. Der Dualraum (Hm

0 (Ω))′ wird mit H−m (Ω) bezeihnet.Bemerkung. Hm
0 (Ω)-Funktionen erfüllen Spur (∂αu) = 0 für |α| ≤ m− 1.Motivation des Dualraums: Falls f ∈ L2 (Ω) (bzw. f ∈ C (Ω)) und u ∈ C2 (Ω)∩C

(
Ω
)Lösungen von

−∆u = f auf Ω
u = 0 auf ∂Ω (4.16)
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sind, so gilt für alle ϕ ∈ C∞
c (Ω) die Gleihung

ˆ

Ω
∇u(x)∇ϕ(x) dx =

ˆ

Ω
f(x)ϕ(x) dx. (4.17)4.27 De�nition. Sei f ∈ H−1 (Ω). Eine Funktion u ∈ H1

0 (Ω) heiÿt shwahe Lösungvon (4.16), falls
〈∇u,∇ϕ〉L2 = 〈f, ϕ〉H−1,H1 für alle ϕ ∈ C∞

c bzw. für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω) .Es gilt o�ensihtlih, dass eine klassishe Lösung u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
) von (4.16) eineshwahe Lösung ist, falls f ∈ C (Ω). Wie wir sehen werden, ist in vielen Fällen (z.B.wenn ∂Ω ∈ C1, f ∈ L2 (Ω)) jede shwahe Lösung auh eine klassishe Lösung, zumindestdann gilt (4.16) punktweise.4.28 Satz. Zu f ∈ H−1 (Ω) existieren funktionen f0, f1, . . . , fd ∈ L2 (Ω) mit

〈f, ϕ〉H−1,H1 =

ˆ

Ω
f0ϕ+

d∑

i=1

(
ˆ

Ω
f i∂iϕ

) für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω) (4.18)und

‖f‖H−1(Ω) = inf







(
d∑

i=0

‖gi‖2L2(Ω)

) 1
2

| g0, . . . , gd ∈ L2 (Ω) erfüllen (4.18)

.Beweis. Sei f ∈ H−1 (Ω) . Nah dem Rieszshen Darstellungssatz existiert uf ∈ H1

0 (Ω)mit
〈f, ϕ〉 = 〈uf , ϕ〉H1

0
∀ ϕ ∈ H1

0 (Ω) ,also gilt für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω)

〈f, ϕ〉 = 〈uf , ϕ〉L2 +

d∑

i=1

〈∂iuf , ∂iϕ〉L2 . (4.19)Für alle g0, . . . , gd ∈ L2 (Ω), welhe f gemäÿ (4.18) darstellen, gilt (wähle ϕ = uf )
‖uf‖2L2 + ‖∇uf‖2L2 = 〈uf , uf 〉+ 〈∇uf ,∇uf 〉

(4.19)
= 〈f, uf 〉(4.18)

≤ 1

2

(
d∑

i=0

‖g‖2L2

)

+
1

2

(
‖uf‖2L2 + ‖∇uf‖2L2

)
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und somit folgt
‖uf‖2L2 + ‖∇uf‖2L2 ≤

d∑

i=1

‖gi‖2L2 . (4.20)Also folgt für alle g0, . . . , gd ∈ L2 (Ω) mit (4.18) und alle ϕ ∈ H1
0 (Ω) mit ‖ϕ‖H1 ≤ 1

‖ 〈f, ϕ〉 ‖
(4.19)
≤ ‖uf‖H1‖ϕ‖H1 ≤

(
d∑

i=0

‖gi‖2L2

) 1
2und damit

‖f‖H−1 ≤
(

d∑

i=0

‖gi‖2L2

) 1
2

.Wenn man ϕ =
uf

‖uf‖H1
in (4.19) wählt, so folgt 〈f, uf 〉 = ‖uf‖2H1 .
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5 Elliptishe Di�erentialgleihungenSei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Wir betrahten nun Verallgemeinerungen der Gleihung
∆u = 0 bzw. des Randwertproblems

∆u = 0 in Ω,

u = g auf ∂Ω.Seien ai,j : Ω → R, bi : Ω → R und c : Ω → R für 1 ≤ i, j ≤ d messbare, beshränkteFunktionen. Die Voraussetzungen an bi und c werden wir später (eventuell in den Übun-gen) weiter abshwähen. Wir nehmen an, dass die Matrix A := (ai,j(·))i,j gleihmäÿigbezüglih x positiv de�nit ist, d.h.
∃ λ ≥ 0 ∀ x ∈ Ω ∀ ξ ∈ Rd : ai,j(x) ξiξj ≥ λ |ξ|2 .Wir de�nieren zunähst zunähst symbolish einen Di�erentialoperator L über

(Lu) (x) = − div (A(x)∇u(x)) + bi(x) ∂iu(x) + c(x)u(x)

= −∂i (ai,j ∂ju) + bi ∂iu+ cu.O�ensihtlih ist (Lu) (x) selbst für u ∈ C∞(Ω) im Allgemeinen in keinem Punkt x ∈
Ω de�niert, da die Funktionen ai,j niht di�erenzierbar sind (und i.A. auh niht dasProdukt ai,j ∂ju). Dennoh wollen wir für f ∈ L2 (Ω) das Randwertproblem

Lu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ωlösen. Mit Hilfe der Theorie der Sobolevräume und des Lemmas von Lax-Milgram istdies tatsählih im shwahen Sinne möglih, in vielen Fällen sogar eindeutig.Wiederholung Kapitel 7.3 des Funktionalanalysis-SkriptesSei H ein separabler Hilbertraum. 84



5.1 De�nition. Sei a : H ×H → R eine Bilinearform. Diese heiÿt stetig, falls
∃ c > 0 ∀ u, v ∈ H : |a(u, v)| ≤ c ‖u‖‖v‖.a heiÿt koerziv, falls

∃ α > 0 ∀ u ∈ H : a(u, u) ≥ α ‖u‖2.5.2 Satz (Stampahia). Seien H ein Hilbertraum, a : H×H → R eine stetige, koerziveBilinearform. Seien K ⊂ H nihtleer, abgeshlossen und konvex und f ∈ H∗. Dannexistiert genau ein Element u ∈ K mit
a(u, v − u) ≥ (f, v − u) für alle v ∈ K.Falls a symmetrish ist, so ist dieses Element u beshrieben durh(i) u ∈ K und(ii) 1

2a(u, u)− (f, u) = minv∈K
{
1
2a(v, v) − (f, v)

}.Als Folgerung im Fall K = H ergibt sih5.3 Lemma (Lax-Milgram). Seien H ein separabler Hilbertrau und a : H×H → R einestetige, koerzive Bilinearform. Sei f : H → R ein lineares beshränktes Funktional. Dannexistiert genau ein Element u ∈ H mit
a(u, ϕ) = (f, ϕ) für alle ϕ ∈ H.Wir betrahten nun den Hilbertraum H = H1

0 (Ω) =W
1,2
0 (Ω). Als Bilinearform a : H×

H → R betrahten wir
a(u, v) =

ˆ

Ω
(ai,j ∂iu∂jv + bi ∂iu · v + cuv) .

(

=

ˆ

Ω
(Lu) · v

)Natürlih kann f ∈ L2 (Ω) als lineares, beshränktes Funktional auf H1
0 (Ω) aufgefasstwerden, denn für ϕ ∈ H1

0 (Ω) gilt
|(f, ϕ)| ≤ ‖f‖L2‖ϕ‖L2 ≤ ‖f‖L2‖ϕ‖H1 .
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Die Bilinearform a(·, ·) ist auf H1
0 (Ω) beshränkt, denn für u, v ∈ H1

0 (Ω) gilt
|a(u, v)| ≤

ˆ

Ω
(|ai,j ∂iu∂jv|+ |bi ∂iu v|+ |cuv|)Hölder

≤ d2 max
1≤i,j≤d

‖ai,j‖∞
︸ ︷︷ ︸

=:ā

‖∇u‖L2 ‖∇v‖L2 + d max
1≤i≤d

‖bi‖∞
︸ ︷︷ ︸

=:b̄

‖v‖L2 + ‖c‖∞‖u‖L2‖v‖L2

≤ C1

(
d, ā, b̄, ‖c‖∞

)
‖u‖H1‖v‖H1 .Bemerkung. Da für alle w ∈ H1

‖w‖
L

2d
d−2 (Ω)

≤ C2 ‖w‖H1mit einer Konstanten C2 > 0, kann man die Voraussetzungen an bi bzw. an c abshwä-hen, indem man die Höldershe Ungleihung verwendet.Die spannendste Frage ist, ob a(·, ·) koerziv auf H1
0 (Ω) ist. Nah Voraussetzung gilt

ˆ

Ω
ai,j ∂iu∂jv ≥ λ‖∇u‖22.Interessant sind die Terme niedriger Ordnung:Fall I: C ≥ 0 f.ü. in Ω und bi = 0 für jedes i.

a(u, u) ≥ λ‖∇u‖22 +
ˆ

Ω
c(x) (u(x))2 dx

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ λ‖∇u‖22 ≥ λK−2‖u‖2H1 ,wobei K die Konstante aus der Poinaré-Ungleihung ist.Fall II: bi ∈ C1 (Ω) und −1
2 ∂ibi + c ≥ 0 f.ü. in Ω.

a(u, u) ≥ λ‖∇u‖22 +
ˆ

Ω




bi ∂iu · u

︸ ︷︷ ︸

= 1
2
∂i(u2)

+cu2






u2∈W 1,1
0 (Ω)
= λ‖∇u‖22 −

1

2

ˆ

(∂ibi + c) u2.

≥ λ‖∇u‖22 ≥ λ
(
K−2

)
‖u‖2H1 .
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Fall III: dK b̄+K2 ‖c−‖∞ < λ.
a(u, u) ≥ λ‖∇u‖22 − d b̄ ‖∇u‖2 ‖u‖L2 − ‖c−‖∞ ‖u‖2L2

≥ λ‖∇u‖22 − d b̄K ‖∇u‖2L2 −K2 ‖c−‖∞ ‖∇u‖2L2

= ‖∇u‖22
(
λ− dK b̄−K2 ‖c−‖∞

)
.5.4 Satz. Unter den oben genannten Voraussetzungen (Fall I-III) existiert genau eineshwahe Lösung u ∈ H1

0 (Ω) des Problems
Lu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.Beweis. Lemma von Lax-Milgram.Unter einer shwahen Lösung des Randwerproblems
Lu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ωverstehen wir eine Funktion u ∈ H1
0 (Ω), für welhe gilt:

a(u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) .Wir sagen, dass Lu = f in Ω im shwahen Sinne gilt, falls u ∈ H1 (Ω) und a(u, ϕ) =

〈f, ϕ〉 ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω). Ein solhes u ist i.A. natürlih niht eindeutig, denn bereits im Fall

c = 0 ist mit u auh u+ l für l ∈ R konstant eine Lösung von Lu = f in Ω.Bemerkung. Wenn man u ∈ H1 (Ω) und a(u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 ∀ ϕ ∈ H1 (Ω) fordert, so ist
u niht nur eine Lösung von Lu = f in Ω, sondern es werden gewisse Randbedingungen(manhmal natürlihe Randbedingungen genannt) erzwungen.Beispiel. Es gelte u ∈ H1 (Ω) und

ˆ

Ω
∇u∇ϕ = a(u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 = 0für alle ϕ ∈ H1 (Ω) mit ai,j = δij und bi = c = f = 0. Zunähst folgt nah Wahl von

ϕ ∈ C∞
c (Ω)

ˆ

Ω
u (−∆ϕ) =

ˆ

Ω
∇u∇ϕ = 087



und mit dem Satz von Weyl erhalten wir ∆u = 0 in Ω. Wenn man nun ϕ ∈ H1 (Ω)allgemein wählt, so folgt
0 =

ˆ

Ω
∇u∇ϕ = −

ˆ

Ω
∆u · ϕ

︸ ︷︷ ︸

=0

+

ˆ

∂Ω
∇u · νϕ,also folgt auh

ˆ

∂Ω
∇u · νϕ = 0 für alle ϕ ∈ L2 (∂Ω) ,d.h. ∇u · ν = 0 f.ü. auf ∂Ω.Anstelle einer rehten Seite f ∈ L2 (Ω) in der Gleihung Lu = f kann man auhallgemeiner eine rehte Seite f + ∂1f1 + · · · + ∂dfd mit fi ∈ L2 (Ω) für 1 ≤ i ≤ dbetrahten, da auh ∂ifi ∈ H−1 (Ω) gilt, also ist ∂ifi bereits ein lineares beshränktesFunktional auf H1

0 (Ω). Wir setzen für ν ∈ H1
0 (Ω) 〈∂ifi, v〉 = −

´

fi∂iv. Also ist auh dasRandwertproblem
Lu = f + ∂ifi in Ω,

u = g auf ∂Ωunter den gemahten Voraussetzungen eindeutig lösbar.5.5 Satz. Sei L ein ellliptisher Di�erentialoperator in Divergenzform wie oben mit denVoraussetzungen an ai,j, bi und c, welhe siherstellen, dass die zu L zugehöhrige Bili-nearform a(·, ·) auf H1
0 (Ω) beshränkt und koerziv ist. Seien f, f1, . . . , fd ∈ L2 (Ω) und

g ∈ H1 (Ω). Dann existiert genau eine shwahe Lösung u ∈ H1 (Ω) des Randwertpro-blems
Lu = f + ∂ifi in Ω,

u = g auf ∂Ω,d.h. es gilt u− g ∈ H1
0 (Ω) und
a(u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 − 〈fi, ∂iϕ〉 ∀ ϕ ∈ H1

0 (Ω) .Beweis. Das Problem ist (eindeutig) gelöst, falls wir zeigen können, dass es genau eineFunktion w ∈ H1
0 (Ω) gibt, welhe im shwahen Sinne

Lw = f + ∂ifi − Lg in Ω88



erfüllt. Mit u = w + g folgt dann Lu = Lw + Lg = f + ∂ifi wie gewünsht. Da Lg ∈
H−1 (Ω) gilt, folgen Existenz und Eindeutigkeit von w wiederrum wie oben aus demLemma von Lax-Milgram. Lg ∈ H−1 folgt mittels

〈Lg, v〉 = 〈−∂i (ai,j ∂jg) + bi ∂ig + cg, v〉

=

ˆ




ai,j ∂jg

︸︷︷︸

∈L2

∂iv
︸︷︷︸

∈L2

+bi (∂ig)
︸ ︷︷ ︸

∈L2

v + cgv




 .

Wir erinnern an folgende Shreibweise:
u+ = max (u, 0) , u− = −min (u, 0) .5.6 Proposition. Sei u ∈ H1 (Ω). Dann ist u+, u−, |u| ∈ H1 (Ω) mit
∇
(
u+
)

=







∇u, falls u > 0,

0, falls u ≤ 0,

∇ (|u|) =







∇u, falls u > 0,

0, falls u = 0,

−∇u, falls u < 0.Beweis. Wähle für ε > 0 bε : R → R, bε(x) = 


√
x2 + ε2 − ε2, x > 0,

0, x ≤ 0,
d.h. bε approxi-miert x+. Für u ∈ H1 (Ω) und ϕ ∈ C1

c (Ω) gilt dann
ˆ

Ω
bε (u(x)) ∂iϕ(x) dx = −

ˆ

{u>0}

u(x) ∂iu(x)
√

(u(x))2 + ε2
· ϕ(x) dx

↓
ˆ

Ω
u+ (x) ∂iϕ(x) dx = −

ˆ

{u>0}
∂iu(x)ϕ(x) dx.Analog behandeln wir die Fälle u− und |u|.5.7 Folgerung. Seien u ∈ H1 (Ω) und c ∈ R. Dann gilt ∇u = 0 f.ü. auf {u = c}.
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Beweis. ∇u = ∇u+ −∇u−.5.8 Satz (Shwahes Maximumprinzip). Angenommen, L erfüllt die Bedingungen wieoben und zusätzlih sei c ≥ 0 f.ü. in Ω. u ∈ H1 (Ω) erfülle Lu ≤ 0 in Ω im shwahenSinne, d.h.
a(u, ϕ) ≤ 0 ∀ ϕ ∈ H1

0 , ϕ ≥ 0.Dann gilt
sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+. (5.1)5.9 Folgerung. Ebenso impliziert Lu ≥ 0 in Ω auh

inf
Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−.Beweis. Für ϕ ∈ H1

0 (Ω), ϕ ≥ 0 gilt nah Voraussetzung
ˆ

Ω
(ai,j ∂iu∂jϕ+ bi ∂iϕ+ cuϕ) ≤ 0.Falls bi = 0 für alle i ∈ {1, . . . , d} setzen wir U := sup∂Ω u

+ und wählen die Testfunktion
ϕ = max (u− U, 0) = (u− U)+ .Dann folgt

ˆ

Ω∩{u>U}
ai,j ∂iu∂ju ≤ 0 ⇒ λ

ˆ

{u>U}
|∇u|2 ≤ 0.Also ist u konstant auf {u > U}, also u ≤ U fast überall.Bemerkung. (1) Die Abshätzung (5.1) gilt apriori für alle möglihen u mit Lu ≤ 0 in

Ω. Die Existenz solher u spielt hier keine Rolle.(2) Für v ∈ H1 (Ω) gilt v ≤ 0 auf ∂Ω, wenn v+ = max(v, 0) ∈ H1
0 (Ω). Analog gilt v ≥ 0auf ∂Ω, falls −v ≤ 0 auf ∂Ω und v ≤ g auf ∂Ω, falls v − g ≤ 0 auf ∂Ω.(3) sup∂Ω v bezeihnet sup∂Ω (Tv) für v ∈ H1 (Ω), wobei Tv = Spur von v.(4) Man kann i.A. hier sup∂Ω u

+ niht durh sup∂Ω u ersetzen (vgl. Übungsaufgabe).5.10 Folgerung. Angewendet auf −u ergibt sih aus Satz 5.8 auh die Implikation
Lu ≥ 0 in Ω ⇒ inf

Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−.90



Beweis. Lu ≤ 0 in Ω im shwahen Sinne bedeutet
ˆ

Ω
(ai,j ∂iu∂jϕ+ bi ∂iuϕ+ c uϕ) ≤ 0 ∀ ϕ ∈ H1

0 (Ω) , ϕ ≥ 0.Im Fall bi = 0 für alle i und c ≥ c0 > 0 würde für U = sup∂Ω u
+ nah Wahl von

ϕ = (u− U)+

c0

ˆ

{u≥U}
(u− U)2 ≤ 0und hieraus wiederrum

u ≤ U f.ü. in Ωfolgen. Im allgemeinen Fall wählen wir k ∈ R mit
U ≤ k < sup

Ω
u.Falls kein solhes k existiert, gilt supΩ u ≤ U , d.h. die Aussage ist bewiesen. Wir wählenals Testfunktion ϕ = (u− k)+und erhalten

∇ϕ =







∇u, u > k,

0, u ≤ k
und

supp (∇ϕ) ⊂ supp (ϕ) [”ϕ = ϕk”] .Aus der shwahen Formulierung folgt
ˆ

Ω
ai,j ∂iu∂jϕ ≤ b̄

ˆ

Ω
|∇u| · ϕ ≤ b̄

ˆ

supp(∇ϕ)
|∇ϕ| · ϕ.Aus der gleihmäÿigen positiven De�nitheit von A = (ai,j) folgt

λ

ˆ

Ω
|∇ϕ|2 ≤ b̄‖∇ϕ‖L2(Ω) · ‖ϕ‖L2(supp(∇ϕ))und es folgt
‖∇ϕ‖L2(Ω) ≤

b̄

λ
‖ϕ‖L2(supp(∇ϕ)).
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Wegen der Sobolev-Einbettung nah L 2d
d−2 (Ω) gilt

‖ϕ‖
L

2d
d−2 (Ω)

≤ C(b̄, λ)‖ϕ‖L2(supp(∇ϕ)) = C(b̄, λ)

(
ˆ

supp(∇ϕ)
|ϕ|2 · 1

) 1
2

≤ C(b̄, λ) · | supp (∇ϕ) | 1d · ‖ϕ‖
d−2
2d

L
2d
d−2 (Ω)

[(
d

d− 2

)′
=
d

2

]und wir erhalten somit
| supp (∇ϕ) | ≥

(
1

C(b̄, λ)

)d

= C1

(
b̄, λ, d

)
> 0.Diese Abshätzung gilt gleihmäÿig bzgl. dem Parameter k. Also können wir aus Stetig-keitsgründen k = supΩ u wählen und erhalten, dass sowohl

supp (u− U)+ ≥ C2 und
supp∇ (u− U)+ ≥ C2gilt, was einen Widerspruh darstellt.5.11 Folgerung. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

u ∈ H1
0 (Ω) , Lu = 0 ⇒ u = 0 f.ü. in Ω.5.1 Existenz von Lösungen mittels der Fredholm-AlternativeSeien X,Y Banahräume über R. Ein linearer, beshränkter Operator A : X → Y heiÿtkompakt, wenn er beshränkte Mengen auf präkompakte Mengen abbildet. Äquivalenthierzu ist die Eigenshaft, dass für jede beshränkte Folge (un) in X die Bildfolge (Aun)eine konvergente Teilfolge in Y besitzt.Falls H ein Hilbertraum und A : H → H kompakt (linear, beshränkt) ist, so giltbereits, dass ‖Aun −Au‖ → 0 gilt, falls un → u shwah.Falls A : H → H linear und beshränkt, so bezeihnet A∗ : H → H mit
∀ u, v ∈ H 〈A∗v, u〉 = 〈v,A∗u〉den zu A adjungierten Operator. (A∗ ist das darstellende Element der Abbildung u 7→

〈v,Au〉). 92



5.12 Proposition. Falls der lineare, beshränkte Operator A : H → H kompakt ist, soist auh A∗ kompakt.Beispiel. Seien (ai,j) : Ω → Rd×d und
L = ∂i (ai,j∂j) : H

1
0 (Ω) → H−1 (Ω) .Dann ist der zu L adjungierte Di�erentialoperator L∗ gegeben durh

L∗ = ∂i (aj,i∂ju) ,denn
a∗ (u, ϕ) =

ˆ

aj,i ∂ju∂iϕ =

ˆ

ai,j ∂iu∂jϕ =

ˆ

ai,j ∂jϕ∂iu = a(ϕ, u),wobei a(·, ·) und a∗ (·, ·) die zu L bzw. L∗ gehörigen Bilinearformen sind.5.13 Satz. Sei K : H → H ein linearer, beshränkter, kompakter Operator. Dann gilt:(i) Die Dimension des Nullraums N(I −K) ist endlih.(ii) Der Bildraum R(I −K) ist abgeshlossen.(iii) R(I −K) = N(I −K∗)⊥.(iv) N(I −K) = {0} ⇔ R(I −K) = H.(v) dimN(I −K) = dimN(I −K∗).Die Aussage (iv) heiÿt auh Fredholm-Alternative.Bevor wir Satz 5.13 beweisen, wollen wir Eigenshaft (iv), die Fredholm-Alternative,studieren bzw. anwenden. Abstragt gesehen besagt (iv), dass entweder die AussageFür jedes f ∈ H hat die Gleihung
u−Ku = feine eindeutige Lösung.oder Es gibt eine Lösung u ∈ H, u 6= 0, der Gleihung
u−Ku = 0.gilt. 93



5.14 Satz. Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt und wie oben L = −∂i (ai,j ∂ju)+bi ∂ju+
cu. Dann tri�t genau eine der beiden Aussagen zu:(1) Zu jedem f ∈ L2 (Ω) existiert genau eine shwahe Lösung u ∈ H1

0 (Ω) des Problems
Lu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω. (5.2)(2) Es gibt genau eine shwahe Lösung u ∈ H1
0 (Ω), u 6= 0, des Problems

Lu = 0 in Ω,

u = 0 auf ∂Ω. (5.3)Beweis. Für γ > 0, u, ϕ ∈ H1
0 (Ω) de�nieren wir

aγ (u, ϕ) =

ˆ

Ω
(ai,j ∂iu∂jϕ+ bi ∂iuϕ+ cuϕ+ γ uϕ) .

u ∈ H1
0 (Ω) ist eine Lösung von (5.2) genau dann, wenn es γ > 0 mit

aγ (u, ϕ) = 〈γ u+ f, ϕ〉 ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω)gibt, d.h.

u = L−1
γ (γ u+ f) ,wobei Lγ = L + γ Id . Bemerkung: Addition von γ u auf beiden Seiten der Gleihung.Wähle γ = µ, wobei µ > 0 so groÿ, dass die Bilinearform aµ (·, ·) auf H1

0 (Ω) koerziv ist.De�niere für u ∈ L2 (Ω)

Ku = γ L−1
γ u, h = L−1

γ f. (5.4)Nun gilt
u = L−1

γ (γ u+ f) ⇔ u−Ku = h ⇔ Lγ (u−Ku) = f

⇔ Lγu− Lγ(Ku) = f ⇔ Lγu− γ u = f

⇔ Lγu = γ u+ f.Die Idee ist nun zu zeigen, dass
K : L2 (Ω) → L2 (Ω)94



beshränkt, linear und kompakt ist. Sei hierzu v ∈ L2 (Ω). Da γ ≥ µ ist die Gleihung
aγ (u, ϕ) = (v, ϕ) ∀ ϕ ∈ H1

0 (Ω) (5.5)eindeutig lösbar mit (wähle hierzu ϕ = u)
c1‖u‖2H1 = aγ (u, u) ≤ | (v, u) |

≤ ‖v‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω)‖u‖H1

⇒ ‖u‖H1 ≤ 1

c1
‖v‖L2 .Wegen Kv = γ L−1

γ v = γ u (wg. (5.5)) folgt
‖Kv‖H1 ≤ γ

c1
‖v‖L2(Ω).Da ‖Kv‖L2(Ω) ≤ ‖Kv‖H1 ist K also beshränkt (und linear sowieso nah De�nition). Da

H1 (Ω) →֒ L2 (Ω) kompakt (Satz von Rellih 4.25) folgt, dass K kompakt ist. Satz 5.13liefert, dass nur genau eine der folgenden Aussagen gilt:(A) Für jedes f ∈ L2 (Ω)hat die Gleihung
u−Ku = heine eindeutige Lösung in L2 (Ω).(B) Es gibt u ∈ L2 (Ω), u 6= 0, mit
u−Ku = 0.Beweis von 5.13. (i) Falls dim (N(I −K)) = ∞, so existiert eine Folge (uk) in N(I−K)von zueinander orthogonalen Elementen mit ‖un‖ = 1 für jedes n ∈ N, denn jederHilbertraum besitzt ein unendlih-dimensionales Orthonormalsystem. Wähle solh eineFolge (un) im besagten Nullraum, d.h. es gilt insbesondere

Kun = un für alle n ∈ N.Im Hilbertraum gilt immer für Orthonormalsystem, dass
‖un − um‖ =

√
2 für alle n,m,95



denn es ist ‖um−un‖2 = ‖um‖2
︸ ︷︷ ︸

=1

+ ‖un‖2
︸ ︷︷ ︸

=1

−2 〈un, um〉
︸ ︷︷ ︸

=0

= 2. Also folgt ‖Kun−Kum‖ =
√
2für alle n,m und somit besitzt (Kun) keine konvergente Teilfolge, was einen Widerspruhzur Kompaktheit darstellt, da (un) beshränkt ist.(ii) Wir nehmen an, wir hätten bereits die Aussage

∃ γ > 0 ∀ u ∈ N (I −K)⊥ : ‖u−Ku‖ ≥ γ‖u‖ (5.6)bewiesen. Sei nun (vk) Folge in R(I − K) mit vk → v ∈ H. Es ist zu zeigen, dass ein
u ∈ H mit

u−K(u) = vexistiert. Zunähst existieren uk ∈ H mit
uk −Kuk = vkund es folgt

‖vm − vn‖ = ‖um −Kum − (un −Kun) ‖ = ‖ (um − un)−K (um − un) ‖(5.6)
≥ γ ‖um − un‖.Also konvergiert auh die Folge (un) gegen ein u ∈ H und wegen der Stetigkeit von Kfolgt

u−Ku = v, d.h. v ∈ R(I −K).Wir wenden uns nun dem Nahweis von (5.6) zu: Angenommen, (5.6) gelte niht, dannexistiert zu jedem k ∈ N ein uk ∈ N(I −K)⊥ mit ‖uk‖ = 1 und ‖uk −Kuk‖ < 1
k
. Alsofolgt

uk −Kuk → 0. (5.7)Da jedoh (uk) beshränkt ist, existiert eine Teilfolge (o.B.d.A. die Folge (uk) selbst) undein u ∈ H mit uk → u shwah. Da K kompakt ist, folgt ‖Kuk − Ku‖ k→∞−−−→ 0. Aus(5.7) erhalten wir zudem ‖uk − u‖ k→∞−−−→ 0. Wiederrum aus (5.7) folgt u−Ku = 0, d.h.
u ∈ N(I −K), d.h.

0 = 〈u, uk〉 für alle k.Dies ist ein Widerspruh, denn es gilt 〈u, uk〉 → 〈u, u〉 = ‖u‖2 = 1.
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(iii) Diese Aussage folgt aus (ii), da
R(I −K) = N(I −K∗)⊥,denn im Allgemeinen gilt für einen linearen, beshränkten Operator A : H → A

x ∈ N(A∗) ⇔ A∗x = 0 ⇔ 〈A∗x, y〉 = 0 ∀ x ∈ H

⇔ 〈x,Ay〉 = 0 ∀ y ∈ H ⇔ x ∈ R(A)⊥und somit erhalten wir R(A)⊥ = N(A∗) und sogar R(A) = N(A∗)⊥, da R(A) abge-shlossen ist.(iv) �⇒�: Sei N(I−K) = {0}. Wir nehmen an, dass R(I−K) 6= H und führen dies zueinem Widerspruh. Sei H1 = (I −K)(H), dann ist H1 ( H und H1 auh abgeshlossenwegen (ii). Setze nun H2 = (I −K)(H1). Da I −K nah Voraussetzung injektiv ist, gilt
H2 ( H1 und auh H2 ist wieder abgeshlossen wegen (ii).Auf diese Weise erhalten wir eine Folge (Hn), sodass jedes Hn abgeshlossen ist und

Hn+1 ( Hnfür alle n gilt. Sei nun (un) eine Folge in H mit ‖un‖ = 1 und un ∈ Hn ∩H⊥
n+1 für jedes

n ∈ N. Wir erhalten für alle m,n ∈ N

Kum −Kun = um − un − (um −Kum) + (un −Kun)und für alle m > n gilt
Hm+1 ( Hm ⊂ Hn+1 ( Hn.Somit erhalten wir um − Kum ∈ Hn+1, un − Kun ∈ Hn+1 und um ∈ Hn+1. Mit w =

um − (um −Kum) + (un +Kun) folgt 〈un, w〉 = 0. Also erhalten wir
‖Kum −Kun‖2 = ‖w − un‖2 = ‖w‖2 + ‖un‖2

︸ ︷︷ ︸

=1

−2 〈w, un〉 ≥ 1.Dies ist jedoh ein Widerspruh, da K ein kompakter Operator ist und somit die Folge
(Kun) eine konvergente Teilfolge besitzen müsste, da (un) beshränkt ist.�⇐�: Sei nun R(I −K) = H und somit N(I −K∗) = {0}. Da K∗ kompakt ist, folgt
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mit �⇒� R(I −K∗) = H und somit
N(I −K) = R(I −K∗)⊥ = {0} .(v) Diese Aussage bleibt ohne Beweis und ohne Verwendung.Bemerkung. Die Fredholm-Alternative gilt auh für unbeshränkte, lineare Operatoren

A : D(A) → Y zwishen zwei Banahräumen, falls D(A) = X.5.2 Die Methode der Di�erenzenquotientenSei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt, h > 0 und i ∈ {1, . . . , d}. Für u : Ω → R mit x ∈
{x ∈ Ω | x± hei ∈ Ω} =: Ω±h,i sei

Dh
i u(x) =

u(x+ hei)− u(x)

h
und

D−h
i (x) =

u(x− hei)− u(x)

−h .5.15 Satz (Übungsaufgabe XII.4). (i) Sei 1 ≤ p < ∞. Dann gilt für i ∈ {1, . . . , d},
h > 0 und u ∈W 1,p (Ω)

‖Dh
i u‖Lp(Ωh,i) ≤ ‖∂iu‖Lp(Ω).(ii) Seien 1 ≤ p < ∞, u ∈ Lp (Ω) und i ∈ {1, . . . , d}. Es gelte für jedes Ω′ ⋐ Ω, jedes

h > 0 genügend klein und ein K > 0

‖Dh
i u‖Lp(Ω′) ≤ K.Dann existiert die shwahe Ableitung ∂iu ∈ Lp (Ω) mit

‖∂iu‖Lp(Ω) ≤ K.5.16 Satz (InnereH2-Regularität). Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt und L : ∂i (ai,j ∂ju)+

bi ∂iu + cu ein Di�erentialoperator mit ai,j ∈ C1 (Ω), bi ∈ L∞ (Ω), c ∈ L∞ (Ω) und
(ai,j(·)) gleihmäÿig in Ω positiv de�nit.Sei f ∈ L2 (Ω) und sei u ∈ H1 (Ω) eine Lösung im shwahen Sinne von Lu =

f . Dann gilt für jede o�ene Teilmenge Ω′ ⋐ Ω und eine geeignete Konstante c =98



c
(
Ω,Ω′, (ai,j) , b̄, c̄

)
> 0, dass u ∈ H2 (Ω′) und

‖u‖H2(Ω′) ≤ c
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.Bemerkung. • Eine alternative Shreibeweise für �u ∈ H2 (Ω′) ∀ Ω′ ⋐ Ω� ist �u ∈

H2
loc (Ω)�.

• Falls u ∈ H2 (Ω′) ∀ Ω′ ⋐ Ω, so besitzt u in jedem Punkt x ∈ Ω zweite shwaheAbleitungen, daher gilt die Di�erentialgleihung Lu = f nun auh punktweise fastüberall.
• Der Term ‖u‖L2(Ω) kann in vielen Fällen durh Daten bzw. Randwerte abgeshätztwerden.5.17 Lemma. (i) Für zwei Funktionen v,w und i ∈ {1, . . . , d} gilt

Dh
i (vw) = vh,iDh

i w + wDh
i v

= wh,iDh
i v + v Dh

i w

=
(

Dh
i w
)(vh,i + v

2

)

+
(

Dh
i v
)(wh,i + w

2

)

,wobei vh,i = v ◦ θhei, d.h. vh(x) = v(x+ hei).(ii) Für v,w ∈ L2
(
Rd
), Ω ⊂ Rd und v = w = 0 auf Rd \ Ω gilt

ˆ

Rd

v(x)
(

D−h
i w

)

(x) dx = −
ˆ

Rd

(

Dh
i v
)

(x)w(x) dx.Beweis. Zu (i):
v(x+hei)w(x+hei)−v(x)w(x) = v(x+hei) (w(x+ hei)− w(x))+w(x) (v(x+ hei)− v(x)) .Zu (ii):

ˆ

Rd

v(x)
(

D−h
i w

)

(x) dx =

ˆ

Rd

v(x)w(x) dx−
ˆ

Rd

v(x)w(x − hei) dx

=

ˆ

Rd

v(x)w(x) dx−
ˆ

Rd

v(y + hei)w(y) dy

= −
ˆ

Rd

(

Dh
i v
)

(y)w(y) dy.
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Beweis von 5.16. Sei Ω′ ⋐ Ω, W ⊂ Ω o�en mit Ω′ ⋐W ⋐ Ω und τ ∈ C∞
c (W ) mit τ ≡ 1auf Ω′ und 0 ≤ τ ≤ 1. Damit gilt |∇τ | ≤ c (Ω′,W ). Nah Voraussetzung gilt

a(u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 für ϕ ∈ H1
0 (Ω) .Wähle ϕ = −D−h

k

(
τ2Dh

ku
). Dann gibt es h0 > 0 mit ϕ ∈ H1

0 (Ω), falls h < h0.Beahte, dass
a(u, ϕ) = 0 ⇔

ˆ

Ω
ai,j ∂ju∂i

(

−D−h
k

(

τ2Dh
ku
))

=

ˆ

Ω
(f − c− bi ∂iu)ϕ.Ziel ist es, links den �guten Term�

A =

ˆ

Ω
ai,j ∂j

(

Dh
ku
)

∂i

(

Dh
ku
)

· τ2zu separieren, weil für diesen gilt:
A ≥ λ

ˆ

Ω
|∇Dh

ku|2τ2und somit die Gröÿe λ ´Ω |∇Dh
ku|2 von oben abgeshätzt ist.De�niere

f̃(x) = f(x)− c(x)u(x) − bi(x) ∂iu(x),dann ist f̃ ∈ L2 (Ω). Beahte, dass f̃ von der Lösung u abhängt. Diese ist jedoh durhdie Voraussetzungen des Satzes gegeben. Ahtung: ‖f̃‖L2(Ω) hängt aber u.a. von ‖u‖H1(Ω)ab, was niht vergessen werden darf.Die Ausgangssituation ist also (nah Wahl von ϕ = −
(

D−h
k

(
τ2Dh

ku
)))

(LS) := −
ˆ

Ω
ai,j ∂ju∂i

(

D−h
k

(

τ2Dh
ku
))

=

ˆ

Ω
f̃ϕ =: (RS)
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und es folgt für die Linke Seite (LS)
(LS) =

ˆ

Ω
Dh
k (ai,j ∂ju) ∂i

(

τ2Dh
ku
)

=

ˆ

Ω

(

Dh
kai,j

)

∂ju
[

2τ∂iτ ·Dh
ku+ τ2Dh

k∂iu
]

+

ˆ

Ω

(

a
h,i
i,j

)(

Dh
k∂ju

) [

2τ∂iτD
h
ku+ τ2Dh

k∂iu
]

≥ λ

ˆ

Ω
τ2|Dh

k∇u|2 − c1

ˆ

Ω

(

|∇u|τ |Dh
ku|+ |Dh

k∇u||∇u|τ + |Dh
k∇u|τ |Dh

ku|
)

≥ λ

2

ˆ

Ω
τ2|Dh

k∇u|2 − c2(c1, λ)

ˆ

Ω
τ |∇u|2.Wäre f̃ ≡ 0 (was es niht ist!), so würde - wie gewünsht - folgen:

ˆ

Ω
τ2|Dh

k∇u|2 ≤
2c2
λ

ˆ

Ω
τ |∇u|2.Um die rehte Seite abzushätzen, notieren wir, dass

ˆ

Ω
|ϕ|2 =

ˆ

Ω
|D−h

k

(

τ2Dh
ku
)

|2

≤
ˆ

Ω
|∇
(

τ2Dh
k

)

|2 ≤ c3

(
ˆ

Ω
τ2|∇Dh

ku|2 +
ˆ

Ω
τ |Dh

ku|2
)

.Also gilt
ˆ

Ω
fϕ ≤ λ

4

ˆ

Ω
τ2|∇Dh

ku|2 +
λ

4

ˆ

Ω
τ |Dh

ku|2 + c4(c3, λ)

ˆ

Ω
|f̃ |2

≤ λ

4

ˆ

Ω
τ2|∇Dh

ku|2 + c5

ˆ

Ω

(
|f |2 + |u|2 + |∇u|2

)und wir erhalten mit diesen beiden Abshätzungen der linken und rehten Seite
ˆ

Ω
τ2|Dh

k∇u|2 ≤ c6

ˆ

(
|f |2 + |u|2 + |∇u|2

)
.Es folgt zunähst, da τ = 1 auf Ω′ ist,

‖u‖H2(Ω′) ≤ c7
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖H1(W )

)
.Durh Wahl einer Testfunktion ϕ = ηu mit η = 1 auf W , supp(η) ⊂ Ω und 0 ≤ η ≤ 1
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folgt aber (Übung)
‖u‖H1(W ) ≤ c8‖u‖L2(Ω)und somit

‖u‖H2(Ω′) ≤ c9
(
‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.5.18 Satz (Höhere innere Regularität). Sei L wie in Satz 5.16, aber es gelte zusätzlihfür ein m ∈ N, dass ai,j, bi, c ∈ Cm+1 (Ω) und f ∈ Hm (Ω). Dann gilt für jede shwaheLösung u ∈ H1 (Ω) und Ω′ ⋐ Ω sowohl u ∈ Hm+2 (Ω′) als auh

‖u‖Hm+2(Ω′) ≤ c
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.5.19 Folgerung. Gilt ai,j, bi, c, f ∈ C∞ (Ω) in der Situation des vorigen Satzes, so folgtnatürlih u ∈ C∞ (Ω).5.20 De�nition. Sei Ω ⊂ Rd o�en und seien für i, j ∈ {1, . . . , d} ai,j, bi, c : Ω → Rmessbar. Dann heiÿt der Di�erentialoperator

L = −∂i (ai,j∂j) + bi + cstrikt elliptish (oder gleihmäÿig elliptish) in Ω, falls es ein λ > 0 derart gibt, dass füralle x ∈ Ω, ξ ∈ Rd gilt:
d∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2.Bemerkung. Das Minuszeihen vor ∂i (ai,j∂j) ist eine Frage des Geshmaks und vonkeiner mathematish wihtigen Bedeutung.5.21 De�nition. Der Di�erentialoperator
L = −∂i (ai,j∂j) + bi + cheiÿt Di�erentialoperator in Divergenzform, wenn es eine Funktion A : Ω×R×Rd → Rdderart gibt, dass für den Hauptterm (derjenige Term mit den Ableitungen der höhstenOrdnung) gilt:

−∂i (ai,j∂ju) = − div (A (·, u,∇u(·))) .
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Bemerkung. Hier ist
Ai (x, s, ̺) =

d∑

j=1

ai,j(x)̺j = (ai,j) (̺) .Die Regularität von Lösungen im Inneren einer o�enen Menge Ω ⊂ Rd ist ausreihend,um von der shwahen Formulierung auf eine punktweise Gültigkeit der Di�erentialglei-hung zu shlieÿen (Übung). Wenn der Rand des betrahteten Gebiets Ω regulär ist, solässt sih zudem beweisen, dass Lösungen u bis zum Rand regulär sind. Dafür betrahtenwir folgenden5.22 Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt mit ∂Ω ∈ Cm+2 für ein m ∈ N0. Sei weiter
L ein linearer, strikt elliptisher Di�erentialoperator in Divergenzform wie in De�nition5.21. Seien f ∈ Hm (Ω) und g ∈ Hm+2 (Ω) und es gelte ai,j ∈ Cm+1

(
Ω
) und bi, c ∈

Cm
(
Ω
) für i, j ∈ {1, . . . , d}. Sei u ∈ H1 (Ω) eine shwahe Lösung von Lu = f in Ω, fürwelhe gilt:

u− g ∈ H1
0 (Ω) .Dann gilt u ∈ Hm+2 (Ω) und es gilt mit einer Konstante c > 0

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ c
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f‖Hm(Ω) + ‖g‖Hm+2(Ω)

)
.Bemerkung. Die Forderung der stetigen Di�erenzierbarkeit der Funktionen ai,j, bi, c biszum Rand ist hier von entsheidender Bedeutung.5.23 Folgerung. Unter geeigneten Voraussetzungen (alles C∞ (Ω

)...) erhält man sogar
u ∈ C∞ (Ω

) nah den bekannten Einbettungssätzen. Lösungen sind dann also glatt bis�in den Rand� hinein.5.3 Variationsrehnung und elliptishe PDGL inDivergenzform5.24 Satz (Einfahe Version eines berühmten Resultats von E. DeGiorgi). Sei F ∈
C∞ (Rd

). Es gebe Konstanten λ,Λ,K > 0 derart, dass für alle p ∈ Rd gilt:(i) ∣
∣
∣
∣

∂F (p)

∂pi

∣
∣
∣
∣
≤ K|p| für i ∈ {1, . . . , d} ,(ii) λ|ξ|2 ≤ ∂F (p)

∂pi∂pj
ξiξj ≤ Λ|ξ|2 für ξ ∈ Rd.103



Sei Ω ⊂ Rd ein beshränktes Gebiet und sei u ∈ H1 (Ω) ein Minimum von
I(v) =

ˆ

Ω
F (∇v(x)) dx,bei festgelegten Randwerten, also in dem Sinne, dass I(u) ≤ I(u+ϕ) für jedes ϕ ∈ H1

0 (Ω).Dann gilt
u ∈ C∞ (Ω) .Bemerkung. • Im einfahsten Fall denke man sih F (p) = |p|2. Dies ist jedohtrivial, da wir bereits wissen, dass harmonishe Funktionen in C∞ sind.

• Im allgemeinsten Fall ersetze man F (p) durh F (x, s, p) für eine Funktion F : Ω×
R× Rd → R.

• Bedingung (i) stellt siher, dass es c1, c2 > 0 gibt mit
|F (p)| ≤ c1 + c2|p|2 für alle p.Also ist I(v) für v ∈ H1 (Ω) wohlde�niert.5.25 Lemma. Wenn man ∂F

∂pi
mit Fpi bezeihnet, so gilt unter den Voraussetzungen desletzten Satzes für jedes ϕ ∈ H1

0 (Ω)

ˆ

Ω

d∑

i=1

Fpi (∇u(x)) ∂xiϕ(x) dx = 0.Beweis. u ist Minimum von I(·), also hat die Funktion t 7→ I(u + tϕ) in t = 0 einMinimum, d.h. (
d

dt
I(u+ tϕ)

)

t=0

= 0 für ϕ ∈ H1
0 (Ω) .Wir müssen also Di�erentiation d

dt und Integration ´Ω vertaushen, was nah den üblihenSätzen möglih ist, da
∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω
Fpi(∇v)∂xiϕ

∣
∣
∣
∣
≤ dK‖∇v‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω) <∞.Grobe Beweis-Idee zu Satz 5.24. Letztendlih muss also gezeigt werden, dass Lösungen

u ∈ H1 (Ω) von
ˆ

Ω
Ai (∇u) ∂xiϕ = 0104



auh u ∈ C∞ (Ω) erfüllen. Hierbei werden Funktionen Ai : Rd → R durh Ai(∇u) =

Fpi(∇u) de�niert. Wenn man nun noh für i, j ∈ {1, . . . , d}

ai,j (x) =
∂Ai

∂pj
(∇u(x))de�niert, so kann man zeigen, dass die Komponenten von ∇u Lösungen einer striktelliptishen Di�erentialgleihung in Divergenzform sind. Wenn man dann Cα-Regularitätfür solhe Gleihungen (shwierig, da man nur ai,j ∈ L∞ (Ω) weiÿ) beweisen kann, so folgtdas Resultat durh Iteration bzw. Di�erentiation der Di�erentialgleihung.
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6 Niht geeignete Übungsaufgaben1.1, 1.2, 2.3, 3.3, 5.2, 5.4, 7.1, 8.3, 8.4Wihtig: 6, 7.4, 9, 10
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