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0 Einfithrung

Eine partielle Differentialgleichung (= partial differential equation = PDE) ist eine Glei-
chung, in welcher die partiellen Ableitungen einer gesuchten Funktion, z.B. u: Q@ — R

fiir O ¢ R?, vorkommen.
Beispiel. 9101u(x1,22) + 0202u(x,w2) =0 fiir v € By = {x € R? | |z < 1}.

Viele Vorgénge in der Natur (Physik, Biologie, ...) bzw. des menschenliches Handels

(Okonomie) lassen sich mit partiellen Differentialgleichungen beschreiben.

Beispiel (1). Au(z) = 0 fir = € @ = R?\ {0} mit Au(z) = S0 Zou(z). Die
Funktion u: R — R, u(x) = In(z? +23) = In(|2?|), ist eine Losung (Potientialtopf), denn

. _ 1 5. 5 (2 o 4 2 _ 42 | 9 -
es ist dju(x) = P 2x;, 0;01u(z) = ( ($%+$%)xz)2xl + 23 = T + Pk und somit
oy _ 4z} | 2 423 | 2 —A@i+sd) | 4 _
Aln(lof) = Fr + pr —GE tpE = —pr o T EE =0

0.0 Definition. Eine Funktion u: Q — R mit Q C R? heifit harmonisch, falls Au(x) = 0
fiir jedes = € Q gilt. Der Ausdruck Au(z) ist erklirt, falls z € Q, Q@ C R? offen und
u € C?(9).

Beispiel (2). %(t,w) — %%(t,w) =0 fiir (¢,2) € (0,00) x R und u(0,x) = wup(x) fir
x € R, wobei ug: R — R eine gegebene, stetige, beschrankte Funktion ist. Die Funktion

1 > —(a—y)?
u(t,x) = / uo(y) e 2t dy (0.1)
/ N——
2mt —00 —— e

stetig,beschrinkt

fiir (t,z) € (0,00) x R 16st Gleichung 2 und hat die Eigenschaft, dass fiir jedes x € R gilt:
lim; o0 u(t, ©) = ugp(x) (siehe beispielsweise Ubung XI, Analysis 2). Gleichung (0.1) heifit
Warmeleitungsgleichung, da u(t,x) die Warme eines idealisierten, unendlichen langen
Stabs im Punkt 2z € R (hierbei entspricht R dem Stab) zum Zeitpunkt ¢ > 0 beschreibt,
falls zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangswirme durch ug: R — R beschrieben wird.

Wir werden (hoffentlich) sehen, dass diese Losung eine unendliche Ausbreitungsge-

schwindigkeit der Temperatur besitzt.



Beispiel (3, Black-Scholes-Gleichung). Seien T' > 0,7 > 0, r > 0, o > 0. Wir betrachten

ov 1 5, ,0% ov B
Bt( r) + UwW(tw)—i—rx%(t,x)—rv(t,x), t>0,2>0

mit

v(T,z) = max(x —7Z,0), x>0,

v(t,0) = 0, t >0,
lim v(t,z) = x—T t>0.
T—r00

Hierbei beschreibt v(t,z) den Wert einer sogenannten Européischen Callaktionenop-
tion mit Laufzeit T > 0, Ausiibungspreis T > 0 bei vorliegendem Zinssatz ¢ > 0 fiir

sichere Anlagen, wobei die Aktie einer Brownschen Bewegung mit Volatilitit o2 folgt.

Beispiel (4, Minimalfliichengleichung). Sei Q C R? offen, beschriinkt und einfach zu-
sammenhiingend. Sei g: 9Q — R stetig. Gesucht ist diejenige Funktion u: Q — R mit
der Eigenschaft, dass die Fliche ihres Graphen minimal ist unter alldenjenigen Funk-
tionen mit Randwerten g. Fiir alle Funktionen ¢: Q@ — R mit ¢ [go= 0 muss dann
A(u) < A(u + ¢) gelten. Die Funktion [—1,1] — R mit s — A(u + s¢) hat fiir jedes

solches ¢ ihr Minimum in s = 0. Damit gilt

0= [%A(u%—sgp)]szo = [fﬂ%\/l_}— IV (u+ sp)(z)]? de:o
J 1 20V (u + 50) (@) aragge) V(@) da
& 2/14|V (utsp) ()2 IV (utsp) ()] o0
_ Vu(z)Ve(z) ..
= o \/W = [—div (7(1+|Vu(x)|2 Vu(x)) o(x) dz  fiir alle ¢.
(O = Jo f( yde Ve C‘X’(Q)) impliziert, dass f = 0 fast iiberall gilt, folgt

1
div [ ——————Vu(z) | =0  firz e Q.
1+ [Vu(z)?

Bemerkung. Es gilt Au = div (Vu).

Beispiel (5, Wellengleichung).
OOpu(t,x) — Au(t,z) =0 fiir (¢,x) € (0,00) x €, (0.2)

wobei Q C RY, Au(t,z) = 2221 Op, Oz, u(t, x) (hierbei wird nicht in ¢ differenziert).



Gleichung (0.2) heilt Wellengleichung, weil u(t,z) die Ausdehnung eines vibrierenden
bzw. schwingenden Korpers (d = 1 entspricht einer Saite, d = 2 einem Membran) im
Punkt x € Q zum Zeitpunkt ¢ > 0 beschreibt.

Alle Differentialgleichungen in den Beispielen (1) bis (5) sind PDE’s zweiter Ordnung,
da Ableitungen der gesuchten Funktion nur bis zur Ordnung 2 auftreten. Bis auf das
Beispiel (4) sind diese auch linear, da mit v und v auch u + v bzw. Au Losungen sind
(denn A ist ein linearer Operator), eventuell aber mit anderen Randwerten.

Eine PDE k-ter Ordnung heifst voll nichtlinear, falls sie nichtlinear beziiglich der k-ten

Ableitungen ist. Hierzu ein

Beispiel. Die Gleichung det (Vgu) = 0 ist voll nichtlinear. Au = u? ist nichtlinear, aber

nicht voll nichtlinear.

Folgende Fragen werden beim Studium der partiellen Differentialgleichungen unter

anderem von Bedeutung seien:

e Gegeben sei ein Funktionenraum, in welchem nach Lésungen gesucht wird. Existie-
ren Losungen? Sind Losungen eindeutig, d.h. existieren mehrere Losungen? Welche
weiteren Eigenschaften (z.B. Langzeitverhalten oder Regularitit) besitzen Losun-

gen?

o Inwieweit kann durch Wahl eines anderen Funktionenraums die Existenz bzw. Ein-

deutigkeit von Losungen sichergestellt werden?

e Muss eventuell der Begriff ,Losung”, d.h. die Art, wie eine Funktion eine gegebene

Gleichung 16st, neu {iberdacht bzw. neu formuliert werden?

0.1 Einige technische Grundlagen (Hilfsmittel)

(1) Sei © C R? offen und beschrinkt. Wir schreiben 9Q € C*, k € N, falls 99 lokal als
Graph einer C*-Funktion dargestellt werden kann, d.h. fiir jedes zg € 99 existieren
ein Radius » > 0 und (nach Drehen und Verschieben) eine Funktion v € C¥(R?1)
mit QN B(xg,r) = {x € B(xo,7) | g > y(21,...,24-1)}

Falls 92 € O, so existiert entlang von 92 eine #ufere Normale v = (v, ..., v4). Fiir
u € C1(Q) mit 9Q € C! bezeichnet man mit % = (Vu,v) die (dufere) Normalena-

bleitung von u.



Satz (GauRk-Green). Se Q C R? offen und beschrinkt mit 02 € C*.

(a) Fiiru € CY(Q) und i € {1 o dY gilt: [ g—zui(x) dz = [,ou(z)vi(z) dO(z).

(b) Fiirv,w e CY(Q) gilt [, 2 (z)w(z) dz = — [, v(x)g—;cli(x) dz+ [0 v(@)w(z)v(z) dO(x)

und i € {1,...,d}.

Beweis. (b) folgt aus (a) mittels u = vw.

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich:

Satz (Greensche Formel). Seien u,v € C?(Q). Dann gilt:

(i) [oAu(z)dz = [y, %%(z) dO(z).

(ii) [ Vu(z)Vu(z) dz = — [yu(z)Av(z) dz + [0 u(z) 9 (z) dO(z).
(iii) [ (uw(z)Av(z) — v(z)Au(z)) dz = [, (u(@)P(z) — v(z)%(z)) dO(z)
Beweis. (i): Wiahle im vorherigen Satz, Teil (a) u(x) <> a—;‘l(az): Q g%:g(x) d(z) =

20 g—zul(x)uz(x) dO(z). Jetzt Summation iiberi € {1,...,d}: [, Au(z) = [, (Vu(z),

(ii) und (iii) folgen unmittelbar.

O
Satz. Sei f € C(RY) N LY(RY). Dann gilt fiir jedes xo € R?
f(z) dz = / / f(z)dO(zx) | dx.
R4 0 0B(zo,r)
Ebenso gilt fiir jedes r > 0 und jeds xo € R? die Gleichung [d% fB(xo 5 f(x) dx] =

faB(m’r) f(z) dO(2).
(Glattungskerne s. Kapitel 2.4 im Funktionalanalysis-Skript)

Satz. Seien fe Ll(Rd) g € LP(RY),1 < p < 0o. Dann ist f x g € LP(R?), wobei
(fx9)(@) = Jpa f( 9(y) dy. Es gilt || = gllp < [[fll1]lgllp-

v(z)) dO(z).



Satz (Young). Seien 1 < p,q,r < oo mit %—}—% = 1—}—%. Dann gilt fiir f € LP(RY), g €
LI(RY)

1f > gll < Ifllpllglly — (p=2.0=2=r=o00, f*ge CRY).

Definition. Eine Folge (p,) von Funktionen g, € C°(R?) heikt Dirac-Folge oder

Folge von Glittungskernen, falls supp o, € B1(0), [ga 0n dz =1, 0, > 0.

Bemerkung. Ubliche Konstruktion: Wihle o € C°(R?) mit supp C B1(0),0 > 0,
2.B.

1
el-l=*  fir|z| <1,

0 fir |z| > 1.

nd

Setze dann o, (x) = Taod o(nx).
R

Lemma. Seien f € LP(R?) mit 1 < p < oo und (0,) Dirac-Folge. Dann gilt |0, *
f=fllp = 0.

Bemerkung. Beachte, dass o, % f € C*®(R?), denn im Allgemeinen gilt 0%(f xg) =
0%f g fiir |a| <k, f e CF.

Satz. Sei Q C R? offen. Dann ist C°(Q) dicht in LP(Q) fir 1 < p < oo, d.h. zu
[ € LP(Q) und € > 0 ezistiert f. € C°(Q) mit ||f — fel[p <e.



1 Harmonische Funktionen

1.1 Lokale Eigenschaften
In diesem Kapitel ist © € R? immer eine offene, zusammenhingende Menge.

1.1 Definition. (a) Eine Funktion u € C(Q) erfiillt die Sphdren-Mittelwerteigenschaft
(Abk.: Sphiren-MWE), falls fiir jede Kugel B(x,r) C Q gilt

u@ = f  ul) d00) = o [ uly) d0w)

OB(z,r) |aB(£C,’I“)| OB(z,r) .

(b) Eine Funktion u € C(Q) erfiillt die Kugel-Mittelwerteigenschaft (Abk.: Kugel- MWE)
in , falls fiir jede Kugel B(x,r) C Q gilt

1
u(x) = u(y) dy = ———— u(y) dy.
D=1,y O V= (55 [, )

Bemerkung. (1) Es gilt
0B (x,r)| = 0B(0,r)| = r¥ wy,

wobei wy = |0B(0,1)|. Weiter gilt

7nd
B, )] = 1BO1)] = S

(2) Die Spharen-MWE ist dquivalent zu: ¥ B(x,r) C Q gilt

u(z) = L u(z + rw) dO(w) (y =+ rw).
Wd Jw|=1

Die Kugel-MWE st dquivalent zu: ¥ B(x,r) C Q gilt

d
u(x) = — u(x +rz) dz (y=z+rz).
wWd J|z|<1



(8) Diese beiden FEigenschaften sind fir stetige Funktionen dquivalent und wir werden
in diesem Fall nur noch von der Mittelwerteigenschaft (Abk. MWE) sprechen. Dies

werden wir im Folgenden beweisen.
1.2 Lemma. Sei u € C(2). Dann sind die beiden MWE’en dquivalent.

Beweis. Es gelte die Sph.-MWE. Sei B(z,r) C Q. Dann gilt

/B(w) u(y) dy = /07‘ (/BB(M)U@) dO(y)) ds

r rd
= / w(z)s¥ twg ds = u(z) wg —.
0 d

Nun gelte die Kugel- MWE. Sei B(z,r) C Q. Es gilt

d
/asmu(y) 10w = [5 (/B(w)u(y) dy)]s:r

O

Bemerkung. Fortan sprechen wir von der MWE und verwenden jeweils diejenige Ver-

sion, welche uns hilft.

Sei  C R? offen, zusammenhiingend und beschriinkt.

1.3 Proposition. Die Funktion w € C () erfille die MWE in Q und sei nicht konstant.

Dann nimmt u Mazimum und Minimum nur auf dem Rand 9) an, d.h. nicht in Q.

Beweis. (Beweis nur fiir das Maximum.) Sei M = max,cq u(x) (dieses existiert, da

beschrénkt ist). Definiere
A={zeQ|ulx)=M}.

Wir zeigen, dass A in  sowohl abgeschlossen (klar) als auch offen ist.

Seien xop € A und B(zg,7) C Q mit B(zg,r) C Q. Dann gilt

MWE 1
|B($0, T)| B(zo,r)

1dy = M.

M = wu(z) u(y) dy

M
|B($0, T)| B(zo,r)



Hieraus folgt also
[ uty) dy =0 |BGao. )
B(zo,r)

und somit
u=M in B(zg,r).

Also ist B(zg,r) C A und somit A offen in Q. Es gilt A € {0, Q}, wobei A # ) gelten
muss, da u nicht konstant ist. Wir erhalten A = ().
U

1.4 Definition. Eine Funktion u € C%(Q2) heikt harmonisch in Q, falls
Au=0 in Q.

1.5 Satz. (a) Seiu € C%(Q) und harmonisch in Q. Dann erfiillt u die MWE in Q.

(b) Seiw e C(Q) und u erfille die MWE in 2. Dann gilt
ue C™(Q)

und u st harmonisch in 2.

Bemerkung. Funktionen, die harmonisch sind in einem Gebiet Q C R? sind, sind also

glatt und nehmen in Q weder Maximum noch Minimum an.

Beweis. (a) Sei B(zg,r) C Q. Dann gilt fir 0 < s <r

ou
0 = / Au(y) dy = / 5, W) dO()
B(zo,s) dB(zo,s) OV

= / (Vu(y),v(y)) dO(y) [y =z0 + sw]
OB(z0,s)

= [ (Tl + s + ) 40
aB(0,1)
ou

= — (20 + sw) ¥ dO(w
Ly et 52271 40

= s &/ u(zo + sw) dO(w) .

10



Integration [;(-) ds liefert
0= / u(zg + rw) dO(w) — u(xg) |0B(0,1)].
8B(0,1)

Es folgt die MWE

u(zo) = L u(zo + rw) dO(w).
Wd Jw|=1

(b) Wir zeigen, dass es eine Folge (o.) von Glattungskernen gibt mit
u(z) = (0 * u) (x) fir x € Q. = {x € Q| dist(z,00) > ¢}
(Vgl. Def. von (p,,) in Kapitel 0.) Sei p € C°(B(0,1)) mit [ o =1 und
o(z) = ¢(lz)) v ,

d.h. wg [ r¢l(r) dr = 1. Setze fiir e > 0

Fiir z € Q. gilt dann

/U(y)@a(ﬂc—y) dy = /u(ery)@edy
Q R4
1

Y
= — ulx+y)o(=) dy
Ed |y\<6( ) <€)

= /|<1U(x +ey)o(y) dy

1
— / Y(r) rét (/ u(z + erw) d(’)(w)) dr
0 dB(0,1)

/

N~

MgEu(x) wq

1
= ulr)w Trdflr
- <>d/0w<> d

11



Also gilt
u e C™(Q).

Damit folgt wie im Beweis von Teil (a) fiir jede Kugel B(x,r) C Q

d
/ Au(y)dy = rit I / u(z + rw) dO(w)
B(x,r) r BB(O,I)

S ()

= 0.
Also gilt
Au(y) =0V y € Q.
U

1.6 Definition. Eine Funktion u € C%(Q) heift subharmonisch in 2 (superharmonisch,),
falls
—Au <0 in Q (bzw. —Au>0).

1.7 Folgerung. Sei u € C%*(Q). Dann ist u subharmonisch (superharmonisch) in §
genau dann, wenn fir jede Kugel B(xzg,r) C Q

>)
w(zo) < f u(y) dy
B(zo,r)

gilt.

Beweis. Wurde bereits gefiihrt (Gleichung durch Ungleichung ersetzen).
O

1.8 Satz (starkes Maximumsprinzip). Es gelte —Au < 0 in Q (—Au > Q) und es gebe

einen Punkt xo € Q0 mit
u(xg) = supu (u(zp) = inf u).
Q Q

Dann st u konstant.

1.9 Satz. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Seien u,v € C%*(Q) N C(Q) mit
Au = Av in Q und u = v auf 0.

Dann ist u = v.

12



Beweis. Setze w = u — v, dann ist w harmonisch in  und erfiillt w = 0 auf 0. Das

Maximumsprinzip impliziert aber

(0 =)minw < w < maxw(= 0).
onN o0N

Bemerkung. Dieser Satz bedeutet, dass das Problem

Au=0 1inQ
U=y auf 02
fuir beschrinkte Gebiete und stetige Randwerte g : 02 — R hdchstens eine Ldsung

u € C3HQ)NC(Q) besitat.

1.10 Satz. Sei u harmonisch in einem Gebiet Q. Dann gilt fir jede Kugel B(xg,r) C Q
und jeden Multiindex o mit |a| = k € Ny

Cr
|D%u(zo)| < ~atE [l (B(zo.r))s

wobei . N
1 297 d k
co=—, ck:gﬁirkeN.
Wd Wd
Beweis. Der Fall k = 0 ist d4quivalent zur Mittelwerteigenschaft. Sei also £ = 1. Mit

ist auch O;u harmonisch, also

|Oju(wo)| =

f druly) dy
B(zo,35)

24 /
= u(y)vi(y) dO(y
el RO RLE)
2d
— max_|ul.
T 9B(xo,5)
Fiir x € B(xo, 5) gilt (k = 0)
d 1 r
u(@)] € Gl [L (Bl 5)].
Also
N 2d+1d
|D%u(wo)| < WHUHLl(B(xO,r))-

13



Damit ist der Fall k£ = 1 bewiesen. Im allgemeinen Fall wollen wir den Beweis mittels
Induktion fiithren. Es gelte also die Aussage fiir k — 1. Sei B(xg,r) C 2 mit o Multiindex
und |a| = k. Es gibt dann 7 € {1,...,d} und einen Multiindex g mit |5| = k — 1, sodass
gilt

D% = 3;(DPu).

Nun schétzen wir ab:

[D%u(xo)| =

B; (D5u> (mo)‘

]i o (D%u) () dy
dk

— Imnax
T 9B(zo0,3)

Dﬁu‘

Fiir z € 9B(xo, £) ist B(z, 52 1) C B(zo, 7). Nun wenden wir die Aussage fiir k — 1
an, um |D5u(x)| nach oben abzuschitzen und erhalten die Aussage.
O

1.11 Satz (Liouville). Jede beschrinkte Funktion u: R® — R, welche harmonisch ist in

R?, ist bereits konstant.

Beweis. Sei xg € R? beliebig. Fiir jeden Radius > 0 gilt mit einer positiven Konstanten

C
C
Vu(zo)l = —i3 l[ull 11 (Bwom)
C
S o Sﬂg}fw - [B(wo,7)]
< 2l == 0.

Also folgt aus Vu = 0, dass u konstant ist.

1.12 Satz. Sei u: Q — R harmonisch in Q). Dann ist u bereits analytisch.

Beweis-Idee. Die Taylorreihe von u in einem Punkt x ist

Z Du(zg)(x — xo)a.

ol

a

14



Man zeigt mit Satz 1.10, das das Restglied

e (x — x0)
Ry(z) = Z

k=0 |a|=k

1 (6% (0%

= Z o D% (u(zg) + 0(x — x0)) (xz — )
la|=N
eine Abschétzung der Form
C(u
Ry <

erfullt.

1.13 Satz (Harnack I). Fiir jede Kugel B(xo,4R) und jede nicht-negative Funktion
u: B(xg,4R) — R, welche harmonisch in B(xo,4R) ist und alle Punkte x,y € B(xo, R)
gilt

u(z) < 3%u(y).

Beweis.

() .
u\x = ey — u
|B('IaR)| B(z,R)

1
u
|B(z, R)| B(y,3R)
|B(y,3R)|
|B Z, R y3R

= 3%u(y).

Bemerkung. Die Konstante 3¢ ist unabhingig von u,zo und R!

1.14 Satz (Harnack II). Zu 6 € (0,1) existiert eine Konstante cg derart, dass fir alle
g € R? | R > 0, alle harmonischen, nicht-negativen Funktionen u: B(zg, R) — R und
alle x,y € B(xo,0R) gilt

u(z) < cou(y).

Beweis. Bild ... -( ... und Kettenargument: 3N € Nund xq,...,zy mit xg =z, axy = ¥y
und rg > 0 mit
B(.%'Z'_H,?)Tg) D) B(.%'Z',Tg).

15



O

1.15 Satz (Harnack III). Seien Q C R? ein Gebiet und Q' € Q ein beschrinktes Teilge-
biet. Dann existiert eine positive Konstante ¢ > 0 (abhingig von Q und Q') derart, dass

fiir jede nicht-negative Funktion u: 0 — R, welche harmonisch in Q ist, gilt:

sup < ¢ inf u.
Q/ Q

Beweis. Hintereinanderausfithrung von Satz 1.14. Ungefihr gilt ¢ ~ 3%V mit N =
2 dist(Q/, 09).
O

Die Harnacksche Ungleichung hat den sog. Harnack-Konvergenzsatz zur Folge. Zu-
néchst bemerken wir, dass aufgrund der Mittelwerteigenschaft bereits folgender Satz

gilt:

1.16 Satz. Fulls fiir jedes n € N die Funktion u,: 2 — R harmonisch in Q ist und ein
u: Q — R existiert mit

n—o0
sup |u, —u| —— 0,
Q
dann ist u ebenfalls harmonisch.

Beweis. Fiir jedes n € N, x € Q und B(x,r) C Q gilt aufgrund der MWE

Nach Voraussetzung gilt

und es folgt

1

n—00 1 /
_ up(y) dy ——— ——— u(y) dy
B Jopn Y B Jaen Y

und somit ist v harmonisch.

O

1.17 Satz (Harnack-Konvergenzsatz). Seien Q C R? ein Gebiet und (u,) eine Folge
monoton wachsender Funktionen uy,: 0 — R, harmonisch in . Es gebe einen Punkt

y € Q, fiir welchen die Zahlenfolge (uy,(y)) beschrankt ist. Dann konvergiert die Folge (uy,)

16



gleichmdpig auf jedem beschrinkten Teilgebiet Q' € Q gegen eine Funktion u: Q — R,

harmonisch in €.

Beweis. (uy(y)) konvergiert, d.h. Ve >03 N:

0 <upm(y) —un(y) <e Vm>n2>N.

Satz 1.15 liefert: 3 ¢ > 0:

SUD [t — 1] < c,
Q/

d.h. (uy) konvergiert gleichméfig in €’. Die Grenzfunktion w ist harmonisch nach Satz
1.16.
O

1.2 Die Poisson-Gleichung

Ziel ist es nun, fiir (beschriinkte) Gebiete Q C R? mit 9Q € C! Losungen der Gleichungen

bzw. des Randwertproblems

U = g auf 09
zu studieren.
1.18 Definition. Die Funktion ®: R?\ {0} — R

5 In(al)  (d=2
1 1 (d23)

(d—2)wq |x]d—2

O(x) =

heifst Fundamentallésung von Au = 0.

1
$|(2)1 e dz < 0o genau dann, wenn « (?) d.

Bemerkung. e FErinnerung: Es z'stf|
o FEs gilt ®(z) = v (|z|) firv: (0,00) — R.

e Jede Fortsetzung ®: R — R geniigt ® € L] (R%).

loc
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e 3¢>0: Vax#0

Ve ()] <

|D?®(z)| < —.

o (AD)(z)=0V z#0.

1.19 Satz. Sei f € C2(RY). Seiu: RY — R definiert durch

wa)=vf (= [ o-niwa= [ o) a).

Dann gilt u € C?(R?Y) und
—Au=f inR%

Beweis. Achtung: A®(z) ~ |z|? und damit A® ¢ L} (R9)!

Mit den Eigenschaften der Faltung und f € C?(R?) erhalten wir u € C?(R).
Sei z € R und ¢ € (0, ).

Bule) = [ B AL ) dy

:/ O(y) Auf(z—y) dy + / O(y) Auf(z—y) dy.
B(0,e)

B(0,6)¢

=1 =:Je

Wir erhalten

I. C ||D? d(y) d
L o< el | f LY
n 2 =
< CDQf‘oo'{Z(g)a (d=2)
(d=>3)
und
of
.= — , T — d —(x —y) dO(y) .
o= [ VO Vase )yt [ ) ) 0
=:J}! =:J2

Nun schétzen wir ab:

18



2
2] < IVl /ms B()] dO(y)

)

™
—

S

v

w N
~

und

. v ) dy— o .
2= [ e a- [ ) e a0

)

~ =(Vo(y),»(y))
=0

(Nebenrechnung: Im Fall d > 3 haben wir

-
(d—2)wq

-1
= el

2= d)fa|'™ 7 =

|z| Wd

9;®(y) =

und )
d(y) = — |y| .
Vo(y) wd\y! y

Fiir y € 0B(0,¢) gilt

) )
1% = — = —
(y) o
und -
od 1 e
_— = (P = — 2—d = —
5, W) = (Vo) v(y) y Y| y
Ende der Nebenrechnung.)
Also erhalten wir
1 61_d e—0
Jo=—— flz —y) dO(y) = — fly) dO(y) — f(x).
Wd  JoB(0,) 0B(w.e)

O

1.20 Proposition. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 02 € C' und seien x € €,
u € C%(Q). Dann gilt
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u(z) = —/Q<1><y—:c>Au<y> dy

ou 0P
#[ (20 G -u) G w-a) 0w )

Bemerkung. Denke ,—A® = §y” beziehungsweise ,—AD x u = u”.

Beweis. Sei B(xz,e) C Qund V. = Q\ B(z,¢). Es gilt

J.

und

u(y) A®(y —z) —(y — x) Au(y)
———

dy = /aVE [U(y) —(y—z)—2(y—2) @(y) dO(y)

ou e—0
Oy —x) —(y) dO < C||u]|oo max |®| - |0B(x,e)] —— 0.
/83(1,6) (y ) ov (y) (y) a H H 0B(0,e) | | u,_)l

roed—1
rg2—d

Mit Satz (1.19) wissen wir

[t G -n) a0t = uly) d00) S o)
dB(z,¢) OB(z,e)

Der Grenziibergang fiir ¢ — 0 in Gleichung (1.2) fiihrt zu

0P ou
- /Q ®(y — z) Au(y) dy = u(x) + /BQ [u(y) 5, W — @) =2y —2)5-(y)| dO(y).

Bemerkung. Fulls
—Au = f aufQ
u = g auf o)

ou
W h auf 09,

so wird u durch Gleichung (1.1) dargestellt. Dieses Problem ist iberbestimmt, denn

/Au:/ @dO.
Q aq Ov
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Unser Ziel ist nun die Einfithrung einer Hilfsfunktion, welche zu einer Darstellung von

u(z) fithrt, die nicht (explizit)
o
EY 002

verwendet.

1.21 Definition. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C!. Die Funktion
G: (2 xQ)\diag — R, gegeben durch

wobei fiir x € Q die Funktion ¢*: Q@ — R Losung des Problems

Ap®(y) = 0, yeQ,
e (y) = P(y—=x), yeco

ist, heifst Green-Funktion von A im Gebiet Q.

Wir wollen im weiteren Verlauf die Fragen untersuchen, wann es ein solches G gibt
und wie G aussieht.
Denke: Fiir z € Q2 16st dann die Funktion y — G(z,y) das Problem

—AG = 6, inQ,
G = 0 aufof.

Doch zunéchst werden wir festhalten, wofiir die Green-Funktion niitzlich ist. Dazu

nehmen wir nun an, dass wir eine solche gegeben haben und betrachten den

1.22 Satz. Seien Q C R ein beschrinktes Gebiet mit 0Q € C'. Seien f € C(Q),
g € C(99Q). Die Funktion u € C?(Q) sei eine Lésung von

—Au = f inQ,
u = g auf 8.

Dann gilt fiir x € Q

u(x) = /Q Glr.y) £(y) dy

oG

= | 5, @y g(y) dO). (1.3)
o0
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Beweis. Zunichst gilt fiir z € Q

= [ e au ay+ [ fuw) ) - 2 W) o 0
=d(y—x

Addition von Gleichung (1.4) und (1.1) liefert

u(X) = / (—B(y — ) + " (y)) Auly) dy
Q ——
=—G(z,y) =—f(y)

o[ w | -Ge-n+ 5w dow).

=9(y)

oG
=" v (ZB,y)

1.23 Proposition. In jedem Fall gilt fir z,y € Q, x # y,

G(z,y) = G(y,x).

(D.h. die Greensche Funktion ist symmetrisch.)

[ FaLL I: KUGELN

< .‘

Fiir z € R\ {0} definieren wir 7 = 1z Offensichtlich gilt also |Z| = ‘—;‘ Im Folgenden
sei B := B(0,1). Fiir z € B setzen wir

Yy ot (y) =@ (2] (y —2)),
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falls die Raumdimension d > 3 ist.

Die Funktion y — ¢®(y) ist harmonisch fiir x # y. Fiir y € 0B und = # 0 gilt

2y -2 = |2)*(y— i,y - )
1
2 2 ~
= |z +— —2(x,
lz[* |yl PE (T,y)
=1

= |z +1-2(z,y) = |z —y|~.

Also ist
(Jzlly — )~ = |o —y| "2

und somit

@' = ®(- —x) auf OB
wie gewiinscht.

1.24 Definition. Die Green-Funktion von A fiir die Einheitskugel B ¢ R¢ und d > 2
ist gegeben durch

G(z,y) =2y —2) = (|z] (y — 7))
fiir z,y € Bund x # y.

1.25 Lemma. Seien B, = B(0,7) C R, g € C(0B,) und u € C*(B,) eine Lisung von

Au = 0 in B,
u = g aufdB,.

Dann gilt

R el i 9(y)
(2) /a d0(y). (1.5)

war B, [z =yl
Beweis. Zunéchst nur im Fall » = 1. Der allgemeine Beweis wird iiber Skalierung gefiihrt.

Wir wissen zunéchst, dass

uw) == [ o) G @) 10,

Nun fixieren wir x € B und haben

oG 0P 0 .
—(r,y) =—Wy—z)— S (Jz|(y—2z
Glay) = G y=a) = 5@ (el (=)
—_————
=1 2t _ =1 ylel?oag 1W[E1 g ygle2-ay
“d 2=yl wq (Jz| [y—a))? ©q  Ja—yld
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und es folgt

le! L Te.

= (...) (einsetzen)
—11— |z?
wa |z —yl*

1.26 Definition. Die Funktion K: B, x 0B, — R, gegeben durch

r? — |z|? 1

wgr |z —yl?

K(.%',y) -

heiflt Poisson-Kern von Q fir die Kugel B,.

1.27 Satz. Seien g € C (0B;) und u: B, — R definiert durch (1.5). Dann gilt

Au = 0 n B,,
limu(x) = g(z) fir alle z € 0B,.

Tr—z
Bemerkung. Dies bedeutet, dass der Ubergang zu OB, stetig ist!

Beweis. Da y — G(z,y) fiir y € B,, y # x, harmonisch ist, ist auch z — G(z,y) fiir
x € By, © # y, harmonisch. Somit ist auch die Funktion

T
ov

(x,y) = K(z,y), fiirz € B,y € 0B,

stetig. Vertauschung von Differentiation und Integration (man iiberlegt sich leicht, dass
dies moglich ist) liefert
Au=01in B,

und damit auch
u e C*(By).
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Wir bemerken, dass fiir alle x € B,

K(z,y) dO(y) =1
OB,

gilt, denn v =1 ist eindeutige Losung von Au =0 in B, mit u[gp,= 1.
Sei nun z € 0B, und € > 0 beliebig. Wihle § > 0 mithilfe der Stetigkeit von g derart,

dass

lg(y) —g(2)| <e fiir |y — 2| <4

Fiir |z — 2| < 3 gilt

9(2) — u(@)] = ' [ ) 96:) - gt d0<y>\

<e

/ (Tz _ |x|2> TG — ] d0(y)
yEdB,,

s Wy r |z —y|?

+/;/GBBT7 (7"2w_d]:UP> ‘g(’?_—yg’(dy)\ d0(y)

ly—z|>d

> ey ()
=12l (2= o) ()
————

(r—la])(r+[x])

5 —d
< e+2lgle () 2 (Lol

IN

Fiir [z — 2| < & (2)? (4]|gllser) ™" folgt

lu(z) — g(2)] < 2e.
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O

Bemerkung. Die Beweisidee ist nur ,lokal”, d.h. Stetigkeit von g im Punkt z € 0B,

reicht aus, um lim,_,, u(x) = g(z) zu zeigen.

[ FarLr II: HALBRAUM ]

Ri:{xeRd|xd>0}

Der Halbraum ist unbeschrinkt. Die Darstellungsformeln gelten zunéchst nicht und es
ist auch sonst kein Analogon zu Lemma 1.25.

Wir erraten die Darstellungsformel und beweis direkt das Analogon von Satz 1.27. Fiir
T € R‘i setzen wir

T=(r1,...,%9-1,—%q)
und fiir x,y € R‘fr setzen wir
P"(y) =Py — ) = ®(y1 — T1,- -+, Yd—1 — Td—1,Yd + Td)-
Dann erhalten wir fiir x € Ri wie gewiinscht

. d

Ap® = 0 inRY,
d
¢* = ®(-—x) auf ORY.

1.28 Definition. Die Green-Funktion von A fiir die obere Halbebene Ri, d > 2, ist
gegeben durch

G(z,y) = ®(y —z) — (y — 7).

oG 0P 0 B
8—%[(907?/) = G—yd(y_x)_a—yd(y_x)
1 1—d (y —x)q 1 ~1—d (y —T)q
- -zt 2-d - gl (2 - @)L
Py R vl v el e B e

_ —_1<yd—$d_yd+ﬂ?d>
wg \ly—=z|®  |y—z

Damit gilt fiir y € ORY, z € RY
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Also haben wir Grund zur ANname, dass fiir ,,gute” Funktionen g: R — R und jede
Losung u: Ri — R von

.
Au = 0 inR i
u = g auf (WRi

gilt:
214 9(y) d
u(x) = — dO(y), x € RY. 1.6
( ) Wy aRi |,I—y|d ( ) + ( )

1.29 Definition. Die Funktion K: R‘fr X 8Ri — R, gegeben durch

2aq —d
K(%y) = w—d x—y\ )

heillt Poisson-Kern von A fiir den Halbraum ]Ri.

1.30 Satz. Seien g € C(RYY) beschrinkt und u definiert durch (1.6). Dann ist u be-
schrankt und erfillt

Au = 0 in Ri,
illg u(z) = g(z) firalle z € (9]1%1 <: Rd_1> .
Beweis. Zunichst ist u beschriinkt, was zu zeigen ist (Ubung)! u ist harmonisch in R%,
da z — K(z,y) harmonisch in Ri ist und Integration und Differentiation vertauscht
werden diirfen (Ubung).
Seien z € GRi und ¢ > 0 beliebig. Wihle § > 0 geméifs der Stetigkeit von g derart,
dass |g(y) — g(2)| < ¢ fiir [y — 2| < 8. Fiir |z — 2| < § gilt dann

/ (9(v) - 9(2)) K(z,9) dO@)]

denn fiir alle z € RY gilt Joga K(x,y) dO(y) = 1, was ebenfalls zu zeigen ist (Ubung).
+
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Es folgt also

u(z) - g(2)] < /yem 9(w) ~ 9(2)| K(x,9) dO()

|yfz|<5 <e
* /yeaﬂ% 9(y) = 9(2)| K (x,y) dO(y)
ly—z|>6
2$d —d
< 6-1—}—2H9||oow—d /yEBR‘}r, |z —y|~% dO(y)
ly—z|>0
gl o y
S et 2 | gy 120l T AO),
ly—z|>6
denn
ly—z < |y—z[+]z—2
< !+5
_a+l
<y 5
e —

und somit erhalten wir

ly — 2] <2y —z|.

-1
g <€ %Tl/ ly — 2|~ dO(y)
Wd ly—z|>8

lu(z) — g(2)| < 2e.

Fir

folgt also
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2 Die Wellengleichung

2.1 Die (inhomogene) Transportgleichung

Wir betrachten zunichst eine sog. Transportgleichung. Bei gegebenen b € R?, g: R? — R,
ist u: (0,00) x R? — R gesucht mit

du+ (b,Vu) = 0 in (0,00) x RY,
u(0,-) = g auf R (2.1)

Wir beachten zunéchst, dass gilt

ou
atu = E’

Vu = <6u> .
0r; )iy 4

gooey

Sei u € C! ([O,oo) X Rd) eine Losung von (2.1). Fiir t > 0, x € R?, definieren wir eine
Hilfsfunktion a: (—t,00) — R durch

a(s) = u(t + s,z + sb).

Dann gilt

d
(s) = Owu(t+s,x+ sb) +28$iu(t+s,x+sb) b;
i=1
= (O + (Vu,b)) (t + s,z + sb)
=0

fiir jedes s > —t. Also ist a konstant und somit ist u auf der Zeit-Raum-Linie

{(t—l—s,x—l—sb) € (0,00) x R | 5>—t}
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konstant. Durch den Ubergang s \, —t folgt

u(t+ s,z +sb) = wu(0,z —1tb)
= g(0,z — tb).

Ergo erfiillt jede Losung u € C* ([0, 00) x R%) die Gleichung
u(t,z) = g(ax — tb) (2.2)

fiir t > 0, 2 € R%. Falls g € C1(RY) und u wie in (2.2), so ist u eine Losung von (2.1).
Es sei nun zusitzlich eine Funktion f: (0,00) x R* — R gegeben und gesucht werde

die Losung v von der inhomogenen Transportgleichung

Ou + (b, Vu) f in (0,00) x R%,
u(0,-) = g auf R% (2.3)

Mit derselben Hilfsfunktion a erhalten wir fiir (¢,2) € (0,00) x R? und s > —t
o/(s) = ft+s,2+ sb),

also

=u(0,x—1b)

——
u(t,z) — g(ax — tb) = a(0) — a(—t)

0
= / o(s) ds
—t
0
= / flt+ s,z +sb)ds
—t
R t
Subsm:tutlon / f(S,fE + (8 . t)b) ds.
0

S§=s+t

Jede Losung u € C' ((0,00) x R?) von (2.3) ist also von der Form

u(t,z) = g(x — tb) —i—/o f(s,z— (t—s)b) ds. (2.4)

Ebenso gilt, dass u wie in (2.4) eine Lésung von (2.3) ist.
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2.2 Herleitung der eindimensionalen Wellengleichung

Zoom

wwdl/ N

o N 0

L A x |

Abbildung 2.1: Schwingende Saite (blau)

Es sei in Abbildung 2.1 eine schwingende Saite abgebildet und g eine konstante Mas-
sedichte, 0(t,x) der Auslenkungswinkel, 7 eine konstante Spannkraft entlang der Saite,
7 - sin(0(t,x)) die resultierende Kraft. Mit Newton gilt

(oAl) 82u(t,z) = 7 sin (9 (t,x + %)) — 7 sin (9 (t,x — %)) .

Wir beachten, dass fiir die Werte von 6

sin(f) ~ tan(f)

= Oyu(t,z)
und
cos(f) ~ 1
gilt, d.h.
Al ~ Azx.
Also

Ozl (t,x—i—%) —azu(t,x—%).

0d%u(t,x) =7 AL

Fiir Az — 0 ergibt sich

bzw. fiir ¢ = \/%

0d%u(t,z) = 7 0%u (t,z)

O2u(t, x) — cO?u(t,z) = 0. (2.5)
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Falls die Saite die Lange L hat, an beiden Seiten fest eingespannt ist, zum Zeitpunkt ¢t = 0
eine Ausgangslage u(0,z) = g(z) und eine Anfangsgeschwindigkeit dyu(0,x) = h(z) fiir
x € (0, L) hat, so lautet die entsprechende Gleichung

O*u—0*u = 0  in (0,00) x (0,L),
u(t,0) =wu(t,L) = 0 fiir ¢t > 0,

u(0,) = ¢g  auf (0,L), lin%g(x) =0= lim g(x)
T—

rz—L

Owu(0,) = h  auf (0,L).

Im mehrdimensionalen Fall, d.h. u: (0,00) x Q — R fiir ein Gebiet Q C R? (d.h. Q ist

offen und zusammenh#ngend) kann man die Wellengleichung
O*u — cAu =0

wie folgt herleiten:

Sei V' C Q ein (kleiner) Testkorper. Dann muss nach Newton

/aftu dx:—/ (F,v) dO
\%4 ov

gelten. Da dies fiir beliebige Testkorper V' gelten muss, folgt
O} u+ divF = 0.
Fiir elastische Korper gilt ungefahr

F=FVu)~—cVu = 03u—-cdiv(Vu)=0

& OAu—cAu=0.
Ziel ist es nun, eine (bzw. alle) Losung(en) u: (0,00) x R — R von

Olu—0} = 0  in(0,00) xR, (2.6)
u(0,r) = g auf R,
ou(0,-) = h auf R.

zu konstruieren, wobei die Funktionen g, h € C*(R) gegeben sind. Sei u € C*([0,00) x R)
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eine Losung von (2.6). Als Ansatz bzw. Trick betrachten wir

O — 2, = (0r + ) (O — 0x) w.
Dann erfiillt die (Hilfs-) Funktion (¢,z) — v(t,x) = dwu(t, z) — dyu(t, x) die Gleichung

O+ 0,v=0 firt >0,z € R. (2.7)
v 16st also eine eindimensionale Transportgleichung und es gilt also

v(t,z) =v(0,2 —1t) (t >0,z € R).
Somit haben wir
Opu(t,x) — dpu(t,x) = v(0,z —t) (t >0,z € R).

u 16st selbst also eine inhomogene Transportgleichung mit d = 1,b = —1, f(t,z) =
v(0,z —t). Wegen (2.4) erhalten wir

u(t,z) = g(x—i—t)—l—/Ov(O, r—(s—t)—s )ds

=r+t—2s=:g=>ds=— %dy

= gl@+1)+ (—%) /;tv(fhy) dy

T+t
— ety [ (- W | @

—t

=0z u(0,y)
x4+t
— gat+g [ hw) Ay =3 o+~ gl —1)
x T — o+l
_y( +t);g( t)+%/xt h(y) dy. (2.8)

Die letzte Gleichung (2.8) heiflt auch D’Alembertsche Formel zur Losung der Wellenglei-
chung.

2.1 Satz. Seien g € C*(R), h € C*(R) und u wie in (2.8). Dann gilt
u € C?([0,00) x R)

und
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()

Otu — 02u =0 in (0, 00).

(i)

lim  wu(t,xz) = g(2) fiir jedes z € R,
(t2)—(0,2)
lim Qwu(t,z) = h(z) fiir jedes z € R.
(t2)—(0,2)

Beweis. Nachrechnen.

Bemerkung. Die D’Alembertsche Formel (2.8) bedeutet fir k € N
geCF heC*t=uecCt

Sie bedeutet aber auch, dass im Allgemeinen g € C*,h € C*~1 = w € C™ fiir m > k
falsch ist. D.h. ,die Wellengleichung regularisiert die Anfangsdaten nicht!” (Anders sieht

es bei der Wiarmeleitungsgleichung aus.)

Durch ungerade Fortsetzung / Spiegelung an {z = 0}, d.h. fiir t > 0

By g(z), x>0,
g(z) =
—g(—x), =<0,
- h(x), x>0,
N (R
—h(—z), z <0,

kann man die d’Alembertsche Losungsformel auch fiir den Fall der Halbgeraden erhalten,
wenn ¢(0) = 0 = h(0). Fiir t > 0, 2 > 0 gilt dann

Aetpale D 4 4 (2 () dy, @ >t

w + % tgi—;t h(y) dy, = <t.

u(t,z) = (2.9)

Bemerkung. Damit u zweimal stetig differenzierbar bis zum Rand {x = 0} gelten kann,

ist ¢"(0) = 0 notwendig.
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2.3 Die mehrdimensionale Wellengleichung

Ziel 1: Wir suchen explizite Darstellungen von Losungen u: (0,00) x R? — R von

Ou—Au = 0 in (0,00) x RY,
u(0,) = ¢ auf RY,
du(0,-) = h  auf RY (2.10)

Ziel 2: Wir mochten die Eindeutigkeit von Losungen und den Nachweis der beschrinkten

Ausbreitungsgeschwindigkeit erhalten.

Zum Erreichen des Ziels 1 betrachten wir folgende Strategie: Gegeben seien u, g, h wie

in (2.10) und wir definieren fiir z € R?
Ut = utty) dOG).
OB(z,r)
szzf 9(y) dO(y),
OB(z,r)

Ho(r) = faB(m h(y) dO(y).

2.2 Proposition. Seien d > 2, m > 2 und u € C™([0,00) x RY) eine Lisung von (2.10).
Sei x € RY. Dann erfillt die Funktion U®: (0,00) x (0,00) — R

d—1
oU* = 0 in (0,00) x (0,00),
,

us,) = G* auf (0,00),
oUu*(0,-) = H*Y auf (0,00). (2.11)

QPU* — D2U” —

Strategie: Man kann nun die Gleichung (2.11) zu einer eindimensionalen Wellenglei-

chung transformieren. Hierbei spielt leider der Wert von d > 2 eine grofe Rolle.

Beispiel (d=3). Definiere

u*(t,r) = rU"(t,r),
G*(t,r) = rG*(r),
H*(t,r) = rH*(r).
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Somit ist

QU —9*U* = 0 in (0,00) x (0,00),
Us0,r) = G° auf (0, 00),
oU*0,r) = H® auf (0, 00)

eine eindimensionale Wellengleichung. Es gilt
QXU® — 92U = rd2U" —20,U% — rd?U”
2
= r (anx — 92U" — —8TU”C> :
r
Duch Anwendung von (2.9) erhalten wir fiir 0 <r <t

S Gor4+ )+ Gt —r) 1 [T .
U*(t,r) = ( )2 ( )+§ t H*(y) dy.

Fiir z € R3, ¢ > 0 ergibt sich dann

u(t,z) = lim Ult,r)
~NO T
_ (éx)'(t)+<m)'(t)

und wir erhalten damit die Kirchhoffsche Lisungsformel in R3

ut) = f (th(y) +9(0) + (Volu).y — w)) dO(). (2.12)
OB(x,t)

Beispiel (d=2). Die Poissonsche Lisungsformel im R? lautet

1 tg(y) + t*h(y) +t(9(y),y — =)
u(t,x) = 5 ][B(z,t) JE =P dy. (2.13)

Zur Berechnung von u(t, z) benétigt man im Falle ungerader Raumdimensionen ,nur”
die Anfangsdaten g und h auf der Sphére 0B(x,t). Im Falle gerader Raumdimensionen
hingegen sind die Anfangsdaten auf der ganzen Vollkugel B(z,t) notig.

Wir wenden uns nun Ziel 2 zu. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C2. Fiir
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T > 0 setze
Qr = (0,7] x Q und
I'r = Qr—Qr.

(I'r entspricht der Raum-Zeit-Hiille ohne Zeitdeckel und Q7 der Raum-Zeit-Geraden
ohne Zeitboden.)

2.3 Satz. Sei T > 0. Es gibt hichstens eine Losung u € C%(Qr) von
Ru—Au = f in Qr,
u = g auf U'r,
Ju(0,:) = h auf Q,
wobei h: Q@ - R, g: I'r — R.

Beweis. Sei v € C?(Qr) eine zweite Losung. Dann ist w = u — v € C%(Qr) eine Losung

von

3t2w —Aw = 0 auf Qr,
w = 0 auf I'p,
ow = 0 auf Q. (2.14)
Wir definieren fiir ¢ > 0 die ,Energie” als das Raumintegral

1

B(f) = /Q (@l 2)* + (Vu(t,2))?) da.

Es folgt fiir die Ableitung
E'(t) = / (0w - fw + (Vw, Vo)) (t,z) da
Q

= / dw (0fw — Aw) (t,z) dz
Q —
=0

= 0
fiir jedes t > 0. Es folgt E(t) = E(0) = 0 fiir alle ¢, da dyw = Vw = 0 auf {0} x Q. Also

&gw:Vw:O inQT
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und somit gilt w =0 in Qr.
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3 Die Warmeleitungsgleichung

3.1 Motivation

Wir betrachten einen homogenen diinnen Draht mit konstanter Querschnittsfliche S. Mit
o0 > 0und ¢ > 0 bezeichnen wir die konstante spezifische Dichte und die Warmekapazitét.
Die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ > 0 an der Position z € R wird mit u(¢,x) bezeichnet.
Die Wirme im Abschnitt V', welcher durch die Eckdaten a,b € R gegeben ist, ist gegeben
durch

b
Qt) = / coSu(t,x) dez
und wir erhalten

d b ou
% = QCS/ a(t,x) dz. (3.1)

Andererseits ist der Warmefluf durch das Querschnittselement proportional zu S und
umgekehrt proportional zu Az (das Fouriersche Gesetz). Die {ibertragene Warme in V

(von beiden Seiten betrachtet) ist dann

dQ(t) o Ju(t,a) S4C ou(t,b)

dt Oz Oz S, (3.2)

wobel C' > 0 die Warmeleitzahl ist. Wir erhalten

dQ(t) :(m<&Mb) muav

dt ox
- CS/ 31‘2

cs/’a‘%2 . (3.3)

und somit

Nun vergleichen wir (3.1) und (3.3):

QCS/ (t,z) dx—C’S/ax2 x,
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d.h.

b ou C 0%u
/a <E(t,$)—&@(t,x)> dJT:O

fiir alle a,b € R, a < b. Dann gilt die folgende Gleichung:

ou C &*u ..
E(t,w) — ﬁw(t,x) =0 fiir alle (t,z) € (0,00) x R. (3.4)

Diese Gleichung ist als die eindimensionale Warmeleitungsgleichung bekannt. In mehre-

&; durch den Laplace-Operator Au.

ren Dimensionen ersetzen wir o

Beispiel.
Gu(t, x) =k Au(t,x), (t,z) € (0,00) x R?,

¢
u(0,z) = up(z), r€R3

ist auch als die Diffusionsgleichung bekannt. Diese Gleichung modelliert die Ausbreitung
eines gelosten Stoffes durch Diffusion, wobei u,(z) die Konzentration (Dichte) des Stoffes

am Anfang im Punkt 2 € R3 bezeichnet.

3.2 Die Poissonsche Formel

Wir betrachten das homogene Anfangswertproblem (Cauchyproblem)

ou

E(t,x) — Au(t,z) =0 fiir (¢,x) € (0,00) x RY,

u(0,2) = up(x) fiir z € R%
3.1 Definition. Die Funktion

B: (0,00) x RY = (0,00), B(t,2) = — ¢ 5F
(4rt)

heifst Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung.
Bemerkung. (a) ® € C* ((0,00) x R?).
(b) ® erfiillt die Wirmeleitungsgleichung (Ubung)

P
&7 ~A® =0 in (0,00) x RY.

(¢) Fiirt =0 ist ® nicht definiert.
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(d) [ga®(t,z) dz =1 (Ubung).
3.2 Satz (Poissonsche Formel). Sei ug € C(RY) beschrinkt. Wir definieren

1 _lz—y?

ut.a) = [ a(t.a—1)w() = e ) an

Dann gilt

(i) u€ C> ((0,00) x RY) .

(i1) % — Au(t,x) = 0 fiir alle (t,x) € (0,00) x RY,

(i41) im (4 2y (0,2) u(t,®) = uo(2) fiir alle z € RY.
(t,2)€(0,00) xRY

Bemerkung. (a) Es gelte ug(z) > 0 fiir alle © € R? und ug # 0. Dann ist
u(t,z) >0

fiir alle (t,x) € (0,00) x R%. Wir sagen, dass die Wirmeleitungsgleichung eine un-
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fordert.

(b) Es gilt u(t,x) = (®(t,-) xug) (z), d.h. wir kénnen u als Faltung der Fundamentallo-
sung und uy auffassen.

Beweis von 3.2. Sei (t,x) € (0,00) x RY. Zunichst berechnen wir die Ableitung g—;‘i(t, x).

Nachdem Mittelwertsatz existiert fiir jedes € RY, h € R, |h| < 1 ein 6 € [0,1] derart,

dass
P(t,z + he;) — O(t, @) 02
= —(t 0 he;
h 3%( @ B he)
1 leone? < @i + 9h>
— ~ e ht —2 .
(4rt)2 ht
Somit ist ot h Pt
(o +hes) = @) | o0 eColP i alle 3 € RY

h

mit Konstanten C7,Cy > 0, welche nur von ¢ abhéngen.
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Nun ist nach dem Satz der majorisierten Konvergenz

u(t,x + he;) — u(t, x)
h

lim
h—0

Somit haben wir

ou

—(Z

or(t.2)
Analog zeigen wir

ou
—(t
ar H)

(b(t,l' —y+ hez) B (b(t,l' - y)

I
hgl}] R4 h
/ lim O(t,x —y+ he;) — P(t,x — y)
Rd h—0 h
0P
—(t,x — dy.
L G ta = uolo) dy

oD
/Rd %(tam —y) uo(y) dy.

[ 0P

= | E(t,x —y)uo(y) dy

und erhalten somit fiir die zweiten Ableitungen

9%u

(t,z)

sowie

0P

/]Rd 0x;0y;

(t,z —y)uo(y) dy,

ue C™ <(O,oo) XRd).

Wir haben durch (ii):

du
ot

(t.2) — Au(t, z) :/<E

0P

/

=0 (Fundamentallésung)

mx—w—A¢wx—w>w@wm=a

Nun zu Teil (iii): Sei z € R? und & > 0 beliebig. Wir wiihlen ¢ > 0 derart, dass

() — uo(=)] <

fiir alle y € RY, |y — 2| < 6.
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Fiir jedes z € RY, |z — 2| < ¢ gilt
58

fult, 2) — ug(z)] = / 2(ta =) uy) dy— [ Bt =) uole) dy

R4
N
=1, vgl. Bem. (d)

< [ ot =)o) ~ () dy

= [ a9 ol) - wl@l dy+ [ Bl =) uol) - )] dy.
B(z,0)

B(2,6)¢
=:J1 =:J2
Es gilt
J, = / O(t,x —y) |uo(y) — uo(z)| dy
B(2,0) —_—
<5
8 8
< _/ @(t,x—y)dyé—/ tr-—y)dy=y
2 JB(z6) 2 Jre 2
=1
und
5 = / S(t,x—y)  |uoly) —wo(z)|  dy
B(z,6)C —_—

<Juo(y) |+ luo(=)|<2lfuolloc
oyl

2Huo||:o/ = gy

(4mt)2  JB(2,6)¢

Wir wissen, dass |z — z| < § und |y — 2| > § gilt. Mithilfe der Dreiecksungleichung

5 1
Iy—ZISly—:v|+|~’6—2|Sly—x|+§ély—w|+§|y—2|

haben wir also

1
Iw—ylzily—ZI-
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Damit folgt

2
Jy < 72““0“;0%/ 6_‘y16t‘ dy
(4m)2 t2 JB(z0)°¢
2 1 e r2
_ 2l L[ i
(4m)2 t2 Js
2 1 o0 r2
_ 2olloewa LT i a1y,
(4m)2 t2 J§ B

t—0
2250 durch Substitution s:4lt

und nun wihlen wir ¢y > 0 derart, dass

00 2
a4 €
et rldr < =

2 ||luolloo wa 1
2

(471')% t% s

fiir alle t € (0,%p) gilt. Somit ist (iii), gezeigt, denn es ist

(u(t,z) —ug(z)) <e fiir alle (t,z) € (0,00) x R, |z — 2| < g,t € (0,19).

Nun betrachten wir das inhomogene Anfangswertproblem

Ou fiir (¢,2) € (0,00) x RY,

E(t’x) — Au(t,x) = f(t,.%')

u(0,2) = up(x) fiir 2 € RY.

Zunichst nehmen wir ug = 0 an.

3.3 Satz. Sei f € it (10,00) x RY) und definiere

t
u(t’x) = /O/qu)(t_sax_y)f(say) dde
! 1

2
\

[ [
0 (4r(t—s))? Jrd

fiir (t,z) € (0,00) x R Dann gilt

(i) uwe C12 ((0,00) x RY).
(1) %(t,x) — Au(t,z) = f(t,x) fir (t,z) € (0,00) x RZ

44



(iii) im ()50, w(t, ) =0 fiir 2 € R%
(t,2)€(0,00) xRY

Mit der Poissonschen Formel 3.2 und obigem Satz 3.3 folgt

3.4 Folgerung. Seien f € C£1’2) ((0,00) X Rd) und ug € C (]Rd) beschrankt. Wir defi-

nieren

t
u(t,x) = /]Rd O(t,z — y)up(y) dy+/0 /]Rd O(t—s,x—vy) f(s,y) dy ds
fiir (t,x) € (0,00) x RY. Dann gilt
(i) ue CHY ((0,00) x RY).
(11 %(t,w) — Au(t,z) = f(t,x) fir (t,z) € (0,00) x RZ

(i41) im0y (0,2) u(t, @) = uo(2) fiir z € R?.
(t,2)€(0,00) xR?

Beweis von 3.3. Durch Substitution erhalten wir

u(t, z) :/Ot/qu)(s,y)f(t—s,x—y) dy ds.

Analog wie im Beweis von Satz 3.2 zeigen wir, dass

t— s, —y) dy ds.
axax] //Rd (5:9) 5z Bw]( 5@ —y) dy ds

Es gilt

Gt = [ e 00—y dy

t
0
+// O(s,y) —f(t — s,z —y) dy ds.
0 ]Rd Bt

Hierbei benutzen wir die Voraussetzung, dass f einen kompakten Tréger hat. Wir sehen
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€ C ((0,00) x R?). Somit gilt fiir 0 < e <t

auch, dass 2 St 835 ax

%(f,x)—Au(t,x) //Rd 8y< A)f(t—s,:v—y)dyds
+ [ @) r0.0 =) dy
_ /:/qu)(s,y) <—%—Ay> f(t— s, —y) dy ds
+/0€/qu>(s,y) (—%—AO Flt— s,z —y) dy ds

+ [ ot f0.0 - 9) dy
— L+J. 4K

Nun schiatzen wir ab:

[ et ([2re s -]+ 18,565l ) ay as

/

82
2|l =Cr
T

<|| H +d'maxi<i<q
oo

< C’// (s,9) dyds—Cng—\L%O

Mit partieller Integration in I, schétzen wir nun ab:

L= [cws D tt=so—l = [ 2lay) (=50 —y) as] ay

€

//]Rd —Ay®(s,y)) f(t—s,x—y) dy ds,
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weil

/Rd<b(5,y) <—%22> flt—s,z—y)dy

[l V)

o0
/OO
—00

> 0 0
_/_Ooa—i(say) <_a—if(t_sa$_y)> dyl
dya -+~ dyg
8 oo
[a—i(‘s’y)f(t_sax_y)]oo

*® 92

- 2= t— s —y)d
- ay%(‘s’y)f( S, X y) Y1

dyz---dyq

und somit ist

L=/ (Gt = 8,2(6) S0 52 =) ay s

=0

+ [ B ft—co =y ay
- [ ®tw) F0.2 - v) ay
R
= /Rdfb(s,y)f(t—a,x—y) dy — K.
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Schlieflich erhalten wir

Oy o) = Aultz) = T (L4 + K)
ot e—0
= lim [ ®(e,y) f(t —e,x —y) dy
e—=0 Jrd
Satz 3.2 (iii
w22 ).

Fiir Aussage (iii) betrachten wir

t
0
fult, )] < Hfuoo/o [ = sr =) dy ds=t11w =50

=1

3.3 Eigenschaften der Lésung

Zunéchst betrachten wir die Eindeutigkeit der Lésung. Wie bei der Wellengleichung de-

finieren wir den Zeit-Raum-Zylinder (ohne Zeit-Boden)
Qr = (0,T] x €,

wobei T'> 0 und Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C? ist. Die Zeit-Raum-Hiille
(ohne Zeit-Deckel) wird durch

I'r=Qr\Qr

definiert.

3.5 Satz. Es gibt hichstens eine Losung u € C*(Qr) des Problems

- —Au = f in QT7

U = U auf I'p.
Beweis. Seien u,v zwei Losungen. Dann 16st

w:=u—"v
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das homogene Problem

- Aw = 0 in Qg

w = 0 auf I'r.

Nun definieren wir die Energie

E(t) = /Qw(t,x)2 dz, t € [0,T].

Dann ist

E'(t) = /QQw(t,x) %(t,x) dz = /QZw(t,x) Aw(t,z) dz

Greaie s [ [Vu(to)? do <0
Q

Formel

und damit gilt

d.h.

u—v=w=0 auf Qr.

3.6 Satz. Seien uq, us € C? (@) beide Losungen von

Ou—Au=0 1n Qr,
u=g auf[0,T] x O

und es gelte uy (T, -) = ua(T,-). Dann folgt
U =uo  in Qp.

Bemerkung. Man nennt dieses Phinomen auch ,rickwdrtige Eindeutigkeit”. D.h., dass
zwei unterschiedliche, anfangliche Warmeverteilungen am Zylinderand nicht die selbe

Wirmeverteilung im gesamten Zylinder erzeugen kénnen.

Beweis. Wir setzen w = u; —ug und fir 0 <¢t < T

A(t):/ﬂ(w(t,x))? dz.
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Dann gilt A(T") =0 und es ist A(-) = 0 zu zeigen.

Al(t) = / 2w Qw dr = —2/ (Vw)? dz,
Q Q

sowie

A'(t)=—4 | (VwVow) dzx i =0 (Vw) dyw dz =4 [ (Aw)? dz
Q ' Q ' Q .

Andererseits gilt

/Q (Vw)? dz = — /Q whAwdz e < /ﬂ wz)% ( /Q (Aw)2)%. (3.5)

Ergo

(A1) = 4 ( /Q (V)2 dm>2 0 ( /Q w2> (4 /Q (Aw)? dm) — A(t) A"(2).

Wegen A(T) = 0 folgt

A(t)=0
fir0<t<T.
O
3.7 Satz (Maximumprinzip). Sei u € C (@) NCY2(Qr). Es gelte
ou—Au=0 1 Qr.
Dann folgt
maxu = maxu.  [Qr = (0,T] x 2, Tr =07 \ Q1]
Qr I'r
Beweis. Wir nehmen zunéchst
Ou—Au < 0 inQr (3.6)

an. Seie € (0,7) und Qr—c = (0,7 —¢] x Q. Dau e C (QT_E), existiert (g, o) € Qr—¢
mit
u(tp,xg) = max u.
QT—&

Wir unterscheiden nun die mogliche Lage von (¢g, z¢):
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. ‘b ) _QT—&‘

v (o, Zo)

Abbildung 3.1: Mogliche Lage von (to, o) in Q7—c(blau).

Falls (to,x0) € Q7—¢, SO miisste
8tu(to,x0) = O, Au(to,xo) < 0

gelten, was einen Widerspruch zu (3.6) darstellt. D.h. der Punkt (o, xo) liegt nicht im
Inneren von Qp_..

Falls tgo =T — e (d.h. (to,x0) liege im ,Zeitdeckel” von Qr_), so miisste
8tu(to,x0) > O, Au(to,xo) < 0

gelten, was erneut einen Widerspruch zu (3.6) darstellt.
Also ist (tg,xo) € T'r—e, d.h.

max u = maxu < maxu.
QT*E FT_E r

Damit erhalten wir

maxu = maxu,
Qr I'r

denn jede mogliche Maximumstelle (¢1,21) € Qr liegt entweder in Qpr_. fir € > 0
geeignet oder in I'r oder es gilt ¢ = T'. In allen Féllen folgt die Behauptung.

Es gelte nun wie im Satz angenommen ,nur”
Ou —Au <0 in Q7.

Setzen fiir § > 0
v(t,x) = u(t,z) — ot.
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Dann folgt, dass die Wérmeleitungsgleichung fiir v
v —Av=0u—Au—96<0 in Qr

erfiillt. Damit erhalten wir

maxu = max (v(t,z)+ ot)
Qr (t,z)eQr
< maxv + 0T = maxv + 6T
Qr Ir
< maxu+ 07.
I'r

Mit dem Grenziibergang 6 — 0 folgt die Behauptung.

Wir kénnen nun Satz 3.5 etwas verbessern:
3.8 Folgerung. Es gibt hichstens eine Losung u € C*2(Qr)NC (@) des Problems
O —Au=f 1inQr,
u=g aufI'p,
wobei g € C (I'r).
Ohne Beweis und ohne Verwendung notieren wir

3.9 Satz (Starkes Maximumprinzip). Seiuw € C'? (Qr)NC (Qr) eine Lisung der Wir-
meleitungsgleichung in Qr und es gebe (tg, o) € Qp mit

u(to, zo) = maxu.
Qr

Dann ist u konstant in Q, = [0,t9] x §2.
3.10 Satz. Sei T >0 und seiu € CY2((0,7] x RY) N C ([0, T] x R?) eine Lisung von

du—Au=0 in (0,T) x R%,
u(0,) =g auf RY,
wobei g € C(Rd). Es gebe Konstanten a, K > 0 derart, dass fir alle x € R? und

0<t<T gilt:
u(t,z) < K el
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Dann gilt

sup w =supg.
[0,T]x R4 Rd

Bemerkung. Die Voraussetzungen sind nicht fir alle Funktionen u erfillt, betrachte so

beispielsweise u(t, z) = elol’.
Dieser Satz liefert sofort die folgende Eindeutigkeit.

3.11 Folgerung. Seien g € C (Rd), fecC ([O,T] X Rd). Dann existiert hochstens eine
Funktion u € C12 ((0,T] x RY) N C ([0, T] x RY), welche sowohl

du—Au=f in (0,T) x R%,
u(©0,-) =g auf RY,

als auch
Ju(t, z)| < K eol"

fiir alle z € R, 0 < t < T und geeigneten Konstanten a, K > 0 erfillt.

Beweis von 8.10. Wir nehmen an, dass

T« — 3.7
<L (3.7)

gelte. Wir withlen € > 0 so klein, dass 4a(T 4 ¢) < 1 gilt. Sei y € R%, § > 0 beliebig. Wir

definieren eine Hilfsfunktion v durch

1 Jz—y®_
v(t,x) = u(t,x) — o —— e dTFD ||
(T+e—1t)2

d.h. v entspricht der sozusagen Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung, welche

sowohl in der Zeit als auch um x bzw. y verschoben. Durch Nachrechnen sieht man, dass
dv—Av=0 (0,T)xR%
Sei r >0, Q= B(y,r) und Qr = (0,T] x B(y,r). Wegen Satz 3.7 gilt

max v = maxv.
QT I'r

Fiir x € R? gilt
v(0,z) <u(0,x) = g(x).
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Fiir 0 <t <Tund |y — x| <r gilt

1 o2
?)(t, fL') = u(t, (L’) ) S — e4(T+e—1)
(T +e—t)2

Voraus. 2 1 r?
< Kedlol" _ 5 ——  ca@+—p
((T +e—t) )

vl

2

1 _rt
< KelWl)' g (mewm) [mit [z] < |z —y| + [y].
£)2

Setzen wir nun v = ﬁ — a, so folgt v > 0 und

d
5 2
2 laty)r®

v(t,z) < K eallyl+r)?=d(4(a+7))
Fiir y fest und r hinreichend grof (also z weit genug weg von y) folgt fiir r = |z — y|
v(t,z) < supg.
Also gilt fiir alle z € R?, 0 < ¢t < T, unter der Annahme T < ﬁ
v(t,x) <supg.

Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 erhalten wir

sup w < supg.

[0,T] x Rd
Durch Hintereinandersausfithrung auf den Zeitintervallen (0, SGLT], (SGLT, SGLT], cey (&ILT, %], e
mit k € N erhalten wir schlieflich die gewiinschte Aussage.
O

3.12 Satz. Seiu € CY2(Qr) eine Lisung von
Ou—Au=0 1nQr.

Dann gilt
ueC™ (QT) .

Bemerkung. Man merkt sich diesen Satz am Besten so: , Losungen der Wdrmeleitungs-

gleichungen sind C*!”
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Beweisskizze. Wir betrachten die folgenden Zylinder:
Zo(t,x) = {(s,9) | |z —yl <o, t — 0" < s <1t}
Sei (tg,xz0) € Qr. Wihle r > 0 klein genug, sodass
Z = Zy(to, o) C Qr-
Definiere nun

Z, = Z%r(to,xo),
"o
Z = Z% (to,x()).

Wir wihlen nun eine Funktion 7 € C* (Qr) mit

0<7<1,
r=1 auf 7,
7=0 in einer Umgebung des Randes

von Z und auferhalb.

Aus technischen Griinden nehmen wir zusétzlich u € C*° (Qr) an (auch wenn wir dies
eigentlich beweisen wollen), denn spéter wird « durch u * g fiir einen Faltungskern o

ersetzt. Wir defnieren
v(t,z) = 7(t,x)u(t,z) = eRY 0<t<t.
Dann erhalten wir

Ov = 71O+ 0T - u,
Av = T7Au+2(VT1,Vu) +u-AT.

Also gilt v = 0 auf {0} x R? und

0w — Av = 0ru—2(V1,Vu) —ulAr (—70u — TAu).

=:f =0 wg. Oru—Au=0

v 16st also dyv — Av = f in (0,%9) x R? mit Anfangswertbedingung v = 0 auf {0} x R%.
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Somit folgt
t
ta) = [ [ @(=sa-y) fsp) dy ds
0 JRd

Wir beachten, dass 7 = 0 aufierhalb von Z und, dass 7 konstant in Z” ist. Daher erhalten
wir f=0in Z". Fiir (t,x) € Z" ist also v(t,z) = u(t,z) gegeben durch

u(t, ) :/0 AyERd ) O (t—s,z—vy) f(s,y) dy ds, (3.8)

wobei f = 0 in der N#he der Singularitit von & gilt. Eine genaue Untersuchung des

Integrals ergibt, dass die Darstellung (3.8) die Regularitit von u verbessert.
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4 Schwache Ableitungen und

Sobolev-Raume

Sei  C R? offen.

4.1 Definition. Seien u € L}, (9) und « ein Multiindex. Eine Funktion g € L} (Q)
heifit a-te schwache Ableitung von u, falls fiir alle p € C°(Q) gilt:

/Qua"‘soz(—l)'a /Qgso-

Bemerkung. Im Fall d =1 und Q = (a,b) bedeutet dieses, dass

b b
/u¢’=—/gtp Vel (a,b). (4.1)

Wir wussten schon immer, dass fiir u € C' (a,b) und ¢ € C° (a,b) mit partieller Inte-

b b b
/uso'z[uso]z—/U’-sDZO—/U'-sD,
a a a

d.h. in diesem Fall ist g = v’ und die erste (schwache) Ableitung.

gration gilt:

Beispiel. Sei u: (—1,1) — R, u(z) = |z| die Betragsfunktion. Wir behaupten, dass
g: (—1,1) — R mit
-1, z <0,
g(@)=ym =0,
1, x>0,
eine (die) schwache Ableitung von w ist. (Schwache Ableitungen sind fast sicher gleich,

d.h. die Stelle x = 0 spielt bei der Definition von g keine Rolle, wie wir im folgenden

Beweis sehen werden.)
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Beweis. Sei p € C° (—1,1). Zu zeigen ist

1 1
/ up' = —/ ge.
1 —1

/111“0/ N /01(_:6)30/(5”) dz + /0 1ﬂcsO’(fr:) dz

0 1
— @+ [ 1) dotloe@l - [ 1 pta) da

0 1
= 0—|—/ s0+0—/ ©.
-1 0

Die andere Seite liefert

Es gilt

-1, x<0,
uwx) =120, x=0,
1

, z > 0.

Wir stellen uns die Frage, ob g = 0 eine (die) schwache Ableitung ist. Dazu rechnen wir

1 0 1
0 = / ugp’z/ ¢ () dw—i—/ ¢ (z) dz
—1 -1 0

= —¢(0) +o(=1) + ¢(1) = ¢(0)
= —2¢(0).
Es miisste gelten:
e(0) =0V peC(-1,1).

Das ist jedoch nicht moglich, d.h. ¢ = 0 ist nicht die schwache Ableitung. Wir kénnen
sogar zeigen, dass u gar keine schwache Ableitung besitzt: Dazu bemerken wir, dass wir

u auch als u(z) = sgn(z) schreiben kénnen. Angenommen u' € L} . sei die schwache
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Ableitung von u. Dann wiirde fiir jedes ¢ € C2° ((—1,1))

1 1
/ /
/ uP :—/ U Q.
-1 -1

gelten. Daraus erhalten wir jedoch

_/0 () dx+/01 ¢(z)de = —2p(0) = —/1 ' (z)p(x) dz

-1

und somit

Wir wihlen nun die Folge (¢n)neny mit ¢, € C((—=1,1)), 0 < ¢, < 1, supp (pn) C
(=1,1), ©,(0) =1 fiir alle n € N. Dann wiirde folgen:

n’n

1t n—00
1=¢p,(0) = 5/1 U () pn(z) dz =25 0.

4.2 Proposition. Schwache Ableitungen sind fast sicher eindeutig.

Beweis. Seien g, h schwache Ableitungen einer Funktion u € L} (). Dann gilt fiir jedes
p el ()

<—n“4mmwm¢wﬂ—méémmwmdx

und somit

[ 6te) = 1) ot do =0
Q

fiir alle ¢ € C2°(2) und somit g = h f.ii.

4.3 Definition. Seien 1 < p < 0o, m € N. Dann definieren wir
WP (Q) = {u e LP(Q) | 0% € LP(Q) falls |a| < m}.

Bemerkung. (1) Der Raum WP (Q) enthdlt alle LP (?)-Funktionen, welche schwache

Ableitungen bis zur Ordnung m in LP () besitzen.

(2) Beispiel: Wir betrachten wieder die Betragsfunktion u: (—1,1) — R, u(x) = |z|.
Dann gilt w € WHt ((=1,1)), aber auch Wh* ((—1,1)).

(3) Es gibt Funktionen uw € WP (Q), welche auf einer dichten Teilmenge K C Q mit
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K = Q beliebig grofi werden.

Beispiel hierzu: Seien Q0 = By (0) C R?, K = Q3N Q und (25)jen eine Abzihlung
von K. Wir definieren u: Q — R durch

S .
u(x):g — |z —z| .
DY

i=1

Dann gilt u € WYL (Q). Im Fall d = 1 tritt dieses Phinomen nicht auf.

(4) Falls w € W™P (Q) und v = u fast iberall, dann gilt v € W™P (Q). Dies folgt sofort
aus der Definition von W™P (Q)!

(5) Es ist WOP (Q) = LP (Q).
Ohne Beweis und spétere Verwendung notieren wir folgenden

4.4 Satz. Seien 1 < p < oo und u € WHP(Q) mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
ie{l,...,d}

gilt, wobei u die schwache Ableitung bezeichnet. Dann exisitiert eine Funktion i € C (Q)
mat

u=u fast iberall.

4.5 Satz (Rechnen mit schwachen Ableitungen). Seien 1 < p < oo, m € N, |a] < m
und u, v € W™P (Q).

(i) Es gilt 9%u € W™12lP (Q) und 9° (0%u) = 6 (0°u) = 0°FBu, falls |o| + || < m.
(11) Fir alle X\, p € R gilt Au+ po € WP (Q) mit 0% (Au + pv) = XN0%u + pod“v.
(ii1) Falls Q' C Q offen, so gilt ulg€ WP (Q).

() Fiirn e CP(Q) gilt nu € W™P (Q) und

o (u) = Y (g) (9%n) (6°7u).

B<a
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Beweis. Zu (i): Wir zeigen, dass 9° (0%) = 9°*# im schwachen Sinne gilt. Sei also 0%u
die a-te schwache Ableitung von u und ¢ € C° () eine Testfunktion. Dann gilt 9%¢ €
C2° (£2) und somit

/Qaaua% = (—1)a|/ﬂuaa (a%) :(—1)|“/Quaa+%

= (—1)“'(—1)‘”6'/ 9Py - o (nach Def. von 9°FFu)
Q
— (_1)6|/aa+6u - Q.
Q

(i) und (iii) sind trivial. (iv) beweist man mittels Induktion nach |a/.
O

Wir versehen nun W™P () mit einer Norm und beweisen die Vollsténdigkeit von
WP (Q) beziiglich dieser Norm. Wir werden also sehen, dass WP (§2) ein Banachraum

ist.
4.6 Definition. Fiir 1 <p < oo, m € N, u € W™P (Q) definieren wir die Sobolev-Norm

durch

1
(Sratem 070l )7 . Hir 1< p <,

2 laj<m 10Ul Lo (), fiir p = oo.

[llm.p = [[wllwmr@) ==

Den auf diese Weise normierten Vektorraum WP (€2) nennen wir Sobolev-Raum.
4.7 Satz. Fiir alle 1 <p < oo, m € N ist (W™ (Q),| - [lwms(q)) ein Banachraum.

Beweis. Sei (uy,) eine Cauchyfolge in WP (Q). Insbesondere ist damit (0%uy), eine
Cauchyfolge in LP () fiir || < m. Da LP () vollstandig ist, existiert zu jedem « ein
Grenzelement g, € LP (2) mit

n—o0

g — 0%un|lLp () —— 0.
Wir definieren u = g(g,... ), d.h.
n— oo

lun — ullLe() —— 0.

Wir zeigen nun v € W™P (Q) mit 0“u = g,. Seien « ein Multiindex mit |o| und ¢ €
C (2) eine beliebige Testfunktion. Dann gilt wegen [Ju,¢ — utp||p, = ||(up — w)||, <

61



19l [l — | fiir ¢ € L

/u@acp PELT i ur 0%p Def. 8% (=Dl lim [ 8%u
Q

n—00 n—oo [q

Q
_ 1yl
(—1) /anw

und somit
und wir erhalten
also |luy, — ullym.p) — 0.

4.8 Satz. WP (Q) ist reflexiv fiir 1 < p < co und seperabel fir 1 <p < co.

Beweis. Wir betrachten den Banachraum
X =17 (Q) x LP ()% x LP () @) x ... x 1P (Q)@™)
und die Ableitung T': W™P (Q) — X,
u T(u) = (u,Vu, D*u,..., D).

Aufgrund der Definition der Sobolovnorm auf W™P () ist T eine Isometrie. Weil W™P ()
vollsténdig ist, ist 7' (W"™P) C X ein abgeschlossener Unterraum. Als solcher erbt W™P ()
die Reflexivitdt und Separabilitit von X. Vergleiche hierzu auch das Skript zur Funktio-
nalanalysis.

O

Wir wollen nun den wichtigen Satz von Meyers-Serrin beweisen, der besagt, dass
WP (Q)-Funktionen Grenzelemente von Folgen in C* (2) N W™P (Q) sind.

4.9 Proposition. Seien 1 < p < oo und fiir e > 0
Q. ={z e Q| dist (z,00) > ¢},
Ue: Qe = R, ue = 0 % u, wobei wie iblich (oz) eine Dirac-Folge ist. Dann folgt fir jede

offene Menge Qg € )
||u€ - UHWWP(QO) — 0 fiire —0.
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Bemerkung. Hier schreiben wir u anstelle von u[q,. Weiterhin kionnte passieren, dass
€ so grof$ ist, dass Qe C Qq gilt, jedoch ist dies fiir den Grenziibergang egal, da wir fiir e
klein genug (d.h. e < dist (9, 9Q)) immer Qz D Qo erhalten.

Beweis. Wie in der Funktionalanalsis (Kapitel 2.4) bereits gezeigt, ist zunéchst u. glatt,
d.h. ue € C*(Q.). Wir zeigen, dass fiir jeden Multiindex o mit || < m

0%Ue = oo * 0%u in Q, (4.2)

gilt, wobei 0%u die schwache Ableitung von w ist.

oule) = 0 ooy dy=0" | ole-uty) dy
— /a 0-(z — y)u(y) dy = ( 1)“'/8§ge(x—y)U(y) dy

Def.échw. |a\ | / x_ 8 u( )dy

Ableitung
= 0e * 0%u.

Es gilt also (4.2). Sei nun Qo € 2. Wir erhalten
0% = 0- ¥ 0% — 0%u in LP ()

fiir o] < m. Also gilt
|ue — ullwm.pe) — 0 fiir e — 0.

O

Nun befinden wir uns in folgender allgemeinen Situation: Wir haben eine Folge (uy,)

in einem (Funktionen-) Banachraum X mit
|un — ull x (@) — 0

fiir alle Qo € Q. Wir fragen uns nun, ob||u, — u x(q) — 0 gilt. Dieses Ergebnis ist i.A.
falsch, falls die Norm Werte der Ableitung(en) beriicksichtigt.

Die Konvergenz auf ganz WP () liefert uns der folgende

4.10 Satz (Meyers-Serrin). Seien 1 < p < oo, u € W™P (Q). Dann ezisitiert eine Folge
(up) in C*°(2) NW™P (Q) mit

llun — UHWm,p(Q) =0 fiirn— oc.
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Bemerkung. (1) Im Allgemeinen ist diese Folge nicht in C™ (Q).

(2) Aufgrund dieses Satzes lassen sich viele Aussagen dber WP (Q)-Funktionen bewei-
sen, indem man sie zundgchst fir Funktionen in C*° (Q) beweist und dann zur Grenze

ibergeht.

4.11 Folgerung. Sei H™P (Q) definiert als der Abschluff von C* () beziglich der
WP (Q2)-Norm. Dann gilt
H™P(Q) =W™P(Q).

Beweis. Satz 4.10 besagt W™P () € H™P (). Die andere Inklusion gilt nach Definition
von WP (Q). Sei u € H™P () und sei (uy) eine Folge in C*° () mit

Zu zeigen ist, dass u schwache Ableitungen in L (Q) besitzt.

Da (u,) kovergiert, exisitiert fiir |a| < m ein g, € LP (2) mit [[0%u, — gallrr@) — 0.
Also gilt fiir p € C° ()

/ Oy p = (— 1)l / n O,
(9] Q

—[q 90 —(=Dlel fqudvp

/Q g p = (~1)l /Q .

Also ist g, die a-te schwache Ableitung von w.

d.h. wir haben

Beweis von 4.10. Sei ) beschréankt und seien fiir j € N

1
Qj = {xE Q| dist (x,00) > —_}
J

und S; = Q13 — 41, sowie S} = Qg — Q_] D S5;. Wir wihlen Sy € €2 derart, dass

Seien nun 6y, 61,05, ... eine zu {Sj};io gehorende Zerlegung der Eins, d.h. 8; € C2° (S;)
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und 0 < ¢; <1 fiir alle j und zudem

Zﬁj(x) =1 firze.

j=0
Weiter sei nun v € WP (). Dann gilt natiirlich 6,u € W™ (Q) und supp (0;u) C ;.
Sei § > 0 beliebig. Wir wihlen zu j € Ny ein ej, so klein, dass fiir die Funktion

u;j = 0c; * (0ju)
folgendes gilt:
0 L
lluj — Ojullymae o) < YRS fiir j € No (4.3)

und

supp(u;) C S} fiir j € N,

Wir definieren nun

u = Zuj. (4.4)
=0

Fiir jedes Q2 € Q ist u € C* (), da die Summe in (4.4) endlich ist fiir jedes x € Q.

Sei nun g € ( fixierft, dann erhalten wir

(o] o
HU6 - uHWmvP(Qo) = Zuj - Zeju
j=0

jZO Wm,p(QO)
s 43) =1
< Dl = Ggulwmoqy < 0 5y <0
5=0 §=0

Da ¢ beliebig und insbesondere unabhéngig von ) ist, kdnnen wir nun das Supremum
iber alle Qg € Q2 betrachten.
Im Falle, dass Q unbeschriinkt ist (z.B. Q = R%) findet man zu § > 0 ein Q C € mit

lu —ulg [lwme) < 6.

Das obige Argument wird nun auf u [5 angewendet. Im Ergebnis finden wir wieder eine
Folge (uy) in C* (Q2) N W™P (Q), diesmal sogar mit u,, € C2° (), mit

||u - unHmep(Q) — 0 firn — oo.
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O

4.12 Satz. Sei Q C RY offen und beschrinkt mit 0Q € C'. Seien 1 < p < oo und
u € W™P (Q). Dann existiert eine Folge (u,) in C* () N W™P (Q) mit

llun, — UHWm,p(Q) =0 fiirn— oc.

Diesen wichtigen Satz beweisen wir nicht, verwenden ihn aber im Folgenden.

4.1 Fortsetzungen, Randwerte und Spuren in WP ()

4.13 Satz. Sei 1 < p < 00, Q C R? offen und beschrinkt mit 9Q € C'. Sei © C R?
offen und beschrankt mit
Qco.

Dann emisitiert ein beschrinkter, linearer Operator E: WLP (Q) — WP (Rd) derart,
dass fiir jedes u € WP (Q) gilt:

(1) Eu = u fast iberall in ).
(2) Bu=0 auf R\ O.
(3) HEuHWLp(Rd) < Clullwrvqy mit C > 0 unabhingig von u.

Bemerkung. FE(u) steht fiir Extension, zu Deutsch: Fortsetzung von wu.

Beweis. Wir nehmen zunéchst Q@ = R% N Bygo(0) = {2 € R? | |z| < 100,24 > 0} und
u € C™ (Q) an. Wir fixieren 2* € 9Q mit % = 0 und B = B, (2*) C Bigo (0) und setzen

B*Y =B, (z*)NQ, B~ =B, (2") N <Rd\Q>.

Unser Ziel ist es nun, u [g+ zu Z: B — R derart fortzusetzen, dass z € C(B) gilt.

Spiegeln der Funktionswerte wie z.B. durch

w(x) = u(zy,...,r4-1,—xq) firz € B~
reicht hierzu nicht aus!
Wir definieren
u(z), xr € BT,
u(x) =
=3u(z1,...,24-1,—xq) + 4u (xl, ey Td—1, —%d) , T € B,
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Es gilt nun
u e CY(B),

d.h. die Fortsetzung setzt auch die ersten Ableitungen stetig fort. Hierzu miissen wir
zeigen, dass fiir o] < m

aau r{deO}: aaa r{IdZO}

gilt. Fiir 1 <4 <d — 1 gilt offensichtlich
o;u f{xd:(]}: 0; U f{zdzo}, weil —3+4=1.

Sei nun x € B~. Dann gilt

1
8dﬂ(‘r) = _3adu (xla"'axd—ly_xd) (_1) +4adu <$1,...,$d_1,—%> ' <_§>

zq—0
S

(3—=2) (Qqu(z1,...,24-1,0)), weil 3—2=1.
Damit gilt
u € CY(B).

Weiterhin gilt nach Definition von @

[@llwres) < Cllullwir s,

wobei sich C' > 0 explizit ausrechnen ldsst. Aussage (3) entspricht der Stetigkeit (Be-
schrianktheit) des Operators und ist somit gezeigt.
Die obigen Schritten lassen sich nicht nur fiir Kugeln B = B, (z*) durchfiihren, sondern

ohne Weiteres auch fiir einfach zusammenhingende, kleine Gebiete B’ 5 2* mit 0B’ € C!.

®

—

Wenn © nicht von der Form © = R% N Byg(0) ist, so betrachten wir einen Diffeomor-
phismus @, welcher den Rand 92 lokal ,aufbiegt”, d.h. ®: B, (z*) N Q — ]R‘fr, wobei fiir



x=(x1,...,xq-1,7 (T1,...,24-1))
O(x)=y= (<I>1(x),...,<1>d71 (x),xd—w(xl,...,xd_1)>

gilt, mit ®¢(x) = 24 — v (21,...,24_1) und v den Rand beschreibt.

Uo=0

Da 092 kompakt ist, existieren Punkte x1,...,xny € 92 und offene Mengen Uy,..., Uy
mit z; € U; derart, dass 9Q C UY,. Sei Uy € 2 derart geeignet, dass

Q c Ul U

gilt. Sei O, ...,0n eine diesbeziigliche Zerlegung der Eins. Seien w; die Fortsetzungen
von U; N Q — U; und 9Q N U; sich schreiben lisst als Graph einer C'-Funktion. Wir

definieren
N
U= E 0;u;
=0

und erhalten somit
Hﬁ”wl,p(Rd) <C HUHWI,p(Rd)

und fiir y — ¥(y) entsprechend. Wir setzen nun «': ® (B, (z*) N Q) — R durch «/(y) =
u (¥(y)). Es folgt

[ [lwrr o)) < Ol lwir@sty)
und somit

HﬁHWLP(B) < Hu”WLP(Q)-
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Um supp () C O zu erreichen, definieren wir I: R — R durch

1, z€9,
I(x) =41, ze0\Qdist(z,00) > 24tLIO)

0, sonst,

und ersetzen u durch @ - (I % o.), wobei £ < w.

Falls uw € WP (Q), aber euch u ¢ C* () gilt, so wihlen wir eine Folge (uy) in
C™ (Q) N WP (Q) mit

Dann gilt

| Bty — Eulel,p(Rd) = £ (tm — ) ”Wl,p(Rd)

um—ulec’oo(ﬁ)
< C |um — willwrr(a)-

Also ist (Fuy,) selbst eine Cauchyfolge, konvergiert also in WP (Rd). Da FE linear ist,
gilt

lim Fu, = Fu =: .
n—oo

O

Bemerkung. Fir WP (Q) mit m > 1 miisste man Fortsetzungen wdhlen, welche auch
Ableitungen bis zur Ordnung m stetig fortsetzen und hohere Reqularititen des Randes
fordern, damit die Komposition

W =uoW
behandelt werden kann.

4.14 Satz. Seien 1 < p < oo und Q C R? offen, beschrinkt mit 0Q € C'. Dann
ewisitiert ein linearer, beschrinkter Operator T: WP (Q) — LP(09Q) derart, dass fiir
jedes u € WHP (Q) gilt:

(i) Tu = ulpq, fallsu e C (ﬁ) AWLP(Q).
(i) || TullLra0) < Cllullwie) mit C > 0 unabhingig von u. (D.h. T ist stetig.)

Bemerkung. T'(u) steht fir die Spur (Englisch: trace) von u.
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Beweis. Zuniéichst nehmen wir u € C'(Q) und Q = R% N Bygo (0) an. Wir fixieren
z* € 90 mit 2 = 0 und B = B, (z*) C Bigo (0) und setzen B = B: (z). Weiterhin

setzen wir

I =00nB8.

T zg-Komponente

i Normalenvektor
v(z) = (0,-1)

Sei ¢ € C°(B), ¢ > 0, mit ¢ = 1 auf B. Fiir = (z1,...,24) schreiben wir 2/ =

T1,...,xq_1), sodass x = (2/,z4). Es gilt nun
g

/ (@ )P do’ < / (@, 0) |u(@, 0)P do’ = — / 9 (o) (2) da
r {zq=0} B+ 024

N _/+ (ad80|u|p + @p|u|p_1 sgn(u) adu) (x) dz
B

< HWHOO/ ul”(z) dw+||s0||oop/ uP~HVul|(z) da
B+ Bt
p—1 1
< I9ele [ 1P do el (28 [ o do st [1Vuto)P )
B+ p Bt p
<

C(llellcrsp) Il gy,

also gilt

lullzoy < € lllwio)-
Die weiteren Schritte verlaufen analog zum Beweis von Satz 4.13, d.h.

(2) ,Lokales Aufbiegen” des Randes mittels eines Diffeomorphismus fiir z* € 0 mit
I'=B,(z")NoQ .

(3) Uberdecken des Randes derart, dass
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Dann gilt fiir i € {1,...,d}
[ullr ey < Cllullwre)-

(4) Mittels einer Zerlegung der Eins und einer Darstellung der Form u = Z@]L u - 0;

definiereren wir

T(u) =Y (ulon)-0;

i=1
und erhalten

1 Tul e o) < C(2,0) [[ullwir )

(5) Falls u € Wh (Q) N C(Q) und u & C* (Q), so betrachten wir eine Folge (u,) in
C (Q) mit [|uy —ullwp(q) — 0. Dann ist nach Schritt (4) (T'uy,) eine Cauchyfolge

in LP (0f2), also exisitiert ein Grenzwert, fiir den wegen der Linearitét von T'
lim T'(up) =Tu
n—o0

gilt. Zudem gilt fiir die Folge (uy,)

sup |un, —u| — 0,
[2/9]

was wir auch im Beweis von Satz 4.12 sehen wiirden.

O

Wir stellen uns nun die Frage, was es fiir eine Funktion in W!P? (Q) bedeutet, die

Aussage T'u fast iiberall auf 02 zu erfiillen.

4.15 Definition. Fiir m € N, 1 < p < oo, bezeichnet W;"" (Q) den Abschluf von
C° (2) beziiglich der W™P (2)-Norm, d.h.

WyP () = {u e 17 (@) | 3 (un) € C ()" mit [Jup — ullwrmoge) = 0}

4.16 Satz. Sei Q C R? offen und beschrinkt mit 0Q € C'. Seien 1 < p < oo und
u € WP (Q). Dann gilt

ue Wy (Q) e Tu=0 fi. auf OQ.

Beweis. Fiir d = 1 siche Ubungszettel.
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4.2 Einbettungen

4.17 Satz. Zu jedem p mit 1 < p < d existiert eine Konstante ¢ > 0 derart, dass fir
alle Funktionen u € C} (]Rd)

Jul g

—p (R

gilt, d.h. es gibt eine stetige Einbettung

oy < clVellip(re) (< clullyn (g (4.5)

wie (RY) — L% (R7).
Bemerkung. Firp / d ergibt sich ,,dd%’p oo’ In der Tat gilt fir p > d, dass WP-

Funktionen (bis auf Modifikation) Hélder-stetig sind.

4.18 Folgerung. Sei Q C R? offen und beschrinkt mit 0 € C'. Es gelte 1 < p < d.
d
Dann ezistiert eine stetige Einbettung WP (Q) — Li-p (Q), d.h. mit ¢ > 0 gilt fir
u € WhHr(Q)
< .
ful, g, o < cllwino
Bemerkung. ||Vul|p»q) wiire auf der rechten Seite nicht ausreichen, z.B. fir u = 1.

Beweis. Nach Satz 4.13 existiert & = E(u) € W (R?) mit |supp| < oo und

lallyro(ae) < e Nl (46)

mit ¢; > 0 unabhéngig von u. Da @ einen kompakten Tréiger besitzt, existiert nach Satz 77
(lok. Approximaiton von W'? (R?)) eine Folge (u,) € C° (R?) mit [ju, —ﬁ”wl,p(Rd) —
0. Nach Satz 4.17 existiert co > 0 derart, dass fiir alle n € N gilt:

< o3 |V o e (4.7)

[unll _ap
La=

7 (=)

Die Folge (uy) konvergiert zunéichst nur in W» (R%), es handelt sich dabei jedoch auch

d
um eine Cauchyfolge in Li-p (Rd), denn es gilt
lur — wHL%(H@) < 2 [V (uk = u)llyyrn (gay-
Der Grenziibergang in (4.7) fiir n — oo liefert nun

) ) (4.6)
IIUHL%(Q) < lull _a < ||Vl ppgey < c2erflullwie).

15 (&)
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Beweis von 4.17. Zunichst zeigen wir, dass es ausreicht, (4.5) fiir p = 1 zu zeigen. Sei

also 1 < p < d. Wir wahlen v = p(ddffpl), sodass

vd p dp

L = (y=1) = 4.8

R P (4.9
Wir wenden nun (4.5) auf die Funktion

z = fu@)]”
an, wobei (4.5) fiir p = 1 gelte. Dann gilt
d—1
d Y\ d 1
(L) < e L= [ 1w
Rd R4 Rd

p—1

1
Holder mit 2 \ P P
< oy </ ‘u’(’y 1)p1> </ \Vu]p>
2 brw. 2 R R

1

und wir erhalten wegen (y —1)£5 = J—i die Gleichung (4.5) fir 1 < p < d.
Sei nun p = 1. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wissen wir,
dass fiir jeden Index i € {1,...,d} und z € R?

u(z)| < / 01, -+, iy it s a)| dyi (4.9)

—00

gilt. Multiplikation der linken und rechten Seiten dieser Ungleichung fir ¢ = 1,...,d

liefert dann gerade

_1
d—1

d

d o
[u(z)| a1 H/ 0@, - T 15 Yis Tit1s - -+, a)| Y ;
=1 =

IN

=w;

d.h.

1

d
NGRS | (U
=1
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Mit Integration {iber ganz R beziiglich z1, also ffooo - dx1, liefert

d—1 Faktoren mit

d 1 1

imo oy =(d=1)g=5=1
unabh. von z;

o0 e o0 . o T 1 1
/ lu(z)|aT dey < / U1 dzy / vy tug Tty day
—0o0 —o —0o0

d

1
Holder o0 o0 d—1
S / U1 dxl . H (/ V; dxl) .
— 00 . —00

=2

(d — 1)-fache Iteration [--- [ dwy---dzg liefert nun

geom Mittel
U Oru| dx
” HLd%dl(Rd) <ar1thm Mittel (H/ ’ ! ‘ )
< 12 / ] d
— iU i
- 4 Jre
> lai|<Vd]al d
< £/ |Vu(x)| de.
d Rd

O

4.19 Folgerung. Seien Q C R offen und beschrinkt mit 0Q € C' und 1 < mp < d
d

mit m € N. Dann existiert eine stetige Einbettung von W™P () — LT (Q), d.h. es

existiert ein ¢ > 0 derart, dass fir alle u € C° ()

<
H“”Ldj_gw(m < ¢ |lullwmr o)

gilt. Die Voraussetzung 0Q € Cl ist nicht notwendig, falls W™P (Q) durch W7 (Q)

ersetzt wird.

4.20 Folgerung (Poincaré Ungleichung). Sei Q C R? offen und beschrinkt. Seien weiter
1<p<dundl<q< & Dann gibt es c > 0 derart, dass fir alle w € Wy"" (Q) gilt:

[ull Loy < el VullLe o) (4.10)
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Beweis. Bewiesen ist bereits
lull < CHVUHLP(Q) (Satz 4.17).
Lia=r(Q)

Mit der Holder-Ungleichung auf beschrénkten Gebieten folgt die Behauptung nun aus

dp—q(d—p)
dpq
d—p

ol = ([ Gl 0t) < ([ 1) ™| [ |
N

=€

; Y dp
denn es ist ((dfp)q) = ==

O

4.21 Folgerung (Poincaré). Es gibt c > 0 derart, dass fiir alle Kugeln Br = Br(z) C R?
und alle u € Wy” (Bg) gilt:

2 2 2
/BR lu(z)]* <cR / |Vu(x)|” dz. (4.11)

Br

Beweis. Wir setzen im Beweis von Folgerung 4.20 p = ¢ = 2 und 2 = Bg. Dann ist

dp—q(d—p) 2d—2(d—2)
‘Q’ dpq :cRd id = c¢R!

O

4.22 Satz. Sei d < p < oo. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 derart, dass fir alle
u € Cl (Rd)
[l ga (ay = €llullypp gay

mitazl—g:pT?dgilt.

Zur Erinnerung: Es gilt
ulr) —u
Hu”C’a(Rd) = ”uHoo + sup M

z,ycR4 "T - y‘a

Beweis. Der Beweis setzt sich aus folgenden Schritten zusammen:
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(1) Fiir alle Kugeln B,.(z) C R? gilt

[Vu(y)|
u(x) —u(y)| dy < c / —=—dy.
]ér(x)‘ (@) ~ulw) ' e e —yld T

2) Fiir alle z € R? gilt
( g

[u(@)] < e ullyyr (ga)-
(3) Fiir alle z,y € R? mit 2 # y gilt
[u(z) = u(y)] < cle —y|* [Vl (za)-
Zu Schritt (1): Sei B,(x) C R%. Fiir w € B1(0) und 0 < s < r gilt

lu(z + sw) —u(x)] = %

und es folgt

/631(0) u( + sw) — u(@)] dOw) < / /B o [Tl )] 40G)

//831 \Vuw—i—tw)\tdl

Fir y = tw (t = |z — y|) gilt dann

|Vu(y)
u(xr + sw dO(w / / dy:/
/831(0)‘ ( )~ u@) 0By (x) \x—y\d ! Bi()

[Vu(y)|
< dy.
N /Br(ar) ’1‘ - y’d T

Multiplikation mit s und Integration for - ds liefert nun

— u\xr = d—1 1’ SW) —ul\xr
/W‘“(y) (2)] dy / /831(0 (& + sw) — u(x)] dO(w)

[Vu(y)|
< Ve g,
d /Br(x) |z —yld—t

[Vu(y)]
Y1

Wir erhalten
[u(y) — u(z)| dy < c(d) /
~—~

By (z) Bo(z) 1T —

=:c1
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0 0

[Vu(y)|
|z —yld!

dy

(4.12)

dO(w) dt.

dy



und somit Aussage (1).
Zu Schritt (2): Wir fixieren 2 € R? und berechnen

W@l = o @l f ) -y )l dy
Bi(z) Bi(x) Bi(z)
Schritt (1) IVu(y)|
< NI
<V /B e el
p—1
1 Y :
ol ) | [ (o) ] el
Hélder “ Bi(x) Y Y By (x) ‘x_y‘d_l Y el Lp(Rd)
<00
<

c3(d, p) ||VU’HLP(Rd) +c2 ||uHLp(Rd)

SO —

womit Aussage (2) gezeigt ist.
Wir wenden uns nun Aussage (3) zu: Seien z,y € R, r = |[z—y| und V = B,.(2)NB,(y).
Es gilt

ju() — uly)| = fv () — u(y)] dz < fv ju() — u(z)] dz + fv Ju(y) — u(z)] dz.

Wir erhalten

B,|
u(x) —u(z)| dz <
fv|<> ) .

)
01/ 7|Vu(zd)L dz
Bo(x) 1T — 2|

() —u(z)| dz

INZ

l E
P P
<« ( [ v dz> ( [ g6 dz)
BT(JB) B'r(x)
p-ay B5F pd
< elVulm ey (=) T < ellVullgpay 7
< d p—d)
o= _—— = .
p p
|

4.23 Satz (Einbettung in C®). Sei Q C R¢ offen und beschrinkt mit 0Q € C'. Dann
existiert ¢ > 0 und zu jedem u € WP (Q) eine Modifikation (bzw. Version, d.h. Abinde-
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rung von u auf Nullmengen) u* € C* (ﬁ) mita=1— % und
[u* e @) < cllulwir@):

Beweis. Zu u € WP (Q) existiert eine Fortsetzung @ € WP (R?) mit Hﬁ”wlm(Rd) <
¢ ||lullw1.r(q) und supp (u) kompakt. Nach Proposition 4.9 (7?) gibt es eine Folge (u,) €
Cg° mit

llwn — uHWLp(Rd) — 0. (4.13)

Nach Satz 4.22 (?7) gilt dann
lum = wllga ey < ¢ llum = wllyrp (gay-
Also existiert ein Grenzwert u* € C'* (Rd) mit
llun, — u*HCO‘(Rd) — 0. (4.14)
Aus (4.13) und (4.14) folgt u = u = u* fast tiberall in Q. Auferdem gilt

1u* T llga(@) < l1ullga(rey < e ll@llyrp ey < 2 llullwie@)-
O

Bemerkung. Durch Betrachten der Ableitungen folgt nun auch die Existenz einer ste-
tigen Einbettung
WP (Q) — Ch* (Q),

falls mp > d undl € N, a € (0,1) geeignet.
Wir fassen die Resultate liber stetige Finbettungen wie folgt zusammen:

4.24 Satz. Sei Q C R? offen und beschrinkt mit 0Q € C'. Dann sind die folgenden
Einbettungen stetig:

Rt < =20~ (0% )

W™mP (Q) < L9(Q).

d. _ d
(2) Fallm > J: Setze | =m — {EJ -1
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(a) g ¢ N: Setze a = {gJ +1-— %:
WP (Q) — Ch* (Q) .

(b) 4 eN:
WP (Q) — C?(Q)  fir0<p<1.
Bemerkung (Faustregel). Fir m — g < 0 erhalten wir also eine stetige Einbettung
WP (Q) — L1(Q), falls die fir die ,Sobolev-Zahlen” gilt:
d d dp

m——2>20—- & ¢g< .
P p d—mp

Ist m — % > 0, so erhalten wir eine stetige Einbettung W™P () — Cb (ﬁ) mit o
hinreichend grof$, falls

d
m——>1+a.
p

Inbesondere sind die Funktionen im Zielraum also sogar beschrinkt.
Im Prinzip vergleichen wir bei dieser Faustregel die Anzahl der Ableitungen, da | + «
die Anzahl der moglichen Ableitungen in C-* ist. Im Sobolev-Raum miissen wir jedoch

um den Faktor % korrigieren.

4.3 Kompakte Einbettungen

Frage: Wir wissen nun, dass die Einbettung W12 (B) — LS(B) fiir B = B;1(0) C R3 stetig
ist. Hat sie als Einbettung W2 (B) < L5 (B) eventuell noch bessere Eigenschaften?
Antwort: Ja, sie ist sogar kompakt, d.h. beschrinkte Mengen werden auf relative kom-

pakte Mengen abgebildet.
Bemerkung. L(B) < L5(B) ist stetig, aber nicht kompakt.

4.25 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei Q C R? offen und beschrinkt. Dann ist die Einbet-
tung WHP (Q) «— L2(Q) fiir
1<¢g<

d—mp
kompakt.
Beweis. Sei (uy,) eine beschrinkte Folge in W1 (Q) mit der Eigenschaft supp(u,) C O

und O C R? beschriinkt. Wir betrachten u;, = Q¢ * u, und nehmen o0.B.d.A. an, dass
auch supp (u5) C O gilt. Die beiden entscheidenden Schritte sind:
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(1) Die Konvergenz ||u;, — un[ra(0) — 0 fiir € — 0 ist gleichméifig in n € N,

(2) Fiir fixiertes ¢ > 0 ist die Folge (uf) beschrinkt und gleichgradig stetig.

Zum Nachweis von (1): Wir nehmen u,, € C' (O) an. Es gilt

W) — tun(z) = /B 20 (=) )

- /B W ( /O (o cty) dt) dy

= —8/81(0) o(y) (/01 (Vup(z — ety),y) dt> dy

< el Vunllp o) < crellVunlpr(o),

d.h.
up, — unllL1(0) < 2,
d.h. Konvergenz gegen Null fiir ¢ — 0 gleichméfigin n € N. (c2 = ¢1 sup,ey [|[unllyy1.p (]Rd))

Gilt auch in L?(0) fiir ¢ < ddTpp nach Interpolation von L4 (0) zwischen L!(O) und

d
L7 (O). Zur Erinnerung: Falls f € LP* N LP3 fiir 1 < p; < py < p3 < oo, dann

11wz < 1N Zo L s
fur 1 — 0 + ﬂ_

p2 p1 p3

Wir fithren nun den Nachweis von (2): Es gilt

up ()] < / )Qe(w—y) lun(y)] dy < [loelroe [[unll 1

< 61(6

wobei die Konstante ¢ (¢) unabhéngig von n ist. Ebenso gilt fir i € {1,...,d}
i) < [ syl dy < e @)

und analog fiir hohere Ableitungen. Damit ist (2) gezeigt.

Zum Beweis, dass (u,) eine in L9 () konvergente Teilfolge besitzt, wahlen wir 6 > 0
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und £ > 0 hinreichend klein, dass

)
s, — unll Loy < 2 fiir jedes n € N. (4.15)
Die Folge (u$) besitzt wegen (2) und nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine Teilfolge
(uik)keN C (uf) mit

timsup [lus, =16, || o) =0

Mit (4.15) und der Dreiecksungleichung gilt nun

lim sup ||up, — un, ||Lq((’)) <.
l,k—o0

Mit z.B. § = 10%’” € N und durch Wahl einer geeigneten Diagonalteilfolge <unk1) .
j€

erhalten wir die gewiinschte Konvergenz:

=0.

lim sup Le(O)

%,J—00

Uny, — Uny,

4.4 Die Hilbertraume H™ (1)

Auf W™2(Q) und I/Vom’2 (Q) fiir m € N und Q C R? offen und beschriinkt ist mittels

(U, V) gym = Z (0%, 0%v) 2

0<al<m
ein Skalarprodukt erklért.

4.26 Definition. Die (seperablen) Hilbertriume W2 (Q), I/Vom’2 (Q) werden mit H™ (Q)
bzw. H{" (Q) bezeichnet. Der Dualraum (H{* () wird mit H~™ (Q) bezeichnet.

Bemerkung. H{" (Q2)-Funktionen erfillen Spur (0%u) =0 fir o] <m — 1.

Motivation des Dualraums: Falls f € L? () (bzw. f € C (Q)) und v € C*(Q)NC (Q)

Losungen von

—Au=f auf Q

(4.16)
u =0 auf 0N
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sind, so gilt fiir alle ¢ € C2° () die Gleichung

/ Vu(z) V(x) do = / f(z)p(z) da. (4.17)
Q Q

4.27 Definition. Sei f € H~1 (Q). Eine Funktion u € H{ () heiRt schwache Lésung
von (4.16), falls

(Vu, V)2 = (f,p) -1 fiir alle p € CZ° bzw. fiir alle p € H}(Q).

Es gilt offensichtlich, dass eine klassische Losung u € C? () N C (Q) von (4.16) eine
schwache Losung ist, falls f € C(92). Wie wir sehen werden, ist in vielen Fillen (z.B.
wenn 92 € O, f € L?(Q)) jede schwache Losung auch eine klassische Lésung, zumindest
dann gilt (4.16) punktweise.

4.28 Satz. Zu f € H-1(Q) existieren funktionen fO, f1, ..., f% € L*(Q) mit

d
(fsP) -1 = /QfOQD + Z </Q fi(91‘90> fiir alle ¢ € H} () (4.18)
=1

und
1
2

d
[/ zr-1() = inf <Z Hgi”%%ﬂ)) | ¢%...,g" € L*(Q) erfiillen (4.18)
i=0

Beweis. Sei f € H™' (). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert uy € HJ (€2)
mit
also gilt fiir alle ¢ € H{ ()

d
(f.0) = (up, @) o+ Y (Osug, 05¢0) 12 - (4.19)

i=1
Fiir alle g%, ..., g% € L?(Q), welche f gemif (4.18) darstellen, gilt (wihle ¢ = uy)
(4.19)

lugl + VuglZe = (upoup) + (Fup, Vag) "= (fLup)
4.18)

1
e 5 (Z Hg||L2> (lugl2s + [|Vug]2)

82



und somit folgt

d
lugl|Ze + IVugllZe < D llgilZe. (4.20)

i=1

Also folgt fiir alle g%, ..., g% € L?(Q) mit (4.18) und alle ¢ € H} () mit ||¢||zn <1

1
(4.19) d 2
ol < Hlugllallelm < (ZHQW%)

=0
und damit
d 2
£ -2 < (ZWH%)
=0
Wenn man ¢ = IIu;L—Ijchl in (4.19) wahlt, so folgt (f,ug) = [lus||3:.
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5 Elliptische Differentialgleichungen

Sei Q C R? offen und beschrinkt. Wir betrachten nun Verallgemeinerungen der Gleichung
Au = 0 bzw. des Randwertproblems

Au=0 in 2,
U=y auf 0€).

Seien a;;: 0 = R, b;: @ — R und ¢: Q — R fiir 1 < 4,57 < d messbare, beschriankte
Funktionen. Die Voraussetzungen an b; und ¢ werden wir spiter (eventuell in den Ubun-
gen) weiter abschwéichen. Wir nehmen an, dass die Matrix A := (a;;(-)), ; gleichméfig

beziiglich x positiv definit ist, d.h.
IAN>0VzeQVeeR:  a (z)&6& > M€,
Wir definieren zunichst zunéchst symbolisch einen Differentialoperator L {iber

(Lu) () = —div(A(z)Vu(z)) + bi(z) Oiu(z) + c(z)u(x)
= —0;(ai;0ju) + b; Oju + cu.

Offensichtlich ist (Lu) (z) selbst fiir u € C*°(£2) im Allgemeinen in keinem Punkt x €
) definiert, da die Funktionen a;; nicht differenzierbar sind (und i.A. auch nicht das

Produkt a; ; Oju). Dennoch wollen wir fiir f € L? (2) das Randwertproblem

Lu=f in €,
u=20 auf 00

16sen. Mit Hilfe der Theorie der Sobolevridume und des Lemmas von Lax-Milgram ist

dies tatséchlich im schwachen Sinne moglich, in vielen Féllen sogar eindeutig.

Wiederholung Kapitel 7.3 des Funktionalanalysis-Skriptes

Sei H ein separabler Hilbertraum.
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5.1 Definition. Sei a: H x H — R eine Bilinearform. Diese heifst stetig, falls
de>0Vuve H:  |a(u,v)| <clullv]

a heillt koerziv, falls
Ja>0VuecH: a(u,u)>alul’

5.2 Satz (Stampacchia). Seien H ein Hilbertraum, a: H x H — R eine stetige, koerzive
Bilinearform. Seien K C H nichtleer, abgeschlossen und konver und f € H*. Dann

existiert genau ein Element u € K mit
a(u,v —u) > (f,v—u) fir allev € K.
Falls a symmetrisch ist, so ist dieses Element u beschrieben durch
(i) u € K und

(ii) $a(u,u) — (f,u) = mineg {2a(v,v) — (f,v)}.
Als Folgerung im Fall K = H ergibt sich

5.3 Lemma (Lax-Milgram). Seien H ein separabler Hilbertrau und a: H x H — R eine
stetige, koerzive Bilinearform. Sei f: H — R ein lineares beschrinktes Funktional. Dann

existiert genau ein Element uw € H mit

a(u, o) = (f,¢) fir alle p € H.

Wir betrachten nun den Hilbertraum H = H{ (Q) = VVO1 2 (Q). Als Bilinearform a: H x
H — R betrachten wir

a(u,v) = /Q (a,j Ou 0jv + b; Ogu - v + cuw) . (: /Q (Lu) - v)

Natiirlich kann f € L? () als lineares, beschriinktes Funktional auf H} (Q) aufgefasst
werden, denn fiir ¢ € H{ () gilt

[(Fs o)l < M Fllellelie < 1fllzallelmr-
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Die Bilinearform a(-,-) ist auf H{ (Q) beschriinkt, denn fiir u,v € H{ () gilt

la(u,v) < /Q (lai,; Oiudjv| + |b; Ojuv| + |cuv|)

Holder

<" max gyl [Vulls [z +d max ol ollze + el 2 o]
— —_—

=:a =:b
< Ci(d,a,b, llello) Nullpllvllae.
Bemerkung. Da fiir alle w € H'

il g, < Colwlm

2(0)

mit einer Konstanten Coy > 0, kann man die Voraussetzungen an b; bzw. an ¢ abschwd-

chen, indem man die Holdersche Ungleichung verwendet.

Die spannendste Frage ist, ob a(-,-) koerziv auf H} (Q) ist. Nach Voraussetzung gilt
/Qam dyudjv > N||Vul3.
Interessant sind die Terme niedriger Ordnung;:
Fall I: C >0 f.i. in Q und b; = 0 fiir jedes i.

a(u,u) > | Vaul/3 +/ ofz) (u(@))* da > M|Vull3 = MK ||ul|7,
Q

~~

>0

wobei K die Konstante aus der Poincaré-Ungleichung ist.

Fall Il b; € C1(Q) und —3 9;b; + ¢ > 0 f.ii. in Q.
w2ew Q) 5 1 9
alu,u) > X|Vul3 —i—/ bi Oiu - u +cu? = M| Vul|; — —/(Bibi +c)u.
Q — 2
=50;(u?)
> AIValld = X (E?) |lull -
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Fall lIl: dKb+ K?|[c [loo < A

Y

MVl = db [ Vullz [ullz2 = e lloo full7:
MVal3 = db K [[Vulz2 = K2 [|c[loo [|Vul 22
IVul; (A=dKb—K* | ||x) -

a(u,u)

v

5.4 Satz. Unter den oben genannten Voraussetzungen (Fall I-III) existiert genau eine
schwache Losung u € HE () des Problems

Beweis. Lemma von Lax-Milgram. O

Unter einer schwachen Lisung des Randwerproblems

Lu=f in 2,
u=20 auf 00

verstehen wir eine Funktion u € H} (Q), fiir welche gilt:

a(u,0) = (f,0) Ve H;(Q).

Wir sagen, dass Lu = f in Q im schwachen Sinne gilt, falls « € H' (Q) und a(u, ) =
(f,) ¥V ¢ € H}(Q). Ein solches u ist i.A. natiirlich nicht eindeutig, denn bereits im Fall

¢ = 0 ist mit v auch v+ fiir [ € R konstant eine Losung von Lu = f in (2.

Bemerkung. Wenn man u € H' () und a(u, @) = (f,p) ¥ ¢ € H' (Q) fordert, so ist
u nicht nur eine Losung von Lu = f in ), sondern es werden gewisse Randbedingungen

(manchmal natirliche Randbedingungen genannt) erzwungen.

Beispiel. Es gelte u € H' () und
/QWWP = a(u,¢) = (f,9) =0

fiir alle o € H' (Q) mit a;; = 0;; und b; = ¢ = f = 0. Zunéchst folgt nach Wahl von

¢ € C ()
/Qu(—Ago):/QVqupzo
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und mit dem Satz von Weyl erhalten wir Au = 0 in . Wenn man nun ¢ € H' ()

allgemein wihlt, so folgt

O:/VUV¢:—/Au-cp+ Vu - v,
Q 0 o0
=0

also folgt auch

Vu-vp=0 fiir alle p € L?(99),
o0

d.h. Vu - v =0 f.i. auf 09Q.

Anstelle einer rechten Seite f € L?(f2) in der Gleichung Lu = f kann man auch
allgemeiner eine rechte Seite f + Oyfy + --- + Ogfq mit f; € L2(Q) fiir 1 < i < d
betrachten, da auch 0;f; € H~'(Q) gilt, also ist 0;f; bereits ein lineares beschriinktes
Funktional auf H{ (). Wir setzen fiir v € H} (Q) (8;f;,v) = — [ f;0;v. Also ist auch das

Randwertproblem

Lu=f+0;f; in Q,
u=g auf 02
unter den gemachten Voraussetzungen eindeutig 1osbar.

5.5 Satz. Sei L ein ellliptischer Differentialoperator in Divergenzform wie oben mit den
Voraussetzungen an a; ;, b; und c, welche sicherstellen, dass die zu L zugehdhrige Bili-
nearform a(-,-) auf H (Q) beschrinkt und koerziv ist. Seien f, f1,...,fs € L?(Q) und
g € HY (). Dann existiert genau eine schwache Losung u € H' (Q) des Randwertpro-

blems

Lu=f+0;f; in §Q,
U=y auf 00,

d.h. es gilt u — g € H} (Q) und
a(u, ) = (f,0) = (f0ip) Vo€ H(Q).

Beweis. Das Problem ist (eindeutig) gelost, falls wir zeigen konnen, dass es genau eine

Funktion w € H} (Q) gibt, welche im schwachen Sinne
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erfiillt. Mit u = w + g folgt dann Lu = Lw + Lg = f + 0;f; wie gewiinscht. Da Lg €
H~1(Q) gilt, folgen Existenz und Eindeutigkeit von w wiederrum wie oben aus dem

Lemma von Lax-Milgram. Lg € H~! folgt mittels
(Lg,v) = (=0;(ai;05g) +b;0ig + cg,v)

= / a;j 0jg Ojv +b; (0ig) v+ cgv

N
€L2 €L? €r?
O
Wir erinnern an folgende Schreibweise:
u” = max (u,0), u = —min (u,0).
5.6 Proposition. Sei w € H' (). Dann ist ut,u™, |u| € H' (Q) mit
Vu, falls u >0,
V(t) = f
0, falls u <0,
Vu, falls u > 0,
V(lul) = 0, falls u = 0,
—Vu, falls u < 0.
Va2 4+e2—&2, x>0,
Beweis. Wihle fiir e > 0 b.: R — R, b.(x) = d.h. b, approxi-
0, <0,
miert z*. Fiir u € H! (Q) und ¢ € CL (Q) gilt dann
[ b @) dpte) an =~ [ %
Q {u>0} + 82
1
/u+ () Oip(z) dx = —/ Oiu(x) p(x) dz.
Q {u>0}
Analog behandeln wir die Félle ©~ und |u|.
U

5.7 Folgerung. Seien u € H' (Q) und c € R. Dann gilt Vu = 0 f.i. auf {u = c}.
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Beweis. Vu = Vut — Vu ™. O

5.8 Satz (Schwaches Maximumprinzip). Angenommen, L erfillt die Bedingungen wie
oben und zusétzich sei ¢ > 0 fii. in Q. u € H'(Q) erfille Lu < 0 in Q im schwachen
Sinne, d.h.

a(u,p) <0 Ve Hjp>0.

Dann gilt

supu < suput. (5.1)
Q oN

5.9 Folgerung. Ebenso impliziert Lu > 0 in ) auch
infu>infu™.
Q o0N
Beweis. Fiir ¢ € H} (Q), ¢ > 0 gilt nach Voraussetzung
/ (ai,j o;u 8j<p + b; 00 + cucp) <0.
Q
Falls b; = 0 fiir alle i € {1,...,d} setzen wir U := supyq v und wihlen die Testfunktion
¢ =max (u—U,0) = (u—U)".

Dann folgt

/ Qi j 8,u8]u <0 => )\/ ‘VUP <0.
QN{u>U} {u>U}

Also ist u konstant auf {u > U}, also u < U fast iiberall.
O

Bemerkung. (1) Die Abschitzung (5.1) gilt apriori fir alle moglichen w mit Lu < 0 in

Q. Die Existenz solcher u spielt hier keine Rolle.

(2) Fiirve H () gilt v <0 auf 0Q, wenn vt = max(v,0) € H} (). Analog gilt v > 0
auf 00, falls —v < 0 auf 0Q und v < g auf I, falls v — g <0 auf 01

(8) supgq v bezeichnet supyq, (Tv) fiir v € H' (), wobei Tv = Spur von v.
(4) Man kann i.A. hier supyg um nicht durch supggu ersetzen (vgl. Ubungsaufgabe).

5.10 Folgerung. Angewendet auf —u ergibt sich aus Satz 5.8 auch die Implikation

Lu>0inQ = infu>infu".
Q oN

90



Beweis. Lu <0 in € im schwachen Sinne bedeutet

(a1 Oudjp+b; up+cup) <0 YoeHy(Q), ¢>0.

S

Im Fall b; = 0 fiir alle i und ¢ > ¢y > 0 wiirde fiir U = supgqu’ nach Wahl von

p=(u-U)"
co/ (u—U)2§0
{u>U}

u<U f.i. in Q

und hieraus wiederrum

folgen. Im allgemeinen Fall wéihlen wir k € R mit

U <Ek<supu.
Q

Falls kein solches k existiert, gilt supgu < U, d.h. die Aussage ist bewiesen. Wir wéhlen
als Testfunktion ¢ = (u — k)Tund erhalten

Vu, u>k,
Vo = und
0, u<k
supp (Vo) C supp(p) ["¢ =]

Aus der schwachen Formulierung folgt

/ aij Ojudjp < b/ [Vl - < b/ IVl - .
Q Q supp(Vy)

Aus der gleichméafigen positiven Definitheit von A = (a; ;) folgt

A /Q Vel <8IVl e - 9l upven

und es folgt

||Q0||L2(supp(V<p))'

> | o

Vel <
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Wegen der Sobolev-Einbettung nach = (Q) gilt

N

< C@b =C(b 2.1
“@“L%(Q) = C(ba )‘)”<p|’L2(supp(V<p)) C(b7 )‘) (/supp(Vgo) ‘QO‘ )

2 d \' d
Pz o (75) -3
Ld—Q(Q) -

=

< C(b,A) - |supp (Vo)

und wir erhalten somit

1

d —
|supp (Vo) | > <m) =C4 (b,)\,d) > 0.

Diese Abschatzung gilt gleichméfig bzgl. dem Parameter k. Also kénnen wir aus Stetig-

keitsgriinden k = supg v wihlen und erhalten, dass sowohl

supp(u—U), > C; und
suppV(u—-U), > Cy

gilt, was einen Widerspruch darstellt.

5.11 Folgerung. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

we Hy(Q), Lu=0 = u=0 fi. inQ.

5.1 Existenz von Losungen mittels der Fredholm-Alternative

Seien X,Y Banachriume iiber R. Ein linearer, beschriankter Operator A: X — Y heifét
kompakt, wenn er beschriinkte Mengen auf prikompakte Mengen abbildet. Aquivalent
hierzu ist die Eigenschaft, dass fiir jede beschrinkte Folge (u,,) in X die Bildfolge (Auy,)
eine konvergente Teilfolge in Y besitzt.

Falls H ein Hilbertraum und A: H — H kompakt (linear, beschriankt) ist, so gilt
bereits, dass ||Au, — Au|| — 0 gilt, falls u,, — u schwach.

Falls A: H — H linear und beschrinkt, so bezeichnet A*: H — H mit

VuoveH (A%,u) = (v,A%u)
den zu A adjungierten Operator. (A* ist das darstellende Element der Abbildung u

(v, Au)).
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5.12 Proposition. Fulls der lineare, beschrinkte Operator A: H — H kompakt ist, so
st auch A* kompakt.

Beispiel. Seien (a;;) : © — R4 und
L =0;(a;;0;) : Hy () = H' ().
Dann ist der zu L adjungierte Differentialoperator L* gegeben durch
L* = 0; (a;,05u) ,
denn
a” (u, ¢) :/aj,iajuaiﬂpZ/ai,j Oiudjp = /ai,j djp Oiu = a(p, u),
wobei a(-,-) und a* (-, -) die zu L bzw. L* gehorigen Bilinearformen sind.
5.13 Satz. Sei K: H — H ein linearer, beschrinkter, kompakter Operator. Dann gilt:
(i) Die Dimension des Nullraums N (I — K) ist endlich.
(11) Der Bildraum R(I — K) ist abgeschlossen.
(i) R(I — K) = N(I — K*)*.
(w) NI-K)={0} < R(I-K)=H.
(v) dim N(I — K) = dim N(I — K*).
Die Aussage (iv) heifit auch Fredholm-Alternative.

Bevor wir Satz 5.13 beweisen, wollen wir Eigenschaft (iv), die Fredholm-Alternative,
studieren bzw. anwenden. Abstragt gesehen besagt (iv), dass entweder die Aussage
Fiir jedes f € H hat die Gleichung

u— Ku=f

eine eindeutige Losung.
oder
Es gibt eine Losung v € H, u # 0, der Gleichung

u— Ku=0.

gilt.
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5.14 Satz. Seien Q C R offen und beschrinkt und wie oben L = —0; (@ 0ju) +b; Oju+

cu. Dann trifft genau eine der beiden Aussagen zu:

(1) Zu jedem f € L* () existiert genau eine schwache Lisung u € H} (Q) des Problems

Lu=f m €,
u=>0 auf 0.

(2) Es gibt genau eine schwache Lésung u € H} (Q), u # 0, des Problems

Lu=0 n £,
u=20 auf 0.

Beweis. Fiir v > 0, u, ¢ € H} (Q) definieren wir
ay (u,p) = / (@i 01 050 + by Oju + cup +yup) .
Q

u € H} (Q) ist eine Lésung von (5.2) genau dann, wenn es v > 0 mit

ay (u,0) = (Yu+ f,0) Ve H)(Q)

gibt, d.h.
u="L"(vu+f),

(5.2)

wobei L, = L + v Id. Bemerkung: Addition von yu auf beiden Seiten der Gleichung.

Wiihle v = p, wobei p > 0 so grof, dass die Bilinearform ay, (-,-) auf H{ () koerziv ist.

Definiere fiir u € L? ()
Ku=~L 'u, h=L]"f.

Nun gilt

u:L,;l('yu—i—f) & u—Ku=h & L,(u—Ku)=f

& Lyw—Ly(Ku)=f & Lu—~vyu=f

& Lyu=~vyu+f.
Die Idee ist nun zu zeigen, dass

K:L*(Q) = L?(Q)
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beschriinkt, linear und kompakt ist. Sei hierzu v € L? (). Da v > p ist die Gleichung

ay (u,9) = (v,0) V€ H; () (5.5)

eindeutig losbar mit (wihle hierzu ¢ = u)

crlull7p ay (u,u) < | (v,u) |

IN

HUHL2(Q)HUHL2(Q) < ”U”L2(Q)HUHH1

1
= llullp < —lvllze.
C1

Wegen Kv = ’yL;lv =~yu (wg. (5.5)) folgt
~
K < — .
[ K]l < . [vllz2(0)

Da [[Kvl|p2q) < [|Kv| g1 ist K also beschréinkt (und linear sowieso nach Definition). Da
H!' (Q) — L?(Q) kompakt (Satz von Rellich 4.25) folgt, dass K kompakt ist. Satz 5.13

liefert, dass nur genau eine der folgenden Aussagen gilt:
(A) Fiir jedes f € L? (Q)hat die Gleichung
u—Ku=nh

eine eindeutige Losung in L2 (€2).

(B) Es gibt u € L? (Q), u # 0, mit
u— Ku=0.

O

Beweis von 5.13. (i) Falls dim (N (I — K)) = oo, so existiert eine Folge (ug) in N(I — K)
von zueinander orthogonalen Elementen mit ||u,| = 1 fiir jedes n € N, denn jeder
Hilbertraum besitzt ein unendlich-dimensionales Orthonormalsystem. Wéhle solch eine

Folge (u,) im besagten Nullraum, d.h. es gilt insbesondere
Ku, = u, firallen e N.
Im Hilbertraum gilt immer fiir Orthonormalsystem, dass

|t — um || = V2 fiir alle n,m,
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denn es ist ||t — |2 = |Jtm||* + || unl|* =2 (tn, ) = 2. Also folgt || Ku, — Kup,| = 2
—— —— ———

=1 =1 =0
fiir alle n, m und somit besitzt (Ku,) keine konvergente Teilfolge, was einen Widerspruch

zur Kompaktheit darstellt, da (u,) beschrénkt ist.

(ii) Wir nehmen an, wir hétten bereits die Aussage
Jy>0VueN{I—-K): |ju—Kul| > ~|ul (5.6)

bewiesen. Sei nun (vy) Folge in R(I — K) mit vy — v € H. Es ist zu zeigen, dass ein
u € H mit
u—K(u)=v

existiert. Zunéchst existieren uy € H mit
Uk — K U = Vg
und es folgt

lvom —wvnll = um — Kum — (un — Kug) || = || (um — un) — K (g — up) ||

5.6
> 'YHum _unH

Also konvergiert auch die Folge (u,) gegen ein u € H und wegen der Stetigkeit von K
folgt
u—Ku=v, dhveR(I-K).

Wir wenden uns nun dem Nachweis von (5.6) zu: Angenommen, (5.6) gelte nicht, dann
existiert zu jedem k € N ein uy € N(I — K)* mit [lug| = 1 und [juy — Kug| < 7. Also
folgt

Uk — Kuk — 0. (57)
Da jedoch (uy) beschrénkt ist, existiert eine Teilfolge (0.B.d.A. die Folge (ug) selbst) und
ein u € H mit up — u schwach. Da K kompakt ist, folgt ||Kup — Kull E22% 0. Aus

(5.7) erhalten wir zudem |Jug — u|| E22 0. Wiederrum aus (5.7) folgt u — Ku =0, d.h.

uwe NI — K), dh.
0= (u,uy) fiir alle k.

Dies ist ein Widerspruch, denn es gilt (u,ux) — (u,u) = ||ul|? = 1.
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(iii) Diese Aussage folgt aus (ii), da
R(I—K)=N(I - K",
denn im Allgemeinen gilt fiir einen linearen, beschrinkten Operator A: H — A

reENA) & Arz=0« A'z,yy=0YVzrecH
& (2,Ay)=0Vye H & zc RA?

und somit erhalten wir R(A)* = N(A*) und sogar R(A) = N(A*)*, da R(A) abge-

schlossen ist.

(iv) ,=": Sei N(I — K) = {0}. Wir nehmen an, dass R(I — K) # H und fiihren dies zu
einem Widerspruch. Sei H; = (I — K)(H), dann ist H; € H und H; auch abgeschlossen
wegen (ii). Setze nun He = (I — K)(H;). Da I — K nach Voraussetzung injektiv ist, gilt
Hy; C Hy und auch Hj ist wieder abgeschlossen wegen (ii).

Auf diese Weise erhalten wir eine Folge (H,,), sodass jedes H,, abgeschlossen ist und
Hn+1 Q Hn

fiir alle n gilt. Sei nun (u,) eine Folge in H mit |ju,|| = 1 und u, € H, N H;-, | fiir jedes
n € N. Wir erhalten fiir alle m,n € N

Kupy, — Kty = U, — tuy — (U, — Kug) + (uy, — Kuy,)

und fiir alle m > n gilt

Hp - H,, CHy+1 C Hy.
Somit erhalten wir uy, — Kuy, € Hpt1, uy — Ku, € Hypypqg und vy, € Hypyqo Mit w =
U — (U, — Kup,) + (up, + Kuy,) folgt (uy,,w) = 0. Also erhalten wir

1K twm = Kug||® = [w = un|* = w]* + [Jun|® =2 (w, up) > 1.
——
=1

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da K ein kompakter Operator ist und somit die Folge

(Kuy,) eine konvergente Teilfolge besitzen miisste, da (u,) beschrinkt ist.

»<"Sei nun R(/ — K) = H und somit N(I — K*) = {0}. Da K* kompakt ist, folgt
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mit ,=” R(I — K*) = H und somit

NI -K)=R(I-K*"*=/{0}.

(v) Diese Aussage bleibt ohne Beweis und ohne Verwendung.
O

Bemerkung. Die Fredholm-Alternative gilt auch fir unbeschrankte, lineare Operatoren
A: D(A) =Y zwischen zwei Banachrdumen, falls D(A) = X.

5.2 Die Methode der Differenzenquotienten

Sei Q C RY offen und beschrinkt, h > 0 und i € {1,...,d}. Fiir u: Q@ — R mit 2 €
{z€Q|x+he € Q) = Qi gei

Dlu(z) = u(x + he}i) —u(z) wnd

u(x — he;) — u(m)

5.15 Satz (Ubungsaufgabe XI1.4). (i) Sei 1 < p < oo. Dann gilt firi € {1,...,d},
h >0 undu e WhH (Q)

||D?u||LP(Qhﬂ') < [|0sul| Lr (-

(i1) Seien 1 < p < 0o, u € LP (Q) und i € {1,...,d}. Es gelte fiir jedes Q' € Q, jedes
h > 0 geniigend klein und ein K > 0

| DMul| ooy < K.
Dann existiert die schwache Ableitung O;u € LP () mit
0iul| o) < K.

5.16 Satz (Innere H2-Regularitiit). Seien Q C R? offen und beschrinkt und L: 0; (a; j Oju)+
bi Oiu + cu ein Differentialoperator mit a;; € C1 (), b; € L>®(Q), ¢ € L*>®(Q) und
(a; () gleichmafig in Q2 positiv definit.

Sei f € L*() und sei u € H'(Q) eine Lisung im schwachen Sinne von Lu =
f. Dann gilt fiir jede offene Teilmenge Q' & Q und eine geeignete Konstante ¢ =
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c (Y, (a;;),b,¢) >0, dass u € H* (') und

lull 20y < e (1f 122 + llullz2@)) -

Bemerkung. e FEine alternative Schreibeweise fiir ,u € H? (V) V Q' € Q7 ist ,u €
H2 (Q)”,

loc

e Fallsu € H?(Q) V U € Q, so besitzt u in jedem Punkt x € Q0 zweite schwache
Ableitungen, daher gilt die Differentialgleichung Lu = f nun auch punktweise fast

iberall.

e Der Term |lul|p2(q) kann in vielen Fillen durch Daten bzw. Randwerte abgeschitzt

werden.

5.17 Lemma. (i) Fiir zwei Funktionen v,w und i € {1,...,d} gilt

DlMow) = oM DM+ w Dl

= whi Dzhv + vDZhw
hi hi
_ (Dzhw) <v 2+ v> n <Dlhv> (w 2+ w) ,

wobei v = v o O, d.h. vP(x) = v(x + he;).

(ii) Fiir v,w € L? (Rd), QCRYund v=w=0 auf R4\ Q gilt
—h = - ho) (2) w(z) de.
[ @) (D7) @ do= = [ (Dlv) @) wie) d
Beweis. Zu (i):
v(zthe;) w(z+he;)—v(z) w(z) = v(xz+he;) (w(x + he;) — w(z))+w(x) (v(x + he;) —v(z)) .

Zu (ii):

/R (@) (D7) (@) d2 = /R o(a) (o) do -
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Beweis von 5.16. Sei Q' € Q, W C Qoffen mit Q' € W € Qund 7 € C° (W) mit 7 = 1
auf ' und 0 < 7 < 1. Damit gilt |V7| < ¢ (', W). Nach Voraussetzung gilt

a(u, ) = (f,¢) fiir p € Hj ().

Wihle ¢ = —D, ( 2 Diw). Dann gibt es hg > 0 mit ¢ € H (2), falls h < hy.
Beachte, dass

a(u,) =0 < /awaua( (2Dku)>:/ﬂ(f—c—bi8iu)gp

Ziel ist es, links den ,guten Term”

i [ron(or)aor) -

zu separieren, weil fiir diesen gilt:
A> )\/ |V D72
Q

und somit die Gréke A [, [VDJu|? von oben abgeschiitzt ist.

Definiere
f(@) = f(2) = c(z)u(z) — bi(x) diu(x),

dann ist f € L?(Q). Beachte, dass f von der Losung u abhiingt. Diese ist jedoch durch
die Voraussetzungen des Satzes gegeben. Achtung: HfHLg(Q) héingt aber w.a. von ||u([g1(q)
ab, was nicht vergessen werden darf.

Die Ausgangssituation ist also (nach Wahl von ¢ = — (Dk_h (r2 DZu)))

(LS) = - / ai; Oyud; (D" (72Dlw) ) / fo =: (RS)
Q
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und es folgt fiir die Linke Seite (LS)
(LS) = / D} (a3 0yu) 0; (7*Difu)
Q
= / <D2a,~7j) 8ju |:2T82‘T . DZU + TQDZ@‘U]
Q
hyi h h 2 h
+/ a;, ;) | Dpoju) |270;7Dyu + 7D} O;u
 (015) (Do) [2rorDlu + ~* Do
A/ 72DVl —cl/ (IVulr| Dl + |DEVul|Vulr + |DEVulr| Dul)
Q Q

A
—/T2|DZVU|2—CQ(61,)\)/T|Vu|2.
2 Jo Q

Y

Y

Wire f =0 (was es nicht ist!), so wiirde - wie gewiinscht - folgen:
2 Mo, (2 — 2C2 2
77| D Vul® < T|Vul|*.
Q A Ja
Um die rechte Seite abzuschitzen, notieren wir, dass
Lot = [ 10" (Dju)
Q Q
/ |V (TQDZ) > <es (/ T2|VDZU|2 +/ T|D2u|2> .
Q Q Q

IN

Also gilt

A A ;
[ 5o < 5 [wvngur+ 5 [ Dk +estes, ) [ 177
Q 4 Jo 4 Jo Q
A
< 3 [ PVDP e [ (7Pl +9P)
4 Jq Q

und wir erhalten mit diesen beiden Abschétzungen der linken und rechten Seite
[ PRVl < e [ (157 4 P+ 9P).
Es folgt zunéchst, da 7 = 1 auf Q' ist,

ull g2y < e (12 + lullgrony) -

Durch Wahl einer Testfunktion ¢ = nu mit n = 1 auf W, supp(n) C Qund 0 < n <1

101



folgt aber (Ubung)
[l oy < esllull Lz

und somit
ull g2y < co (1f 2@y + lull 20)) -

O

5.18 Satz (Hohere innere Regularitét). Sei L wie in Satz 5.16, aber es gelte zusatzlich
fiir ein m € N, dass a; j,b;,c € C™1(Q) und f € H™(Q). Dann gilt fir jede schwache
Lisung u € H () und ' € Q sowohl u € H™+2 (Q') als auch

[ul| sz oy < e ([[flame) + lull2@)) -

5.19 Folgerung. Gilt a; j,b;,c, f € C* (Q) in der Situation des vorigen Satzes, so folgt
natirlich u € C* ().

5.20 Definition. Sei Q C R? offen und seien fiir i,j € {1,...,d} a;j,bi,c: Q@ = R

messbar. Dann heifst der Differentialoperator
L =-0; (am‘aj) +b; + ¢

strikt elliptisch (oder gleichmdfig elliptisch) in €, falls es ein A > 0 derart gibt, dass fiir
alle z € Q, € € R? gilt:

d
Z a;j(2)&&5 > A¢)>.
ij=1
Bemerkung. Das Minuszeichen vor 0; (a; ;0;) ist eine Frage des Geschmacks und von
keiner mathematisch wichtigen Bedeutung.

5.21 Definition. Der Differentialoperator
L =-0; (am‘aj) +b; + ¢

heifit Differentialoperator in Divergenzform, wenn es eine Funktion A: Q x R x R¢ — R¢
derart gibt, dass fiir den Hauptterm (derjenige Term mit den Ableitungen der hochsten
Ordnung) gilt:

—0; (a;,;0ju) = —div (A (-, u, Vu(-))) .
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Bemerkung. Hier ist

(z,5,0) Zam = (ai;) (o).

Die Regularitit von Losungen im Inneren einer offenen Menge 2 C R? ist ausreichend,
um von der schwachen Formulierung auf eine punktweise Giiltigkeit der Differentialglei-
chung zu schliefen (Ubung). Wenn der Rand des betrachteten Gebiets  regulir ist, so
lasst sich zudem beweisen, dass Losungen u bis zum Rand regulér sind. Dafiir betrachten

wir folgenden

5.22 Satz. Sei Q C RY offen und beschrinkt mit 90Q € C™*2 fiir ein m € Ny. Sei weiter
L ein linearer, strikt elliptischer Differentialoperator in Divergenzform wie in Definition
5.21. Seien f € H™(Q) und g € H™2(Q) und es gelte a;j € C™ ! (Q) und b, c €
cm (ﬁ) fiiri,j € {1,...,d}. Seiu € H' (Q) eine schwache Lisung von Lu = f in €, fiir
welche gilt:

u—gc H Q).

Dann gilt uw € H™2(Q) und es gilt mit einer Konstante ¢ > 0

ull gm+2q) < ¢ (lullpz@) + 1 am@) + 19l Hmez)) -
Bemerkung. Die Forderung der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen a; ;,b;, c bis

zum Rand ist hier von entscheidender Bedeutung.

5.23 Folgerung. Unter geeigneten Voraussetzungen (alles C'™° (ﬁ)) erhdlt man sogar
u € C*® (ﬁ) nach den bekannten Einbettungssdtzen. Lésungen sind dann also glatt bis

Lin den Rand” hinein.

5.3 Variationsrechnung und elliptische PDGL in

Divergenzform

5.24 Satz (Einfache Version eines beriihmten Resultats von E. DeGiorgi). Sei F €
Cc*> (]Rd). Es gebe Konstanten N\, A, K > 0 derart, dass fiir alle p € R? gilt:

(i) \32;5? <Klpl firie{L,....d},
(”) )‘|£|2 ()525_] A|f|2 fUTfGRd

~ OpiOp
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Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und sei v € H' (Q) ein Minimum von
I(v) = / F(Vou(z)) dx,
Q

bei festgelegten Randwerten, also in dem Sinne, dass I(u) < I(u+) fiir jedes p € Hg ().

Dann gilt
ue C®(Q).

Bemerkung. e Im einfachsten Fall denke man sich F(p) = |p|?>. Dies ist jedoch

trivial, da wir bereits wissen, dass harmonische Funktionen in C* sind.

e Im allgemeinsten Fall ersetze man F(p) durch F(x,s,p) fir eine Funktion F: Q X
R x R — R.

e Bedingung (i) stellt sicher, dass es c1,co > 0 gibt mit
|F(p)| < c1+ calpl®  fiir alle p.

Also ist 1(v) fiir v € H' () wohldefiniert.

5.25 Lemma. Wenn man g—i mit F, bezeichnet, so gilt unter den Voraussetzungen des
letzten Satzes fiir jedes p € HE (Q)

d
i=1

Beweis. w ist Minimum von I(-), also hat die Funktion ¢t — I(u + tp) in t = 0 ein

Minimum, d.h.
d
<—I(u + tgp)) =0 fiir p € H} (Q).
dt t=0

Wir miissen also Differentiation % und Integration fQ vertauschen, was nach den iiblichen

Satzen moglich ist, da

1 / FAVv)axiso\ < dK Vol 20 [Vl 2y < oo.

O

Grobe Beweis-Idee zu Satz 5.24. Letztendlich muss also gezeigt werden, dass Losungen
u € H (Q) von
/ AT (V) Dy, 0 = 0
Q
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auch v € C*(Q) erfiillen. Hierbei werden Funktionen A': R — R durch AY(Vu) =

F,,(Vu) definiert. Wenn man nun noch fiir ¢, j € {1,...,d}

DA
apj

ai ; () (Vu(z))

definiert, so kann man zeigen, dass die Komponenten von Vu Losungen einer strikt
elliptischen Differentialgleichung in Divergenzform sind. Wenn man dann C“-Regularitit
fiir solche Gleichungen (schwierig, da man nur a; ; € L™ () weiff) beweisen kann, so folgt

das Resultat durch Iteration bzw. Differentiation der Differentialgleichung.
O
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6 Nicht geeignete Ubungsaufgaben

1.1,1.2,23, 33,52, 54, 7.1, 8.3, 8.4
Wichtig: 6, 7.4, 9, 10
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