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1 Der Satz von De Giorgi über Minimavon VariationsproblemenZiel dieses Kapitels ist es zu beweisen, dass Funktionen u ∈ H1 (Ω), welhe auf einerbeshränkten Menge Ω ⊂ Rd das Funktional I(u) = ´

Ω F (∇u(x)) dx minimieren, glattsind. Hierbei sind geeignete Voraussetzungen an F : Rd → R zu stellen.1.1 Ein Aus�ug in die VariationsrehnungSei X ein Banahraum und f : X → R ∪ {+∞}. Dann heiÿt f unterhalbstetig, falls fürjedes x ∈ X und jede Folge (xn)n∈N mit xn → x gilt:
lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x).Die Funktion f heiÿt shwah unterhalbstetig, falls für jedes x ∈ X und jede Folge (xn)n∈Nmit xn ⇀ x shwah gilt:
lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x).Bemerkung. Im Folgenden sei an X = H1 (Ω) für Ω ⊂ Rd beshränkt, f : H1 (Ω) →
R ∪ {+∞}, I(u) = ´

Ω |∇u(x)|2 dx gedaht.1.1 Satz. Seien X ein re�exiver Banahraum, I : X → R ∪ {+∞} shwah unterhalbs-tetig und koerziv im folgenden Sinne: Es gibt α > 0, β ∈ R mit I(u) ≥ α‖u‖ + β für
x ∈ X. Weiter gebe es ein z ∈ X mit I(z) < ∞. Dann gibt es mindestens ein u∗ ∈ Xmit

I (u∗) = inf {I(u) | u ∈ X} ,d.h. das Problem �minv∈X I(v)!� ist lösbar.Beweis. Sei (un)n∈N eine Folge in X mit I (un) → inf {I(v) | v ∈ X}. Die Folge (un)muss wegen der Koerzivität beshränkt sein, es gibt also K ≥ 1 mit ‖un‖ ≤ K für jedes
n ∈ N. Da X re�exiv ist, existieren Teilfolgen (unk

)k und u∗ mit unk
⇀ u∗. Da I shwah
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unterhalbstetig ist, folgt
I (u∗) ≤ inf {I(v) | v ∈ X}und damit
I (u∗) = inf {I(v) | v ∈ X} .Wie erkennt man, dass ein Funktional I : X → R∪{+∞} shwah unterhalbstetig ist?Dazu betrahten wir die folgende1.2 Proposition. Seien X ein Banahraum, I : X → R∪{+∞} konvex und unterhalbs-tetig. Dann ist I shwah unterhalbstetig.Der Beweis dieses Satzes verwendet die Tatsahe (Satz von Mazur), dass in einemnormierten Vektorraum für jede shwah konvergente Folge (xn) mit xn ⇀ x gilt, dasseine Konvexkombination von (xn) bereits stark, d.h. in der Norm, gegen x konvergiert.1.3 Satz (vgl. Satz 6.8 im FA-Skript). Seien X ein re�exiver Banahraum und A ⊂ Xnihtleer, konvex und abgeshlossen. Sei I : A → R ∪ {+∞} konvex, unterhalbstetig undkoerziv. Dann nimmt I auf A sein In�mum an, d.h. es existiert u∗ ∈ A mit

I (u∗) = inf
v∈A

I(v).Beispiel (Auf Re�exivität von X kann niht o.W. verzihtet werden). Sei X = C ([0, 1])mit ‖v‖ = supt∈[0,1] |v(t)| und sei A =

{

v ∈ X |
´

1
2
0 v(t) dt−

´ 1
1
2
v(t) dt = 1

}. Wir de�-nieren
I(v) = sup

t∈[0,1]
|v(t)|.Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 1.3 bis auf die Re�exivität von X erfüllt.Wir betrahten wn(t) gegeben durh

wn(t) =







1 für 0 ≤ x < 1
2 − 1

n
,

n
2 − nx für 1

2 − 1
n
≤ x < 1

2 + 1
n
,

−1 für 1
2 +

1
n
≤ x ≤ 1.
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Sei an ≥ 1 derart, dass un = anwn ∈ A für n ∈ N. Wir bemerken, dass an → 1 gilt.Dann gilt
inf
n∈N

I (un) = 1.Eine stetige Funktion u∗ ∈ A mit I (u∗) = 1 kann es niht geben, da dann
1 =

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ 1
2

0
u∗ −

ˆ 1

1
2

u∗

∣
∣
∣
∣
∣
≤
ˆ 1

0
|u∗| ≤ sup

t∈[0,1]
u∗(t) = 1gelten würde.1.2 Die Lösung des neunten Hilbertshen Problems nah DeGiorgi1.4 Satz (De Giorgi, 1957). Sei F ∈ C∞

(
Rd
). Es gebe K,Λ ≥ 1 und λ > 0 derart, dassfür alle p ∈ Rd gilt:(i) ∣∣∣ ∂F∂pi (p)∣∣∣ ≤ K |p| für i = 1, . . . , d.(ii) λ |ξ|2 ≤∑d

i,j=1
∂2F (p)
∂pi∂pj

ξiξj ≤ Λ|ξ|2 für alle ξ ∈ Rd.
Ω ⊂ Rd sei ein beshränktes Gebiet. Die Funktion u ∈ H1 (Ω) sei Minimierer desFunktionals

I(v) =

ˆ

Ω
F (∇v(x)) dx,d.h. es gelte für ϕ ∈ H1

0 (Ω)

I(u) ≤ I(u+ ϕ).Dann gilt bereits
u ∈ C∞ (Ω) .Bemerkung. • Geshihte: 1900 Hilbert, 1903 Bernstein u.a., 1957 De Giorgi, 1958Nash, 1961 Moser. 5



• Allgemeine Funktionale I(v) =
´

Ω F (x, v(x),∇v(x)) dx sind möglih, wobei mangeeignete Bedingungen an F : Ω× R× Rd stellen muss.
• Nah (i) gilt

|F (p)| ≤ c1 + c2|p|2 für c1, c2 ≥ 1 geeignet.Deswegen folgt
F (∇v(x)) ≤ c1 + c2|∇v(x)|2und I(v) endlih für v ∈ H1 (Ω).Von grundlegender Bedeutung ist die Beobahtung, dass jedes Minimum u ∈ H1 (Ω)des obigen Problems eine Euler-Gleihung erfüllt: Für alle ϕ ∈ H1

0 (Ω) gilt nämlih
ˆ

Ω

d∑

i=1

∂F

∂pi
(∇u) ∂iϕ = 0. (1.1)Beweis der Euler-Gleihung. Sei ϕ ∈ H1

0 (Ω). Zunähst gilt für v ∈ H1 (Ω)

ˆ

Ω

d∑

i=1

∂F

∂pi
(∇v(x)) ∂iϕ(x) dx ≤ dK

ˆ

Ω
|∇v(x)| |∇ϕ(x)| dx

≤ dK ‖∇v‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω) < ∞.Sei u ∈ H1 (Ω) ein Minimierer. Dann ist die Funktion R → R, t 7→ I (u+ tϕ) di�eren-zierbar mit
d

dt
I (u+ tϕ) =

ˆ

Ω

d∑

i=1

∂F

∂pi
(∇ (u+ tϕ)) ∂iϕ dx.Da u ein Minimierer ist, folgt notwendigerweise

[
d

dt
I (u+ tϕ)

]

t=0

= 0 ⇔ Es gilt (1.1).1.5 Folgerung. Seien Ai ∈ C∞
(
Rd
) für i = 1, . . . , d. Es gebe K,Λ ≥ 0, λ > 0 derart,dass für alle p ∈ Rd gilt:(i) |Ai(p)| ≤ K |p| für i = 1, . . . , d.(ii) λ |ξ|2 ≤∑d

i,j=1
∂Ai(p)
∂pj

ξiξj für ξ ∈ Rd.(iii) ∣∣∣∂Ai(p)
∂pj

∣
∣
∣ ≤ Λ für i, j ∈ {1, . . . , d}. 6



u ∈ H1 (Ω) erfülle für jedes ϕ ∈ H1
0 (Ω)

ˆ

Ω

d∑

i=1

Ai (∇u) ∂iϕ = 0 (1.2)Dann gilt u ∈ C∞ (Ω).Bemerkung. Gleihung (1.2) ist die shwahe Formulierung von
∂iA

i (∇u) = 0. (1.3)Wenn (1.3) im klassishen Sinne, d.h. auh punktweise, sinnvoll bzw. korrekt ist, so würdegelten:
d∑

i,j=1

∂Ai (∇u)

∂pj
∂i∂ju = 0.Wir setzen ai,j(x) = ∂Ai(∇u(x))

∂pj
. Die Funktion u ∈ H1 (Ω) wäre damit Lösung einer(herkömmlihen) elliptishen, partiellen Di�erentialgleihung der Form
d∑

i,j=1

ai,j(x) ∂i∂ju(x) = 0.Es ergeben sih folgende Fragen und Probleme:
• Zunähst ist unklar, ob zweite Ableitungen von u überhaupt existieren.
• Die Koe�zienten hängen selbst von der uns unbekannten Funktion u ∈ H1 (Ω) ab.
• I.A. gilt für v ∈ H1 (Ω) niht, dass

x 7→ ∂Ai (∇v)

∂pjstetig ist. Ho�entlih hilft uns hier die Eigenshaft, dass u niht irgendeine Funktionist, sondern ein Minimierer bzw. die Lösung der Euler-Gleihung (1.2).Lösungsansatz Setze v = ∂ku für k ∈ {1, . . . , k}. Wenn u ∈ H2
loc (Ω) ist, so folgt aus(1.3)

d∑

i,j=1

∂i
∂Ai

∂pj
∂j ∂ku
︸︷︷︸

=v

= 0 ⇔
d∑

i,j=1

∂i (ai,j(x) ∂jv(x)) = 0. (1.4)Der Beweis von Korollar 1.5 bzw. von Satz 1.4 beruht nun auf drei Teilshritten:7



(I) Nahweis, dass v = ∂ku tatsählih Lösung im shwahen Sinne von (1.4) ist.Hierzu muss ∂j∂ku als Element aus L2
loc (Ω) existieren. Hinreihend: u ∈ H2

loc (Ω).(II) Falls ai,j : Ω → R messbar, beshränkt und die Matrix (ai,j)i,j gleihmäÿig positivde�nit ist (und keine weiteren Annahmen), so gilt für jede Lösung v ∈ H1
loc (Ω)der Gleihung (1.4) bereits v ∈ Cα (Ω) mit α ∈ (0, 1). (De Giorgi, 1957)Mit (II) wüssten wir, dass ∂ku = v ∈ Cα (Ω) für jeden Index k ∈ {1, . . . , d} gilt, d.h.

∇u ∈ Cα (Ω) ⇒ u ∈ C1,α (Ω) .Demnah wären die Koe�zienten ai,j bereits hölderstetig, also ai,j ∈ Cα (Ω).(III) Seien ai,j : Ω → R messbar, beshränkt und (ai,j)i,j gleihmäÿig, positiv de�nit mit
ai,j ∈ Cα (Ω). Seien f, f1, . . . , fd : Ω → R mit f ∈ L∞ (Ω) und f i ∈ Cα (Ω) für
i = 1, . . . , d. Sei v ∈ H1

loc (Ω) eine Lösung im shwahen Sinne von
∂i (ai,j ∂jv) = f + ∂if

i in Ω.Dann gilt v ∈ C1,α (Ω).Beweis von Korollar 1.5. Wie oben erläutert folgt ai,j ∈ Cα (Ω) wegen (II). Mit (III)folgt
∂ku ∈ C1,α (Ω) für jedes k ∈ {1, . . . , d} .Di�erentiation von (1.4) mittels ∂l für l ∈ {1, . . . , d} liefert

∂i (ai,j ∂j∂lv) = −∂i (∂lai,j ∂jv) .Für die Funktion w = ∂lv erfüllt also dann
∂i (ai,j ∂jw) = −∂if

i mit f i =

d∑

j=1

∂lai,j ∂jv.Beahte, dass ai,j ∈ C1,α ∈ C1,α (Ω) und ∂jv ∈ Cα

f i ∈ Cα (Ω)impliziert. Shritt (III) liefert
∂l∂ku = w ∈ C1,α (Ω) ⇒ u ∈ C2,α (Ω) .8



Bemerkung. • Shritt (I) ist niht shwierig.
• Shritt (II) (Satz von De Giorgi) ist das Herzstük. Beahte, dass ein ursprünglihnihtlineares Problem wie in Korollar 1.5 erfolgreih studiert wird, indem Regulari-tät von Lösungen für eine lineare, partielle Di�erentialgleihung mit allgemeinen,nur beshränkten und messbaren Koe�zientenfunktionen gezeigt wird.
• Shritt (III) ist bekannt als Shauder Theorie. Beim Beweis werden die Koe�zien-tenfunktioen ai,j(x) an Stellen xo ∈ Ω �eingefroren� und die Termine mit

|ai,j(x)− ai,j(x0)|als Störung behandelt.1.6 Proposition. Unter den Voraussetzungen von Korollar 1.5 gilt
u ∈ H2

loc (Ω) .Genauer gilt: Für jedes Ω0 ⋐ Ω gibt es c ≥ 1 derart, dass für jede Lösung u ∈ H1 (Ω)gilt:
‖u‖H2(Ω0) ≤ c‖u‖H1(Ω).Beweis. Wähle τ ∈ C1

c (Ω) mit Ω0 ⋐ Ω′ für Ω′
⋐ Ω, τ = 1 auf Ω0, τ = 0 auf Ω \ Ω′ und

|∇τ | ≤ C (Ω0,Ω
′) := A. Der Beweis folgt durh Wahl von

ϕ = D−h
k

(

τ2 Dh
ku
)für |h| ≤ 1

2 inf
{
dist (Ω0,Ω \ Ω′) ,dist

(
Ω′,Rd \ Ω

)}, wobei für w ∈ L1
(
Rd
), k ∈ {1, . . . , d},

(

Dh
kw
)

(x) =
w (x+ hek)− w(x)

hgesetzt wird. Setze ϕ̃ = τ2 Dh
ku, sodass ϕ = D−h

k ϕ̃ für ϕ̃, ϕ ∈ H1
0 (Ω), da |h| klein und τentsprehend lokalisiert. Es gilt

0 = −
ˆ

Ω

d∑

i=1

Ai (∇u) ∂iD
−h
k ϕ̃ =

ˆ

Ω

d∑

i=1

Ai (∇u(x)) ∂iϕ̃ (x− hek)−
ˆ

Ω

d∑

i=1

Ai (∇u(x)) ∂iϕ̃(x)

=

ˆ

Ω

d∑

i=1

[
Ai
(
∇u (x+ hek)−Ai (∇u(x))

)]

︸ ︷︷ ︸
∂iϕ̃(x)9



und auh
Ai (∇u (x+ hek))−Ai (∇u(x)) =

ˆ 1

0

d

ds
Ai (s∇u (x+ hek) + (1− s)∇u(x)) ds

=

ˆ 1

0





d∑

i=1

∂Ai

∂pj
(s∇u (x+ hek)− (1− s)∇u(x)) ∂j (u (x+ hek)− u(x))

︸ ︷︷ ︸unabh. von s



 ds.Setze
a
h,k
i j (x) =

ˆ 1

0

∂Ai

∂pj
(s∇u (x+ hek) + (1− s)∇u (x))) ds.Beahte, dass (ah,ki j (x)

) gleihmäÿig positiv de�nit und beshränkt ist. Also gilt, da
supp ϕ̃ ⊂ Ω,

ˆ

Ω

d∑

i,j=1

a
h,k
i j (x) ∂j

(

Dh
ku
)

∂iϕ̃
︸︷︷︸

=∂i(τ2Dh
k
u)

dx = 0genau dann, wenn
ˆ

Ω

d∑

i,j=1

a
h,k
i j (x) ∂j

(

Dh
ku(x)

)

∂i

(

Dh
ku(x)

)

τ2 dx (1.5)
= −

ˆ

Ω

d∑

i,j

a
h,k
i j (x) ∂j

(

Dh
ku(x)

)

· 2 · τ (∂iτ) D
h
ku(x) dx

≤Young ε

ˆ

Ω
τ2(x) |∇Dh

ku(x)|2 dx+
C1

ε

ˆ

Ω
|∇τ(x)|2

(

Dh
ku(x)

)2
dx.Da (1.5) ≥ λ

ˆ

Ω
τ2(x) |∇Dh

ku(x)|2 dx,folgt nah Wahl von ε = λ
2

ˆ

Ω0

|Dh
k∇u(x)|2 dx ≤

ˆ

Ω
τ2(x) |Dh

k∇u(x)|2 dx

≤ 4C1

λ2

ˆ

Ω
|∇τ |2

(

Dh
ku(x)

)2
dx

≤ C (λ,A)

ˆ

Ω
|Dh

ku(x)|2 dxÜbung XII.4
≤ C2

ˆ

Ω
|∇u(x)|2 dx.
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Aus ´Ω0
|Dh

k∇u(x)|2 dx ≤ M für alle k ∈ {1, . . . , d} und alle |h| < h0 folgt (siehe ÜbungXII.4 der PDE 1) ´Ω0
|∇2u(x)|2 dx ≤ M . Also folgt
ˆ

Ω0

|∇2u(x)|2 dx ≤ C2

ˆ

Ω
|∇u(x)|2 dx.

1.3 Die Theorie von Morrey und CampanatoWir beweisen hier Shritt (III) im Beweis des Satzes von De Giorgi. Dazu studierenwir elliptishe Di�erentialgleihungen in Divergenzform mit stetigen bzw. hölderstetigenKoe�zienten. Die Theorie ist auh als Störungstheorie von Shauder bekannt.Zur Wiederholung erinnern wir an folgenden1.7 Satz (Morrey). Sei d < p ≤ ∞. Dann existiert eine Konstante c > 0 derart, dassfür alle u ∈ C1
(
Rd
)

‖u‖
Cα(Rd) ≤ c‖u‖

W 1,p(Rd)mit α = 1− d
p
gilt.Beweis. Wir forumulieren folgende Behauptungen:(1) Für alle Kugeln Br(x) ⊂ Rd gilt

 

Br(x)
|u(x)− u(y)| dy ≤ c1

ˆ

Br(x)

|∇u(z)|
|x− z|d−1

dz.(2) Für alle x ∈ Rd gilt
|u(x)| ≤ c‖u‖

W 1,p(Rd).(3) Für alle x, y ∈ Rd mit x 6= y gilt
|u(x)− u(y)| ≤ c|x− y|α‖∇u‖

Lp(Rd)mit α = 1− d
p
.Mithilfe von (1) und (2) können wir (3) beweisen: Wähle x, y ∈ Rd und setze r = |x−y|
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und W = Br(x) ∩Br(y). Es gilt
 

W

|u(x)− u(z)| dz ≤ |Br(x)|
|W |

 

Br(x)
|u(x)− u(z)| dz(1)

≤ c

ˆ

Br(x)

|∇u(z)|
|z − x|d−1

dz (1.6)
≤ c

(
ˆ

Br(x)
|∇u|p

) 1
p
(
ˆ

Br(x)
|x− z|−(d−1) p

p−1 dz

)p−1
p

≤ c
(

r
d−(d−1) p

p−1

) p−1
p ‖∇u‖

Lp(Rd) = c2 r
1− d

p ‖∇u‖
Lp(Rd).Ebenso gilt natürlih

 

W

|u(y)− u(z)| dz ≤ c2 r
1− d

p ‖∇u‖
Lp(Rd).Also erhalten wir

|u(x)− u(y)| =
 

W

|u(x)− u(y)| dz ≤ 2c2 r
1− d

p
︸ ︷︷ ︸

=|x−y|α

‖∇u‖
Lp(Rd).

Bemerkung. Im Wesentlihen verwendet der Beweis Aussage (1) und für x ∈ Rd

 

Br(x)

|∇u(z)|
|z − x|d−1

dz ≤ c r
1− d

p .(Siehe (1.6).)1.8 Lemma. Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt, µ ∈ R, f ∈ L1 (Ω) und K ≥ 1 derart,dass für alle Kugeln Br(x) ⊂ Rd

ˆ

Ω∩Br(x)
|f(y)| dy ≤ K r

d
(

1− 1
p

)mit p > 1 und p > 1
µ
gilt. Dann gilt für x ∈ Rd

ˆ

Ω

|f(y)|
|x− y|d(1−µ)

dy ≤ p− 1

µp− 1
(diamΩ)

d
(

µ− 1
p

)

K.Bemerkung. µ = 1
d
führt zu ´

Ω
|f(y)|

|x−y|d−1 ≤ c . . . .12



Beweis. Setze r = |x− y|, f ≡ 0 auf ΩC, A = diam (Ω). Dann gilt
ˆ

Ω

|f(y)|
|x− y|d(1−µ)

dy ≤
ˆ

Ω
rd(µ−1)|f(y)| dy ≤

ˆ ∞

0
rd(µ−1)

ˆ

∂Br(x)
|f(z)| dO(z) dr.

=

ˆ A

0
rd(µ−1)

(

d

dr

ˆ

Br(x)
|f(z)| dz

)

drpart.
=Int. Ad(µ−1)

ˆ

BA(x)
|f(z)| dz

−d (µ− 1)

ˆ A

0
rd(µ−1)−1

(
ˆ

Br(x)
|f(y)| dy

)

drVorauss.
≤ KA

d(µ−1)+d
(

1− 1
p

)

+Kd(1 − µ)

ˆ A

0
r
d(µ−1)−1+d

(

1− 1
p

)

dr

= K
1− 1

p

µ− 1
p

A
d
(

µ− 1
p

)

.

1.9 Satz. Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt und u ∈ W 1,1 (Ω). Es gebe K ≥ 1,
0 < α < 1 derart, dass für alle Kugeln Br(x) ⊂ Rd

ˆ

Ω∩Br(x)
|∇u(y)| dy ≤ Krd−1+α (1.7)gilt. Dann gilt u ∈ Cα

(
Ω
) und es gibt C = C(d, α) ≥ 1 derart, dass für jede Kugel

Br(z) ⊂ Rd gilt:
sup

x,y∈Ω∩Br(z)
|u(x)− u(y)| ≤ CKrα.Bemerkung. Bedingung (1.7) folgt aus

ˆ

Ω∩B(x,r)
|∇u(y)|2 dy ≤ K ′rd−2+2α, (1.8)denn es ist

ˆ

Ω∩B(x,r)
|∇u(x)| dy

Hölder
≤

(
ˆ

Ω∩B(x,r)
|∇u(y)|2 dy

)1
2
(
ˆ

Ω∩B(x,r)
1 dy

)1
2(1.8)

≤
(

K ′rd−2+2α
) 1

2
C0r

d
2 = C0

√
K ′

︸ ︷︷ ︸

=:K

rd−1+α.
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1.10 De�nition. Seien 1 ≤ p < ∞, λ ≥ 0 und Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Dannbezeihnet Lp,λ (Ω) den Banahraum aller Funktionen u ∈ Lp (Ω), für welhe mit einem
K ≥ 1 gilt:

ˆ

B(x0,̺)
|u(x)− uB(x0,̺)|p dx ≤ K ̺λ für alle x0 ∈ Rd, ̺ ∈ (0, 1) .(Hierbei bezeihnet uA =

ffl

A
u.) Als Norm betrahtet man

‖u‖Lp,λ(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + [u]Lp,λ(Ω)mit
[u]Lp,λ = sup

x0∈Ω,
̺>0

(

̺−λ

ˆ

Ω∩B(x0,̺)
|u(x) − uB(x0,̺)|p dx

)

.1.11 De�nition. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Man sagt Ω ist von auÿen regulär,falls es δ > 0 derart gibt, dass für alle x0 ∈ Ω und 0 < ̺ < diam (Ω) gilt:
|Ω ∩B (x0, ̺)| ≥ δ̺d.1.12 Satz. Sei Ω ⊂ Rd o�en, beshränkt und regulär von auÿen und es gelte d < λ <

d+ p. Dann ist Lp,λ (Ω) isomorph zu Cα
(
Ω
) für α = λ−d

p
.Beweis. Seien u ∈ Cα

(
Ω
), x0 ∈ Ω, x ∈ Ω ∩B (x0, r). Dann gilt

∣
∣u(x)− uB(x0,r)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

 

B(x0,r)
u(x)− uB(x0,r)

∣
∣
∣
∣
∣
≤
 

B(x0,r)
|u(x)− u(y)| dy

≤
 

B(x0,r)

|u(x) − u(y)|
|x− y|α |x− y|α dy ≤ (2r)α [u]

Cα(Ω) .Somit ist
ˆ

Ω∩B(x0,r)
|u(x)− uB(x0,r)|p ≤ C (2r)αp [u]p

Cα(Ω)
rd

≤ Crαp+d [u]p
Cα(Ω)

,d.h. u ∈ Lp,λ (Ω) mit λ = αp+ d, also α = λ−d
p

und ‖u‖Lp,λ(Ω) ≤ C‖u‖Cα(Ω).Sei nun u ∈ Lp,λ (Ω). Wähle 0 < r < R, x0, x ∈ Ω

∣
∣uB(x0,R) − uB(x0,r)

∣
∣p ≤ 2p−1

(
|u(x)− uB(x0,R)|p + |u(x)− uB(x0,r)|p

)
.14



Wir erhalten
|uB(x0,R) − uB(x0,r)|p =

 

Ω∩B(x0,r)
|uB(x0,R) − uB(x0,r)|p dx

≤ 2p−1

δrd

(
ˆ

B(x0,r)∩Ω
|u(x) − uB(x0,R)|p +

ˆ

B(x0,r)∩Ω
|u(x)− uB(x0,r)|p

)Vor.
≤ C1K

Rλ

rd
.Also

|uB(x0,R) − uB(x0,r)| ≤ C2K
1
p
R

λ
p

r
d
p

. (1.9)Ziel ist nun, aus (1.9)
|uB(x0,R) − u (x0) | ≤ C ′K

1
pR

λ−d
p (1.10)zu folgern und shlieÿlih u ∈ Cα

(
Ω
) mit α = λ−d

p
und geeigneter Abshätzung zuerhalten.Wir zeigen nun, dass (1.9) die Gleihung (1.10) impliziert: Wir wählen eine Folge (Rk)mit Rk = 2−kR. Dann folgt (mit R := Rk und r := Rk+1)

|uB(x0,Rk) − uB(x0,Rk+1)| ≤ C3K
1
p 2

k
(

d−λ
p

)

R
λ−d
p .Für k < j folgt dann

|B(x0,Rk) − uB(x0,Rj)| ≤ C4K
1
p (Rk)

λ−d
p .Hieraus folgt nah k → ∞, dass die Folge von Mittelwerten (uB(x0,Rn)

)

n∈N
eine Cauhy-Folge ist. Zunähst könnte der Grenzwert von dem Startradius R abhängen. Aus (1.9)folgt aber auh durh Wahl von (rk) über rk = 2−kr und (Rk) wie eben

|uB(x0,Rk) − uB(x0,rK)| ≤ C5K
1
p

(
R

r

)λ
p

(rk)
λ−d
p → 0 für k → ∞.Damit ist der Grenzwert der Cauhyfolge (uB(x0,Rn)

)

n∈N
unabhägig von R > 0. Somitfolgt, da uB(x,r) → u(x) in L1, Behauptung (1.10) aus (1.9),Wir zeigen nun u ∈ Cα

(
Ω
): Seien x, y ∈ Ω. Setze R = |x− y|. Dann folgt

|u(x) − u(y)| ≤ |uB(x,2R) − u(x)|+ |uB(x,2R) − uB(y,2R)|+ |uB(y,2R) − u(y)|.

15



Es gilt
|uB(x,2R) − uB(y,2R)| ≤ |uB(x,2R) − u(z)|+ |u(z) − uB(y,2R)|und
|uB(x,2R) − uB(y,2R)| ≤

 

B(x,2R)∩B(y,2R)∩Ω
(. . . )äuÿ. Reg.

≤& Vor. C7K
1
pR

λ−d
pBemerkung. In Kurzform besagt der Satz also

Lp,λ (Ω) ∼= Cα
(
Ω
)mit α = λ−d

p
und d < λ < d+ p.1.4 Anwendung der Theorie Morrey und Campanato1.13 Lemma (Caioppoli-Ungleihung). Seien 0 < λ < Λ und aij : B(1) → R für

i, j ∈ {1, . . . , d} mit
λ|ξ|2 ≤ aij (x) ξiξj ≤ Λ|ξ|2 für alle x ∈ B(1), ξ ∈ Rd.Sei u ∈ H1 (B(1)) eine Lösung von ∂i (aij ∂ju) = 0 in B(1) im shwahen Sinne. Danngilt für jede Funktion η ∈ C1

c (B (1))

ˆ

B(1)
η2|∇u|2 ≤ c

ˆ

B(1)
|∇η|2u2, (1.11)wobei c = c(λ,Λ, d) > 0. Insbesondere gilt für 0 ≤ r < R und alle a ∈ R

ˆ

B(r)
|∇u|2 ≤ c

(R− r)2

ˆ

B(R)\B(r)
(u− a)2. (1.12)Beweis. Dass u shwahe Lösung in B(1) ist, bedeutet

ˆ

B(1)
aij ∂iu∂jϕ = 0 für alle ϕ ∈ H1

0 (B (1)) .

16



Wähle ϕ = η2u für ein η ∈ C1
c (B (1)) . Dann erhalten wir

ˆ

B(1)
aij ∂iu

(
2η ∂jη · u+ η2 ∂ju

)
= 0und somit gilt

λ

ˆ

B(1)
η2|∇u|2 ≤ 2

ˆ

B(1)
|aij ||∂iu||η||∂jη||u|

≤ λ

2

ˆ

B(1)
η2|∇u|2 + c (λ,Λ, d)

ˆ

B(1)
|∇η|2u2.Anstelle von ϕ = η2u kann man auh ϕ = η2 (u− a) wählen und erhält rehts ´

B(1) |∇η|2 (u− a)2.Wähle nun η ∈ C1
c (B (1)) mit η ≡ 1 auf B(r), η = 0 auf B (1) \B(R) und |∇η| ≤ 4

R−r
.1.14 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.13 gibt es θ = θ (d, λ,Λ) ∈

(0, 1) derart, dass für r > 0 gilt:
ˆ

B( r
2)

u2 ≤ θ und ˆ

B( r
2)

|∇u|2 ≤ θ

ˆ

B(r)
|∇u|2. (1.13)Weiterhin gibt es c = c(d, λ,Λ) ≥ 1 und µ = µ(d, λ,Λ) ≥ 1 derart, dass für 0 < ̺ < rgilt:

ˆ

B(̺)
u2 ≤ c

(̺

r

)µ
ˆ

B(r)
u2 und ˆ

B( ̺
2)

|∇u|2 ≤ c
(̺

r

)µ
ˆ

B(r)
|∇u|2. (1.14)Der Beweis dieses Satzes ist eine Übung. (Anwenden der Caioppoli-Ungleihung undder Poinaré-Ungleihung.)Bemerkung. • (1.13) bedeutet, dass die L2-Normen von u bzw. ∇u in kontrollierterArt und Weise fallen bzw. wahsen auf Kugeln mit variablem Radius.

• Auÿer der Nullfunktion gibt es also keine harmonishe Funktionen bzw. Lösungenvon
∂i (aij∂ju) = 0 in Rdmit u ∈ L2

(
Rd
), denn: Sei A = ‖u‖L2(B(1)), so folgt ‖u‖L2(B(2)) ≥ A

θ
und somit

‖u‖L2(B(2k)) ≥
A
θk
. Also kann niht u ∈ L2

(
Rd
) gelten.

• Jede harmonishe Funktion (bzw. Lösung von ∂j (aij∂ju) = 0 in Rd mit ∇u ∈
L2
(
Rd
)) ist zwangsläu�g konstant. 17



• (1.14) folgt unmittelbar aus (1.13), liefert allerdings niht den optimalen bzw. fürdoe weotere Theorie notwendigen Exponenten µ. Man kann auh µ = d beweisen,falls die Koe�zienten aij konstant sind.1.15 Proposition. Seien (aij) eine (konstante) Matrix und 0 < λ < Λ mit
λ|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ Λ|ξ|2 für alle ξ ∈ Rd.Sei u ∈ H1

loc (B (1)) eine Lösung von
aij∂i∂ju = ∂i (aij∂ju) = 0 in B(1)im shwahen Sinne (und damit unmittelbar auh im klassishen Sinne). Dann gilt für

0 < ̺ ≤ r
ˆ

B(̺)
u2 ≤ c

(̺

r

)d
ˆ

B(r)
u2,

ˆ

B(̺)
|u− uB(̺)|2 ≤ c

(̺

r

)d+2
ˆ

B(r)

(
u− uB(r)

)2mit einer Konstanten c = c (d, λ,Λ) ≥ 1.Bemerkung. Da mit u auh jede Ableitung von u eine Lösung ist, gelten die entsprehen-den Aussagen auh für die Ableitungen. Beahte, dass u ∈ C∞ (B(1)), da aij konstantaufgrund der bekannten Einbettungssätze.Beweis. Wir beweisen nur den Fall r = 1, 0 < ̺ ≤ 1
2 , da die anderen Fälle durhSkalierung bzw. Anpassen der Konstanten folgen. Wir beweisen zunähst

sup
B( 1

2)
|u|+ sup

B( 1
2)

|∇u| ≤ c

ˆ

B(1)
u2. (1.15)Nah Lemma 1.13 gilt, falls 0 < r < R,

ˆ

B(r)
|∇u|2 ≤ c

(R− r)2

ˆ

B(R)
u2.Da dies auh für alle Ableitungen gilt, können wir ´

B(r) |Dγu|2 nah Iteration durh
´

B(1) |u|2 abshätzen für jede Ordnung |γ| ∈ N. Also gilt für jede Zahl m ∈ N mit einerKonstanten c = c (m,λ,Λ)

‖u‖
Hm(B( 1

2))
≤ c‖u‖L2(B(1)).18



Wähle nun m in Abhängigkeit von d groÿ genug, sodass gilt:
Hm

(

B

(
1

2

))

→֒ C1

(

B

(
1

2

))

.Aus (1.15) folgt nun
ˆ

B(̺)
u2 ≤ c̺d sup

B(̺)
u2 ≤ c̺d

ˆ

B(1)
u2und

ˆ

B(̺)

(
u− uB(̺)

)2 ≤
ˆ

B(̺)
(u(x)− u(0))2 dx ≤ c̺d+2 sup

B(̺)
|∇u|

≤ c̺d+2

ˆ

B(1)
u2.Ersetzen von u durh u− uB(1) liefert die gewünshte Aussage.1.16 Folgerung. Da mit u auh alle Ableitungen ∂ju die Gleihung lösen, folgt unmit-telbar

ˆ

B(̺)
|∇u|2 ≤ c

(̺

r

)d
ˆ

B(r)
|∇u|2, (1.16)sowie

ˆ

B(̺)

∣
∣
∣∇u− (∇u)B(̺)

∣
∣
∣

2
≤ c

(̺

r

)d+2
ˆ

B(r)

∣
∣
∣∇u− (∇u)B(r)

∣
∣
∣

2
. (1.17)1.17 Folgerung. Sei (aij) eine positiv de�nite Matrix wie in 1.15. Sei w ∈ H1 (B (x0, r))eine Lösung von

aij∂i∂ju = ∂i (aij∂ju) = 0im shwahen (und damit sofort im klassishen) Sinne. Sei u ∈ H1 (B (x0, r)) beliebig.Dann gilt für 0 < ̺ < r

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 ≤ c

(
(̺

r

)d
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 +

ˆ

B(x0,r)
|∇ (u− w)|2

)und
ˆ

B(x0,̺)

∣
∣
∣∇u− (∇u)B(x0,̺)

∣
∣
∣

2
≤ c

(
(̺

d

)d+2
ˆ

B(x0,r)

∣
∣
∣∇u− (∇u)B(x0,r)

∣
∣
∣

2
+

ˆ

B(x0,r)

∣
∣
∣∇ (u− w)2

∣
∣
∣

)
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Beweis. Setze v = u− w, dann
ˆ

B(x0,̺)
|∇u|2 ≤ 2

ˆ

B(x0,̺)
|∇w|2 + 2

ˆ

B(x0,̺)
|∇v|2

1.16
≤ c1

(̺

r

)d
ˆ

B(x0,r)
|∇w|2 + 2

ˆ

B(x0,̺)
|∇v|2

≤ 2c1

(̺

r

)d
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 +

(

2c1

(̺

r

)d

+ 2

)
ˆ

B(x0,r)
|∇v|2und

ˆ

B(x0,̺)

∣
∣
∣∇u− (∇u)B(x0,̺)

∣
∣
∣

2
≤ 2

ˆ

B(x0,̺)

∣
∣
∣∇u− (∇w)B(x0,̺)

∣
∣
∣

2

+2

ˆ

B(x0,̺)
| (∇u)B(x0,̺)

− (∇w)B(x0,̺)
︸ ︷︷ ︸

ffl

(∇u−∇w)

|2

≤ 2

ˆ

B(x0,̺)

∣
∣
∣∇u− (∇w)B(x0,̺)

∣
∣
∣

2
+ 2

ˆ

B(x0,̺)
|∇ (u− w) |2

≤ 4

ˆ

B(x0,̺)

∣
∣
∣∇w − (∇w)B(x0,̺)

∣
∣
∣

2
+ 6

ˆ

B(x0,̺)
|∇ (u− w) |2,wobei hier das Ergebnis mit 1.16 und Rüksubstitution folgt.1.18 Lemma. Seien α, β,A,B ≥ 0 mit β < α. Sei ϕ : [0, R] → [0,∞) nihtfallend undes gelte

ϕ (̺) ≤ A
((̺

r

)α

+ ε
)

ϕ (r) +Brβfür 0 < ̺ ≤ r ≤ R. Dann existieren für jedes γ ∈ (0, α) Konstanten c = c (A,α, β, γ)und ε0 = ε0 (A,α, β, γ) derart, dass für ε < ε0 und 0 < ̺ ≤ r ≤ R folgt:
ϕ (̺) ≤ c

((̺

r

)γ

ϕ (r) +B̺β
)

.Insbesondere (durh Vertaushung der Rollen ϕ ↔ r und r ↔ R) gilt für 0 < r ≤ R

ϕ (r) ≤ c
(( r

R

)γ

ϕ (R) +Brβ
)

.Beweis. Wir beweisen nur den Fall β < γ < α, γ ≤ β ist dann sowieso möglih. Wähle
20



τ ∈ (0, 1) mit 2Aτα = τγ und ε0 < τα. Nah Voraussetzung gilt für r < R

ϕ (τr) ≤ Aτα



1 + ετ−α
︸ ︷︷ ︸

<1





︸ ︷︷ ︸

<2
︸ ︷︷ ︸

≤τγ

ϕ (r) +Brβ,

also
ϕ (τr) ≤ τγϕ (r) +Brβ. (1.18)Also gilt für jedes k ∈ N

ϕ
(

τk+1r
)

≤ τγϕ
(

τkr
)

+Bτkβrβ
(

r ↔ τkr
)

≤ τ (k+1)γϕ (r) +Brβτkβ
k∑

j=0

τ j(γ−β)

= τ (k+1)γϕ(r) +Brβτkβ
τ (γ−β)k+1 − 1

τγ−β − 1

≤ τ (k+1)γϕ (r) +
Bτkβrβ

1− τγ−β
. (1.19)Wähle nun k ∈ N mit τk+2r < ̺ ≤ τk+1r und es folgt

ϕ (̺) ≤ ϕ
(

τk+1r
) (1.19)

≤ τ−γτ (k+2)γϕ (r) +
Bτkβrβ

1− τγ−β

≤ τ−γ
(̺

r

)γ

ϕ(r) +
B̺β

1− τγ−β
.1.19 Satz. Seien aij ∈ C (B(1)) mit

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2für alle ξ ∈ Rd, x ∈ B(1). Es gebe eine nihtfallende Funktion ω : [0,∞) → [0,∞) mit
limtց0 ω(t) = w(0) = 0 und

|aij(x)− aij(y)| ≤ ω (|x− y|) für alle x, y ∈ B(1) und i, j = 1, . . . , d.
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Seien c ∈ Ld (B(1)) und f ∈ Lq (B(1)) mit q > d
2 . Sei u ∈ H1 (B(1)) eine Lösung von

−∂i (aij ∂ju) + cu = f in B(1).Dann gilt u ∈ Cα (B(1)) mit α = 2−d
q
> 0. Genauer: Es gibt R0 = R0

(

λ,Λ, ω, ‖c‖Ld(B(1))

)derart, dass für alle x0 ∈ B
(
1
2

) und 0 < r < R0 gilt:
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 ≤ crd−2+2α

(

‖f‖2Lq(B(1)) + ‖u‖2H1(B(1))

)

.Beweis. O.B.d.A. sei d
2 < q. Sei x0 ∈ B(1) und r ∈

(
0, 14
). Wir betrahten eine Hilfs-funktion w in B (x0, r). Sei w ∈ H1 (B (x0, r)) Lösung von

−∂i (aij (x0) ∂jw) = 0 in B (x0, r) ,

w = u auf ∂B (x0, r) ,d.h. w − u ∈ H1
0 (B (x0, r)) und

ˆ

B(x0,r)
aij (x0) ∂jw ∂iϕ = 0 ∀ ϕ ∈ H1

0 (B (x0, r)) .Eine solhe Lösung existiert und ist eindeutig mithilfe des Lemmas von Lax-Milgram.Beahte, dass u folgende �künstlihe� Gleihung erfüllt:
−∂i (aij (x0) ∂ju) = f − cu− ∂i ((aij (x0)− aij (x)) ∂ju) .Daher erfüllt v = u−w die Gleihung
−∂i (aij (x0) ∂jv) = f − cu− ∂i ((aij (x0)− aij (x)) ∂ju)im shwahen Sinne. Wähle als Testfunktion in der shwahen Formulierung

ϕ = v ∈ H1
0 (B (x0, r)) .Es folgt

λ

ˆ

B(x0,r)
|∇v|2 ≤

ˆ

B(x0,r)
|f ||v|

+

ˆ

B(x0,r)
|c||u||v| + c1 (d) max

i,j=1,...,d

ˆ

B(x0,r)
|aij (x0)− aij (x) ||∇u||∇v| dx.
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Es gilt
ˆ

B(x0,r)
|f ||v|

Hölder
≤

(
ˆ

B(x0,r)
|f | 2d

d+2

) d+2
2d
(
ˆ

B(x0,r)
|v| 2d

d+2

) d+2
2dPoinaré

≤
(
ˆ

B(x0,r)
|f | 2d

d+2

) d+2
2d

c2 (d)

(
ˆ

B(x0,r)
|∇v|2

)1
2

≤ c3 (d, λ)

(
ˆ

B(x0,r)
|f | 2d

d+2

) d+2
2d

+
λ

4

ˆ

B(x0,r)
|∇v|2.Des Weiteren gilt wegen ( q(d+2)

2d

)′
= q(d+2)

q(d+2)−2d

(
ˆ

B(x0,r)
|f | 2d

d+2 · 1
) d+2

2d Hölder
≤

(
ˆ

B(x0,r)
|f |q
) 2

q

· |B (x0, r) |
d+2
d

· qd+2q−2d
d+2

≤ c4‖f‖2Lq(B(1)) · r
(

d+2−2 d
q

)

= c4‖f‖2Lq(B(1)) · r
d−2+2

(

2− d
q

)

.Zur Behandlung des Terms ´
B(x0,r)

|c||u||v| verwendet man wieder die Höldershe Unglei-hung mit d
1 , 2

1 , 2d
d−2 (es gilt o�ensihtlih 1

d
+ 1

2 +
d−2
2d = 1) sowie den Satz von Poinaréund die Youngshe Ungleihung. Wir betrahten im Folgenden nur den Fall c ≡ 0, da dasErzielen von rd−2+2α im allgemeinen Fall reht kompliziert ist. Es gilt

c1 (d) max
i,j=1,...,d

ˆ

B(x0,r)
|aij (x0)− aij (x) ||∇u||∇v|

≤ c1 (d)ω(r)

ˆ

B(x0,r)
|∇u||∇v|

≤ c5 (d)ω
2(r)

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + λ

4

ˆ

B(x0,r)
|∇v|2.Zusammen erhalten wir

ˆ

B(x0,r)
|∇v|2 ≤ c6 (λ,Λ, d) ·

(

ω2 (r)

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + rd−2+2α‖f‖2Lq(B(1))

)

.
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Mit Korollar 1.17 folgt für 0 < ̺ ≤ r

ˆ

B(x0,̺)
|∇u|2

︸ ︷︷ ︸

=ϕ(̺)

≤ c7









((̺

r

)d

+ ω2 (r)

)

︸ ︷︷ ︸!
=ε

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2

︸ ︷︷ ︸

=ϕ(r)

+ rd−2+2α
︸ ︷︷ ︸

=rβ

‖f‖2Lq(B(1))
︸ ︷︷ ︸

=B









.Wir wollen nun Lemma 1.18 anwenden. Sei ϕ(̺) = ´

B(x0,r)
|∇u|2, β = d− 2 + 2α (wobeian dieser Stelle α niht desjenige aus Lemma 1.18 ist). Sei ε0 wie durh Lemma 1.18gegeben. Da limtց0 ω(t) = ω(0) = 0, existiert R0 ∈

(
0, 14
) mit

ω(r) ≤ ε0 für alle r ∈ (0, R0) .Fixiere ein solhes R0. Dann folgt mit Lemma 1.18
ˆ

B(x0,̺)
|∇u|2 ≤ c8

(
(̺

r

)d−2+2α
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + ̺d−2+2α‖f‖2Lq(B(1))

)und insbesondere für ̺ < R0

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 ≤ c9̺

d−2+2α

(
ˆ

B(1)
|∇u|2 + ‖f‖2Lq(B(1))

)

.

Wir zeigen nun, dass Lösungen von elliptishen Di�erentialgleihungen in Divergenz-form mit hölderstetigen Koe�zienten hölderstetige Gradienten besitzen, also ∇u ∈ Cαbzw. u ∈ C1,α erfüllen. Man darf aber keine Wunder erwarten. Zum Beispiel gibt es
f ∈ C

(
B
) deart, dass die eindeutige Lösung von ∂i (aij ∂ju) = f in B (im shwahenSinne) zwar u ∈ C1,α (B), aber niht u ∈ C2 (B) erfüllt.1.20 Satz. Seien q > d und α = 1− d

q
. Seien aij ∈ Cα (B(1)) mit λ|ξ|2 ≤ aij (x) ξiξj ≤

Λ|ξ|2 für alle ξ ∈ Rd, x ∈ B(1). Seien c, f ∈ Lq (B(1)) und sei u ∈ H1 (B(1)) eineLösung von
−∂i (aij ∂ju) + cu = f in B(1)im shwahen Sinne. Dann gilt ∇u ∈ Cα (B(1)). Genauer gilt: Es gibt Konstanten R0 =

R0 (λ, ‖aij‖Cα , ‖c‖Lq ) und c0 = c0 (λ, ‖aij‖Cα , ‖c‖Lq ) derart, dass für alle x0 ∈ B
(
1
2

)
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und r ≤ R0 gilt:
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 ≤ c0r
d+2α

(

‖f‖2Lq(B(1)) + ‖u‖2H1(B(1))

)

,d.h. ∇u ∈ L2,λ mit λ = d+ 2α.Beweis. Seien x0 ∈ B (1) und r ∈
(
0, 14
). Wie im Beweis von Satz 1.19 sei w ∈ H1 (B (x0, r))eine Hilfsfunktion, für welhe w − u ∈ H1

0 (B (x0, r)) und
ˆ

B(x0,r)
aij (x0) ∂jw ∂iϕ = 0 ∀ ϕ ∈ H1

0 (B (x0, r))gilt. Sei v = u− w, dann gilt für jedes ϕ ∈ H1
0 (B (x0, r))

ˆ

B(x0,r)
aij (x0) ∂jv ∂iϕ =

ˆ

B(x0,r)
(fϕ− cuϕ) +

ˆ

B(x0,r)
(aij (x0)− aij (x)) ∂ju∂iϕ.Wähle ϕ = v. Mit Hilfe der Ungleihungen von Poinaré, Young und Hölder, sowie dergleihmäÿigen positiven De�nitheit von (aij), folgt

ˆ

B(x0,r)
|∇v|2 ≤ c1 (λ, d)

(

ω2 (r)

ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + · · ·

· · ·+ ‖c‖2Ld(B(x0,r))

ˆ

B(x0,r)
u2 + ‖f‖2

L
2d
d+2 (B(x0,r))

)

.Die beiden Aussagen von Korollar 1.17 führen zu
ˆ

B(x0,̺)
|∇u|2 ≤ c2

(((̺

r

)d

+ r2α
)
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + · · ·

· · · + ‖c‖2
Ld(B(x0,r))

ˆ

B(x0,r)
u2 + ‖f‖

L
2d
d+2 (B(x0,r))

)

, (A)
ˆ

B(x0,̺)
|∇u− (∇u)B(x0,̺)

|2 ≤ c2

(
(̺

r

)d+2
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 + · · ·

· · ·+ r2α
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + ‖c‖2Ld(B(x0,r))

ˆ

B(x0,r)
u2 + ‖f‖2

L
2d
d+2 (B(x0,r))

)

. (B)
25



Mit der Hölder Ungleihung folgt
(
ˆ

B(x0,r)
|f | 2d

d+2

) d+2
d

≤ c3‖f‖2Lq(B(x0,r))
r
d−2+2

(

2− d
q

)

= c3‖f‖Lq(B(x0,r))r
d+2αund

‖c‖2
Ld(B(x0,r))

≤ c3r
2α‖c‖2Lq(B(x0,r))

.Wir betrahten (leider) nur den Fall c ≡ 0, d.h. es gelten nun für x0 ∈ B (1) und
0 < ̺ ≤ r ≤ 1

4

ˆ

B(x0,̺)
|∇u|2 ≤ c2

(((̺

r

)d

+ r2α
)
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + rd+2α [F ]

)

, (A')
ˆ

B(x0,̺)
|∇u− (∇u)B(x0,̺)

|2 ≤ c2

(
(̺

r

)d+2
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 + · · ·

· · ·+ r2α
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 + rd+2α [F ]

)

. (B')Hierbei bezeihnet [F ] = ‖f‖2
Lq(B(1)). Wir werden Lemma 1.18 auf (A') an, müssenallerdings hierfür rd+2α durh rd−2δ für ein beliebiges δ > 0 ersetzen. Es gibt demnah

r1 ∈
(
0, 14
) derart, dass für x0 ∈ B

(
3
4

) und 0 < r < r1 gilt:
ˆ

B(x0,r)
|∇u|2 ≤ c4r

d−2δ
(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)

.Dies in (B') eingesetzt ergibt für 0 < ̺ ≤ r < r1

ˆ

B(x0,̺)
|∇u− (∇u)B(x0,̺)

|2 ≤ c5

(
(̺

r

)d+2
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 + · · ·

· · ·+ r2+2α−2δ
(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)
)

.Da x0 ∈ B
(
3
4

) beliebig war, folgt wiederrum mit Lemma 1.18 für 0 < r < r1

ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 ≤ c6r
d+2(α−δ)

(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)also, da damit ∇u ∈ L2,λ
(
B
(
3
4

))mit λ = d+2 (α− δ) ∇u ∈ Cα−δ
(
B
(
3
4

)). Insbesondere26



folgt
sup
B( 3

4)
|∇u|2 ≤ c

(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)

.Mit dieser Information (siehe den Problemterm r2α
´

B(x0,r)
|∇u|2) folgt nun aus (B') fürjedes x0 ∈ B

(
3
4

), 0 < ̺ < r ≤ r1,
ˆ

B(x0,̺)
|∇u− (∇u)B(x0,̺)

|2 ≤ c7

(
(̺

r

)d+2
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 + · · ·

· · ·+ rd+2α
(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)
)

.Lemma 1.18 liefert
ˆ

B(x0,̺)
|∇u− (∇u)B(x0,̺)

|2 ≤ c8

(
(̺

r

)d+2
ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

+ · · ·

· · ·+ ̺d+2α
(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)
)

.Also gilt für x0 ∈ B
(
1
2

) und 0 < r ≤ r1

ˆ

B(x0,r)
|∇u− (∇u)B(x0,r)

|2 ≤ c9r
d+2α

(

[F ] + ‖∇u‖2L2(B(1))

)

.

1.5 Gleihungen mit nur messbaren und beshränktenKoe�zienten aijWie bisher betrahten wir für Ω ⊂ Rd und Funktionen aij : Ω → R mit i, j = 1, . . . , d,
f : Ω → R und c : Ω → R den Di�erentialoperator

Lu = −∂i (aij∂ju) + cu.Wir erinnern an folgende De�nition:1.21 De�nition. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Eine Funktion u ∈ H1 (Ω) heiÿtSublösung (bzw. Superlösung) der Gleihung Lu = f , falls für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω) mit ϕ ≥ 0
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fast überall in Ω gilt:
ˆ

Ω
aij∂iu∂jϕ+

ˆ

Ω
cuϕ

(≥)

≤
ˆ

Ω
fϕ.In diesem Fall shreibt man häu�g Lu ≤ f (bzw. Lu ≥ f ).1.22 Satz. Sei B (x0, R) ⊂ Rd eine Kugel mit Radius R > 0. Seien aij : B (x0, R) → Rd,

i, j = 1, . . . , d, mit
λ|ξ|2 ≤ aij (x) ξiξj ≤ Λ|ξ|2 für alle x ∈ B (x0, R) , ξ ∈ Rd.Seien q > d und f, c ∈ L

q
2 (B (x0, R)). Dann gilt mit einer positiven Kosntanten c0 =

c0

(

d, λ,Λ, q, ‖c‖
L

q
2 (B(x0,R))

, θ, p0

) für jedes θ ∈ (0, 1) und p0 > 0 und jede Sublösung
u ∈ H1

0 (B (x0, R)) der Gleihung Lu = f

sup
B(x0,θR)

u ≤ c0



(1− θ)−
d
p

(
 

B(x0,R)
|u+ (x) |p0

) 1
p0

+R
2− 2d

q ‖f‖
L

q
2 (B(x0,R))



 .Bemerkung. Man merkt sih den Satz am besten im einfahsten Fall: Setze dazu c ≡ 0,
f ≡ 0, θ = 1

2 , p0 = 2, R = 1, x0 = 0. Dann sagt dieser Satz in Kurzform: �Es gibt
c0 = c0 (d, λ,Λ) > 0 derart, dass für jede Funktion u ∈ H1 (B(1)) mit Lu ≤ 0 in B(1)gilt:

sup
B( 1

2)
u ≤ c0

(
 

B(1)

(
u+
)2

) 1
2 .�Beweis (analog zu Han/Lin �Ellipti Partial Di�. Eq's�, Theorem 4.1). O.B.d.A. könnenwir annehmen: x0 = 0, R = 1. Wir beweisen hier nur den Fall θ = 1

2 und p0 = 2. Der all-gemeine Fall folgt dann mittels Vershiebung und Skalierung, siehe Projekt 4. Für k > 0und m > 0, setze ū = u+ + k und
(ū)m =







ū, falls u < m,

m+ k, falls u ≥ m.
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(Falls u beshränkt ist, so kann man anstelle von (ū)m auh ū betrahten.) Es gilt
∇ (ū)m = 0 auf {u < 0} ∪ {u > m}. Immer gilt natürlih (ū)m ≤ ū. Seien τ ∈ C1

0 (B (1))und p ≥ 0. Wähle als Testfunktion ϕ = τ2
(
(ū)pm · ū− kp+1

). Es gilt
∇ϕ = 2τ∇τ

(
(ū)pm · ū− kp+1

)
+ τ2

(

p (ū)p−1
m ∇ (ū)m · ū+ (ū)pm∇u

)

= τ2 (ū)pm (p∇ (ū)m +∇u) + 2τ∇τ
(
(ū)pm · u− kp+1

)
.Zunähst gilt

ˆ

aij∂ju∂iϕ =

ˆ

aij∂jū (p∂i (ū)m + ∂iū) τ
2 (ū)pm + · · ·

· · ·+ 2

ˆ

aij∂j ū∂iτ
(
(ū)pm ū− kp+1

)
τ

≥ λp

ˆ

τ2 (ū)pm |∇ (ū)m |2 + λ

ˆ

τ2 (ū)pm |∇ū|2 − · · ·

· · · − c1 (d,Λ)

ˆ

|∇ū||∇τ | (ū)pm ū · τ.Es folgt nun aus Lu ≤ f

p

ˆ

τ2 (ū)pm |∇ (ū)m |2 +
ˆ

τ2 (ū)pm |∇ū|2 ≤ c2 (d, λ)

{
ˆ

|∇τ |2 (ū)pm (ū)2 + · · ·

· · ·+
ˆ

|c|τ2 (ū)pm (ū)2 + |f |τ2 (ū)pm ū

}

. (1.20)Es gilt
|f | = |f |

ū
· ū ≤ |f |

R
ū.
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Also gilt
ˆ (

|c|τ2 (ū)pm (ū)2 + |f |τ2 (ū)pm ū
)

≤
ˆ

(

|c| + |f |
k

)

τ2 (ū)pm (ū)2

=

ˆ

|d̃|τ2 (ū)pm (ū)2 ,wobei d̃(x) = |c(x)| + |f(x)|
k

. Wir wissen, dass ‖d̃‖
L

q
2 (B(1))

≤ ‖c‖
L

d
2 (B(1))

+ 1, falls k =

‖f‖
L

q
2 (B(1))

und wählen k ebenso. Wir setzen w(x) = (ū)
p
2
m · ū. Hieraus folgt mit derProduktregel

|∇w|2 =

∣
∣
∣
∣

p

2
(ū)

p−2
2

m · ∇ (ū)m · ū+ (ū)
p
2
m · ∇ū

∣
∣
∣
∣

2

≤ (2 + p)
(
p (ū)pm · |∇ (ū)m |2 + (ū)pm |∇ū|2

)
.Aus (1.19) folgt

ˆ

τ2|∇w|2 ≤ c3

(

(1 + p)

ˆ

|∇τ |2 (ū)pm (ū)2 + (1 + p)

ˆ

τ2d̃ (ū)pm (ū)2
)und es gilt

ˆ

|∇ (τw) |2 ≤ c4

(

(1 + p)

ˆ

|∇τ |2w2 + (1 + p)

ˆ

τ2d̃w2

)

. (1.21)Wenn die Funktion d̃ beshränkt wäre, könnten wir den nähsten Shritt überspringen.Wegen ( q2)′ = q
q−2 gilt mit der Höldershen Ungleihung

ˆ

τ2d̃w2 ≤
(
ˆ

d̃
q
2

) 2
q
(
ˆ

(τw)
2q
q−2

) q−2
q

= ‖d̃‖
L

q
2 (B(1))

‖τw‖2
L

2q
q−2 (B(1))

.Wegen q > d gilt 2 < 2q
q−2 < 2d

q−2 . Mit der üblihen Interpolation in Lp-Räumen folgt,dass eine Konstante c5 (d, q) derart existiert, dass für alle ε > 0 gilt:
‖τw‖2

L
2q
q−2 (B(1))

≤ ε‖τw‖2
L

2d
q−2 (B(1))

+ c5ε
−d
q−d ‖τw‖2L2(B(1)).Mit der Poinaré-Ungleihung shlieÿt man

‖τw‖2
L

2d
d−2 (B(1))

≤ c6 (d, q) ‖∇ (τw) ‖2L2(B(1)).
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Wähle nun ε =
(

(1 + p) ‖d̃‖
L

q
2 (B(1))

c4c6

)−1
· 1
2 . Aus (1.21) folgt damit

ˆ

|∇ (τw) |2 ≤ c4 (1 + p)

ˆ

|∇τ |2w2 + c7

(

c4, c5, c6, ‖d̃‖
L

q
2

)

(1 + p)
q

q−d

ˆ

τ2w2und es gilt
ˆ

|∇ (τw) |2 ≤ c8 (1 + p)β
ˆ

(
|∇τ |2 + τ2

)
w2 mit einem β(d, q) > 0. (1.22)Setze

κ







= d
d−2 , falls d ≥ 3,

> 2, falls d = 2.Aus (1.22) folgt mit Hilfe der Einbettung
(
ˆ

|τw|2κ
) 1

κ

≤ c9 (1 + p)β
ˆ

(
|∇τ |2 + τ2

)
w2.Erst jetzt wählen wir τ . Es gelte 0 < r1 < r0 < 1 und sei τ ∈ C1
0 (B (r0)) mit τ ≡ 1 auf

B (r1) und |∇τ | ≤ 2
r0−r1

. Mit dieser Setzung folgt
(
ˆ

B(r1)
|w|2κ

) 1
κ

≤ c10
(1 + p)β

(r0 − r1)
2

ˆ

B(r0)
w2. (1.23)Wir erinnern uns an w = (ū)

p
2
m · ū

︸ ︷︷ ︸

≥(ū)
p+2
2

m bzw. ≤ū
p+2
2

. Setze γ = p+ 2. Es folgt
(
ˆ

B(r1)
(ū)γκm

) 1
κ

≤ c10
(1 + p)β

(r0 − r1)
2

(
ˆ

B(r0)
ūγ

)

.Falls ‖ū‖Lγ (B(r0)) < ∞, so folgt durh m → ∞

‖ū‖Lγκ(B(r1)) ≤
(

c10
(1 + p)β

(r0 − r1)
2

) 1
γ

‖ū‖Lγ (B(r0)). (1.24)Wir wenden nun (1.24) hintereinander auf vershiedene Radien und Exponenten an. Es
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sei für i ∈ N0

γi = 2 · κi mit γ0 = 2,

ri =
1

2
+

1

2i+1
mit r0 = 1,

(ri−1 − ri)
−2 =

(
1

2i
− 1

2i+1

)−2

= 4 · 4i.(1.24) impliziert nun für alle i

‖ū‖Lγi(B(ri)) ≤ c
i

κi

11 ‖ū‖Lγi−1 (B(ri−1)).Damit folgt für alle n ∈ N

‖ū‖Lγn (B(rn)) ≤ c

∑n
i=1

i

κi

11 ‖ū‖L2(B(1))und es folgt, da ‖v‖Lp(B)
p→∞−−−→ supB |v| für beshränkte Gebiete B,

sup
B( 1

2)
ū ≤ c12‖ū‖L2(B(1))und

sup
B( 1

2)
u+ ≤ c12

(

‖u+‖L2(B(1)) + ‖f‖
L

q
2 (B(1))

)

.1.23 Satz. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.22. Dann gilt mit einer positivenKonstanten c0 = c0

(

d, λ,Λ, q, ‖c‖
L

q
2 (B(x0,R))

, θ, p0

) für jedes θ ∈ (0, 1) und p0 > 0 undjede Superlösung u ∈ H1 (B (x0, R)) der Gleihung Lu = f mit u ≥ ε > 0

inf
B(x0,θR)

u+R
2− 2d

q ‖f‖
L

q
2 (B(x0,R))

≥ c0

(
 

B(x0,R)
u−p0

)− 1
p0

.Bemerkung. Die Aussage ist unabhängig von ε > 0.Bemerkung. Im Fall f = 0 würde man für Lösungen
sup

B(x0,θR)
u ≤ c1 inf

B(x0,θR)
u

32



folgern können, vorausgesetzt man hätte die Voraussetzung
(
 

B(x0,R)
up0

) 1
P0

≤ c

(
 

B(x0,R)
u−p0

)− 1
p0zur Verfügung.Beweis von Satz 1.23. Im allgemeinen Fall beweist man den Satz analog dem Beweisvon Satz 1.22 mit dem einzig Untershied, dass man negative statt positive Exponentenverwendet und niht abshneidet, d.h. man beweist den Basisshritt mit Testfunktionender Form

ϕ = τ2ū−(p+1) mit p > 0, ū = u+ k, k = ‖f‖
L

q
2 (B(x0,R))

.Der Spezialfall c = 0 folgt leiht aus Satz 1.22: O.B.d.A. sei x0 = 0, R = 1, θ = 1
2 . NahVoraussetzung gilt für alle ϕ ∈ H1

0 (B (1)) mit ϕ ≥ 0

ˆ

aij∂iu∂jϕ ≥
ˆ

fϕ.Sei ϕ̃ ∈ C∞
c (B (1)) mit ϕ̃ ≥ 0 beliebig, aber �xiert. Wähle ϕ = (ū)−2 ϕ̃, wobei ū = u+ kund k = ‖f‖

L
q
2 (B(1))

. Sei weiter f̃ = f
ū
und v = 1

ū
. Dann gilt

ˆ

aij∂ju (−2) ū−3∂i (ū) · ϕ̃+

ˆ

aij∂ju (ū)
−2 ∂iϕ̃ ≥

ˆ

f (ū)−2 ϕ̃und somit
ˆ

aij∂jv∂iϕ̃+

ˆ

f̃ vϕ̃ ≤ 0 ∀ ϕ̃ ∈ H1
0 (B(1)) . (1.25)Da ϕ̃ ∈ H1

0 (B (1)), ϕ̃ ≥ 0, beliebig gewählt war, bedeutet (1.25) gerade, dass v eineSublösung der Gleihung
−∂i (aij∂jv) + f̃v = 0ist. Also folgt mit Satz 1.22 (beahte hierbei, dass ‖f̃‖

L
q
2 (B(1))

≤ 1 ist)
sup
B(θ)

(ū)−1 = sup
B(θ)

v ≤ c1

(
 

B(1)
ū−p0

) 1
p0und es folgt

inf ū ≥ c2

(
 

B(1)
ū−p0

)− 1
p0

.
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1.24 Lemma (Bombieri-Giusti, 1972). Sei (U(r))θ≤r≤1 eine nihtfallende Familie vono�enen, zusammenhängenden Teilmengen des Rd. Seien m, c0 positive Konstanten, θ ∈
[
1
2 , 1
], η ∈ (0, 1) und 0 < p0 ≤ ∞. Sei w : U(1) → (0,∞) messbar. Die Funktion w erfülleweiterhin:Für alle r,R ∈ [θ, 1] mit r < R und für alle p ∈ (0,min {1, ηp0}) gilt:

‖w‖Lp0 (U(r)) ≤
(

c0

(R− r)m |U(1)|

) 1
p
− 1

p0 ‖w‖Lp(U(R)) < ∞. (BG1)Des Weiteren gelte
∀ s > 0 |U(1) ∩ {logw > s}| ≤ c0

s
|U(1)|. (BG2)Dann existiert eine Konstante C = C (θ,m, c0, p0) derart, dass

‖w‖Lp0 (U(θ)) ≤ C|U(1)|
1
p0 .Bemerkung. • Sei u Sublösung von Lu = f in U(1). Wähle p0 = ∞. Dann gilt(BG1) nah Satz 1.22.Zunähst ein tehnishes Hilfsmittel:1.25 Lemma. Seien R > 0 und ω, σ : (0, R) → [0,∞) zwei nihtfallende Funktionen.Es gelte mit zwei Konstanten γ, θ ∈ (0, 1)

ω (θr) ≤ γω (r) + σ (r) für 0 < r ≤ R.Dann gibt es c0 = c0 (θ, γ) > 0 derart, dass für jedes µ ∈ (0, 1) und α = (1− µ) ln(γ)
ln(θ) > 0gilt:

ω (r) ≤ c0

(( r

R

)α

ω (R) + σ
(
rµR1−µ

)) für 0 < r ≤ R.Bemerkung. Man denke zunähst an den Fall σ ≡ 0, danah an σ(r) = rβ für ein
β > 0.Beweis. Sei 0 < s ≤ R. Dann gilt für 0 < r ≤ s

ω (θr) ≤ γω (r) + σ (s) ,

ω
(
θ2r
)

≤ γω (θr) + σ (s) ≤ γ2ω (r) + γσ (s) + σ (s)34



und entsprehend für k ∈ N

ω
(

θkr
)

≤ γkω (r) + σ (s)

k−1∑

i=0

γi ≤ γkω (r) +
σ (s)

1− γ
. (1.26)Gegeben 0 < s ≤ R und 0 < r ≤ s, wähle nun k = k (s, θ) ∈ N derart, dass

θks < r ≤ θk−1s

(

⇒ k >
ln
(
r
s

)

ln (θ)
≥ k − 1

)

. (1.27)Also gilt wegen (1.26) und (1.27)
ω (r) ≤ ω

(

θk−1s
)

≤ γk−1ω (R) +
σ (s)

1− γ

≤ 1

γ
γ

(

ln( rs )
ln(θ)

)

︸ ︷︷ ︸

=( r
s)

ln(γ)
ln(θ)

ω (R) +
σ (s)

1− γ
.Betrahte s =

(
r
R

)µ
R > r. Dann folgt
ω (r) ≤ 1

γ

( r

R

)
(

ln(γ)
ln(θ)

)

(1−µ)
ω (R) +

σ
(
rµR1−µ

)

1− γ
.1.26 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen gilt für jede Lösung u ∈ H1 (Ω) von Lu =

f in Ω bereits u ∈ Cα (Ω) für ein α ∈ (0, 1). Genauer gilt: Es gibt c0 = c0 (d, q, λ,Λ) > 0derart, dass für jede Kugel B (x0, R) ⊂ Ω und fast alle x, y ∈ B
(
x0,

R
2

) gilt:
|u(x)− u(y)| ≤ c0

( |x− y|
R

)α
[(

 

B(x0,R)
u2

)

+R
2
(

1− d
q

)

‖f‖
L

q
2 (B(x0,R))

]

.Bemerkung. �u ∈ Cα (Ω)� bedeutet, dass u ∈ H1 (Ω) als Äquivalenzklasse ein Elementaus Cα (Ω) enthält, bzw. u nah Abänderung auf einer Nullmenge in Cα (Ω) ist.Beweis. Wir beweisen (wie üblih) nur den Fall R = 1. Im Beweis shreiben wir B (r)anstelle von B (x0, r) und ‖f‖ anstelle von ‖f‖
L

q
2 (B(x0,R))

= ‖f‖
L

q
2 (B(1))

. Setze für 0 <

r ≤ 1

M (r) = sup
B(r)

u, m (r) = inf
B(r)

u, ω (r) = M (r)−m (r) ,
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d.h. ω (r) ist die Oszillation der Funktion u auf B (r). Wir wissen bereits, dass u+ und
(−u)+ lokal beshränkt sind, also gilt

M (r) < ∞ und m(r) > −∞ für 0 < r ≤ 1.Ziel:
ω (r) ≤ c′rα = c0r

α





(
 

B(1)
u2

) 1
2

+ ‖f‖



 .Setze δ = 2
(

1− d
q

).(A) Die Funktion v1 (x) = M (r)− u ist nihtnegativ in B (r) und erfüllt Lv1 = −f in
B (r).Satz 1.25 (???) impliziert daher

sup
B( r

2)
(M (r)− u) ≤ c1

(

inf
B( r

2)
(M (r)− u) + rδ‖f‖

)

, d.h.
M (r)−m

(r

2

)

≤ c1

(

M (r)−M
(r

2

)

+ rδ‖f‖
)

. (1.28)(B) Die Funktion v2 (x) = u − m (r) ist nihtnegativ in B (r) und erfüllt Lv2 = f in
B (r). Erneut impliziert Satz 1.25 (???)

M
(r

2

)

−m (r) ≤ c1

(

m
(r

2

)

−m (r) + rδ‖f‖
)

. (1.29)Addition von (1.28) und (1.29) liefert
M (r)−m (r) +M

(r

2

)

−m
(r

2

)

≤ c1

(

M(r)−m(r)−
(

M
(r

2

)

−m
(r

2

))

+ 2rδ‖f‖
)

⇒ ω (r) + ω
(r

2

)

≤ c1

(

ω(r)− ω
(r

2

)

+ 2rδ‖f‖
)

⇒ ω
(r

2

)

(c1 + 1) ≤ ω (r) (c1 − 1) + 2c1r
δ‖f‖

⇒ ω
(r

2

)

≤ c1 − 1

c1 + 1
ω (r)

︸ ︷︷ ︸

=:γ

+ c2r
δ‖f‖∞

︸ ︷︷ ︸

σ(r)

.Mit Lemma 1.25 folgt: Es gibt α ∈ (0, 1) derart, dass für 0 < ̺ < 1
2 gilt:

ω (̺) ≤ c3̺
α

(

ω

(
1

2

)

+ ‖f‖
)

.36



Beahte, dass mit Satz (???, Lokale Beshränktheit) gilt:
ω

(
1

2

)

≤ c

(
ˆ

B(1)
u2 + ‖f‖

)

,also folgt die Aussage.
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2 MaximumprinzipienIm ganzen Kapitel sei Ω ⊂ Rd o�en, zusammenhängend und beshränkt.Zur Erinnerung sei Satz 1.3 der PDE 1-Vorlesung wiederholt:2.1 Satz (Starkes Maximumprinzip). Sei Ω ⊂ Rd o�en, beshränkt und zusammenhän-gend. Sei u ∈ C
(
Ω
). Die Funktion u erfülle die Mittelwerteigenshaft in Ω. Dann ist dieFunktion u konstant oder nimmt ihr Maximum auf ∂Ω an.Beweis. Sei M = maxΩ u und A = {x ∈ Ω | u (x) = M}. Wir zeigen, dass A abgeshlos-sen und o�en in Ω ist, denn dann folgt A ∈ {∅,Ω}. A ist abgeshlosen nah De�nition,da u stetig ist. Seien x0 ∈ A und B (x0, r) ⋐ Ω. Dann gilt

ˆ

B(x0,r)
|M − u|
︸ ︷︷ ︸

=v

=

ˆ

B(x0,r)
(M − u) = M |B (x0, r) | −

 

B(x0,r)
uMWE

= M |B (x0, r) | − |B (x0, r) |u (x0) = 0.Dies bedeutet, dass u = M auf B (x0, r) und somit B (x0, r) ⊂ A gilt. Also ist A o�en.Im Allgemeinen steht die Mittelwerteigenshaft natürlih niht zur Verfügung. Aller-dings reiht die Harnak-Ungleihung für nihtnegative Lösungen aus, was man im obigenBeweis unmittelbar erkennt, setze v = M − u ≥ 0.2.2 Satz. Seien aij : Ω → R für i, j = 1, . . . , d messbar und beshränkt. Die Matrix (aij)sei gleihmäÿig positiv de�nit. Sei u ∈ H1 (Ω) und es gelte −∂i (aij∂ju) ≤ 0 in Ω. Fallsfür eine Kugel B ⋐ Ω

sup
B

u = sup
Ω

ugilt, so ist u bereits konstant.Beweis. Harnak-Ungleihung aus Kapitel 1 und Methode wie im Beweis von Satz 2.1.
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Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass Ω ⊂ Rd o�en, beshränkt und zusammenhän-gend ist. Wir betrahten Koe�zientenfunktionen aij , bi, c ∈ C
(
Ω
) für i, j ∈ {1, . . . , d}und Di�erentialoperatoren der Form

Lu = −aij

Hesse Matrix
︷︸︸︷

∂i∂j u
︸ ︷︷ ︸Spur des Produktes +bi∂iu+ cu für u ∈ C2 (Ω) .Wir sagen, L sei elliptish, falls die Matrix (aij (x))ij gleihmäÿig bezüglih x ∈ Ω positivde�nit ist, d.h.

∃ λ > 0 ∀ x ∈ Ω ∀ ξ ∈ Rd :

d∑

i,j=1

aij (x) ξiξj ≥ λ|ξ|2.2.3 Proposition. Es gelte c ≥ 0 in Ω. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
). Es gelte Lu < 0 in Ω.Falls das Maximum von u in Ω nihtnegativ ist, so liegt es auf dem Rand ∂Ω.Beweis. Wir nehmen an, x0 ∈ Ω erfülle u (x0) ≥ 0 und u (x0) ≥ u (x) für alle x ∈ Ω.Dann gilt ∇u (x0) = 0 und (∂i∂ju (x0)) ≤ 0 (negativ semide�nit). Da wegen der positivenDe�nitheit (aij (x0)) > 0 gilt, folgt

(aij (x0)) (∂i∂ju (x0)) ≤ 0und
Spur [(aij (x0)) (∂i∂ju (x0))] ≤ 0,d.h. ∑d

i,j=1 aij (x0) ∂i∂ju (x0) ≤ 0. Es folgt
(Lu) (x0) ≥ 0und somit ein Widerspruh.Bemerkung. Im Fall c ≡ 0 kann auf die Annahme, dass das Maximum nihtnegativ ist,verzihtet werden.2.4 Satz (Shwahes Maximumprinzip). Es gelte c ≥ 0 in Ω. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
).Es gelte Lu ≤ 0 in Ω. Falls das Maximum von u in Ω nihtnegativ ist, so liegt es aufdem Rand ∂Ω.
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Beweis. Seien ε > 0 und α > 0. Sei v(x) = u (x) + εeαx1 , dann folgt
Lv = Lu+ εeαx1

(
−a11α

2 + b1α+ c
)
.Wähle α > 0 groÿ genug, sodass

−a11 (x)α
2 + b1 (x)α+ c (x) < 0 für jedes x ∈ Ωgilt. Dies ist möglih, da a11 (x) ≥ λ > 0 und b1, c beshränkt sind. Also gilt für solhes

α und alle ε > 0

Lv < 0 in Ω.Proposition 2.3 impliziert nun
sup
Ω

u ≤ sup
Ω

v ≤ sup
∂Ω

v+ ≤ sup
∂Ω

u+ + ε sup
x∈∂Ω

eαx1 .Nah Grenzübergang ε ց 0 folgt die Aussage.Bemerkung. Die Forderung c ≥ 0 in Ω ist notwendig! Betrahte das Problem
−∆u− 2u = 0 in Ω = {(x, y) | 0 < x < π, 0 < y < π} ,

u = 0 auf ∂Ω.Die Funktion u (x, y) = sin (x) sin (y) ist eine Lösung des obigen Dirihlet-Problems,nimmt aber ein Maximum in Ω an.2.5 Proposition. Seien B ⊂ Rd eine Kugel und x0 ∈ ∂B. Es gelte c ≥ 0 in B. Sei
u ∈ C2 (B) ∩ C (B ∪ {x0}). Es gelte Lu ≤ 0 in B und u (x0) ≥ 0, u (x) < u (x0) für alle
x ∈ B. Dann gilt für jeden Vektor ν mit 〈ν, η (x0)〉 > 0

lim inf
t→0

u (x0)− u (x0 − tν)

t
> 0,wobei η (x0) die äuÿere Normale von B in x0 ist.Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an: B = B (0, r) = B (r) und u ∈ C2 (B) ∩ C

(
B
) und

u (x) < u (x0) für alle x ∈ B \ {x0}. Sei M = B ∩B
(
x0,

r
2

).
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Setze für α > 0

h(x) = e−α|x|2 − e−αr2und für ε > 0

v (x) = u(x) + εh(x).Beahte, dass u (x) ≤ v (x) für alle x ∈ Ω, α > 0 und ε > 0 gilt.(I) Wir zeigen durh Nahrehnen, dass für α genügend groÿ
Lh < 0 in Mgilt. Hieraus folgt

Lv = Lu+ εLh < 0 in M (2.1)für alle ε > 0.Beweis von (I).
Lh = e−α|x|2






−4α2

d∑

i,j=1

aij (x)xixj + 2α
d∑

i=1

aii (x)− 2α
d∑

i=1

bi (x)xi + c






− ce−αr2 .

Fixiere α, sodass (2.1) gilt.(II) Wir zeigen nun, dass es ein ε > 0 derart gibt, dass die Funktion v ihr Maximumbezüglih M in x0 annimmt.Beweis von (II). Das Maximum kann niht in M angenommen werden, da Lv < 0 in Mgilt (shwahes Maximumprinzip, v (x0) = u (x0) ≥ 0).41



(i) x ∈ ∂M ∩ B: Beahte max∂M∩B u(x) < u (x0). Wähle δ > 0 mit u(x) < u (x0)− δfür alle x ∈ ∂M ∩ B. Wähle ε > 0 genügend klein, sodass εh (x) < δ für alle
x ∈ ∂M ∩B gilt. Es folgt

v (x) < u (x0) = v (x0) ∀ x ∈ ∂M ∩B. (2.2)(ii) x ∈ ∂B ∩M , h(x) = 0.
v(x) = u(x) < u (x0) = v (x0) ∀ x ∈ ∂B ∩M.Sei ε > 0 so gewählt, dass (2.2) gilt. Shritt (I) und (II) implizieren für alle ν ∈ Rdmit 〈ν, η (x0)〉 > 0 und t → 0

v (x0)− v (x0 − tν)

t
≥ 0und es folgt

lim inf
t→0

u (x0)− u (x0 − tν)

t
≥ −ε

∂h

∂ν
(x0) > 0.

2.6 Satz (Starkes Maximumprinzip nah Hopf). Es gelte c ≥ 0 in Ω. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩
C
(
Ω
). Es gelte Lu ≤ 0 in Ω. Falls u ein nihtnegatives Maximum in Ω besitzt und diesesniht am Rand annimmt, so ist u konstant.Beweis. Sei M = maxΩ (u+) und A = {x ∈ Ω | u (x) = M}. Wir wollen zeigen, dass

A ∈ {∅,Ω}. Wir nehmen an, dass A ( Ω gilt. Dann exisitert eine Kugel B ⊂ Ω \ A mit
∂B ∩A 6= ∅. Sei x0 ∈ ∂B ∩A. Es gilt nah Voraussetzung Lu ≤ 0 in B. Es gilt weiterhin

u (x) < u (x0) für alle x ∈ B,

u (x0) = M ≥ 0.Mit Proposition 2.5 folgt ∂u
∂η

(x0) > 0, da u stetig di�erenzierbar in einer Umgebung von
x0 ist. Hierbei beizeihnet η die äuÿere Normale von B in x0. Es aber auh

∇u (x0) = 0gelten, denn x0 ∈ Ω. Dies ist ein Widerspruh zu ∂u
∂η

(x0) > 0!42



2.7 Folgerung (Vergleihssatz). Sei c ≥ 0 in Ω. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
) mit Lu ≤ 0in Ω und u ≤ 0 auf ∂Ω. Dann folgt u ≤ 0 in Ω. Genauer gilt: Es folgt u < 0 in Ω oder

u ≡ 0 in Ω.2.8 Folgerung. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
) mit Lu ≤ 0 in Ω und u ≤ 0 in Ω. Dann gilt

u < 0 in Ω oder u ≡ 0 in Ω.Beweis. Sei x0 ∈ Ω mit u (x0) = 0. Für alle x ∈ Ω gilt
L̃u (x) = −aij (x) ∂i∂ju (x0) + bi (x) ∂iu (x) + c+ (x)

︸ ︷︷ ︸

=c̃(x)

u (x) ≤ c− (x) u (x) ≤ 0,wobe c = c+ − c−. Mit Korollar 2.7 folgt die Behauptung.2.9 Satz. Sei ∂Ω ∈ C2. Sei w ∈ C2 (Ω)∩C1
(
Ω
) mit w > 0 in Ω und Lw ≥ 0 in Ω. Sei

u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
) mit Lu ≤ 0 in Ω. Dann gilt:1. Die Funktion u

w
ist konstant oder nimmt in Ω kein nihtnegatives Maximum an.2. Falls u

w
in x0 ∈ ∂Ω ein nihtnegatives Maximum annimmt, so gilt für alle ν mit

〈ν, η (x0)〉 > 0
∂

∂ν

( u

w

)

(x0) > 0.Bemerkung. Es wird keine Vorzeihenbedinung an c gestellt.Beweis. Sei v = u
w
. Dann erfüllt v

−aij∂i∂jv + b̃i∂iv + c̃v ≤ 0 in Ωmit
b̃i = bi +

2

w
aij∂i∂jw,

c̃ =
Lw

w
.Die Behauptung folgt aus 2.5 und 2.6.
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Wir setzen
Λ = max

i,j
max
x∈Ω

|aij (x) |+max
i

max
x∈Ω

|bi|.2.10 Satz. Es gelte c ≥ 0 in Ω. Seien f ∈ C
(
Ω
), ϕ ∈ C (∂Ω) und u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
).Es gelte

Lu = f in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω.Dann folgt
|u (x) | ≤ max

∂Ω
|ϕ|+ c0 max

Ω
|f | (2.3)mit einer positiven Konstanten c0 = c0 (λ,Λ,diam (Ω)).Beweis. Wir suhen eine Funktione w : Ω → R mit

−w ≤ u ≤ w in Ω.Natürlih sollte w derart gewählt werden, dass am Ende die Abshätzung (2.3) folgt.Unser Ziel ist es,
u− w ≤ 0 in Ω und

−u− w ≤ 0 in Ωzu zeigen. Dies wird erreiht, wenn wir
u− w ≤ 0 auf ∂Ω, −u− w ≤ 0 auf ∂Ω,

L (u− w) ≤ 0 in Ω, L (−u− w) ≤ 0 in Ωzeigen können. w sollte am Rand gröÿer als ϕ sein und negativ gekrümmt, wobei dieKrümmung immer negativ wird, wenn wir einen Parameter gegen ∞ shiken. Ein Bei-spiel hierfür ist
f : (0, 1) → R, f (x) = −eαx.O.B.d.A. können wir l > 0 derart wählen, dass
Ω ⊂

{

x ∈ Rd
∣
∣
∣ 0 < x1 < l

}

.
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Setze f̄ = maxΩ |f | und ϕ̄ = max∂Ω |ϕ|. Setze für α > 0

v (x) = ϕ̄+
(

eαl − eαx1

)

f̄ .Dann gilt
∂i∂jv = ∂i

(
−eαx1δj1αf̄

)
= −eαx1δi1δj1α

2f̄ ,

aij∂i∂jv = −α2f̄eαx1a11,

(Lv) (x) = α2f̄eαx1a11 (x)− αf̄eαx1b1 (x) + c (x) v (x)

≥ eαx1 f̄
(
α2λ− αb1

)
≥ eαx1 f̄

(
α2λ− αΛ

)

︸ ︷︷ ︸

≥1

≥ f̄ für α ≥ α0 (λ,Λ) .Wir halten fest:
v ≥ ϕ auf ∂Ω,

Lv ≥ f̄ ≥ Lu in Ωund mit Korollar 2.7 erhalten wir
u (x) ≤ v (x) für x ∈ Ω.Analog erhalten wir
u (x) ≥ −v für x ∈ Ωund somit

|u (x) | ≤ ϕ̄+



eαl − eαx1

︸︷︷︸

≥1



 f̄ ≤ max
∂Ω

|ϕ|+ c0 max
Ω

|f |.

2.1 L
∞-Abshätzungen für den Gradienten von LösungenIn diesem Abshnitt ist

Lu = −aij∂i∂ju+ bi∂iu,wobei aij , bi ∈ C1
(
Ω
). Weiterhin sei f ∈ C

(
Ω× Rd

).
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2.11 Satz. Sei u ∈ C3 (Ω) ∩ C1
(
Ω
). Es gelte

Lu = f (·, u) in Ω.Dann folgt
sup
Ω

|∇u| ≤ sup
∂Ω

|∇u|+ c0,wobei c0 eine positive Konstante ist, welhe nur von λ, diam (Ω), ‖aij‖C1(Ω), ‖bi‖C1(Ω),
M = maxΩ |u| und ‖f‖

C1(Ω×[−M,M ]) abhängt.Bemerkung. Selbstredend ist f (x, u (x)) = −c (x)u (x) möglih, d.h. wir betrahten hierallgemeinere Probleme.Bevor wir uns dem Beweis von 2.11 zuwenden, wollen wir zwei Formeln bemerken:
∂i
(
|∇u|2

)
= 2|∇u| ∇u

|∇u|∂i∇u = 2∇u∂i∇u = 2∂ku∂k∂iuund
∂i∂j

(
|∇u|2

)
= 2∂k∂ju∂k∂iu+ 2∂ku∂k∂i∂ju.Beweis. Wir di�erenzieren die Gleihung Lu = f (·, u) mittels ∂k:

−∂k (aij) ∂i∂ju− aij∂k∂i∂ju+ ∂k (bi) ∂iu+ bi∂i∂ku = ∂kf (·, u) + ∂2f (·, u) ∂ku. (2.4)Ziel ist es jetzt, die (Un-) Gleiung für L
(
|∇u|2

) herzuleiten. Multiplikation von (2.4)mit ∂ku und Summation über k ergibt:
− aij∂k∂i∂ju · ∂ku− aij∂k∂ju∂k∂iu+ bi∂i∂ku∂ku

= ∂k (aij) ∂i∂ju∂ku− ∂k (bi) ∂iu∂ku+ ∂kf (·, u) ∂ku+ ∂2f (·, u) |∇u|2

− aij∂k∂ju∂k∂iu =: R.H.S.Somit ergibt sih
−aij

2
∂i∂j

(
|∇u|2

)
+

bi

2
∂i
(
|∇u|2

)
= R.H.S.,d.h.

L
(
|∇u|2

)
= 2 · R.H.S.Beahte:

−aij∂k∂ju∂k∂iu ≤ −λ|∇2u|2.
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Daher gilt nah Anwendung der Voraussetzungen und Youngshen Ungleihung
L
(
|∇u|2

)
≤ −λ|∇2u|2 + c1|∇u|2 + c1,wobei c1 > 0 von den Daten der Gleihung abhängt wie c0 in der Aussage.Unser Ziel ist es nun, v ≈ |∇u|2 mit Lv ≤ 0 in Ω zu �nden.Nebenrehnung:

L
(
u2
)

= −aij∂i∂j
(
u2
)
+ bi∂i

(
u2
)
= −aij∂i (2u∂ju) + bi2u∂iu

= −2aij∂iu∂ju− 2u · aij∂i∂ju+ 2ubi∂iu

≤ −2λ|∇u|2 + 2u Lu ≤ −2λ|∇u|2 + 2uf (·, u) .Also:
L
(
|∇u|2 + αu2

)
≤ −λ|∇2u|2 + (c1 − 2λα) |∇u|2 + c2α

≤ −λ|∇2u|2 − |∇u|2 + c2α für α ≥ c1 + 1

2λ
.

L
(

|∇u|2 + αu2 + eβx1

)

≤ −λ|∇2u|2 − |∇u|2 für β > β0 (c2, α)und Ω ⊂ {x1 > 0}. Setze v (x) = |∇u|2 + αu2 + eβx1 mit α, β wie oben. Es folgt
Lv ≤ 0 in Ω.Somit

sup
Ω

|∇u| ≤
√

sup
Ω

|∇u|2 ≤ · · · ≤ sup
∂Ω

|∇u|+ c0.

2.2 Das Maximumprinzip von Alexandrov-BakelmannSei Ω ⊂ Rd wie immer o�en, beshränkt und zusammenhängend. Wir erinnern zunähstan eine Variante des Satzes 2.10:2.12 Satz. Sei c ≥ 0 in Ω. Sei u ∈ C2 (Ω)∩C
(
Ω
). Es gelte Lu ≤ f in Ω. Dann gilt miteiner positiven Konstanten c0 = c0 (λ,Λ,diam (Ω))

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + c0 max
Ω

f+.
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Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 2.10.Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen und De�nitionen.2.13 De�nition. Seien u ∈ C (Ω) und y ∈ Ω. Dann de�nieren wir die obere Kontakt-menge von u in Ω als
G+ := G+ (u,Ω) :=

{

y ∈ Ω
∣
∣
∣ ∃ p ∈ Rd ∀ x ∈ Ω: u (x) ≤ u (y) + 〈p, x− y〉

}

.

χ (y) := χ (y;u,Ω) :=
{

p ∈ Rd
∣
∣
∣ ∀ x ∈ Ω: u (x) ≤ u (y) + 〈p, x− y〉

}

,

χ (u,Ω) := ∪y∈Ωχ (y;u,Ω) .Bemerkung. • Falls u in x ∈ Ω di�erenzierbar und p ∈ χ (x;u,Ω), so folgt p =

∇u (x).
• Falls u ∈ C1 (Ω), so gilt

χ (u,Ω) = χ
(
u,G+ (u,Ω)

)
= ∇u

(
G+ (u,Ω)

)

= Bildmenge von ∇u für x ∈ G+ (u,Ω) .Beispiel. Seien Ω = B (x0, R) ⊂ Rd, a > 0 und u : Ω → R mit
u (x) = a

(

1− |x− x0|
R

)

= a− a
|x− x0|

R
.Dann ist G+ = Ω und

χ (y) =







− a
R

(y−x0)
|y−x0|

, falls y 6= x0,

B
(
0, a

R

)
, falls y = x0.2.14 Lemma. Sei u ∈ C2 (Ω). Dann ist die Hesseshe Matrix (D2u

)
(z) negativ semi-de�nit für z ∈ G+ (u,Ω).Beweis. Sei z ∈ G+ (u,Ω). Setze w : Ω → R durh

w (x) = u (x)− u (z)− 〈∇u (z) , x− z〉 .Dann gilt w (z) = 0 und für x ∈ Ω ist w (x) ≤ 0. Also hat w ein Maximum in z undsomit folgt (D2w
)
(z) ≤ 0.
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Wir erinnern an den Transformationssatz:Satz (Transformationssatz). Seien Ω ⊂ Rd o�en, ϕ : Ω → Rd derart, dass ϕ : Ω →
ϕ (Ω) ein Di�eomorphismus ist. Sei f : ϕ (Ω) → R nihtnegativ und messbar (oder f ∈
L1 (ϕ (Ω))). Dann ist auh f ◦ ϕ : Ω → R messbar und es gilt

ˆ

ϕ(Ω)
f (x) dx =

ˆ

Ω
f (ϕ (x)) |detJϕ (x)| dx.2.15 Lemma. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
). Dann gilt

|χ (u,Ω)| ≤
ˆ

G+(u,Ω)
|detD2u|.Beweis. Natürlih gilt auh hier χ (u,Ω) = ∇u(G+ (u,Ω)). Für die Jaobi-Matrix derAbbildung ∇u : Ω → Rd gilt

J∇u (x) = D2u (x) für alle x ∈ Ω und
J∇u (x) ≤ 0 für alle x ∈ G+ (u,Ω) .Sei ε > 0 und de�niere χε : Ω → Rd, χε (x) = χ (x;u,Ω)−εx. Dann gilt für x ∈ G+ (u,Ω)

Jχε =
(
D2u− εId×d

)
(x) < 0.Mit Hilfe des Transformationssatzes folgt

|χε (Ω)| =

ˆ

χε(Ω)
1 =

ˆ

(∇u−εId)(G+(u,Ω))
1Transf.-

=satz ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣det

(
D2u− εId×d

)
(x)
∣
∣ dxund somit erhalten wir mit ε → 0 und dem Lemma von Fatou

|χ (u,Ω)| =
ˆ

χ(u,Ω)
1 ≤

ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣det

(
D2u

)∣
∣ dx.2.16 Proposition. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
). Dann gilt

sup
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+
diam (Ω)

|B (1) | 1d

(
ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣detD2u

∣
∣

) 1
d

.50



Beweis. Dank Lemma 2.15 wissen wir
|χ (u,Ω)| ≤

ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣detD2u

∣
∣ .O.B.d.A. nehmen wir an: u ≤ 0 auf ∂Ω. Anderenfalls würden wir ũ = u − max∂Ω ubetrahten. Sei x0 ∈ Ω derart, dass u ein positives Maximum in x0 annimmt. Betrahtedie Funktion k : Ω → R, deren Graph ein Hüthen ist mit SPitze in (x0, u (x0)) und Basis

∂Ω. Betrahte weiterhin eine Funktion k̃ : B (x0, R) → R mit R = diam (Ω), deren Graphein Hüthen ist mit Spitze in (x0, u (x0)) und Basis ∂B (x0, R).

Es gilt
χ (k,Ω) ⊂ χ (u,Ω) ,

χ
(

k̃,Ω
)

⊂ χ (k,Ω)und somit
∣
∣
∣χ
(

k̃,Ω
)∣
∣
∣ ≤ |χ (u,Ω)| .Wie im obigen Beispiel gezeigt, gilt

(
u (x0)

diam (Ω)

)d

|B (1) | =
∣
∣
∣χ
(

k̃,Ω
)∣
∣
∣

Lem. 2.15
≤

ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣detD2u

∣
∣und somit

u (x0) ≤
diam (Ω)

|B(1)| 1d

(
ˆ

G+(u,Ω)

∣
∣detD2u

∣
∣

) 1
d

.Für die Formulierung des Maximumprinzips von Alexandrov-Bakelmann ist die gleih-51



mäÿige Elliptizität von L niht zwingend erforderlih. Seien aij ∈ C
(
Ω
) mit

aij (x) = aji (x) ∀ x ∈ Ω und
∀ x ∈ Ω ∀ ξ ∈ Rd : aij (x) ξiξj > 0,d.h. die Matrix A = (aij) ist in jedem Punkt x ∈ Ω positiv de�nit, dies aber i. A. nihtgleihmäÿig bezüglih x ∈ Ω. Wir nehmen an, das es Funktionen λ, Λ: Ω → R gibtderart, dass für D (x) = detA (x) und D∗ (x) = (detA (x))

1
d gilt:

0 < λ ≤ D∗ ≤ Λ auf Ω.Bemerkung. Falls A gleihmäÿig positiv in Ω ist, so kann man natürlih λ und Λkonstant wählen.2.17 Lemma. Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
). Unter den obigen Voraussetzungen folgt

sup
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+
diam (Ω)

(B (1))
1
d · d

∥
∥
∥
∥

aij∂i∂ju

D∗

∥
∥
∥
∥
Ld(G+(u,Ω))

.Bemerkung. u ∈ W
2,d
loc (Ω) ∩ C

(
Ω
) ist ausreihend.Beweis. Vgl. Proposition 2.16. Sei H (x) = −D2u (x). Da A und H symmetrish sind,gilt

((detH) (detA))
1
d ≤ Spur (AH)

d
.Für x ∈ G+ (u,Ω) gilt

∣
∣detD2u (x)

∣
∣ = det (H (x)) ≤ 1

detA (x)

(
Spur (H (x)A (x))

d

)d

=
1

D (x)

(−aij (x) ∂i∂ju (x)

d

)d

.Lemma 2.17 ist ein Spezialfall des Maximumprinzips von Alexandrov-Bakelmann.2.18 Satz. Sei L ein Di�erentialoperator der Form in 2.12. Die Koe�zienten aij seienpositiv de�nit wie oben. Es gelte c ≥ 0 und b
D∗

∈ Ld (Ω). Sei f : Ω → R mit f
D∗ ∈ Ld (Ω).Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
). Es gelte Lu ≤ f in Ω. Dann gilt

sup
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + c0

∥
∥
∥
∥

f

D∗

∥
∥
∥
∥
Ld(Ω)52



mit einer positiven Konstanten c0 = c0

(

d,diam (Ω) ,
∥
∥ b
D∗

∥
∥
Ld(Ω)

).Beweis. Im Fall bi = c = 0 folgt der Beweis unmittelbar aus Lemma 2.17, wenn manberüksihtigt, dass
−∂i∂ju ≥ 0 auf G+ (u,Ω)gilt. Der allgemeine Fall ist tehnish aufwendiger, da eine Verallgemeinerung des Trans-formationssatzes (area-formula) benötigt wird.Bemerkung. Im Falle, dass (aij) gleihmäÿig positiv de�nit ist, ist D∗ durh Konstantennah oben und unten beshränkt.
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3 Lokale Regularität fürDi�erentialgleihungen inNiht-DivergenzformSei Ω ⊂ Rd wieder o�en, beshränkt und zusammenhängend. Wie in Kapitel 2 sei L einDi�erentialoperator der Form
Lu = −aij∂i∂ju+ bi∂iu+ cufür u ∈ C2 (Ω) bzw. u ∈ W

2,d
loc (Ω). Die Koe�zienten aij , bi und c seien stetig auf Ω. Wirnehmen an, dass L gleihmäÿig elliptish auf Ω ist, d.h. es gibt λ, Λ > 0 mit

∀ x ∈ Ω ∀ ξ ∈ Rd : λ|ξ|2 ≤ aij (x) ξiξj ≤ Λ|ξ|2.Zur Vereinfahung der Shreibweise nehmen wir an, dass für zwei positive Zahlen γ, ν > 0

Λ

λ
< γ und ( |b (x) |

λ

)2

+
|c (x) |

λ
∀ x ∈ Ωgilt. Der folgende Satz ist ein Analogon zu Satz (??xy??).3.1 Satz. Sei f ∈ Ld (Ω). Sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
) mit Lu ≤ f in Ω. Dann gilt für jedeKugel B (x0, 2R) ⊂ Ω und jedes p > 0

sup
B(x0,R)

u ≤ co





(
 

B(x0,2R)

(
u+
)p

) 1
p

+
R

λ
‖f‖Ld(B(x0,R))



mit einer positiven Konstanten c0 = c0
(
d, γ, νR2, p

)
> 0.Bemerkung. u ∈ W 2,d (Ω) ist ausreihend.Beweis. O.B.d.A. sei x0 = 0, R = 1 (ansonsten Koordinatentransformation) und u ≤ 0

54



auf ∂B (1). Sei für q ≥ 0 und x ∈ B = B (1)

τ (x) =
(
1− |x|2

)q
.Ziel ist es, die Gleihung zu lokalisieren.

∂iτ = q
(
1− |x|2

)q−1
(−2) |x| · xi|x| = −2qxi

(
1− |x|2

)q−1
,

∂i∂jτ = −2qδij
(
1− |x|2

)q−1 − 2qxi

(

−2 (q − 1) xj
(
1− |x|2

)q−2
)

= −2qδij
(
1− |x|2

)q−1
+ 4q (q − 1) xixj

(
1− |x|2

)q−2
.Setze v = τu. Berehne, welhe Gleihung bzw. welhe Ungleihung nun für v gilt.

−aij∂i∂jv = τ (−aij∂i∂ju)− 2aij∂iτ∂ju− uaij∂i∂jτ

≤
Lu≤f

τ (f − bi∂iu− cu)− 2aij∂iτ∂ju− uaij∂i∂jτ. (3.1)Der Beweis folgt aus Lemma 2.17, wenn wir die rehte Seite von (3.1) nah oben durhTermine abshätzen können, die nur Daten der Gleihung und Werte von u, niht aberWerte von Ableitungen von u enthalten. Zum Glük wird die rehte Seite nur aufG+ (v,B)betrahtet.Beahte, dass v ∈ C2 (B) ∩ C
(
Ω
) mit v (∂Ω) = {0} gilt. v ist konkav auf G+ =

G+ (v,B), also gilt
|∇v| ≤ v

1− |x| auf G+. (3.2)Für x ∈ G+ gilt dann
|∇u (x) | =

1

τ (x)
|∇v (x)− u (x)∇τ (x) | ≤ 1

τ (x)
(|∇v (x) |+ |u (x) ||∇τ (x) |)(3.2)

≤ 1

τ (x)

(
v (x)

1− |x| + |u (x) ||∇τ (x) |
)

≤ 2 (τ (x))−
1
q |u (x) |+ 2q

(
1− |x|2

)−1 |u (x) |

≤ 2 (1 + q) (τ (x))
− 1

q |u (x) | (3.3)wegen 1
1−|x| ≤ 2

1−|x|2
für x ∈ B (1). Mit (3.3) folgt dann aus (3.1)

−aij∂i∂jv ≤ c1λτ
− 2

q v + f auf G+
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mit einer positiven Konstanten c1 = c1 (d, q, γ, ν). Wir wenden Lemma 2.17 an underhalten
sup
B

v ≤ c2

(∥
∥
∥τ

− 2
q v+

∥
∥
∥
Ld(B)

+
1

λ
‖f‖Ld(B)

)

≤ c2

(

sup
B

v+
)1− 2

q
∥
∥
∥

(
u+
) 2

q

∥
∥
∥
Ld(B)

+
1

λ
‖f‖Ld(B).Wähle q = 2d

p
, falls p ≤ d (der andere Fall ist dann einfah). Mit Hilfe der YoungshenUngleihung folgt dann

sup
B

v ≤ c3

((
ˆ

B

(
u+
)p
) 1

p

+
1

λ
‖f‖Ld(B)

)

.

Als Vorbereitung für die Harnak-Ungleihung geben wir hier ein sehr spezielles Lemmaan. Im Folgenden bezeihnet W (x0, r) den Würfel in Rd mit Mittelpunkt in x0 undRadius r > 0, d.h.
W (x0, r) =

{

x ∈ Rd
∣
∣
∣ |x− x0|∞ < r

}

.3.2 Lemma. Seien W0 ⊂ Rd ein o�ener Würfel und Γ ⊂ W0 eine messbare Teilmenge.Setze für 0 < δ < 1

Γδ =
⋃

{W (y, 3R) ∩W0 | W (y,R) ⊂ W0, |Γ ∩W (y,R)| ≥ δ |W (y,R)|} .Dann gilt im Falle Γδ 6= W0

|Γ| ≤ δ |Γδ|
(

⇔ |Γδ| ≥
1

δ
|Γ|
)

.Bemerkung. Für δ → 0 wird das Ereignis Γδ = W0 immer wahrsheinliher.
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Beweis. Wir beginnen auf einer groben Skala und verfeinern danah sukzessive. Es gilt
(|Γ ∩W0| > δ |W0| ⇒ Γδ = W0) .Also gilt im Fall Γδ 6= W0 die Aussage |Γ ∩W0| ≤ δ |W0|. Wir zerlegen W0 in 2d kongru-ente, disjunkte Unterwürfel W (i1), i1 ∈ {1, . . . , 2d}. Sei nun i1 ∈

{
1, . . . , 2d

}. Dann gibtes genau 2 Möglihkeiten:(1) |Γ ∩W0 (i1)| ≤ δ |W (i1)| (�shlehter Würfel�).(2) |γ ∩W0 (i1)| > δ |W (i1)| (�guter Würfel�).Sei F1 die Menge aller �guten� Würfel, d.h. mit Eigenshaft (2). Diese Würfel bleibenfortan unangetastet. Die Würfel W (i1) mit Eigenshaft (1), d.h. �shlehte� Würfel,werden nun jeweils in 2d Unterwürfel W (i1, i2) mit i2 ∈ {1, . . . , 2d} zerlegt wie im erstenShritt. Für jeden dieser Würfel gilt wiederum genau eine der beiden Eigenshaften analogzu (1) oder (2). Sei F2 die Menger aller W (i1, i2)-Würfel mit Eigenshaft (2). F2 enthältalso genau diejenigen Würfel, die in der zweiten Vertiefungsebene gut sind. Auf dieseWeise konstruieren wir F1,F2,F3, . . . . De�niere
F = {W (i1, i2, . . . , im−1) | ∃ im : W (i1, . . . , im−1, im) ∈ Fm}als die Menge aller Würfel mit einem �guten� Unterwürfel. Beahte, dass Würfel W ∈ F
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selbst �shleht� sind. Für W (i1, . . . , im) ∈ Fm gilt
|Γ ∩W (i1, . . . , im)| > δ |W (i1, . . . , im)| und
|Γ ∩W (i1, . . . , im−1)| ≤ δ |W (i1, . . . , im−1)| .

W (i1, . . . , im) ∈ Fm impliziert aber W (i1, . . . , im−1) ⊂ Γδ, da um den Faktor 3 aufge-pumpte Unterwürfel ihren jeweiligen Oberwürfel enthalten.Somit folgt
⋃

W∈F

W ⊂ Γδ. (3.4)Damit folgt
∣
∣
∣
∣
∣
Γ ∩

⋃

W∈F

W

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

W∈F

(γ ∩W )

∣
∣
∣
∣
∣
=
∑

W∈F

|Γ ∩W |

≤ δ
∑

W∈F

|W | = δ

∣
∣
∣
∣
∣

⋃

W∈F

W

∣
∣
∣
∣
∣

(3.4)
≤ δ |Γδ| .Es gilt damit

|Γ| =
∣
∣
∣
∣
∣
Γ ∩

⋃

W∈F

W

∣
∣
∣
∣
∣
≤ δ |Γδ| .3.3 Satz. Sei f ∈ Ld und sei u ∈ C2 (Ω) ∩ C

(
Ω
) mit Lu ≥ f in Ω. Es gelte u ≥ 0 in

B (x0, 2R) ⊂ Ω. Dann existieren p = p
(
d, γ, νR2

)
> 0, c0 = c0

(
d, γ, νR2

)
≥ 1 derart,

58



dass gilt:
(
 

B(x0,R)
up dx

) 1
p

≤ c0

(

inf
B(x0,R)

u+
R

λ
‖f‖Ld(B(x0,2R))

)

. (3.5)Bemerkung. • Für ∆u = 0, u ≥ 0 in B (x0, 2R), gilt die entsprehende Aussage mit
f = 0 natürlih. Sie folgt aus der Harnak-Ungleihung. Abshätzung (3.5) heiÿtauh shwahe Harnak-Ungleihung.

• Im Falle bi = c = 0 gilt ν = 0.Beweis. Wir beweisen nur den Fall bi = c = 0. Der allgemeine Fall ist niht viel shwieri-ger, wenn man das Maximumprinzip von Alexandrov-Bakelman für diesen Fall bewiesenhat. Wir können o.B.d.A. annehmen: x0 = 0, R = 1
2 , sonst Koordinatentransformation.Setze

ũ = u+
1

λ
‖f‖Ld(B(1)), ̺ =

1

6
√
d
,

Γ = {x ∈ B (1) | ũ (x) ≥ 1} .Der Beweis erfolgt in mehreren Shritten:Shritt 1: Es gibt K = K (d, γ) ≥ 1, δ = δ (d, γ) > 0 mit
inf

W (3̺)
ũ ≥ K−1, falls |Γ ∩W (̺) | ≥ δ|W (̺) |,wobei W (̺) ein beliebiger Würfel mit Radius ̺ ist.Shritt 2: Für jedes m ∈ N gilt

inf
W (̺)

ũ ≥ K−m, falls |Γ ∩W (̺)| ≥ δm |W (̺)| . (3.6)Shritt 3: Setze für t ≥ 0

Γt = {x ∈ B (1) | ũ (x) > t} .Dann existieren c1 = c1 (d, γ) ≥ 1 und µ = µ (d, γ) > 0 derart, dass für alle t > 0gilt:
|Γt ∩B (̺)| ≤ c1|B (̺) |

(

inf
B(̺)

ũ

)µ

t−µ.
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Shritt 4: Es gibt p = p (d, γ) > 0 mit
(
 

B(̺)
up dx

) 1
p

≤ c1

(

inf
B(̺)

u+
1

λ
‖f‖Ld(B(1))

)

.Shritt 5: Shlieÿlih gilt mit c0 = c0 (d, γ) Abshätzung (3.5) mit x0 = 0, R = 1
2 .Wir zeigen zunähst, wie Shritt 2 aus Shritt 1 folgt. Für m = 1 ist dann die Aussagebereits bewiesen.Wir nehmen an, (3.6) sei bewiesen für ein m ∈ N. Wir zeigen (3.6) für m+1. Es geltealso

|Γ ∩W (̺)| ≥ δm+1 |W (̺)| .Es ist zu zeigen:
inf
W (̺)

ũ ≥ K−(m+1).Setze W̃0 = W (̺) und
Γδ =

⋃{

W (x, 3r) ∩ W̃0

∣
∣
∣ W (x, r) ⊂ W̃0 mit |Γ ∩W (x, r)| ≥ δ |W (x, r)|

}

.Lemma 3.2 liefert nun: Γδ = W̃0 oder ∣∣∣Γ ∩ W̃0

∣
∣
∣ ≤ δ |Γδ|. Wegen Shritt 1 wissen wir, dass

infΓδ
ũ ≥ K−1 gilt. Im Fall Γδ = W̃0 = W (̺) gilt dann

inf
W (̺)

ũ ≥ K−1 ≥ K−(m+1).Im Fall ∣∣∣Γ ∩ W̃0

∣
∣
∣ ≤ δ |Γδ| setzen wir v = Ku, ṽ = v + K

λ
‖f‖Ld(B(1)) (⇒ ṽ = Kũ) und

Γ̃ = {x ∈ B (1) | ṽ ≥ 1}. Wegen infΓδ
ũ ≥ K−1 gilt trivialerweise Γδ ⊂ Γ̃ und es folgt

∣
∣
∣Γ̃ ∩ W̃0

∣
∣
∣ ≥ |Γδ| ≥

1

δ

∣
∣
∣Γ ∩ W̃0

∣
∣
∣ =

1

δ
|Γ ∩W (̺)|Ind.vor.

≥ δm |W (̺)| .Nah Induktionsannahme gilt infW (̺) ṽ ≥ K−m und es folgt
inf
W (̺)

ũ ≥ K−(m+1).
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