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1 Der Satz von De Giorgi iiber Minima

von Variationsproblemen

Ziel dieses Kapitels ist es zu beweisen, dass Funktionen u € H' (), welche auf einer
beschréinkten Menge 2 C R? das Funktional I(u) = [, F (Vu(z)) dz minimieren, glatt
sind. Hierbei sind geeignete Voraussetzungen an F': R? — R zu stellen.

1.1 Ein Ausflug in die Variationsrechnung

Sei X ein Banachraum und f: X — R U {+oc}. Dann heifit f unterhalbstetig, falls fiir
jedes x € X und jede Folge (), mit z, — z gilt:

lim inf () > f(2).

Die Funktion f heifst schwach unterhalbstetig, falls fiir jedes x € X und jede Folge (z,)

mit x, — x schwach gilt:

neN

lim inf () > f(2).

Bemerkung. I'm Folgenden sei an X = H' (Q) fiir Q@ C R? beschrinkt, f: H' () —
RU {+o0}, I(u) = [ |Vu(z)* dz gedacht.

1.1 Satz. Seien X ein reflexiver Banachraum, I: X — R U {400} schwach unterhalbs-
tetig und koerziv im folgenden Sinne: Es gibt o > 0, f € R mit I(u) > o||ul| + B fir
x € X. Weiter gebe es ein z € X mit I(z) < co. Dann gibt es mindestens ein u* € X
mat

I(u*)=1inf{l(u)|ue X},

d.h. das Problem ,minycx I(v)!” ist losbar.

Beweis. Sei (up)nen eine Folge in X mit I (u,) — inf {I(v) | v € X}. Die Folge (uy)
muss wegen der Koerzivitdt beschriankt sein, es gibt also K > 1 mit ||u,|| < K fiir jedes

n € N. Da X reflexiv ist, existieren Teilfolgen (uy, ), und u* mit u,, — u*. Da I schwach



unterhalbstetig ist, folgt
I'(w*)<inf{I(v)|veX}

und damit
I(w")=inf{I(v) |veX}.

O

Wie erkennt man, dass ein Funktional /: X — RU{+o00} schwach unterhalbstetig ist?

Dazu betrachten wir die folgende

1.2 Proposition. Seien X ein Banachraum, I: X — RU{+o00} konver und unterhalbs-
tetig. Dann ist I schwach unterhalbstetiq.

Der Beweis dieses Satzes verwendet die Tatsache (Satz von Mazur), dass in einem
normierten Vektorraum fiir jede schwach konvergente Folge (z,) mit z,, — z gilt, dass

eine Konvexkombination von (z,,) bereits stark, d.h. in der Norm, gegen x konvergiert.

1.3 Satz (vgl. Satz 6.8 im FA-Skript). Seien X ein reflexiver Banachraum und A C X
nichtleer, konvex und abgeschlossen. Sei I: A — R U {+o0} konvez, unterhalbstetig und

koerziv. Dann nimmt I auf A sein Infimum an, d.h. es existiert u* € A mat

I(u") = 3251[(”)'

Beispiel (Auf Reflexivitdt von X kann nicht 0.W. verzichtet werden). Sei X = C ([0, 1])
1
mit [|v]| = supsep 1) [v(t)] und sei A = {v € X | [Zo(t) dt — [Lo(t) dt = 1}. Wir defi-
’ 2
nieren

I(v) = sup |v(t)].
t€[0,1]

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 1.3 bis auf die Reflexivitdt von X erfiillt.

Wir betrachten wy,(t) gegeben durch

1 fir 0 <o <§—1
wn(t) = % —nx firj—i<z<i+l
~1 fir §+ 5+ <z <1



Sei a,, > 1 derart, dass u, = apw, € A fir n € N. Wir bemerken, dass a,, — 1 gilt.
Dann gilt

inf I (up) = 1.
g ! L)

Eine stetige Funktion u* € A mit I (v*) = 1 kann es nicht geben, da dann

1
5 * 1 *
u — u
1
0 3

1
- < [wl< s wr =1
0

te(0,1]

gelten wiirde.

1.2 Die Losung des neunten Hilbertschen Problems nach De

Giorgi

1.4 Satz (De Giorgi, 1957). Sei F € C* (R?). Es gebe K,A > 1 und A > 0 derart, dass
fiir alle p € R? gilt:

(i) (g—;(p)‘ <Klp| firi=1,...,d.

2
(i) MEP < S0 ) Grald &6y < AJ[? fiir alle & € RY.

Q C RY sei ein beschrinktes Gebiet. Die Funktion u € H'(Q) sei Minimierer des

Funktionals
I(v) :/F(Vv(x)) dz,
Q
d.h. es gelte fiir o € H} (Q)
I(u) < I(u+ ).

Dann gilt bereits
ueCv(Q).

Bemerkung. o (leschichte: 1900 Hilbert, 1903 Bernstein u.a., 1957 De Giorgi, 1958
Nash, 1961 Moser.



o Allgemeine Funktionale I(v) = [ F x),Vou(z)) dz sind maoglich, wobei man

geeignete Bedingungen an F. QxR x Rd stellen muss.

e Nach (i) gilt
|F(p)| < e+ co |p|2 fiir c1,co > 1 geeignet.

Deswegen folgt
F (Vu(z)) < 1 + 2| Vo(z)]?

und I(v) endlich fir v e H' ().

Von grundlegender Bedeutung ist die Beobachtung, dass jedes Minimum u € H*! (Q)
des obigen Problems eine Euler-Gleichung erfiillt: Fiir alle p € H} (Q) gilt néimlich

/ Z apz dip = 0. (1.1)

Beweis der Euler-Gleichung. Sei ¢ € Hi (). Zunichst gilt fiir v € H! (Q)

/ Zapl ) dupla) do < 4K [ 1V0(a)|[V4(@)] da

< dK ||Vl 2o lVel r2q) < oo.

Sei v € H'(Q) ein Minimierer. Dann ist die Funktion R — R, t ~ I (u + ty) differen-

zierbar mit

—I (u+typ) = /Zap (u+tp)) Oip da.

Da u ein Minimierer ist, folgt notwendigerweise

d
[ I(u+ tgo)] =0 <« Esgilt (1.1).
dt 0

O

1.5 Folgerung. Seien A €¢ C™ (]Rd) firi=1,...,d. Es gebe K,A >0, A\ > 0 derart,
dass fiir alle p € R? gilt:

(i) |Al(p)| < K |p| firi=1,....d.
(i) AEP < >of._ 25w

(iii) (%ﬁm‘ <A firi,je{1,...,d}.

&5 fiir € € RY,




u € HY(Q) erfiille fiir jedes ¢ € HE (Q)

d
LA}:A%vmaw:m (1.2)
=1

Dann gilt u € C*> (Q).

Bemerkung. Gleichung (1.2) ist die schwache Formulierung von
AN (Vu) = 0. (1.3)

Wenn (1.3) im klassischen Sinne, d.h. auch punktweise, sinnvoll bzw. korrekt ist, so wiirde

gelten:

Zwaau_o

i,j=1 Op;
' () = QA (Vu(@) : 1 . P :
Wir setzen a; j(x) = o Die Funktion uw € H"' () wdre damit Lésung einer

(herkommlichen) elliptischen, partiellen Differentialgleichung der Form

d
Z x) d;0ju(x) = 0.

Es ergeben sich folgende Fragen und Probleme:
e Zundchst ist unklar, ob zweite Ableitungen von u iberhaupt existieren.
e Die Koeffizienten hingen selbst von der uns unbekannten Funktion u € H' (Q) ab.
o LA. gilt fiir ve H'(Q) nicht, dass

DA (Vv)

xT +—
apj

stetig ist. Hoffentlich hilft uns hier die Eigenschaft, dass u nicht irgendeine Funktion

ist, sondern ein Minimierer bzw. die Losung der Euler-Gleichung (1.2).

Lésungsansatz  Setze v = Opu fiir k € {1,...,k}. Wenn u € H?

. (Q) ist, so folgt aus
(1.3)

Za%awho@ Za%]mm»o. (1.4)

2,j=1 - i,7=1

Der Beweis von Korollar 1.5 bzw. von Satz 1.4 beruht nun auf drei Teilschritten:



(I) Nachweis, dass v = Jyu tatsichlich Losung im schwachen Sinne von (1.4) ist.

Hierzu muss 0;0;u als Element aus L} () existieren. Hinreichend: v € H7_ (2).

(IT) Falls a;;: € — R messbar, beschréinkt und die Matrix (a;;), ; gleichméfig positiv

definit ist (und keine weiteren Annahmen), so gilt fiir jedeiyLb'sung v e HL ()
der Gleichung (1.4) bereits v € C* (2) mit o € (0,1). (De Giorgi, 1957)
Mit (IT) wiissten wir, dass Opu = v € C* (Q) fiir jeden Index k € {1,...,d} gilt, d.h.
VueC() = uecCh(Q).
Demnach wéren die Koeffizienten a; ; bereits holderstetig, also a; ; € C* ().

(ITT) Seien a; ;: £ — R messbar, beschrénkt und (a;;), ; gleichméfig, positiv definit mit

a;j € C* (). Seien Y f Q= Rmit f € L®(Q) und ff € C*(Q) fiir
i=1,...,d. Seiv € H. () eine Lésung im schwachen Sinne von

0; (am 3]'1)) =f+ 3Zfl in Q.
Dann gilt v € CL (Q).

Beweis von Korollar 1.5. Wie oben erlautert folgt a;; € C*(Q2) wegen (IT). Mit (III)
folgt
Opu € CH(Q)  fiir jedes k € {1,...,d}.

Differentiation von (1.4) mittels g, fiir [ € {1,...,d} liefert
8z~ (ai,j ajalv) = —Gi (31@1'7]' 3]'?)) .

Fir die Funktion w = gv erfiillt also dann
0; (am- ajw) =—0;f* mit f'= Z alai,j ajv.
j=1
Beachte, dass a;; € C1® € Cb () und 9jv € C*
flec™ ()
impliziert. Schritt (III) liefert

Oogu=w € CH(Q) = uecC>(Q).



Bemerkung. o Schritt (I) ist nicht schwierig.

e Schritt (II) (Satz von De Giorgi) ist das Herzstiick. Beachte, dass ein urspringlich
nichtlineares Problem wie in Korollar 1.5 erfolgreich studiert wird, indem Requlari-
tdt von Lésungen fiir eine lineare, partielle Differentialgleichung mit allgemeinen,

nur beschrinkten und messbaren Koeffizientenfunktionen gezeigt wird.

o Schritt (III) ist bekannt als Schauder Theorie. Beim Beweis werden die Koeffizien-

tenfunktioen a; j(x) an Stellen x, € Q0 ,eingefroren” und die Termine mit

|ai () — aij(zo)]
als Storung behandelt.
1.6 Proposition. Unter den Voraussetzungen von Korollar 1.5 gilt
ue HE,(Q).

Genauer gilt: Fiir jedes Qg € 0 gibt es ¢ > 1 derart, dass fiir jede Lésung u € H' (Q)
gilt:

[ull 22 00) < cllull (-

Beweis. Wihle 7 € C! (Q) mit Qo € & fiir ' € Q, 7 =1 auf Qp, 7 = 0 auf 2\ ' und
V7| < C(920,Q) := A. Der Beweis folgt durch Wahl von

p= D,;h (7’2 D,’;u)
fiir |h| < § inf {dist (0,2 \ @), dist (', R?\ Q) }, wobei fiirw € L' (RY), k € {1,...,d},

<Dﬁw> (z) = w(z + he};;) — w(x)

gesetzt wird. Setze ¢ = 72 Dl'u, sodass ¢ = D,;hgb fiir @, p € H (Q), da |h| klein und 7
entsprechend lokalisiert. Es gilt

d . d d
o= -/ >4 (V) 8D 7= / >4 (Vule)) 063~ hew) - /| > A (Vule) 0igte)

d
= [ 3 [ (Ve + hey) — 4 (Vul)] 060

/

~~



und auch

. 4 13
A" (Vu (x + heg)) — A" (Vu(z)) = /0 514@ (sVu (x + hex) + (1 — s)Vu(x)) ds

1 (. d i
— / ( (;A (sVu (z + heg) — (1 — s)Vu(x)) 05 (u(z + heg) — u(x))) ds.
0 Pj

~
unabh. von s

Setze ‘
o () = LAl
%z o Opj

(sVu (z + hex) + (1 —s)Vu(x))) ds.

Beachte, dass <ah’k

i (x)) gleichméfig positiv definit und beschréankt ist. Also gilt, da

supp ¢ C {2,

/Za -<Dku) dp  dw=0

3,j=1

genau dann, wenn

/Q >l (2)9; (Dlu(@)) 0 (Dhu()) 7 da (1.5)

(1.5) >>\/ z) [VDlu(z)? dz,

folgt nach Wahl von € = %

/ ]le?Vu(x)]Q dz < /TQ(JU)\DZVU(JU)]Q dz
Qo Q
401 2 h 2
< ~z /Q]VT\ (Dku(ac)> dx

< oA /Q]D’k?u(m)]Q dz

Ubung XII.4
£ o / V(@) da.
Q

10



Aus fQO |DhVu(x)? dz < M fiir alle k € {1,...,d} und alle |h| < hq folgt (siehe Ubung
XIL4 der PDE 1) [, [V?u(z)|* dz < M. Also folgt

/ |V2u(x)* dz < C’g/ |Vu(z)|? da.
Q0 Q

1.3 Die Theorie von Morrey und Campanato

Wir beweisen hier Schritt (III) im Beweis des Satzes von De Giorgi. Dazu studieren
wir elliptische Differentialgleichungen in Divergenzform mit stetigen bzw. holderstetigen
Koeffizienten. Die Theorie ist auch als Storungstheorie von Schauder bekannt.

Zur Wiederholung erinnern wir an folgenden

1.7 Satz (Morrey). Sei d < p < co. Dann ezistiert eine Konstante ¢ > 0 derart, dass
fiir alle u € C* (Rd)

[ullga (ray = €llullyrp gay
mita=1-— % gilt.
Beweis. Wir forumulieren folgende Behauptungen:
(1) Fiir alle Kugeln B,(z) C R? gilt

[Vu(2)|
u(zx) — u(y dygc/ ——— dz.
]fay(x)| (=) ~uly)] By |z — 2]41

(2) Fiir alle z € R? gilt

lu(z)] < CHUHWLP(Rd)-
(3) Fiir alle z,y € R? mit z # y gilt
u(e) — u(®)] < el — 411Vl g
mit o =1-— %.

Mithilfe von (1) und (2) kénnen wir (3) beweisen: Wihle x,y € R? und setze r = |z —y|

11



und W = B,(z) N B, (y). Es gilt

][ lu(z) —u(z)| dz < 15: ) lu(z) — u(z)] dz
w |W| Br(x)
(1)
LN . CC TR (1.6)
By () |z — z|
. p—1
r _ d—l)L P
< ¢ (/ \Vu!p> (/ e R dz)
By (x) By (x)
p—1 d
< (rIII) TVl gaay = 277 V0l gy

Ebenso gilt natiirlich

_d
£ luty) = u(a)| @z < o' [Vl
w
Also erhalten wir

) = ul)| = fu(o) = uo)] d= < 262 2 [Vl

=|z—yl|*

Bemerkung. Im Wesentlichen verwendet der Beweis Aussage (1) und fiir x € R?

][ 7|Vu(z)| dz < crlf%.
By(x) 12 — |47

(Siehe (1.6).)

1.8 Lemma. Seien Q C R? offen und beschrinkt, u € R, f € L' (Q) und K > 1 derart,
dass fiir alle Kugeln B,(z) C R?

/ ) dy < &)
QN By (z)

mit p > 1 und p > i gilt. Dann gilt fir z € R?

/()] p=1 o od(n-t)

o

Bemerkung. = é fihrt zu fﬂ

12



Beweis. Setze r = |z —y|, f = 0 auf Q¢, A = diam (Q). Dann gilt

/ If(zﬂ_ Sy < / 51| £ (y)| dy</ (- 1>/ |£(2)| dO(2) dr.
|z —yl|di-n 0B, (x)

— ( ]dz) dr

Int. BA(m)

A
~d(u-1) /0 gt ( [, dy) ar

rauss. A
Vo%ss KAd(M—l)-I—d(l—%) +Kd(1 _ N)/ ,rd(ﬂ—l)—l-i-d(l—%) dr
0

O

1.9 Satz. Seien Q C R? offen und beschrinkt und u € W11 (Q). Es gebe K > 1,
0 < a < 1 derart, dass fiir alle Kugeln B,(z) C R?

/ [Vu(y)| dy < Krd-1ta (1.7)
QNBr(z)

gilt. Dann qilt ©v € C% (ﬁ) und es gibt C = C(d,«) > 1 derart, dass fir jede Kugel
B (2) C R? gilt:

sup  Ju(x) —u(y)| < CKre.
z,y€EQN B (2)

Bemerkung. Bedingung (1.7) folgt aus

/ Vu(y)|? dy < K'pd=2+2a (1.8)
QNB(z,r)

denn es ist

Holder 9
[ wulay ([ v a
QNB(z,r) QNB(z,r)

(1.8)
<

NI

1
2
/ 1 dy
QNB(z,r)

1
2 d
(K/rt=222) 2 Cort = Co VR i1,
——
=K

13



1.10 Definition. Seien 1 < p < 0o, A > 0 und Q C R? offen und beschrinkt. Dann
bezeichnet £P* () den Banachraum aller Funktionen u € LP (), fiir welche mit einem
K > 1 gilt:

/ [U(T) = UB(zg,0) |7 dz < K ¢ fiir alle zg € R4 0 € (0,1).
B(zo,0)
(Hierbei bezeichnet ug = f, u.) Als Norm betrachtet man

[ull gore) = llullLr) + [ul 2o @)

mit

[u] spr = sup (g_)‘/ lu(z) — UB(z0,0) P dx) .
o€, QNB(zo,0)

0>0

1.11 Definition. Sei Q C R? offen und beschriinkt. Man sagt Q ist von aufen reguldr,
falls es 6 > 0 derart gibt, dass fiir alle 29 € Q und 0 < ¢ < diam (Q2) gilt:

1.12 Satz. Sei Q C R? offen, beschrinkt und regulir von aufen und es gelte d < \ <
d + p. Dann ist L7 (Q) isomorph zu C (Q) fiir a = %.

Beweis. Seien u € C* (Q), zg € Q, z € QN B (zq,r). Dann gilt

[u(@) = up@on| =

foou) —unn| < £ )~ u)] dy
B(zo,r) B(zo,r)

W@ = u
7{3@0”7! I dy < (20)° [l

|z — y|~

IN

Somit ist

w@) — uge P < C@2H)PWP, . r?
N e R el D s

< Crovtd I:u:l]éfa @)
d.h. w € LP*(Q) mit A = ap +d, also o = % und [|ull zpaq) < CHuHCQ(ﬁ)

Sei nun u € £PA (). Wihle 0 < r < R, xg, 2 €

[uB(z0,7) — UB (o < 2P (Ju(@) — Upo,m) P + () = up(zomlP) -

14



Wir erhalten

|u zg,R) — U z,r|p = ][ |uB:v,R _uB:v,r|pdx
B(zo0,R) B(zo,r) AN B(zor) (wo,R) (wo,r)
>/ we r u(z) p
< — u(xr) —up(y —i—/ uU(x) — UB(zor
ord B(ror)n9 B(zo,R) Blzor)n0 B(wo,r)
Vor. A
< ClKR—d.
r
Also
A
1Rv
‘uB(:vo,R) - uB(:vo,r)’ < CQKPT- (19)
re

Ziel ist nun, aus (1.9)
1 A—d
[UB(o,R) — u (20) | < C'KrR » (1.10)

zu folgern und schlieklich v € C¢ (ﬁ) mit o = % und geeigneter Abschitzung zu

erhalten.
Wir zeigen nun, dass (1.9) die Gleichung (1.10) impliziert: Wir wéhlen eine Folge (Ry)
mit Rj, = 27%R. Dann folgt (mit R := Ry, und r := Ry, 1)

1 g(4=2) _A=d
[UB(20,Ry) — UB(x0,Rpyr)l < C3K P2 ( P )R .

Fiir £ < j folgt dann

A—d

1
’B(xo,Rk) - uB(:Bo,Rj)‘ S C4KP (Rk) P

Hieraus folgt nach & — oo, dass die Folge von Mittelwerten (u Bl(xo, Rn)) eine Cauchy-

neN
Folge ist. Zunéchst kénnte der Grenzwert von dem Startradius R abhéngen. Aus (1.9)

folgt aber auch durch Wahl von (r;,) iiber 7, = 27%r und (R},) wie eben

1/ R\» .
[UB(20,Ry) — UB(zo,ric)| < C5KP <?> (rg) » — 0 fiir k— oco.

Damit ist der Grenzwert der Cauchyfolge (uB(xm Rn)) unabhégig von R > 0. Somit

neN
folgt, da up(y,) — u(x) in L', Behauptung (1.10) aus (1.9),

Wir zeigen nun u € C* (ﬁ) Seien z,y € . Setze R = |z — y|. Dann folgt

lu(z) — uw(y)| < |up@2or) — W) + [up@2r) — UBwyer)| + [UBE2r) — u(Y)]-

15



Es gilt

[uB(e2r) — UB2R)| < [UB@2r) — w(2)| + |u(z) — up(2r)|

und
[UB(2,2R) — UB(y.2R)| < ]{9( B 2R (--)
$7 y7
dufl. Reg. 1 A—d
< C7KPR p
& Vor.

Bemerkung. In Kurzform besagt der Satz also
LPM(Q) = ™ (Q)

mitaz%undd<)\<d+p.

1.4 Anwendung der Theorie Morrey und Campanato

1.13 Lemma (Caccioppoli-Ungleichung). Seien 0 < A < A und a;;: B(1) — R fiir
ije{l,....dy mit

MNEP < ayy (2) && < A€ fiir alle z € B(1),€ € RY.

Seiuw € H' (B(1)) eine Lisung von 0; (a;j Oju) = 0 in B(1) im schwachen Sinne. Dann
gilt fiir jede Funktion n € C} (B (1))

/ 7| Vul? < c/ |V 2u?, (1.11)
B(1) B(1)

wobei ¢ = c¢(A\, A, d) > 0. Insbesondere gilt fir 0 <r < R und alle a € R

c

|Vu|? < 7/ (u —a)?. (1.12)
/Bm (R—1)* Jem)n\B(r)

Beweis. Dass u schwache Losung in B(1) ist, bedeutet

/B(l) a;j Oudjp =0 fiir alle p € HY (B(1)).

16



Wiihle ¢ = n?u fiir ein 7 € C} (B (1)). Dann erhalten wir
/ a;j Oju (277 ojn-u+ 7 Bju) =0
B(1)

und somit gilt

A/ n?|Vul?
B(1)

IN

2 [ laglloalilogl
B(1)

< 2 / PIVul? + ¢ (0 A, d) / V2.
2 /) B(1)

Anstelle von ¢ = n%u kann man auch ¢ = 7% (u — a) withlen und erhilt rechts fB(l) V|2 (u— a)?.

Wihle nun n € C} (B (1)) mit n = 1 auf B(r), n = 0 auf B (1) \ B(R) und |Vn| < 2.

O

1.14 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.13 gibt es 6 = 0 (d,\,\) €
(0,1) derart, dass firr >0 gilt:

/ u? <0 und / |Vul? <6 |Vul?. (1.13)
B(3) B(3) B(r)

Weiterhin gibt es ¢ = ¢(d,\,A) > 1 und p = p(d,\,A) > 1 derart, dass fir 0 < o <r

gilt:
u? <c g M/ u?  und / Vul? < ¢ o M/ |Vul?. (1.14)
/B(@) <r) B(r) B(%) <T> B(r)

Der Beweis dieses Satzes ist eine Ubung. (Anwenden der Caccioppoli-Ungleichung und

der Poincaré-Ungleichung.)

Bemerkung. o (1.13) bedeutet, dass die L?>-Normen von u bzw. Vu in kontrollierter

Art und Weise fallen bzw. wachsen auf Kugeln mit variablem Radius.

e Aufer der Nullfunktion ¢ibt es also keine harmonische Funktionen bzw. Losungen
von
al' (aijaju) =0 n Rd

und somit

mit u € L? (RY), denn: Sei A = ||ull12(qy), so folgt |[ullr2(p2)) = 4

Hu||L2(B(2k)) > GAk. Also kann nicht u € L* (R?) gelten.

e Jede harmonische Funktion (bzw. Losung von 0; (a;j0ju) = 0 in RY mit Vu €
L? (Rd)) ist zwangsldufig konstant.
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o (1.14) folgt unmittelbar aus (1.13), liefert allerdings nicht den optimalen bzw. fir
doe weotere Theorie notwendigen FExponenten p. Man kann auch p = d beweisen,

falls die Koeffizienten a;; konstant sind.

1.15 Proposition. Seien (a;;) eine (konstante) Matriz und 0 < A < A mit
MEP < aij&i&; < M€ fiir alle &€ € RY.

Sei u € HE

Lo (B (1)) eine Losung von
ai;0;05u = 0; (a;;0;u) =0 in B(1)

im schwachen Sinne (und damit unmittelbar auch im klassischen Sinne). Dann gilt fir

O<o<r
d
u? <ec 2 / u2,
/B(Q) (T> B(r)
d+2
_ 2 < 5 / _ . 2
/B(g) ju—uppl < (%) . (v —upe)

mit einer Konstanten ¢ = c(d, \,A) > 1.

Bemerkung. Da mitu auch jede Ableitung von u eine Losung ist, gelten die entsprechen-
den Aussagen auch fir die Ableitungen. Beachte, dass v € C* (B(1)), da a;j konstant

aufgrund der bekannten Einbettungssdtze.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall r = 1, 0 < o < %, da die anderen Fille durch

Skalierung bzw. Anpassen der Konstanten folgen. Wir beweisen zunéchst

sup |u| + sup |Vu| < c/ u?., (1.15)
B(3) B(3) B()

Nach Lemma 1.13 gilt, falls 0 < r < R,

/ |Vu|* < %/ u?.
B(r) (R—=7)" JB(R)

Da dies auch fiir alle Ableitungen gilt, konnen wir [ B(r) |DVu|? nach Iteration durch
fB(l) |u|? abschitzen fiir jede Ordnung |y| € N. Also gilt fiir jede Zahl m € N mit einer

Konstanten ¢ = ¢(m, A, A)

[ullm (1)) = ellull 2y

18



Wihle nun m in Abhéngigkeit von d grof genug, sodass gilt:
1 1
H™ (B (= IB(=)].
()= (=)

/ u? < cgd sup u? < cgd/ u?
B(e) B(e) B(1)

Aus (1.15) folgt nun

und

[ w—usw)® < [ (@) -u(0) de < et su|va
B(o) B(e)

IA
)
=}
S
T
)
5
=
<
)

Ersetzen von u durch u — up() liefert die gewiinschte Aussage.
O

1.16 Folgerung. Da mit u auch alle Ableitungen O;u die Gleichung losen, folgt unmit-

telbar 4
/ |vu|230(§) / Vul?, (1.16)
B(o) v/ b

[ [ mun[ <e(8 [

1.17 Folgerung. Sei (a;;) eine positiv definite Matriz wie in 1.15. Seiw € H' (B (zg,7))

sowie

2
Vu = (Vu)ggy| - (1.17)

eine Losung von
al-jai@ju = 82 (aijaju) =0

im schwachen (und damit sofort im klassischen) Sinne. Sei u € H' (B (zq,r)) beliebig.
Dann gilt flir 0 < o <7

d
[owarse((8)) v wa-wf
B(zo,r) r B(zo,r) B(zo,r)

und

/B(xo,g) ‘vu B (VU)B(M’Q)‘Q = <<§>d+2 /B(moﬂ’)

Vu — (VU)B($0 ,T)

2
“
B(zo,r)

V(u—w)QD
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Beweis. Setze v = u — w, dann

/ |Vu|> < 2/ |Vw|2—{—2/ Vo2
B(zo,0) B(zo,0) B(zo,0)
1.16 d
< o (9) / ywyuz/ Vo2
" B(zo,r) B(zo,0)

< (8 [ ke (2 (8 2) [

9 2
/B(xo,g) ‘ B( 0,9)‘ B(xo.0) ‘ B( 079)‘
+2/ ‘ (VU)B(:BO,Q) - (vw)B(iIJm@ ‘2
B(zo0,0) g
f(Vu—Vuw)
2
< 2/ ‘Vu— (w)B(W)( +2/ IV (u—w)|?
B(zo,0) B(zo,0)
<

2
tf Ve Ve 46 Fa-w)P,
B(zo,0) B(zo,0)

wobei hier das Ergebnis mit 1.16 und Riicksubstitution folgt.
O

1.18 Lemma. Seien o, 3, A, B >0 mit 5 < «. Sei ¢: [0, R] — [0,00) nichtfallend und
es gelte

e <A((2) +e)elr)+ B

fiir 0 < o < r < R. Dann ezistieren fir jedes v € (0,«) Konstanten ¢ = c¢(A, «,3,7)
und g0 = €9 (A, o, B,7) derart, dass fiir e < ep und 0 < o <r < R folgt:

elo)<c((2) v+ B,

Insbesondere (durch Vertauschung der Rollen ¢ <> v und r <> R) gilt fiir 0 <r < R

p(r) < c<<%>fygo(R)+Brﬁ>.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall 8 < v < «, v < 8 ist dann sowieso mdglich. Wéhle

20



7€ (0,1) mit 2A7* = 77 und g9 < 7*. Nach Voraussetzung gilt fiir r < R

o(tr) AT [ 1+er Y| p(r)+ Brﬁ,
<1

<2

<77

also
o(rr) <1t7p(r)+ Brb. (1.18)

Also gilt fiir jedes k € N

% <7’k+1r> < 7179 (Tkr) + BrkByB (r R TkT)
k
< 7_(kJrl)w(p (r) + BB k8 ZTJ(%B)
=0
(=B
— (k1) B kBT
= 7 o(r) + BrPr g
BrkBys
S T(k+1)fyg0 (T‘) m (].].9)
Wihle nun k € N mit 7°72r < o < 7%+1p und es folgt
(1.19) BrkBy8
elo) < @(Tr) S eIy ¢
1—77
. (0N Bgﬁ
< V(-) Bl
=7 r SD(T)_{_l—T’Y*ﬁ
O

1.19 Satz. Seien a;; € C (B(1)) mit

MEP < agj(2)&g; < AJ¢P

fiir alle ¢ € R, x € B(1). Es gebe eine nichtfallende Funktion w: [0,00) — [0,00) mit
limp o w(t) = w(0) =0 und

lagj(x) —aij(y)| Sw (|l —yl) firallex,y € B(1) undi,j=1,...,d.
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Seien ¢ € L% (B(1)) und f € L9 (B(1)) mit ¢ > 4. Sei u € H' (B(1)) eine Lisung von
—0; (aij Oju) +cu=f in B(1).

Dann gilt uw € C* (B(1)) mit o = 2—% > 0. Genauer: Es gibt Ry = Ry <)\,A,w, ”C”Ld(B(l)))
derart, dass fir alle xg € B (%) und 0 < r < Ry gilt:

[ 190 < et (1 + ol )

Beweis. 0.B.d.A. sei 2 < ¢. Sei 9 € B(1) und r € (0,1). Wir betrachten eine Hilfs-

funktion w in B (x¢,7). Sei w € H' (B (x9,7)) Losung von

—ai (aij (.%'0) ajw) =0 inB ((L‘Q,T) s

w=wu auf 0B (zg,r),
d.h. w—u € H} (B (z0,7)) und
[ i (e0) =0 Vg€ HY (B o).
B(zo,r)

Eine solche Losung existiert und ist eindeutig mithilfe des Lemmas von Lax-Milgram.

Beachte, dass u folgende ,kiinstliche” Gleichung erfiillt:
—0; (aij (x0) Oju) = f — cu — 95 ((ai; (w0) — aij (x)) Jju).
Dabher erfiillt v = u — w die Gleichung
—0; (aij (o) 0jv) = f — cu — 0i ((ag; (w0) — aij (x)) Oju)
im schwachen Sinne. Wihle als Testfunktion in der schwachen Formulierung
¢ =uv € HJ (B (xg,7)).

Es folgt

e [
B(zo,r) B(zo,r)

[ el e () max [ Jas (o)~ a3 (@) [Vl 90
B(zo,r 4,J=1,00d B(wo,r)
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Es gilt

di2 di2
Holder 2q \ 2a | X
Lol () ) (]
B(zo,r) B(zo,r) B(zo,r)
d+2 1
Poincaré 2d 2d 9 2
S n#E)a@( [ vl
B(zo,r) B(zo,r)
d+2
od 2d \ )
S Y I ELE S B L
B(zo,r) 4 B(zo,r)
/
Des Weiteren gilt wegen <q(‘§;2)> = %
at2 2
Slder p -
/L I O A (e
B(zo,r) B(zo,r)

(d+2—2§)

IN

call flacmay 7
d—2+2<2—§)

call filacmay 7

Zur Behandlung des Terms [ B(

chung mit %, %, dQTCg (es gilt offensichtlich é + % + % = 1) sowie den Satz von Poincaré

oo lcl|ul[v] verwendet man wieder die Héldersche Unglei-
077')

und die Youngsche Ungleichung. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall ¢ = 0, da das

d—242a

Erzielen von r im allgemeinen Fall recht kompliziert ist. Es gilt

ij=1,...

c1(d) max / |aj (z0) — aij () |[Vu|[Vo]
d B(xo,?")

< 1 (d)w(r) / V[V

B(zo,r)

A
< ¢5(d) WQ(T)/ \Vul|? + Z/ Vo2
B(zo,r) B(zo,r)

Zusammen erhalten wir

/B [Vo|* < c6 (A, A, d) - <w2 (7“)/ [Vul? + Td2+2a||f||%Q(B(1))> :
(zo,r) B(zo,r)
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Mit Korollar 1.17 folgt fiir 0 < o <7

d
VUQSC < 9 + w? T‘>/ Vu2+rd_2+2a f2
/B($079) v ' <T) ) B(zo,r) Ve W|| HLq(B(l))
— S

—rB -B

=¢(0) L =(r)

Wir wollen nun Lemma 1.18 anwenden. Sei ¢(p) = fB(:vo ") |Vul?, 8 =d—2+2a (wobei
an dieser Stelle o nicht desjenige aus Lemma 1.18 ist). Sei g9 wie durch Lemma 1.18

gegeben. Da limg o w(t) = w(0) = 0, existiert Ry € (0, %) mit
w(r) <egy fiir alle r € (0,Ry) .

Fixiere ein solches Ry. Dann folgt mit Lemma 1.18

Y d_2+20‘/ 2, d—2+42 2
Vul? < ¢ = Vu|? 4 o #H2
/B(mg)! " <es ((r) B(mr)\ ! 11 ZaB (1))

und insbesondere fiir p < Ry

/B [Vul? < ¢go =212 (/ Vul* + ||f||%q(3(1))> :
(zo,r) B(1)

O

Wir zeigen nun, dass Losungen von elliptischen Differentialgleichungen in Divergenz-
form mit holderstetigen Koeffizienten holderstetige Gradienten besitzen, also Vu € C*
bzw. v € Ch% erfiillen. Man darf aber keine Wunder erwarten. Zum Beispiel gibt es
f € C(B) deart, dass die eindeutige Losung von 0; (a;; Oju) = f in B (im schwachen
Sinne) zwar u € C1 (B), aber nicht u € C? (B) erfiillt.

1.20 Satz. Seien ¢ > d und o =1 — g. Seien a;; € C* (B(1)) mit A¢> < ay; (v) &€ <
A€ fiir alle ¢ € R, z € B(1). Seien ¢, f € L9(B(1)) und sei u € H' (B(1)) eine
Liosung von

—0; (ajj Oju) +cu= f in B(1)

im schwachen Sinne. Dann gilt Vu € C* (B(1)). Genauer gilt: Es gibt Konstanten Ry =
Ro (A [laijllca,s llellza) und co = co (N, llaijllcea, |lellpa) derart, dass fiir alle 2o € B (3)
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und r < Ry gilt:
/B(m V8= (Vg [ < cor e (1 B gy + Nl )

d.h. Vu € L2 mit A = d + 2a.

Beweis. Seien zg € B (1) und r € (0, 7). Wie im Beweis von Satz 1.19 sei w € H' (B (z,7))
eine Hilfsfunktion, fiir welche w —u € H} (B (z0,7)) und

/ ;5 (1‘0) ij aitp =0 V p e H(% (B (1‘0,7“))
B(zo,r)
gilt. Sei v = u — w, dann gilt fiir jedes ¢ € H} (B (z0,7))

/ Qi (.%'0) ij ai(p = / (fcp — cu<p) + / (aij (1‘0) — Q5 (.%')) 8ju az‘tp.
B(zo,r) B(zo,r)

B(zo,r)

Wihle ¢ = v. Mit Hilfe der Ungleichungen von Poincaré, Young und Holder, sowie der
gleichméfigen positiven Definitheit von (a;;), folgt

/ Vo2 < ¢ (M d) wz(r)/ Vul|? +---
B(zo,r) B(zo,r)

el T o) /B( u® + ”f”iﬁ ) :

zo,7) 4+2 (B(zo,r))

Die beiden Aussagen von Korollar 1.17 fithren zu

d
/ |Vul? < ¢ ((Q) —}—7“20‘) / |Vul? +---
B(o,0) r B(zo,r)

o4 HCH%d(B(xo,r)) /

B(zo,r) +2(B(wo,r))

@+ g ) ey

/ Vi — (V) P < 2 (Q)d“/ V= (Vi) s o 24
s sawol = (7)) [, Blror)

oo op2e /B( )|VUI2 + HCH%d(B(:Bo,T))/B u' anid% ) P
xo,T

0,7 +2(B(zo,r))
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Mit der Holder Ungleichung folgt

d+2

d
2d_ d—2+42(2—4 o
(L()m“ﬁ < sl F 170 (Baor)T ( J:%WMWWWNHZ
xQ,r

und
lellZaBae.ry < e lellTaBz.m):

Wir betrachten (leider) nur den Fall ¢ = 0, d.h. es gelten nun fiir zp € B (1) und
0<o<r<i

d
[oowesa(((9) o) [ maem) W)
B(Z‘O,Q) r B($077’)

d+2
Lm@| (V) )| 2«9 e 74~ (T
“4”“/ [Vul? +r 22 [F] ) . (B)
B(zo,r)

Hierbei bezeichnet [F] = HfH%q(B(l)). Wir werden Lemma 1.18 auf (A’) an, miissen
allerdings hierfiir 742 durch 79=29 fiir ein beliebiges 6 > 0 ersetzen. Es gibt demnach
r € (O, %) derart, dass fiir ¢y € B (%) und 0 < r < rp gilt:

[ 19 S e (1) 19l aga)

Dies in (B’) eingesetzt ergibt fiir 0 < o <r <1y

/ [Vu— (Vu) > <ecs (g>d+2/ |Vu — (Vu) 2+
Blao.0) B(zo,0) | = r Blzor) B(wo,r)

Dazye B (%) beliebig war, folgt wiederrum mit Lemma 1.18 fiir 0 < r < 7

/B(IO , V= (V) gy | < cor®2070) ([F] + HVUH%%B@)))

also, da damit Vu € £2* (B (2)) mit A = d+2 (o — §) Vu € C*7° (B (2)). Insbesondere
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folgt

oup IVul® < (171 + 1wl
B4

Mit dieser Information (siche den Problemterm r2 [ Blzor) |Vu|?) folgt nun aus (B’) fiir
jedesxOGB(%),0<g<r§r1,

/ Vu— (V) 2 <er (g>d+z/ [Vu — (Vu) 24
B(zo,0) B(zo,0) | = r B(zo,r) e
coo o pit2e ([F] + HWH%%B@)))) '

Lemma 1.18 liefert

/ Vo — (V) 2 < e (Q)d“/ IV — (V) gy oy 4+
B(zo0,0) A r B(zo,r) Bleor)

S R ([F] + ”VUH%%B(U))) :
Also gilt fiir g € B (%) und 0 <r <mr

f 198 (T e0r 2 (1) 190 a)

1.5 Gleichungen mit nur messbaren und beschrdankten

Koeffizienten a;;

Wie bisher betrachten wir fiir @ ¢ R? und Funktionen a;;: 0 = Rmit ¢,5 =1,...,d,
f: Q= Rund ¢: 2 — R den Differentialoperator

Lu = —0; (a;j0u) + cu.

Wir erinnern an folgende Definition:

1.21 Definition. Sei Q C R? offen und beschrinkt. Eine Funktion u € H' (Q) heift
Sublésung (bzw. Superlésung) der Gleichung Lu = f, falls fiir alle ¢ € H} () mit ¢ > 0
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fast iiberall in Q gilt:
(2)
/ a;j0;u0;p +/ cup < / fe.
Q Q Q
In diesem Fall schreibt man haufig Lu < f (bzw. Lu > f).

1.22 Satz. Sei B (9, R) C R eine Kugel mit Radius R > 0. Seien a;;: B (z0, R) — R,
ij=1,....d, mit

)\|§|2 < (x) &85 < A|£|2 fiir alle x € B (xg, R) ,& € R

Seien ¢ > d und f,c € L% (B (20, R)). Dann gilt mit einer positiven Kosntanten cy =
€o <d A, A y 4, HCHLQ(B
u € H} (B (w0, R)) der Gleichung Lu=f

)),H,po) fir jedes 0 € (0,1) und py > 0 und jede Sublosung

(1-0)" () . LR
sup u<c — P ][ ut (z
BaooR) Blao.R) L% (B(x0,R)

Bemerkung Man merkt sich den Satz am besten im einfachsten Fall: Setze dazu ¢ = 0,
f=0 0= po =2, R =1, zg = 0. Dann sagt dieser Satz in Kurzform: ,FEs gibt
co = ¢ (d, )\,A) > 0 derart, dass fiir jede Funktion u € H' (B(1)) mit Lu < 0 in B(1)

gilt:
1
2
sup u < ¢g <][ (u+)2> 7
B(1) B(1)

2

Beweis (analog zu Han/Lin ,Elliptic Partial Diff. Eq’s”, Theorem 4.1). O.B.d.A. kénnen
wir annehmen: xg = 0, R = 1. Wir beweisen hier nur den Fall § = % und pg = 2. Der all-
gemeine Fall folgt dann mittels Verschiebung und Skalierung, siehe Projekt 4. Fiir k > 0

und m > 0, setze @ = u™ + k und

U, falls u < m,
(@), =

m—+k, falls u>m.
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(@)m

m+ kA

(Falls w beschrénkt ist, so kann man anstelle von (@), auch u betrachten.) Es gilt

V (@),, = 0 auf {u < 0} U {u > m}. Immer gilt natiirlich (%), < 4. Seien 7 € C¢ (B (1))
und p > 0. Wihle als Testfunktion ¢ =72 (@), - u — kP*1). Es gilt

Ve = 2V (@), a— k)72 (p <a>QIV<a>m-a+<a>%Vu)
= 72(@)?, (pV (1), + Vu) +27V7 (@), - u — kPT).

Zunichst gilt
/aijajuaiw = /aijaju (pal (ﬁ)m + (%ﬂ) 72 (ﬁ)ﬁb + -
42 / aijﬁjﬂaﬂ ((ﬂ)gl uU— kp-l-l) T

o [ 7 @519 @), P ) [ 7 @) [V -

--—cl(d,A)/WuHVT\( P

Y

Es folgt nun aus Lu < f

p [ @019 @, P+ [ @90 < e @) { / e @) () 1

AT 21\ (), u} (1.20)
Es gilt
1= a< g
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Also gilt

[ (e @ @2+ 1 @na) < f (i 1) 2 @ o

wobei d(z) = |e(z)] + L. Wir wissen, dass ||d]l, 4 sy S elg s,

”f”L%(Bu)) und wihlen k ebenso. Wir setzen w(z) = (u)3 - u. Hieraus folgt mit der

Produktregel
P p=2 4 2
Vw|? = '5 (@W)m -V (1), u+ (a)n-Va
< @+p) (p@5, - |V (@), [+ @7, [Val?) .

Aus (1.19) folgt

und es gilt
/\V(Tw) 2 < ey ((1 +p)/\VT]2w2+(1 +p)/72dw2>. (1.21)

Wenn die Funktion d beschrinkt wire, kénnten wir den nichsten Schritt iiberspringen.

Wegen (%)I = -5 gilt mit der Holderschen Ungleichung

2 a=2
25 9 7 =) o d 2
/T duw? < </d2> </(7w)q ) a ”dHL%(BU”||Tw||Lq2qu(B(1>>

Wegen g > d gilt 2 < q{—q2 < (ﬁ_d2_ Mit der iiblichen Interpolation in LP-R&umen folgt,

dass eine Konstante c5 (d, ¢) derart existiert, dass fiir alle € > 0 gilt:

QN

2 2 =4 2
< —d .
HTU)HL;TQZ . 5H7'wHLq2g2 (B() + cse = |[Twl 72 g1y

Mit der Poincaré-Ungleichung schliefit man

”TWHi 24 < ¢ (d,q) |V (Tw) \\%2(3(1))-

2 (B(1))
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Wihle nun € = <(1 +p) ||JHL%(B(1))C4CG> -1, Aus (1.21) folgt damit

/’V (Tw) 2 < cq (1 +p) / VT 2w? + ¢ <C47057067 ”CZHL%) (1 —i—p)# /T2w2

und es gilt
/ IV (rw) |* < e (1 —}—p)ﬁ/ (IV7[* + %) w* mit einem B(d,q) > 0. (1.22)
Setze
d
p = a—2 falls d > 3,
> 2, falls d = 2.

Aus (1.22) folgt mit Hilfe der Einbettung

(/ !Tw!%)i <o (1 +p)ﬁ/(lvr\2+72) w?.

Erst jetzt wihlen wir 7. Es gelte 0 < 71 < rg < 1 und sei 7 € C§ (B (r¢)) mit 7 = 1 auf
B (r1) und |V7| < —2—. Mit dieser Setzung folgt

ro—71 "

1
. 1 B
/ w> | < 0107( ) 2/ w?. (1.23)
B(r1) (ro —71)" JB(ro)
p
Wir erinnern uns an w = (W)m - u . Setze v = p + 2. Es folgt
——

o) : ‘ (1+p)6 @
</B(r1)( )m> = 0 (7“0—7“1)2 </B(m) >

Falls [|@|| v (B(r)) < 00, so folgt durch m — oo

1

_ 1+p)7 \7

||u\|LW(B<n>>§<0107(i T))2> ]| 27 (B(ro)) - (1.24)
0— 71

Wir wenden nun (1.24) hintereinander auf verschiedene Radien und Exponenten an. Es
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sei fiir 7 € Ny

1 1\ 2 ,
)
(ric1 —mri) ~ = <§ — ﬁ) =4.4"

(1.24) impliziert nun fiir alle 4

1%l i By < oft Nl i1 (B )-

Damit folgt fiir alle n € N

noa
K

_ Zi: 7 || —
HUHL%(B(M))ﬁcn ' HUHL2(B(1))

und es folgt, da [|v][zr(p) P2, supg |v] fiir beschriinkte Gebiete B,

sup u < ci2/|4l| L2 (1))
B(%)
und
+ < +
sup u’ < cr2 <||u 2By + ”f”L%<B<1>>)'

B(3)

O

1.23 Satz. FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 1.22. Dann gilt mit einer positiven
N R)),G,p()) fiir jedes 6 € (0,1) und py > 0 und
0,

jede Superlisung u € H' (B (zo, R)) der Gleichung Lu = f mit u > ¢ > 0

Konstanten ¢y = ¢ (d, MNA g, ||c||L%(B(

2 2d 7%
. e o —po .
B(:g)l,g]{)u + 5 HfHL%(B({L‘O,R)) = ][;(zo,R) !

Bemerkung. Die Aussage ist unabhdngig von € > 0.

Bemerkung. Im Fuoll f = 0 wiirde man fiir Losungen

sup u<¢ inf wu
B(x0,0R) B(zo,0R)
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folgern kénnen, vorausgesetzt man hdtte die Voraussetzung

1

7 70
][ uPO S c ][ u—po
( B(zo,R) > ( B(zo,R)

zur Verfiigung.

Beweis von Satz 1.23. Im allgemeinen Fall beweist man den Satz analog dem Beweis
von Satz 1.22 mit dem einzig Unterschied, dass man negative statt positive Exponenten
verwendet und nicht abschneidet, d.h. man beweist den Basisschritt mit Testfunktionen
der Form

=72 mitp>0,a=u+k k= HfHL%(B(xO,R))'

Der Spezialfall ¢ = 0 folgt leicht aus Satz 1.22: O.B.d.A.sei 2o =0, R=1, 0 = % Nach
Voraussetzung gilt fiir alle ¢ € H{ (B (1)) mit ¢ >0

/aijaiu3j<ﬂ2/f¢-

Sei 3 € C° (B (1)) mit @ > 0 beliebig, aber fixiert. Wihle p = () 2 @, wobei @ = u + k

und k = . Sei weiter f = % und v = % Dann gilt

171,550,
[asou-nata @ o+ [wou@2as = [r@ e

und somit

/aijajvaicﬁ + /f?)(ﬁ <0 Vpe Hol (B(l)) . (1.25)

Da ¢ € H} (B (1)), § > 0, beliebig gewiihlt war, bedeutet (1.25) gerade, dass v eine
Sublosung der Gleichung
—82‘ (aijajv) + fv =0

ist. Also folgt mit Satz 1.22 (beachte hierbei, dass || f|| < 1ist)

L3 (B(1)

Po
sup (@) ' = supv < ¢ <][ u_p°>
B(0) B(0) B(1)

und es folgt

1

P
infa > co ][ u Po .
B(1)
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1.24 Lemma (Bombieri-Giusti, 1972). Sei (U(r))g<,<; eine nichifallende Familie von
offenen, zusammenhingenden Teilmengen des R®. Seien m, cq positive Konstanten, 6 €
[%, 1], m€(0,1) und 0 < py < oo. Seiw: U(1) — (0,00) messbar. Die Funktion w erfiille
weiterhin:

Fir alle , R € [0,1] mit r < R und fir alle p € (0,min{1,npo}) gilt:

Ju < il " < (BG1)
WilLro(U(r)) = (R—r)"|U(1)] WllLr(U(R)) < ©©-
Des Weiteren gelte

Vs>0 |U1)N{logw> s} < %O|U(1)|. (BG2)

Dann existiert eine Konstante C = C (6, m, co,po) derart, dass
1
[l ro w(e)) < ClU(1)]70.

Bemerkung. e Sei u Sublosung von Lu = f in U(1). Wihle pg = oo. Dann gilt
(BG1) nach Satz 1.22.

Zunéichst ein technisches Hilfsmittel:

1.25 Lemma. Seien R > 0 und w,o: (0,R) — [0,00) zwei nichifallende Funktionen.
Es gelte mit zwei Konstanten 7,0 € (0,1)

w(lr) <qw(r)4+o(r) fir0o<r<R.

Dann gibt es co = co (6,77) > 0 derart, dass fir jedes p € (0,1) und a = (1 — p) }EEZ; >0
gilt:
w(r)<eo <(%) w(R)+o (T“le“)> fiir0 <r <R.

Bemerkung. Man denke zundichst an den Fall o = 0, danach an o(r) = rP fir ein
6> 0.

Beweis. Sei 0 < s < R. Dann gilt fir 0 <r < s

€
=
2

A

T (r) +o(s),
W (0r) + 0 (s) < 72w (r) + 70 (s) + 0 (5)

€
B
N
=

IN
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und entsprechend fiir £ € N

k-1
w <9k7“> <Hwr)+o(s)d 7 <Aw(r)+ fi’g. (1.26)
i=0

Gegeben 0 < s < Rund 0 < r < s, wihle nun k = k (s,0) € N derart, dass

In(Z

Also gilt wegen (1.26) und (1.27)

w(r) < w <9k_15) <~* 1w (R) + 10582)/

1 (89) e

:(I)W

IN

Betrachte s = (%)“R > r. Dann folgt

1/r (%)(kﬂ) o (T“RI*“)
win <= (%) W)+ —3——

O

1.26 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir jede Lisung uw € H' (Q) von Lu =
fin Q bereits u € C*(Q) fir ein a € (0,1). Genauer gilt: Es gibt ¢ = ¢y (d,q, \,A) >0
derart, dass fiir jede Kugel B (zg, R) C Q und fast alle x,y € B (mo, %) gilt:

= —yl\" 2(1-4
ute) ~ulo)] < eo (2 52) K]éw)w)M( 11 3 ey |

Bemerkung. ,u € C“(Q)” bedeutet, dass u € H' () als Aquivalenzklasse ein Element
aus C* (Q) enthalt, bzw. uw nach Abinderung auf einer Nullmenge in C* (Q) ist.

Beweis. Wir beweisen (wie iiblich) nur den Fall R = 1. Im Beweis schreiben wir B (r)
anstelle von B (zg,r) und ||f|| anstelle von || f|| . Setze fiir 0 <

r<1

L3 (B(xo,R)) ”f”L%ua(l))

M (r) = sup, m(r) = jnf u, w(r) =M @) —m (),
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d.h. w(r) ist die Oszillation der Funktion u auf B (r). Wir wissen bereits, dass u™ und
(—u)" lokal beschrinkt sind, also gilt

M(r)<oo und m(r)>—-oco fir0<r<1.

1
2
w(r) <dr® =cor® <][ u2> + |1 £l
B(1)

Ziel:

Setze6:2(1—g).

(A) Die Funktion vy () = M (r) — u ist nichtnegativ in B (r) und erfiillt Lv; = —f in
B (r).

Satz 1.25 (?77) impliziert daher
sup (M (r)—u) < ¢ ( inf (M (r)—u)+ ’I“(SHfH> , d.h.
B(L) B(3)

M(r)—m(%) <a (M (r)—M(g) +r5||f||). (1.28)

(B) Die Funktion ve (z) = u — m (r) ist nichtnegativ in B (r) und erfiillt Lvy = f in
B (r). Erneut impliziert Satz 1.25 (?77)

r

M <§> —m(r)<c¢ <m (g) —m (r) —i—r‘SHfH) . (1.29)

Addition von (1.28) und (1.29) liefert

M) =m)+M(5)=m(5) < e (Me)=m@) = (M (5)=m(5))+20071)
swm+w(s) £ alwr) -w(5)+2001)
—w (g) (1 +1) < w(r)(er—1)+ 27| f||
Sof)) = B0 e

~ o(r)

Mit Lemma 1.25 folgt: Es gibt a € (0,1) derart, dass fiir 0 < ¢ < 3 gilt:
o 1
w(o) <c30” (w 5 + 1) -
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Beachte, dass mit Satz (7?77, Lokale Beschranktheit) gilt:

+(3) §c</3(1)u2+ HfH),

also folgt die Aussage.
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2 Maximumprinzipien

Im ganzen Kapitel sei Q C R? offen, zusammenhéingend und beschrinkt.

Zur Erinnerung sei Satz 1.3 der PDE 1-Vorlesung wiederholt:

2.1 Satz (Starkes Maximumprinzip). Sei Q C R? offen, beschrinkt und zusammenhdin-
gend. Sei u € C (ﬁ) Die Funktion u erfille die Mittelwerteigenschaft in Q). Dann ist die

Funktion u konstant oder nimmt ihr Mazimum auf 0 an.

Beweis. Sei M = maxgu und A = {x € Q | u(xr) = M}. Wir zeigen, dass A abgeschlos-
sen und offen in Q ist, denn dann folgt A € {(),Q}. A ist abgeschlosen nach Definition,
da w stetig ist. Seien zop € A und B (z¢,r) € €. Dann gilt

M—u| = / (M—U):M|B(l“o,7“)|—][ ”
B(zo,r)

/B(xo,r) S—— B(IOJ‘)
MWE
= M|B(zo,7)|—[B(zo,7) |u(zo) = 0.
Dies bedeutet, dass u = M auf B (zg,r) und somit B (xg,r) C A gilt. Also ist A offen.
O

Im Allgemeinen steht die Mittelwerteigenschaft natiirlich nicht zur Verfiigung. Aller-
dings reicht die Harnack-Ungleichung fiir nichtnegative Losungen aus, was man im obigen

Beweis unmittelbar erkennt, setze v = M — u > 0.

2.2 Satz. Seien a;;: Q = R firi,j =1,...,d messbar und beschrinkt. Die Matriz (a;;)
sei gleichmdfig positiv definit. Sei u € H' (Q) und es gelte —0; (a;j0;u) < 0 in Q. Falls
fiir eine Kugel B € 2

supu = supu
B Q

gilt, so ist u bereits konstant.

Beweis. Harnack-Ungleichung aus Kapitel 1 und Methode wie im Beweis von Satz 2.1.
O
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Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass Q C R? offen, beschrinkt und zusammenhn-
gend ist. Wir betrachten Koeffizientenfunktionen a;j, b;, c € C (ﬁ) fir 4,5 € {1,...,d}

und Differentialoperatoren der Form

Hesse Matrix
=~ . 9
Lu= —Qj 818] u+b;0;u+cu firueC (Q) .

Spur des Produktes

Wir sagen, L sei elliptisch, falls die Matrix (a;; (ac))zj gleichmiRig beziiglich & € Q positiv
definit ist, d.h.
d
IN>0VzeQVEeR: > ay(z) &g > M

i,j=1

2.3 Proposition. Es gelte ¢ > 0 in Q. Sei u € C?(Q) N C (Q). Es gelte Lu < 0 in €.

Falls das Mazimum von u in Q0 nichtnegativ ist, so liegt es auf dem Rand O5).

Beweis. Wir nehmen an, zg €  erfiille u (z9) > 0 und u (zg) > u(x) fiir alle z € Q.
Dann gilt Vu (z9) = 0 und (0;0ju (z9)) < 0 (negativ semidefinit). Da wegen der positiven
Definitheit (a;; (x0)) > 0 gilt, folgt

(aij (z0)) (0;0;5u (z0)) <0

und

Spur [(a; (0)) (0:0ju (x0))] < 0,

d.h. Z‘Z’j:l a;j (z9) 0;05u (o) < 0. Es folgt
(Lu) (z9) > 0

und somit ein Widerspruch.
O

Bemerkung. Im Fall c = 0 kann auf die Annahme, dass das Maximum nichtnegativ ist,

verzichtet werden.

2.4 Satz (Schwaches Maximumprinzip). Es gelte ¢ > 0 in Q. Sei u € C*(Q) N C (Q).
Es gelte Lu < 0 in Q. Falls das Mazimum von u in Q nichtnegativ ist, so liegt es auf
dem Rand 0f).
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Beweis. Seien € > 0 und a > 0. Sei v(z) = u (x) + ee**1, dann folgt
Lv = Lu + ge*** (—a11a2 +bia + c) .
Wihle a > 0 grofs genug, sodass
—a11 (2)a® + by (z)a+c(x) <0 fiir jedes 2 € Q

gilt. Dies ist moglich, da a1; () > A > 0 und by, ¢ beschrinkt sind. Also gilt fiir solches
a und alle e > 0
Lv<0 in €.

Proposition 2.3 impliziert nun

supu < supv < supv+ < supu+ + & sup e**t.
Q Q o0 oN €00

Nach Grenziibergang ¢ \, 0 folgt die Aussage.

U
Bemerkung. Die Forderung ¢ > 0 in Q ist notwendig! Betrachte das Problem
—Au—2u=0 nQ={(r,y) |0<z<7m0<y<m},
u=0 auf 0.
Die Funktion w(x,y) = sin(z)sin(y) ist eine Lisung des obigen Dirichlet-Problems,

nimmt aber ein Mazimum in € an.

2.5 Proposition. Seien B C R? eine Kugel und o € OB. Es gelte ¢ > 0 in B. Sei
u € C?(B)NC (BU{xg}). Es gelte Lu <0 in B und u(xg) >0, u(x) < u(xo) fir alle
x € B. Dann gilt fir jeden Vektor v mit (v,n(xo)) >0

lim inf u(x0) —u (w0 —tv)

> 0,
t—0 t

wobei n (xg) die duflere Normale von B in x ist.

Beweis. 0.B.d.A. nehmen wir an: B = B(0,7) = B(r) und v € C*(B) N C (B) und
u(z) < u(wo) fiir alle x € B\ {zo}. Sei M = BN B (z0,%).
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Ba.lt

Lu<0
Setze fiir a > 0

und fiir e > 0
v (z) = u(z) + eh(z).

Beachte, dass u (z) < v (z) fir alle x € Q, & > 0 und ¢ > 0 gilt.

(I) Wir zeigen durch Nachrechnen, dass fiir o geniigend grofs
Lh<0 inM

gilt. Hieraus folgt
Lv=Lu+eLh <0 inM (2.1)

fiir alle € > 0.
Beweis von ().

d d d
Lh = el { _4q2 Z a;j (x) ziz; + 2 Z a;i (x) — 2 Z bi (z)zi+cp— ce o’
i=1

ij=1 i=1

Fixiere «, sodass (2.1) gilt.

(IT) Wir zeigen nun, dass es ein € > 0 derart gibt, dass die Funktion v ihr Maximum

beziiglich M in g annimmt.

Beweis von (II). Das Maximum kann nicht in M angenommen werden, da Lv < 0 in M

gilt (schwaches Maximumprinzip, v (zg) = u (x¢) > 0).
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(i) * € OM N B: Beachte max,,;~z u(x) < u(xg). Wihle 6 > 0 mit u(z) < u(xo) — ¢
fir alle x € OM N B. Wihle ¢ > 0 geniigend klein, sodass eh (z) < ¢ fiir alle
x € OM N B gilt. Es folgt

v(z) <u(zg)=v(xg) Va2oedMnNB. (2.2)

(ii) x € BN M, h(z) = 0.
v(z) = u(z) <u(rg) =v(rg) Var€dBNM.

Sei £ > 0 so gewihlt, dass (2.2) gilt. Schritt (I) und (II) implizieren fiir alle v € R?
mit (v,n (zg)) >0 und t = 0

v (xg) — v (xg — tv)

t 20
und es folgt , on
lim inf u (o) 1;(9”0 Y s e (x0) > 0.
O
O

2.6 Satz (Starkes Maximumprinzip nach Hopf). Es gelte ¢ > 0 in Q. Sei u € C? () N
C (ﬁ) Es gelte Lu < 0 in Q. Falls u ein nichtnegatives Mazimum in Q besitzt und dieses

nicht am Rand annimmdt, so ist u konstant.

Beweis. Sei M = maxg (ut) und A = {2 € Q| u(z) = M}. Wir wollen zeigen, dass
A € {0,Q}. Wir nehmen an, dass A C Q gilt. Dann exisitert eine Kugel B C Q\ A mit
OBNA#(. Sei xg € BN A. Es gilt nach Voraussetzung Lu < 0 in B. Es gilt weiterhin

u(zr) < wu(xp) firallex e B,
u(xg) = M>0.

Mit Proposition 2.5 folgt g—f] (z9) > 0, da u stetig differenzierbar in einer Umgebung von

xg ist. Hierbei beizeichnet n die dufsere Normale von B in xg. Es aber auch
Vu(zg) =0

gelten, denn xo € Q. Dies ist ein Widerspruch zu g—;; (x0) > 0!
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2.7 Folgerung (Vergleichssatz). Seic > 0 in Q. Seiw € C*(Q) N C (Q) mit Lu < 0
in Q und u < 0 auf OQ. Dann folgt u < 0 in Q2. Genauer gilt: Es folgt uw < 0 in Q oder
u=0 in Q.

2.8 Folgerung. Sei u € C*(Q) N C (Q) mit Lu < 0 in Q und v < 0 in Q. Dann gilt

u<0inQ oder u=0 in Q.

Beweis. Sei xg € Q mit u (xo) = 0. Fiir alle z € 2 gilt

Lu (z) = —a;; (x) 8;05u (w0) + b; () Oyu (z) + ¢ () u(x) < ¢ () u(z) <0,
——

=é(z)

wobe ¢ = ¢ — ¢~. Mit Korollar 2.7 folgt die Behauptung.
]

2.9 Satz. Sei 90 € C?. Seiw € C*(Q)NC (Q) mit w > 0 in Q und Lw > 0 in Q. Sei
ue C*(Q)NC (Q) mit Lu <0 in Q. Dann gilt:

1. Die Funktion ;. ist konstant oder nimmt in Q kein nichtnegatives Maximum an.

2. Falls o in xo € 0 ein nichinegatives Maximum annimmit, so gilt fiir alle v mit
(v, (20)) > 0 5
U
— | = 0.
Oov ( ) (o) >

w

Bemerkung. Es wird keine Vorzeichenbedinung an c gestellt.

Beweis. Sei v = % Dann erfiillt v

—aij(?iajv + b;@zv +cv<0 inQ

mit
~ 2
b, = b+ —az‘jaiajw,
w
N Lw
c = —_—.
w

Die Behauptung folgt aus 2.5 und 2.6.
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Wir setzen

A = maxmax |a;; (z) | + max max |b;].
%) xeQ ? e

2.10 Satz. Es gelte ¢ > 0 in Q. Seien f € C (Q), ¢ € C(9Q) und u € C*(Q)NC (Q).
Es gelte

Lu=f 1inQ,
u=¢ auf 0.
Dann folgt
|u ()| < max [p] 4 co max | | (2.3)
o0 Q

mit einer positiven Konstanten co = co (A, A, diam (£2)).

Beweis. Wir suchen eine Funktione w: Q — R mit

Natiirlich sollte w derart gewahlt werden, dass am Ende die Abschitzung (2.3) folgt.

Unser Ziel ist es,

u—w <0 in Q und

—u—w<0 inQ
zu zeigen. Dies wird erreicht, wenn wir

u—w <0 auf 9, —u—w <0 auf 0,
L(u—w)<0 inQ, L(—u—w)<0 inQ

zeigen konnen. w sollte am Rand grofer als ¢ sein und negativ gekriimmt, wobei die
Kriimmung immer negativ wird, wenn wir einen Parameter gegen oo schicken. Ein Bei-
spiel hierfiir ist

f:(0,1) >R, f(z)=—e*.

0.B.d.A. k6énnen wir [ > 0 derart wahlen, dass

QC{xGRd‘O<x1<l}.
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Setze f = maxg |f| und ¢ = maxaq |p|. Setze fiir a > 0
v(z)=¢+ <eal - eaml) f.
Dann gilt

0;0jv = 0 (—eamléjlaf) = —eax15i15j1a2f,
aij0i0;v = —a’fe®ayy,
(Lv) (z) a? fela (x) — afe™™by () + ¢ (z) v ()
e f (a2)\ — abl) > e f (042)\ — aA)
NI

>1

v

f fira>ag(MA).

Y

Wir halten fest:

v > auf 0f),
Lv>f>Lu in®

und mit Korollar 2.7 erhalten wir
u(z) <wv(z) firze.

Analog erhalten wir
u(x) > —v firze

und somit

[u@) [ <@+ | e = | J < max|yl + comax| fl.

2.1 L*°-Abschatzungen fiir den Gradienten von Losungen

In diesem Abschnitt ist
Lu = —aij(?i(?ju + b;0;u,

wobei a;j, b; € C!t (ﬁ) Weiterhin sei f € C (ﬁ X Rd).
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2.11 Satz. Seiu e C?(Q)NC* (Q). Es gelte
Lu= f(,u) 1inQ.
Dann folgt
sup |Vu| < sup |[Vu| + ¢,
Q o0

wobei ¢y eine positive Konstante ist, welche nur von A, diam (), ||aij||cl(ﬁ)7 HbiHcl(ﬁ)’

M = maxg |u| und HfHCI(ﬁx[fM,M]) abhdngt.

Bemerkung. Selbstredend ist f (z,u(x)) = —c(x) u (x) maéglich, d.h. wir betrachten hier
allgemeinere Probleme.

Bevor wir uns dem Beweis von 2.11 zuwenden, wollen wir zwei Formeln bemerken:
9 Vu
al' (|Vu| ) = 2|Vu|W81Vu = 2Vu8iVu = 28ku8kalu

und

ai(?j (|Vu|2) = 26kf9]u8k82u + 28ku8k818]u

Beweis. Wir differenzieren die Gleichung Lu = f (-, u) mittels Jf:
— O (aij) Blaju — aijﬁkaiﬁju + Ok (bz) O + b;0;0pu = O f (-, u) + 0o f (-, u) oL u. (2.4)

Ziel ist es jetzt, die (Un-) Gleicung fiir L (|Vu|?) herzuleiten. Multiplikation von (2.4)

mit Jpu und Summation {iber k ergibt:

- al'jakaiaju - O — aijékaju(?kaiu + b;0;0ru0ku
= O, (aij) 0:0udhu — O (b) Opudhu + O f (-, w) Opu + dof (-, u) |Vl
— aijﬁk(?juﬁk&iu =: R.H.S.

Somit ergibt sich
ij bi
—"20:0; (IVul?) + 5.0; (IVul) = RHS.

d.h.
L(|Vul*) =2-R.H.S.

Beachte:
—aijakajuﬁkaiu < —)\]V2u]2.

46



Daher gilt nach Anwendung der Voraussetzungen und Youngschen Ungleichung
L (|Vul?) < =AIV2ul? + ¢1|Vul? + e,

wobei ¢; > 0 von den Daten der Gleichung abhéingt wie ¢ in der Aussage.

Unser Ziel ist es nun, v ~ |Vu|? mit Lv < 0 in © zu finden.

Nebenrechnung:
L (u2) = —aijaﬁj (u2) + b;0; (u2) = —aijai (2u8ju) + b;2u0;u
= —Zaijaiuaju —2u - aijaiaju + 2ub;0;u
< —2AVul? 4 2u Lu < =2X\|Vul? + 2uf (-, u) .
Also:

L(|[Vul* +au?) < —=AV2ul*+ (c1 — 2)a) |[Vul® + e2a
c1+1
2\

IN

“AV2ul? — |Vul? + e fiir o >

L (\Vu]2 +au? + eﬁ”) < —AV2ul? — |Vu?  fiir 8> By (c2, @)

und Q C {z; > 0}. Setze v (z) = |Vu|? + au® + €%t mit a, B wie oben. Es folgt

Lv<0 in Q.

sup [Vu| <, [sup |[Vul?2 < -+ < sup |Vu| + ¢.
Q Q o0

Somit

2.2 Das Maximumprinzip von Alexandrov-Backelmann

Sei 2 € R? wie immer offen, beschrinkt und zusammenhingend. Wir erinnern zunchst

an eine Variante des Satzes 2.10:

2.12 Satz. Seic>0in Q. Seiu € C?(Q)NC (ﬁ) Es gelte Lu < f in Q. Dann gilt mit

einer positiven Konstanten cy = co (A, A, diam (£2))

maxu < maxu’ + comax f.
Q o0 Q
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Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 2.10. O

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen und Definitionen.

2.13 Definition. Seien u € C' () und y € Q. Dann definieren wir die obere Kontakt-

menge von u in §) als

Gt :=G" (u,Q) := {yEQ‘EIpGRdeGQ:u(x)§u(y)—i—(p,x—y>}.

x®) = xwu®) = {peR! [ VoeQu@) <ul)+pr -y},
X (u, Q) = Uyeax (y;u,Q) .

Bemerkung. o Fulls uw in x € Q differenzierbar und p € x (x;u,), so folgt p =
Vu(z).

e Falls u € C* (), so gilt

X (u7 Q) = X (u7 G+ (u7 Q)) = Vu (G+ (u7 Q))
= Bildmenge von Vu fir z € GT (u,Q).

Beispiel. Seien Q = B (z9,R) CR%, a > 0 und u: Q — R mit

u(m)za(l—%):a—a@.

Dann ist Gt = Q und

W=z0) " falls y £ 20,
B (07 %), falls y = xg.

2.14 Lemma. Sei u € C% (). Dann ist die Hessesche Matriz (D2u) (z) negativ semi-
definit fiir z € Gt (u, Q).

Beweis. Sei z € G (u,Q). Setze w: Q — R durch
w(z)=u(z)—u(z) — (Vu(z),z—z).
Dann gilt w(z) = 0 und fiir z € Q ist w (z) < 0. Also hat w ein Maximum in z und

somit folgt (D?w) (z) < 0.
O

48



z = u(y) +p(r —y)

Gt(u,Q) =Q
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Wir erinnern an den Transformationssatz:

Satz (Transformationssatz). Seien Q C R? offen, p: Q — R? derart, dass p: Q —
© (Q) ein Diffeomorphismus ist. Sei f: ¢ (Q2) — R nichtnegativ und messbar (oder f €
L' (¢ (). Dann ist auch fop: Q — R messbar und es gilt

[ 1w dr= [ s et @)
(%) Q
2.15 Lemma. Sei u € C?(Q)NC (Q). Dann gilt

I (1, Q)] g/ | det Dul.
G+ (u,2)

Beweis. Natiirlich gilt auch hier x (u,Q) = Vu(G™ (u,Q)). Fiir die Jacobi-Matrix der
Abbildung Vu: Q — R? gilt

Jvu (z) = D*u(z) fiir alle z € Q und
Jyu (z) <0 fiir alle z € G (u, Q).
Sei & > 0 und definiere x.: @ — R, x. (z) = x (z;u, Q) —ex. Dann gilt fiir x € Gt (u, Q)

JX = (DQu - 5Id><d) (.%') < 0.

€

Mit Hilfe des Transformationssatzes folgt

@l = [ o= 1
xe(€) (Vu—ela)(GH(u,Q))

Transf.- / ‘det (D2u — €Id><d) (x)| dz
G+ (u,)

satz

und somit erhalten wir mit € — 0 und dem Lemma von Fatou

o= [ v [ e (0] dn
x (u,92) Gt (u,Q)

2.16 Proposition. Sei u € C%(Q) N C (Q). Dann gilt

diam (9 ¢
sup v < maxu + &(1) / |det D2u| .
Q Y |B (1) |4 Gt (u,Q)

-
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Beweis. Dank Lemma 2.15 wissen wir
Ix (u, Q)] §/ |detD2u‘.
G+ (u,)

0.B.d.A. nehmen wir an: v < 0 auf 0. Anderenfalls wiirden wir & = u — maxgq u
betrachten. Sei x¢ € 2 derart, dass w ein positives Maximum in zy annimmt. Betrachte
die Funktion k:  — R, deren Graph ein Hiitchen ist mit SPitze in (2o, u (z¢)) und Basis
9Q. Betrachte weiterhin eine Funktion k: B (zg, R) — R mit R = diam (), deren Graph
ein Hiitchen ist mit Spitze in (g, u (z9)) und Basis 0B (x¢, R).

Es gilt

und somit

x (8.2)] < Ix (w0

Wie im obigen Beispiel gezeigt, gilt

() b ] 2 e

und somit

-

u(x diam (£2) ot D
=B Umwm‘dw ‘) |

Fiir die Formulierung des Maximumprinzips von Alexandrov-Backelmann ist die gleich-

O
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mdfige Elliptizitat von L nicht zwingend erforderlich. Seien a;; € C (ﬁ) mit

aij (x) =aj(x) VoeQ und
VaeQVeEeR: a;(x) &€ >0,

d.h. die Matrix A = (a;;) ist in jedem Punkt x € 2 positiv definit, dies aber i. A. nicht
gleichméfig beziiglich x € Q. Wir nehmen an, das es Funktionen A, A: Q@ — R gibt
derart, dass fiir D (z) = det A (z) und D* (z) = (det A (gzc))é gilt:

0< A< D*<A auf Q.

Bemerkung. Fualls A gleichmafig positiv in € ist, so kann man natirlich A und A

konstant wdahlen.

2.17 Lemma. Sei u € C? (Q) N C (Q). Unter den obigen Voraussetzungen folgt

aijﬁiaju

diam (Q)
supu < maxu + D

o T 9 (B(1))-d

LG (u,Q)) .

Bemerkung. u € I/Vlicd (Q)NC (Q) ist ausreichend.

Beweis. Vgl. Proposition 2.16. Sei H (z) = —D?u(x). Da A und H symmetrisch sind,
gilt

((det H) (det A))4 < Sp%(AH)_
Fiir z € GT (u, Q) gilt
d
‘det D?u (w)! = det(H (z)) < detil(g;) (SPUT (HC(;?) A(@))
o 1 —aij (1‘) Blaju (1‘) d
D) ( d ) '

Lemma 2.17 ist ein Spezialfall des Maximumprinzips von Alexandrov-Backelmann.

2.18 Satz. Sei L ein Differentialoperator der Form in 2.12. Die Koeffizienten a;; seien

positiv definit wie oben. Es gelte ¢ > 0 und 2= € L4 (Q). Sei f: Q — R mit % e L (Q).

Seiu e C*(Q)NC (Q). Es gelte Lu < f in Q. Dann gilt

f

+
supu < maxu ' + ¢
pU = fil9) 0 Dx

Q

L4(Q)
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Beweis. Im Fall b; = ¢ = 0 folgt der Beweis unmittelbar aus Lemma 2.17, wenn man

mit einer positiven Konstanten cy = cq (d, diam (), %

beriicksichtigt, dass
—0;0;u >0 auf G (u,Q)

gilt. Der allgemeine Fall ist technisch aufwendiger, da eine Verallgemeinerung des Trans-

formationssatzes (area-formula) benétigt wird.
O

Bemerkung. I'm Fulle, dass (ai;) gleichmafig positiv definit ist, ist D* durch Konstanten

nach oben und unten beschrdankt.
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3 Lokale Regularitat fiir
Differentialgleichungen in

Nicht-Divergenzform

Sei Q C R? wieder offen, beschriinkt und zusammenhiingend. Wie in Kapitel 2 sei L ein

Differentialoperator der Form
Lu = —al-jai@ju + b;0;u + cu

fiir u € C? (Q) bzw. u € I/Vlicd (Q). Die Koeffizienten a;;, b; und c seien stetig auf Q. Wir
nehmen an, dass L gleichméfig elliptisch auf € ist, d.h. es gibt A, A > 0 mit

VaoeQVeeR: NeP? <ayj(x) &€ < A€

Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an, dass fiir zwei positive Zahlen v, v > 0

A b 2
X<’y und <| (;)|> +|C(;)|Vx€(2

gilt. Der folgende Satz ist ein Analogon zu Satz (77xy?7?).

3.1 Satz. Sei f € L4 (Q). Seiu € C?(Q)NC (ﬁ) mit Lu < f in Q. Dann g¢ilt fiir jede
Kugel B (z¢,2R) C Q und jedes p > 0

" R
SUp U < Co ][ ut)” + — I fllra(Ba
B(zo,R) < B(z0,2R) () A 11l (B o, my)

mit einer positiven Konstanten cy = cg (d, v, VRQ,p) > 0.
Bemerkung. u € W4 (Q) ist ausreichend.

Beweis. 0.B.d.A. sei z9 = 0, R = 1 (ansonsten Koordinatentransformation) und v <0
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auf 0B (1). Sei fiir ¢ > 0 und 2z € B = B(1)
r(2) = (- [o)".
Ziel ist es, die Gleichung zu lokalisieren.

o =q(1— 2" (=2) |o| 2= = —2ga; (1 — [22)"",

]

0,0;1 = —2qb;; (1 — \x!Q)q_l — 2qx; <—2 (g—1)x; (1 — ’w‘z)q_Q)

= —2¢6; (1— |x|2)qi1 +4q (g — 1) zz; (1 — |$|2)q72.
Setze v = Tu. Berechne, welche Gleichung bzw. welche Ungleichung nun fiir v gilt.

—a;j0;0;v = T(—a;j0;05u) — 2a;;0;TOju — ua;;0;0;T
< 7(f = bi0ju — cu) — 2a;;0;70;u — ua;;0;0;T. (3.1)
Lu<f

Der Beweis folgt aus Lemma 2.17, wenn wir die rechte Seite von (3.1) nach oben durch
Termine abschétzen kénnen, die nur Daten der Gleichung und Werte von wu, nicht aber
Werte von Ableitungen von u enthalten. Zum Gliick wird die rechte Seite nur auf G* (v, B)
betrachtet.

Beachte, dass v € C?(B) N C (Q) mit v(9Q) = {0} gilt. v ist konkav auf GT =
Gt (v, B), also gilt

Vol < 5 —lel auf G (3.2)
Fiir z € G gilt dann
Vu@| = V@ - u@) V7 @) € s (90 @)+ (@) 97 @)

(32 1 v (x) () [V (x ) E u (x el (
< T(x)<1_m+| ()||V()|)§2(()) lu (@) |+ 2¢ (1—|z?)  |u(z)]
< 2(1+9q)(m(2)) “|u(z)] (3.3)

wegen 1_1‘96‘ < —2 fiir £ € B (1). Mit (3.3) folgt dann aus (3.1)

= 1—]z|?

—aijaiﬁjv < Cl)\T_%U + f auf G+
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mit einer positiven Konstanten ¢; = ¢; (d,q,7v,v). Wir wenden Lemma 2.17 an und

erhalten

_2 1
supv < ¢ HT v ‘Ld(B)‘i‘XHfHLd(B)

1—2
< e <supv+> ’ (u+)§
B

Wihle g = %d, falls p < d (der andere Fall ist dann einfach). Mit Hilfe der Youngschen
Ungleichung folgt dann

upv < (( [wy) §|rf|rLd(B>) .

1
+ XHfHLd(B)'

L4(B)

O

Als Vorbereitung fiir die Harnack-Ungleichung geben wir hier ein sehr spezielles Lemma
an. Im Folgenden bezeichnet W (zq,7) den Wiirfel in R? mit Mittelpunkt in zo und
Radius r > 0, d.h.

W (zg,r) = {w e R? ‘ |z — zp|oo < 7"}.

3.2 Lemma. Seien Wy C R ein offener Wiirfel und T' C Wy eine messbare Teilmenge.
Setze fir 0 <6 <1

Ds = | J{W (y.3R) "Wy | W (y,R) C Wy, ITNW (y,R)| > 6[W (y, R)|}.
Dann gilt im Falle I's # Wy
1
<ol (& Il > 301).

Bemerkung. Fiir § — 0 wird das Ereignis I's = Wy immer wahrscheinlicher.
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3R

Beweis. Wir beginnen auf einer groben Skala und verfeinern danach sukzessive. Es gilt
(‘FHW()‘ >5’WO‘ = F5=WO).

Also gilt im Fall T's # Wy die Aussage [T N Wy| < 6 |Wy|. Wir zerlegen Wy in 2¢ kongru-
ente, disjunkte Unterwiirfel W (1), i1 € {1,... ,2d}. Sei nun iy € {1,... ,2d}. Dann gibt
es genau 2 Moglichkeiten:

(1) TNWy(i1)| <d|W (i1)| (,schlechter Wiirfel”).
(2) [y N Wy (i1)] > 0 |W (i1)] (,,guter Wiirfel”).

Sei F; die Menge aller ,guten” Wiirfel, d.h. mit Eigenschaft (2). Diese Wiirfel bleiben
fortan unangetastet. Die Wiirfel W (1) mit Eigenschaft (1), d.h. ,schlechte” Wiirfel,
werden nun jeweils in 2¢ Unterwiirfel W (iy, ip) mit iy € {1, . ,Qd} zerlegt wie im ersten
Schritt. Fiir jeden dieser Wiirfel gilt wiederum genau eine der beiden Eigenschaften analog
zu (1) oder (2). Sei Fy die Menger aller W (i1, i2)-Wiirfel mit Eigenschaft (2). F» enthélt
also genau diejenigen Wiirfel, die in der zweiten Vertiefungsebene gut sind. Auf diese

Weise konstruieren wir Fp, Fa, F3,.... Definiere
F = {W(il,ig,...,im_l) ‘ 3 im: W(il,...,im_l,im) S fm}

als die Menge aller Wiirfel mit einem ,guten” Unterwiirfel. Beachte, dass Wiirfel W € F
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selbst ,schlecht” sind. Fiir W (i1, ...,4m) € Fn, gilt

DO ity ... im)| > 8 [W (it,...,im)| und
|FﬂW(Z'1,...,’L'm,1)| §6|W(Z'1,...,’L'm,1)|.

W (i1,...,im) € Fp, impliziert aber W (i1,...,4,—1) C I's, da um den Faktor 3 aufge-
pumpte Unterwiirfel ihren jeweiligen Oberwiirfel enthalten.

Somit folgt

U wcrs. (3.4)
WeF

Damit folgt

PmUW‘ =

U (mW)': > rnw|

WeF WeF WeF
(3.4)
< 5 Wi=s||J W] < oyl
WeF WeF
Es gilt damit
D[ =Tn [ J W|<dTs.
WeF

O

3.3 Satz. Sei f € L und sei u € C*(Q) N C (Q) mit Lu > f in Q. Es gelte u > 0 in
B (z0,2R) C Q. Dann existieren p = p (d,’y, VR2) >0, co = ¢ (d,*y, VRQ) > 1 derart,
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dass gilt:

1
! R
fdr) < inf < - 3.5
(]f%(zo,R) B x) =@ (B(;%,R) vt A HfHLd(B(zo,zR))> (3.5)

Bemerkung. o Fiir Au=0,u >0 in B (xg,2R), gilt die entsprechende Aussage mit
f = 0 natirlich. Sie folgt aus der Harnack-Ungleichung. Abschdtzung (3.5) heifit

auch schwache Harnack-Ungleichung.
o Im Fulle b =c=0 gilt v = 0.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall b; = ¢ = 0. Der allgemeine Fall ist nicht viel schwieri-

ger, wenn man das Maximumprinzip von Alexandrov-Bakelman fiir diesen Fall bewiesen

hat. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen: o =0, R = %, sonst Koordinatentransformation.
Setze

=t~ !
u=u N ’ = T
NI LA (B(1) ¢ sV

F={xeBQ1)|a(x)>1}.
Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
Schritt 1: Es gibt K = K (d,y) > 1,6 =d(d,7) > 0 mit

inf o>K', fallsTNnW > 5w ,
it 42 | (0)| = d|W (o) |

wobei W () ein beliebiger Wiirfel mit Radius p ist.

Schritt 2: Fiir jedes m € N gilt

it @ > KT falls [DOW (0)] 2 87 W (o). (3.6)
e

Schritt 3: Setze fiirt > 0
Iy={zeB(1)]|a(z)>t}.

Dann existieren ¢; = ¢1 (d,y) > 1 und p = p(d,y) > 0 derart, dass fiir alle t > 0
gilt:

n
IT: N B (o) <c1|B(o)] <inf ﬁ) tH.
B(e)
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Schritt 4: Es gibt p = p(d,~) > 0 mit

1
P 1
uP dx <eci | inf u+ = ) .
(763(9) ) ' (B(@) >\||f||Ld(B(1))

Schritt 5: Schlieflich gilt mit ¢y = co (d,~) Abschétzung (3.5) mit zg =0, R = 3.

Wir zeigen zunéchst, wie Schritt 2 aus Schritt 1 folgt. Fiir m = 1 ist dann die Aussage
bereits bewiesen.
Wir nehmen an, (3.6) sei bewiesen fiir ein m € N. Wir zeigen (3.6) fiir m + 1. Es gelte
also
T AW (o) = 8™+ W (o) -

Es ist zu zeigen:

inf 4> KM+,
W (o)

Setze Wy = W (p) und

F5:U{W(x,3r)ﬂWo ‘ W (z,r) C Wy mit [T NW (z,7)] 26|W($,T)|}-

Lemma 3.2 liefert nun: I's = Wg oder

rn WO‘ < 0|T'5|. Wegen Schritt 1 wissen wir, dass
infp, @ > K~ gilt. Im Fall Ts = Wy = W (p) gilt dann

inf 4> K 1> K- (mth),
W(e)

Im Fall ‘I’HWO‘ < 0|T's| setzen wir v = Ku, 0 = v + §||f||Ld(B(1)) (= 0 = Ku) und
I'={xeB(1)|o>1}. Wegen infr, & > K~! gilt trivialerweise T's C T und es folgt

~ ~ 1 ~ 1
Eawo| = |r5|zg\rnwo(=5|rmw<g>|
Ind.vor. m
5™ [W (o))

Nach Induktionsannahme gilt infyy,) 0 > K™ und es folgt

inf @ > K~ (m+D),
W (o)
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