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1 Symmetrishe Dirihlet-Formen:

Direkteinstieg und Beispiel

Im Folgenden sei H ein Hilbertraum über R mit Skalarprodukt (·, ·).

1.1 De�nition. Eine symmetrishe Form E auf H ist ein Tupel (E ,D (E)), wobei D (E)
ein linearer, dihter Unterraum von H ist und E : D (E)×D (E) → R mit den Eigenshaf-

ten

E (u, u) ≥ 0 ∀ u ∈ D (E) (positive De�nitheit),

E (u, v) = E (v, u) ∀ u, v ∈ D (E) ,
E (u+ w, v) = E (u, v) + E(w, v) ∀ u, v, w ∈ D (E) .

D (E) wird �domain� der Form E genannt.

Beispiel. H = L2
(
Rd
)
, D (E) = C∞

c

(
Rd
)
, E (u, v) =

´

Rd ∇u∇v dx.

Gegeben eine symmetrishe Form E auf H und eine Zahl a > 0 de�niert die Abbildung

Ea : D (E)×D (E) → R

über

Ea (u, v) = E (u, v) + a (u, v) .

Natürlih ist (Ea,D (E)) selbst eine symmetrishe Form. Der Raum D (E) zusammen mit

Ea ist nun ein Prä-Hilbertraum (d.h. Vollständigkeit fehlt im Allgemeinen).

Für a, b > 0 de�nieren die Abbildungen

Ea, Eb : D (E)×D (E) → R

zueinander äquivalente Metriken.

1.2 De�nition. Eine symmetrishe Form (E ,D (E)) auf H heiÿt abgeshlossen, falls

D (E) vollständig ist bzgl. der Metrik E1. (E ,D (E)) ist also abgeshlossen genau dann,
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wenn für jede Folge (un) in D (E) mit

E1 (un − um, un − um) → 0 für n,m→ ∞

folgt: Es existiert u ∈ D (E) mit E1 (un − u, un − n) → 0.

Falls (E ,D (E)) abgeshlossen ist, so ist (D (E) , E1) ein Hilbertraum.

1.3 De�nition. (1) Eine symmetrishe Form (E ,D (E)) ist abshlieÿbar, falls für alle

Folgen (un) in D (E) mit

E (un − um, un − um) → 0, (un, un) → 0,

gilt: E (un, un) → 0.

(2) Seien

(
E1,D

(
E1
))

und

(
E2,D

(
E2
))

zwei symmetrishe Formen auf H. Dann heiÿt

(
E2,D (E)

)
Fortsetzung von

(
E1,D

(
E1
))
, falls

D
(
E2
)
⊃ D

(
E1
)

und E2 = E1
auf D

(
E1
)
×D

(
E1
)
.

1.4 Proposition. Eine symmetrishe Form (E ,D (E)) ist abshlieÿbar genau dann, wenn

sie eine abgeshlossene Fortsetzung besitzt.

Beweis. Als Übung 1. Hinweis: Falls (E ,D (E)) abshlieÿbar, nenne (un), (vn) in D (E)
äquivalent, falls E1 (un − vn, un − vn) → 0. Setze D

(
Ē
)
als Menge der Äquivalenzklassen

von Folgen, welhe Cauhyfolgen bezüglih E1 sind. De�niere Ē (u, v) über Polarisation.

Teil der Übung:

(
Ē ,D

(
Ē
))

ist die kleinste abgeshlossene Fortsetzung von (E ,D (E)).

Übung 2: Zeige, dass eine symmetrishe Form (E ,D (E)) abshlieÿbar ist, wenn für jede

Folge (un) in D (E) mit (un, un) → 0 und alle v ∈ D (E) gilt: E (un, v) → 0.

Im Folgenden Teil von Kapitel 1 (und auh später) betrahten wir als Hilbertraum H

den Raum L2 (X), wobei X im Allgemeinen ein lokal kompakter, separabler, metrisher

Raum, versehen mit einem Borel-regulärem postiven Maÿ m mit

supp (m) = X, m (O) > 0, falls O 6= ∅o�en.

In den Beispielen konzentrieren wir uns auf X = Rd zusammen mit dem Lebesgue-Maÿ.
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Wir setzen

C (X) = {v : X → R | v stetig} ,
Cb (X) = {v ∈ C (X) | v ist beshränkt} ,
Cc (X) = {v ∈ C (X) | supp (v) kompakt} ,

C∞ (X) = {v ∈ C (X) | ∀ ε > 0 ∃ K ⊂ X kompakt s.d. ∀ x ∈ X \K : |v(x)| < ε} .

Es gibt vershiedene Möglihkeiten, eine Kontraktionseigenshaft von Formen zu formu-

lieren. Die einfahste ist die Folgende:

(K1) Für u ∈ D (E) und v = (0 ∨ u) ∧ 1 = min (max (0, u) , 1) gilt

v ∈ D (E) und E (v, v) ≤ E (u, u) .

1.5 De�nition. Eine symmetrishe Form E auf L2 (X) heiÿt Dirihlet-Form, falls (E ,D (E))
abgeshlossen ist und (K1) gilt.

Varianten von (K1) sind folgende:

(K2) Für u ∈ D (E) und v : X → R mit |v (x)− v (y)| ≤ |u (x)− u (y)| und |v (x)| ≤
|u (x)| für alle x, y ∈ X gilt

v ∈ D (E) und E (v, v) ≤ E (u, u) .

(K3) Zu ε > 0 existiert ϕε : R → R mit

−ε ≤ ϕε (t) ≤ 1 + ε, t ∈ R,

ϕε (t) = t, 0 ≤ t ≤ 1,

0 ≤ ϕε (s)− ϕε (t) ≤ s− t, t < s,

sodass für u ∈ D (E) gilt:

ϕε (u) ∈ D (E) und E (ϕε (u) , ϕε (u)) ≤ E (u, u) .

1.6 De�nition. Eine symmetrishe Form (E ,D (E)), welhe eine der Eigenshaften (K1),

(K2) oder (K3) erfüllt, wird Markov-Form genannt.

Bemerkung. Wir sehen später, dass für abgeshlossene, symmetrishe Formen die drei

Bedingungen zueinander äquivalent sind.
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Beispiel. Sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt und

D (E) = H1
0 (Ω) ,

E (u, v) =

ˆ

Ω
∇u (x)∇v (x) dx.

Dann ist (E ,D (E)) eine Dirihletform auf L2 (Ω).

Behauptung (vgl. Übung 1). Falls (E ,D (E)) eine abgeshlossene Fortsetzung
(
Ē ,D

(
Ē
))

besitzt, so ist (E ,D (E)) abshlieÿbar.

Beweis. Sei (un) Folge in D (E) mit (un, un) → 0 und E (un − um, un − um) → 0. Es gilt

dann

Ē1 (un − um, un − um) → 0.

Also existiert u ∈ D
(
Ē
)
mit Ē1 (un − u, un − u) → 0. Insbesondere gilt (un − u, un − u) →

0, also wegen (un, un) → 0 folgt u = 0. Also gilt

E (un, un) → 0.

Behauptung (vgl. Übung 2). (E ,D (E)) ist abshlieÿbar, falls für jede Folge (un) in

D (E) mit (un, un) → 0 und alle v ∈ D (E)

E (v, un) → 0

gilt.

Beweis. Sei (un) in D (E) mit (un, un) → 0 und E (un − um, un − um) → 0 für n,m→ ∞.

Sei ε > 0 und wähle N0 ∈ N so groÿ, dass für m,n ≥ N0

|E (un − um, un − um)| ≤ ε2

gilt. Sei K ≥ 1 derart, dass |E (un, un)| ≤ K für alle n ∈ N gilt. Dann gilt

|E (un, un)| ≤ |E (un − um, un)|+ |E (um, un)|
Cauhy-Shwarz

≤
√
K · ε+ |E (um, un)|

und somit

lim sup
n→∞

|E (un, un)| ≤
√
K · ε.
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1.1 Beispiele

Beispiel (1). Sei Ω ⊂ Rd o�en und zusammenhängend. Seien D (E) = C∞
c (Ω) und

E (u, v) =
´

Ω∇u (x)∇v (x) dx. Dann ist (E ,D (E)) eine abshlieÿbare Markov-Form auf

L2 (Ω,dx).

Beweis. • D (E) ⊂ L2 (Ω,dx) diht.

• E (u, v) = E (v, u) ist erfüllt.

• Abshlieÿbarkeit: Sei (un) Folge in D (E) mit ‖un‖L2 → 0. Sei v ∈ D (E). Es ist

|E (un, v)| =

∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω
∇un (x)∇v (x) dx

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
−
ˆ

Ω
un (x)∆v (x) dx

∣
∣
∣
∣
≤ ‖un‖L2(Ω) ‖∆v‖L2(Ω)

→ 0 für n→ ∞ (vgl. Übung 2).

• Markov-Eigenshaft: Wir nehmen an, ϕε sei glatt und erfülle die Eigenshaften in

(K3) (Existenz im Anshluss). Dann gilt für u ∈ D (E) = C∞
c (Ω) sofort ϕε ◦ u ∈

C∞
c (Ω), aber auh

E (ϕε ◦ u, ϕε ◦ u) =

ˆ

Ω
|∇ (ϕε ◦ u)|2 dx =

ˆ

Ω

∣
∣
∣ϕ

′

ε (u (x))
∣
∣
∣

2
|∇u (x)|2 dx

≤
ˆ

Ω
|∇u (x)|2 dx,

weil |ϕε (s)− ϕε (t)| ≤ |s− t|.
Natürlih existiert ein ϕε wie eben behauptet: Setze

̺ (x) = c ·







exp
(

−1
1−|x|2

)

, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.

und für δ > 0

ϕδ (x) = δ−1̺
(x

δ

)

mit c =
(
´ 1
−1 ̺ (x)

)−1
. Sei ϕ̃ε (t) = (−ε ∨ t)∧(1 + ε) und setze ϕε (t) = (ϕδ ∗ ϕ̃ε) (t)

für δ ∈ (0, ε).
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Beispiel (2). (a) Sei (E ,D (E)) die Form aus Beispiel 1. Diese Form besitzt mehrere

Fortsetzungen. Die kleinste Fortsetzung ist

(
E ,H1

0 (Ω)
)
, wobei

H1
0 (Ω) = C∞

c (Ω) , wobei

H1 (Ω) =

{

u ∈ L2 (Ω)

∣
∣
∣
∣

∂u

∂xi
∈ L2 (Ω) für 1 ≤ i ≤ d

}

mit ‖u‖2
H1(Ω) = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω) ist.

Die Markov-Eigenshaft von

(
E ,H1

0 (Ω)
)
ist zunähst im Allgemeinen niht o�en-

sihtlih, da für u ∈ H1
0 (Ω) auh ϕε ◦u ∈ H1

0 (Ω), wie in (K3) gefordert, gelten muss.

(Alternativ, da die Form ageshlossen ist) (u ∧ 0)∨1 ∈ H1
0 (Ω). Beahte, dass wir zu-

nähst nihts über die Regularität des Randes wissen. Für ∂Ω Lipshitz-stetig kann

man die Markov-Eigenshaft per Hand beweisen. Im Allgemeinen verwendet man die

Tatsahe (Beweis später), dass mit (E ,D (E)) als abshlieÿbare Markov-Form auh

die kleinste abgeshlossene Fortsetzung eine Markov-Form ist.

(b) Eine weitere abgeshlossene Fortsetzung von (E ,D (E)) ist
(
E ,H1 (Ω)

)
. Diese Form ist

eine Dirihlet-Form, da H1 (Ω) ein Banahraum bezüglih

√

E1 (·, ·) ist. Die Markov-

Eigenshaft beweist man z.B. wie in Beispiel 1.

Beispiel (3). Sei wiederrum Ω ⊂ Rd o�en und zusammenhängend. Seien aij ∈ L1
loc (Ω)

für 1 ≤ i, j ≤ d. Es gelte aij = aji und für alle ξ ∈ Rd und fast alle x ∈ Rd

aij (x) ξiξj ≥ 0.

Wir fragen uns, unter welhen zusätzlihen Bedingungen an aij die Form

E (u, v) =

ˆ

Ω
aij (x) ∂iu (x) ∂jv (x) dx

mit D (E) = C∞
c (Ω) eine abshlieÿbare Form auf L2 (Ω,dx) ist.

(Allgemeiner: Studiere E (u, v) =
´

Ω ∂iu (x) ∂jv (x) νij (dx) auf L
2 (Ω,dm), wobei νij

und m Maÿe sind.)

Wir stellen folgende Bedingungen auf:

(3a) aij ∈ L2
loc (Ω) mit ∂iaij ∈ L2

loc (Ω) für 1 ≤ i, j ≤ d.

(3b) ∃ λ > 0 ∀ ξ ∈ Rd ∀ x ∈ Ω:
∑
aij (x) ξiξj ≥ λ|ξ|2.
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Beweis. Es gelte (3a). Dann ist der Operator L mit

Lu = −∂i (aij∂ju) für u ∈ C∞
c (Ω)

de�niert und symmetrish auf L2 (Ω,dx) mit

E (u, v) = (u,Lv) .

Also gilt für (un) in C
∞
c (Ω) mit ‖un‖L2 → 0

|E (un, v)| = |(un, Lv)| ≤ ‖un‖L2(Ω) ‖Lv‖L2(Ω) → 0

für n→ ∞.

Nun gelte (3b). Sei (un) in C
∞
c (Ω) mit ‖un‖L2(Ω) → 0 und

E (un − um, un − um)
︸ ︷︷ ︸

=
´

aij∂i(un−um)∂j(un−um)

→ 0 für n,m→ ∞.

Nah Voraussetzung gilt auh

´

Ω |∇ (un − um)|2 dx → 0. Da die Form

´

∇u∇v dx

abshlieÿbar ist, folgt:

ˆ

Ω
|∇un|2 → 0.

Also gilt für eine Teilfolge

∇unk
→ 0 für k → ∞ punktweise fast überall.

Mit Hilfe des Lemmas von Fatou folgt

E (un, un) =

ˆ

Ω
aij (x) ∂iun∂jun =

ˆ

Ω
aij

[

lim
k→∞

∂i (un − unk
) ∂j (un − unk

)

]

dx

≤ lim inf
k→∞

E (un − unk
, un − unk

) → 0 für n→ ∞.

Beispiel (4, Übung 3). Sei V eine abzählbare Menge, z.B. V = Z2
. Sei E ⊂ V × V und

b : E → [0,∞) mit b (x, y) = b (y, x), b (x, x) = 0 und

∀ x ∈ V :
∑

y∈V

b (x, y) <∞.
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Dann beshreibt (V, b) einen gewihteten Graphen. Die Punkte x, y sind �verbunden�

(x ∼ y), falls b (x, y) = b (y, x) > 0. Seien

D (E) =
{
f ∈ l2 (V )

∣
∣ E (f, f) <∞

}
und

E (f, y) =
1

2

∑

x,y

b (x, y) (f (x)− f (y)) (g (x)− g (y)) .

Frage: Ist (E ,D (E)) eine Dirihlet-Form auf l2 (V )?

Beispiel (Gewihtete Graphen). Vorwort: Graphen sind diskrete Objekte, können jedoh

eine reihe geometrishe Struktur aufweisen. In gewisser Weise ist die Klasse der Graphen

genauso reihhaltig wie die Klasse der Mannigfaltikgeiten.

Sei V eine abzählbare Menge. Sei m : V → (0,∞). Dann ist

l2 (V,m) =

{

f : V → R

∣
∣
∣
∣
∣

∑

x∈V

|f (x)|2m (x)

}

ein Hilbertraum. Sei b : V × V → [0,∞) symmetrish mit

∑

y∈V b (x, y) < ∞ für jedes

x ∈ X. (Vorstellung: b (x, y) gibt die Leitfähigkeit von der Verbindung von x nah y oder

umgekehrt an.) Natürlih ist V ein lokal kompakter, separabler, metrisher Raum und

m induziert ein Radon-Maÿ mit m (A) =
∑

x∈Am (x).

Seien

E (f, g) =
1

2

∑

x,y∈V

b (x, y) (f (y)− f (x)) (g (y)− g (x))

und

D (E) =
{
f ∈ l2 (V,m)

∣
∣ E (f, f) <∞

}
.

Behauptung. (E ,D (E)) ist eine Dirihlet-Form.

Beweis. • D (E) ⊂ l2 (V,m) ist ein dihter Unterraum.

• |E (f, g)|2 ≤ |E (f, f)| |E (g, g)|, also ist E wohlde�niert.

• Zum Nahweis von (K3) sei ϕε für ε > 0 wie dort gefordert. O.B.d.A. sei ϕε ∈ C1
,

dann gilt für a, b ∈ R

|ϕε (b)− ϕε (a)|2 ≤
∥
∥
∥ϕ

′

ε

∥
∥
∥

2

∞
(b− a)2 ≤ (b− a)2 ,

also auh

|ϕε (f (y))− ϕε (f (x))| ≤ (f (y)− f (x))2
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und es folgt

E (ϕε ◦ f, ϕε ◦ f) ≤ E (f, f) .

• Zum Nahweis der Abgeshlossenheit betrahten wir für x, y ∈ V die Teilform

E(x,y) : l2 (V,m)× l2 (V,m) → [0,∞) , gegeben durh

E(x,y) (f, g) =
1

2
b (x, y) (f (y)− f (x)) (g (y)− g (x)) .

Es gilt

E(x,y) (f, g) ≤ C (x, y) ‖f‖l2(V,m) ‖g‖l2(V,m)

und damit ist

(
E(x,y), l2 (V,m)

)
abgeshlossen, also eine Dirihlet-Form.

• O�ensihtlih gilt E (f, g) =
∑

x,y∈V E(x,y) (f, g). Wenn (abzählbare) Summen ab-

geshlossener Formen wieder abgeshlossen wären, wären wir fertig.

Wir betrahten nun zwei Unterbeispiele. Sei dazu V wieder abzählbar. Sei

E ⊂ {{x, y} | x, y ∈ V, x 6= y} .

Wir de�nieren x ∼ y ⇔ {x, y} ∈ E und nennen e = {x, y} die Kante (engl.: edge)

zwishen x und y.

Ahtung: Nah dieser De�nition haben Kanten keine Rihtung, der Graph ist unge-

rihtet. Automatish gilt x ∼ y ⇔ y ∼ x.

Gerihtete Graphen / Kanten kann man mittels

Edir ⊂ {(x, y) ∈ V × V | x 6= y}

erhalten. Für x ∈ V setzen wir d (x) = # {e ∈ E | x ∈ e}, d (x) heiÿt Graph im Punkt

x ∈ V . Wir nehmen an, dass für jedes x ∈ V d (x) < ∞ gilt, d.h. der Grad ist (lokal)

endlih.

Bsp. 4a. Setze m (x) = d (x), b (x, y) = 1 für {x, y} ∈ E. Dann gilt

l2 (V,m) = l2 (V, d) =

{

f : V → R

∣
∣
∣
∣
∣

∑

x∈V

|f (x)|2 d (x) <∞
}

.
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Dann gilt für

(

∆̃f
)

(x) =
1

d (x)

∑

y∈V,y∼x

(f (y)− f (x))

zunähst

∥
∥
∥∆̃f

∥
∥
∥
l2(V,d)

≤ 2 ‖f‖l2(V,d) (heken!),

d.h. ∆̃ ist ein beshränkter Operator! Auÿerdem gilt

E (f, g) =
1

2

∑

x,y∈V,x∼y

(f (y)− f (x)) (g (y)− g (x))

=
1

2

∑

x,y∈V,x∼y

(f (y)− f (x)) g (y)− 1

2

∑

x,y∈V,x∼y

(f (y)− f (x)) g (x)

= −
∑

x,y∈V,x∼y

(f (y)− f (x)) g (x) =
∑

x∈V

g (x)
(

−∆̃f
)

(x) d (x)

=
〈

g,−∆̃f
〉

l2(V,d)
.

Ebenso folgt

〈

∆̃f, g
〉

l2(V,d)
=
〈

f, ∆̃g
〉

l2(V,d)
.

Wenn man D : l2 (V, d) → l2 (Edir) mittels (Df) (e) = f (y) − f (x) für e =

(x, y) setzt, so ergibt sih

−∆̃ = D∗ ◦D,

was eine weitere Analogie zum euklidishen Fall darstellt.

Bsp. 4b. Setze m = 1, b (x, y) = 1 für {x, y} ∈ E. Also ist l2 (V,m) = l2 (V ). Dann gilt

für

∆f (x) =
∑

y∈V,y∼x

(f (y)− f (x))

auh hier

E (f, g) =
1

2

∑

x,y∈V,x∼y

(f (y)− f (x)) (g (y)− g (x)) = (−∆f, g)l2(V )

= (f,−∆g)l2(V ) ,

wobei ∆ ein unbeshränkter Operator auf l2 (V ) ist. Häu�g nennt man ∆ den

Graph-Laplae und ∆̃ den normierten Laplae-Operator.

1.7 De�nition. Seien (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und (xα)α∈A eine Familie von
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Elementen in X. Die Familie heiÿt summierbar, falls x ∈ X und zu jedem ε > 0 eine

Menge F ⊂ A mit #F <∞ existiert derart, dass

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈G

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε für jede Menge G ⊂ A,#G <∞,G ⊃ F .

In diesem Fall shreibt man

∑

α∈A xα = x. Die Familie heiÿt absolut summierbar (oder

normal summierbar), falls die Familie (‖xα‖)α∈A summierbar ist.

Bemerkung. Eine Familie (xα)α∈A nihtnegativer, reeller Zahlen xα ≥ 0 ist summierbar

genau dann, wenn

S = sup

{
∑

α∈F

xα

∣
∣
∣
∣
∣
F ⊂ A,#F <∞

}

<∞

gilt. In diesem Fall gilt

∑

α∈A xα = S.

1.8 Proposition. Sei (xα)α∈A summierbar. Dann existiert zu jedem ε > 0 eine Menge

F ⊂ A, #F <∞, mit der Eigenshaft, dass für alle M ⊂ A \ F , #M <∞, gilt:

∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈M

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε. (Cauhy-Eigenshaft)

Beweis. Sei x =
∑

α∈A xα. Wähle zu ε > 0 die Menge F ⊂ A,#F <∞, mit

∥
∥x−∑α∈G xα

∥
∥ ≤

ε
2 für jedes G ⊂ A, #G <∞, G ⊃ F . Für M ⊂ A \ F mit #M <∞ gilt

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈M∪F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε

2
,

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε

2
.

Es gilt auh

ε

2
≥

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈M∪F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈M

xα −
∑

α∈F

xα

∥
∥
∥
∥
∥

≥
∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈M

xα

∥
∥
∥
∥
∥
−
∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
.

Also gilt ∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈M

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε

2
+

∥
∥
∥
∥
∥
x−

∑

α∈F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε

2
+
ε

2
= ε.
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1.9 Folgerung. Wenn

∑

α∈A xα summierbar ist, so gilt

sup
F⊂A,#F<∞

∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈F

xα

∥
∥
∥
∥
∥
<∞.

Insbesondere ist die alternierende harmonishe Reihe

(−1)n

n
niht summierbar.

1.10 Satz. Seien X ein Banahraum und (xα)α∈A eine Familie in X. Die Familie ist

summierbar genau dann, wenn sie folgende Cauhy-Eigenshaft hat:

∀ ε > 0 ∃ Fε ∈ A# ∀ M ∈ A# : M ⊂ A \ Fε ⇒
∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈M

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε. (CE)

Beweis. Bereits bewiesen ist die Notwendigkeit von (CE). Es gelte nun also (CE). Wir

zeigen zunähst, dass der Träger

S = {α ∈ A | xα 6= 0}

endlih oder niht abzählbar ist.

Sei Sε = {α ∈ A | ‖xα‖ > ε}. Dann gilt Sε ⊂ Fε, wobei Fε wie in (CE): Für α ∈ Sε

würde sonst α 6∈ Fε und somit mit M = {α} der Widerspruh ‖xα‖ ≤ ε folgen.

Da S =
⋃

n∈N S 1
n
ist, folgt, dass S höhstens abzählbar ist. Sei σ : N → Amit σ (N) = S

eine Abzählung des Trägers. Für m ∈ N sei Sm =
∑m

n=0 σ (n). Wir zeigen, dass (Sm)m
eine Cauhy-Folge ist.

Seien ε > 0 beliebig und Fε wie in (CE). Setze mε = max
(
σ−1 (Fε)

)
. Dann folgt für

jedes k ∈ N und alle m > mε

‖Sm+k − Sm‖ =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

m+k∑

j=m+1

xσ(j)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈σ({n+1,...,m+k})

xα

∥
∥
∥
∥
∥
∥

≤ ε.

Sei S der Grenzwert der Folge (Sn)n. Wir zeigen nun

∑

x∈A xα = S. Sei ε > 0 beliebig.

Sei nε ∈ N derart, dass ‖Sm − S‖ ≤ ε für alle m ≥ nε. Sei Fε wie in (CE). O.B.d.A. gilt

Fε ⊃ σ ({0, . . . , nε}). Setze mε = max
(
σ−1 (Fε)

)
und F ′

ε = σ ({0, . . . ,mε}). Sei G ∈ A#
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mit G ⊃ F ′

ε. Dann gilt

∥
∥
∥
∥
∥
S −

∑

α∈G

xα

∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

S −
∑

α∈F ′
ε

xα −
∑

x∈G\F ′
ε

xα

∥
∥
∥
∥
∥
∥

≤

∥
∥
∥
∥
∥
∥

S −
mε∑

j=0

xσ(j)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈G\F ′
ε

xα

∥
∥
∥
∥
∥
∥

≤ ε+ ε = 2ε.

F ′

ε kann also in der De�nition der Summierbarkeit gewählt werden.

Bemerkung. Man sieht leiht, dass in einem normierten Raum für jede Bijektion σ : A →
A Summierbarkeit von (xα)α∈A äquivalent ist zur Summierbarkeit von

(
xσ(α)

)

α∈A
.

1.11 Folgerung. (1) Seien X ein Banahraum und die Familie (xα)α∈A absolut (d.h.

normal) summierbar. Dann ist (xα)α∈A summierbar mit

∥
∥
∥
∥
∥

∑

α∈A

xα

∥
∥
∥
∥
∥
≤
∑

α∈A

‖xα‖ .

(2) Eine Familie reeller Zahlen ist summierbar genau dann, wenn sie absolut summierbar

ist.

Beweis. (1) Falls (xα)α∈A absolut summierbar ist, so existiert zu ε > 0 ein Fε ∈ A# mit

∑

α∈M ‖xα‖ ≤ ε für jedesM ∈ A#,M ⊂ A\Fε. Wegen

∥
∥
∑

α∈M xα
∥
∥ ≤∑α∈M ‖xα‖

folgt (CE) für die Familie (xα).

(2) Sei (xα)α∈A eine Familie reeller Zahlen, welhe summierbar ist. Sei ε > 0 beliebig.

Sei Fε gemäÿ (CE) derart, dass für jedes M ∈ A#, M ⊂ A \ Fε
∣
∣
∣
∣
∣

∑

α∈M

xα

∣
∣
∣
∣
∣
≤ ε

gilt. Sei M′ ∈ A# beliebig mit M′ ⊂ A \ Fε. Dann existiert ein N ⊂ M′
mit

∑

α∈M′

|xα| ≤ 2

∣
∣
∣
∣
∣

∑

α∈N

xα

∣
∣
∣
∣
∣
,
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denn diese Ungleihung kann niht sowohl für

N0 =
{

α ∈ M′
∣
∣
∣ xα ≥ 0

}

und

N1 =
{

α ∈ M′
∣
∣
∣ xα < 0

}

falsh sein. Also folgt die absolute Summierbarkeit von (xα).

Eventuell interessant sind folgende Fälle:

(1) Ein Beispiel von X, (xα) mit (xα) summierbar, aber niht absolut summierbar.

(2) Ein Beispiel eines niht vollständigen, normierten Raumes X und (xα) derart, dass

(xα) absolut summierbar, aber niht summierbar ist.

1.12 Satz. Seien (Eα,D (Eα)) eine Familie von nihtnegativen, bilinearen Folgen auf

einem Hilbertraum X. Setze

D (E) =
{

u ∈
⋂

α∈A

D (Eα)
∣
∣
∣
∣
∣
(Eα (u, u))α∈A ist summierbar

}

.

Dann de�niert die Abbildung E : D (E) ×D (E) → [0,∞), E (u, v) =
∑

α∈A Eα (u, v) eine
nihtnegative, bilineare Form auf X. Wenn alle (Eα,D (Eα)) abgeshlossen sind, so ist

auh (E ,D (E)) abgeshlossen.

Beweis. Seien u, v ∈ D (E). Es gilt
∑

|Eα (u, v)| ≤
∑ 1

2
(Eα (u, u) + Eα (v, v)) .

Wegen Korollar 1.9 folgt, dass Eα (u, v) absolut summierbar ist. Die Bilinearität überträgt

sih ebenfalls.

Wir nehmen nun an, dass alle (Eα,D (Eα)) abgeshlossen sind. Sei (un) eine Cauhy-

Folge bezüglih Eα. Also existiert zu ε > 0 ein mε ∈ N mit

E (un − um, un − um) ≤ ε für n,m ≥ mε.

Wir wissen also

∑

Eα (un − um, un − um) ≤ ε für F ∈ A#, m, n ≥ mε. (1.1)
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Insbesondere folgt für jedes α ∈ A undF = {α}

Eα (un − um, un − um) ≤ ε, falls n,m ≥ mε.

Also existiert ein u ∈ D (Eα) (zunähst ist u abhängig von α, dann aber niht wegen

Konvergenz) mit ‖un − u‖ → 0. Betrahte m→ ∞ in (1.1). Es folgt

∑

α∈F

Eα (un − u, un − u) ≤ ε für F ∈ A#, n,m ≥ mε. (1.2)

Also ist (Eα (u− un, u− un))α∈A summierbar, daher gilt u − un ∈ D (E) und somit

u ∈ D (E). Die behauptete Konvergenz folgt aus (1.2).

1.13 Folgerung. Sei (En,D (En)) eine wahsende Folge abgeshlossener, symmetrisher,

bilinearer Formen auf einem Hilbertraum X. Setze

D (E) =
{

u ∈ X

∣
∣
∣
∣
sup
n∈N

En (u, u) <∞
}

.

Dann de�niert die Abbildung

E (u, v) = lim
n→∞

En (u, v) für u, v ∈ D (E)

eine abgeshlossene Form (E ,D (E)) auf X.

Übung 4: Finde eine niht abshlieÿbare Form.

Übung 5: D (E) = C∞
c (R), E (u, v) =

´∞
−∞ u

′
(x) v

′
(x) a (x) dx, wobei a : R → [0,∞)

meÿbar. Finde ein solhes a derart, dass (E ,D (E)) niht abshlieÿbar ist.
Sei k : Rd × Rd \ diag → [0,∞). Wir werden sehen, dass für eine groÿe Klasse solher

Funktionen k nd Ω ⊂ Rd o�en durh

E (u, v) =

ˆ

Ω

ˆ

Ω
(u (y)− u (x)) (v (y)− v (x)) k (x, y) dy dx (1.3)

eine abgeshlossene Markov-Form auf D (E) = C1
c (Ω) bzw. D (E) = C1 (Ω) geben ist.

Funktionen dieses Typs spielen ebenso wie �Gradienten-Typ Formen� eine wihtige Rol-

le bei der Darstellung (regulärer) symmetrisher Dirhilet-Formen auf L2
(
Rd,dx

)
. Um

Formen E wie in (1.3) verstehen zu können, benötigen wir Sobolevräume fraktionaler

Ordnung.

S
(
Rd
)
bezeihnet den Shwartz-Raum shnell abfallender Funktionen.
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S ′ (
Rd
)
bezeihnet den Dualraum von S

(
Rd
)
. Elemente aus S ′ (

Rd
)
heiÿen temperierte

Distributionen.

Für ϕ ∈ S
(
Rd
)
bezeihnet F (ϕ) oder ϕ̂ die Fouriertransformation

ϕ̂ (ξ) = (2π)−
d
2

ˆ

e−i〈x,ξ〉ϕ (x) dx.

Es gilt

F−1 (ϕ) (ξ) = ϕ̌ (ξ) = (2π)−
d
2

ˆ

ei〈x,ξ〉ϕ (x) dx.

Falls T ∈ S ′ (
Rd
)
, so de�nieren wir für ϕ ∈ S

(
Rd
)

(FT ) (ϕ) = T (ϕ̂) und

(
F−1T

)
(ϕ) = T (ϕ̌) .

Für m ∈ N, 1 ≤ p <∞ ist der Sobolev-Raum Wm,p
(
Rd
)
de�niert über

Wm,p
(

Rd
)

=
{

f ∈ Lp
(

Rd
) ∣
∣
∣ ∂αf ∈ Lp

(

Rd
)

für |α| ≤ m
}

.

Zusammen mit

‖f‖m,p =




∑

|α|≤m

‖∂αf‖pp





1
p

ist Wm,p
ein Banahraum, und es gilt

(i) S
(
Rd
)
⊂Wm,p

(
Rd
)
⊂ Lp

(
Rd
)
⊂ S ′ (

Rd
)
.

(ii) C∞
c

(
Rd
)
und S

(
Rd
)
sind jeweils diht in Wm,p

(
Rd
)
.

1.14 Satz. Die Abbildungen F und F−1
sind unitäre / isometrishe Abbildungen von

Wm,2
(
Rd
)
nah L2

(

Rd,
(

1 + |ξ|2
)m

2
dξ

)

und umgekehrt.

Beweis. Sei f ∈Wm,2
(
Rd
)
. Dann gilt

‖f‖2m,2 =
∑

|α|≤m

‖∂αf‖22 =
∑

|α|≤m

‖F (∂αf)‖22

=

ˆ

Rd




∑

|α|≤m

|ξα|2




∣
∣
∣f̂ (ξ)

∣
∣
∣

2
dξ.

Beahte, dass

(
∑

|α|≤m |ξα|2
)

≍
(

1 + |ξ|2
)m

. Also ist F eine isometrishe Abbildung von

Wm,2
(
Rd
)
→ L2

(

Rd,
(

1 + |ξ|2
)m

2
dξ

)

.
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Sei g ∈ L2

(

Rd,
(

1 + |ξ|2
)m

2
dξ

)

. Setze f = F−1 (g). Dann gilt

∂αf = i|α|F−1 (xαg) ∈ L2
(

Rd
)

für |α| ≤ m.

1.15 De�nition. Sei s ∈ R. Wir defnieren

Hs
(

Rd
)

=

{

f ∈ S ′
(

Rd
)
∣
∣
∣
∣
ξ 7→

(

1 + |ξ|2
) s

2
f̂ (ξ) ∈ L2

(

Rd
)}

.

1.16 Satz. Sei s ∈ R. Zusammen mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉Hs =

ˆ

f̂ (ξ)
(

1 + |ξ|2
) s

2 · ĝ (ξ)
(

1 + |ξ|2
) s

2
dξ

ist Hs
(
Rd
)
ein Hilbertraum mit den folgenden Eigenshaften:

(i) S
(
Rd
)
⊂ Hs

(
Rd
)
⊂ S ′ (

Rd
)
.

(ii) S
(
Rd
)
ist diht in Hs

(
Rd
)
.

(iii) Für s ∈ N0 gilt Hs
(
Rd
)
=W s,2

(
Rd
)
.

Beispiel. (1) f (x) = e−|x|
für x ∈ Rd. Dann gilt

f ∈ Hs
(

Rd
)

⇔ s <
3

2
.

(2) Qd =
{
x ∈ Rd

∣
∣ |x|∞ ≤ 1

}
, f (x) = IQd

(x), x ∈ Rd, dann f ∈ Hs
(
Rd
)

⇔ s < 1
2 .

Insbesondere ist f 6∈ H
1
2

(
Rd
)
.

(3) δ ∈ Hs
(
Rd
)

⇔ s < −d
2 .

Wir wollen uns nun eine Charakterisierung der Norm in Hs
(
Rd
)
erarbeiten, die etwas

mit der in (1.3) betrahteten Form E (u, v) zu tun hat.

Für f : Rd → R und h ∈ Rd, setzen wir ∆hf (x) = f (x+ h)− f (x) und für m ∈ N

∆m
h f (x) = ∆h

(
∆m−1
h f

)
(x) .

Zur Erinnerung: Für s = m + σ, m ∈ N0, 0 < σ < 1, sind die Hölder-Räume de�niert
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über

‖f‖Cs(Rd) = ‖f‖Cm(Rd) +
∑

|α|=m

sup
x,y∈Rd,
x 6=y

|∂αu (x)− ∂αu (y)|
|x− y|σ

≍ ‖f‖
Cm(Rd) +

∑

|α|=m

sup
|h|≤1

sup
x∈Rd

|∆h∂
αf (x)|
|h|σ ,

wobei A (f) ≍ B (f) :⇔ ∃ c > 0 ∀ f : c ≤ A(f)
B(f) ≤ c−1

.

1.17 De�nition. Sei s = m+ σ mit m ∈ N0, 0 < σ < 1. Dann de�nieren wir

W s,2
(

Rd
)

=
{

f ∈ L2
(

Rd
) ∣
∣
∣ ‖f‖W s,2 <∞

}

,

wobei

‖f‖2W s,2 = ‖f‖2m,2 +
∑

|α|=m

ˆ

|h|≤1

‖∆h∂
αf‖22

|h|2σ
dh

|h|d
.

Sei α ∈ Nd0 �xiert. Dann ist

ˆ

|h|≤1

‖∆h∂
αf‖22

|h|2σ
dh

|h|d
=

ˆ

|h|≤1

ˆ

Rd

|∂αf (x+ h)− ∂αf (x)|2

|h|d+2σ
dx dh = (RS).

Daher gilt

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|∂αf (y)− ∂αf (x)|2

|x− y|d+2σ
dy dx =

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|∂αf (x+ h)− ∂αf (x)|2

|h|d+2σ
dh dx

= (RS) +

ˆ

Rd

ˆ

|h|>1

|∂αf (x+ h)− ∂αf (x)|2

|h|d+2σ
dh dx.

≤ (RS) + c (σ, d) ‖∂αf‖22 .

Also gilt

‖f‖2W s,2 ≍ ‖f‖2m,2 +
ˆ

Rd

ˆ

Rd

|∂αf (y)− ∂αf (x)|2

|x− y|d+2σ
dx dy.

1.18 Satz. Sei s = m+ σ mit m ∈ N0, 0 < σ < 1. Dann gilt

Hs
(

Rd
)

=W s,2
(

Rd
)

.

Sowohl S
(
Rd
)
als auh C∞

c (Ω) sind diht in W s,2
(
Rd
)
.

Beweis. Mittels eines Faltungsarguments (Standard) beweist man, dass C∞
c

(
Rd
)
und
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S
(
Rd
)
diht in W s,2

(
Rd
)
sind. Zu zeigen bleibt noh die Äquivalenz der Normen

‖f‖W s,2 ≍
ˆ

Rd

(

1 + |ξ|2
)s ∣∣
∣f̂ (ξ)

∣
∣
∣

2
dξ.

Wir betrahten zunähst den Fall m = 0, d.h. 0 < s < 1.

ˆ

|h|−2σ ‖f (·+ h)− f‖22
dh

|h|d
=

ˆ

|h|−2σ ‖F (f (·+ h)− f)
︸ ︷︷ ︸

=(ei〈ξ,h〉−1)f̂(ξ)

‖22
dh

|h|d

=

ˆ ∣
∣
∣f̂ (ξ)

∣
∣
∣

2
(
ˆ ∣
∣
∣ei〈ξ,h〉 − 1

∣
∣
∣

2
|h|−2σ dh

|h|d

)

︸ ︷︷ ︸

´

∣

∣

∣

∣

∣

e
i

〈

ξ
|ξ|

,t

〉

−1

∣

∣

∣

∣

∣

2

|t|−2σ |ξ|2σ dt

|t|d
, h= t

|ξ|

dξ

= c (σ, d)

ˆ

|ξ|2σ
∣
∣
∣f̂ (ξ)

∣
∣
∣

2
dξ.

Damit ist der Fall m = 0 bewiesen. Im Fall s = m + σ, m ∈ N, wenden wir die eben

durhgeführte Rehnung an auf die Ableitungen ∂αf für |α| = m.

A (ξ) =

ˆ ∣
∣
∣ei〈ξ,h〉 − 1

∣
∣
∣

2
|h|−2σ dh

|h|d

= |ξ|2σ
ˆ

∣
∣
∣
∣
e
i
〈

ξ

|ξ|
,h
〉

− 1

∣
∣
∣
∣

2

|h|d+2σ
dh

= 2 |ξ|2σ
ˆ

(

1− cos
(〈

ξ
|ξ| , h

〉))

|h|d+2σ
dh

= 2 |ξ|2σ
ˆ

1− cos h1

|h|d+2σ
dh

︸ ︷︷ ︸

=:(Ad,−σ)
−1

für 0 < σ < 1

Ad,−s :=

(
ˆ

1− cos (h1)

|h|d+2s
ds

)−1

1.19 De�nition. Für 0 < s < 1 und u ∈ S
(
Rd
)
de�nieren wir

(−∆)s : S
(

Rd
)

→ L2
(

Rd
)
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über

(−∆)2 u (x) = −Ad,−s lim
εց0

ˆ

|y−x|>ε

u (y)− u (x)

|y − x|dε+s
dy

O�ene Fragen:

• Warum diese Bezeihnung?

• Wohlde�niertheit?

• Zusammenhang?

Bemerkung. Für

1
2 < s < 1 und u ∈ S

(
Rd
)
oder u ∈ C∞

c

(
Rd
)
ist im Allgemeinen

ˆ

Rd

u (y)− u (x)

|y − x|d+s
dy

niht de�niert. Betrahte x ∈ Rd und ε > 0 �xiert.

ˆ

|y−x|>ε

u (y)− u (x)

|y − x|d+εs
dy =

ˆ

|h|>ε

u (x+ h)− u (x)

|h|d+s
dh

=
1

2

ˆ

|h|>ε

u (x+ h)− u (x)

|h|d+s
dh− 1

2

ˆ

|h|>ε

u (x)− u (x− h)

|h|d+2s
dh

=
1

2

ˆ

|h|>ε

u (x+ h)− 2u (x) + u (x− h)

|h|d+2s
dh

≤ 1

2

ˆ

ε<|h|≤1

‖D2u‖∞ |h|2

|h|d+2s
dh+

1

2

ˆ

|h|>1

4‖u‖∞
|h|d+2s

dh

≤ c
(
‖u‖∞, ‖D2u‖∞, d, s

)
.

1.20 Proposition. Für u ∈ S
(
Rd
)
, 0 < s < 1, x ∈ Rd gilt

(−∆)s u (x) = −Ad,−s p.v.

ˆ

u (y)− u (x)

|y − x|d+2s
dy

=
−Ad,−s

2

ˆ

u (x+ h)− 2u (x) + u (x− h)

|h|d+2s
dh

= −Ad,−s

ˆ

[
u (x+ h)− u (x)− 〈h,∇u (x)〉 I{‖u‖≤1}

]
|h|−d−2 dh.

1.21 Satz. Sei 0 < s < 1 und (−∆)s de�niert wie oben. Dann gilt für u ∈ S
(
Rd
)

(−∆)s u = F−1
(

|·|2sFu
)

. (1.4)
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Bemerkung. • Vergleihe hierzu den Fall s = 1:

(−∆)u = F−1
(

|·|2Fu
)

.

• Die Konstante Ad,−s ist also genau die rihtige.

• Aufgrund von (1.4) nennt man ξ 7→ |ξ|2s Symbol des Operators (−∆)s.

Beweis. Es gilt

(x, y) 7→ u (x+ y)− 2u (x) + u (x− y)

|y|d+2s
∈ L1

(

Rd × Rd
)

.

F ((−∆)s u) (ξ) =
−Ad,−s

2

ˆ

Rd

F (u (·+ y)) (ξ)− 2F (u) (ξ) + F (u (· − y)) (ξ)

|y|d+2s
dy

= −Ad,−s

2

(
ˆ

Rd

(Fu) (ξ)
[

ei〈ξ,y〉 − 2 + e−i〈ξ,y〉
]

|y|−d−2s dy

)

= −Ad,−s

(
ˆ

Rd

1− cos (〈ξ, y〉)
|y|d+2s

dy

)

(Fu) (ξ) .

Also gilt (−∆)s : Hs
(
Rd
)
→ L2

(
Rd
)
.

1.22 Folgerung. Für 0 < s < 1 und u ∈ Hs
(
Rd
)
gilt

‖(−∆)s u‖2
L2(Rd) =

Ad,−s

2

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|u (y)− u (x)|
|y − x|d+2s

dy dx

Beweis.

‖(−∆)s u‖2L2 = ‖F ((−∆)s u)‖2L2 =
∥
∥
∥|·|2sFu

∥
∥
∥

2

L2

=
Ad,−s

2

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|u (y)− u (x)|2

|y − x|d+2s
dy dx.

Bemerkung. Bei der De�nition der Seminorm in W s,2
(
Rd
)
sollte man, wenn man sih

für sց 0 bzw sր 1 interessiert, den Faktor

Ad,−s

1 �mitnehmen�.
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Wir studieren nun Ad,−s in diesen Fällen, wobei d ≥ 2 ist.

ˆ

1− cos (h1)

|h|d+2s
dh =

ˆ

R

ˆ

Rd−1

1− cos (h1)

|h1|d+2s
· 1
(

1 +
|h′ |2
|h1|

) d+2s
2

dh
′
dh

=

ˆ

R

ˆ

Rd−1

(
1− cos (h1)

|h1|1+2s

)

· 1
(

1 + |η|2
) d+2s

2

dη dh

= s−1 (1− s)−1A (d, s)B (s) ,

wobei

A (d, s) =

ˆ

Rd−1

1
(

1 + |η|2
) d+2s

2

dη und

B (s) = s (1− s)

ˆ

R

1− cos (t)

|t|1+2s dt.

Die Funktion s 7→ A (d, s) ist stetig in
(
−1

2 ,∞
)
, für s ∈ [0, 1] ergeben sih keine Probleme.

A (d, s) =
∣
∣
∣sd−2

∣
∣
∣

ˆ ∞

0

rd−2

(1 + r2)
d+2s

2

ds

sր1−−−→ ωd−2

ˆ ∞

0

rd−2

(1 + r2)
d+2
2

dr

bzw. −→ ωd−2

ˆ ∞

0

rd−2

(1 + r2)
d
2

dr.

1.23 Lemma. (i) limsր1B (s) = 1
2 .

(ii) limsց0B (s) = 1.

Beweis.

ˆ

R

1− cos (t)

|t|1+2s dt =

ˆ

|t|≥1

1− cos (t)

|t|1+2s dt+

ˆ

|t|<1

1− cos (t)

|t|1+2s dt.

0 ≤
ˆ

|t|≥1

1− cos (t)

|t|+ 2s
dt ≤ 4

ˆ ∞

1

1

t1+2s
dt ≤ 4

[

· 1
2s

(
t−2s

)
]∞

1

≤ 2

s
.

Also limsր1 s (1− s)
´

|t|≥1
1−cos(t)

|t|1+2s dt = 0.
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(i)

0 ≤
ˆ

|t|≥1

1− cos (t)

|t|1+2s ≤ 4

ˆ ∞

1

1

t1+2s
=

2

s

⇒ lim
sր1

s (1− s)

ˆ

|t|≥1

1− cos (t)

|t|1+2s dt = 0.

Es gilt

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

|t|≤1

1− cos (t)

|t|1+2s dt−
ˆ

|t|≤1

t2

2

|t|1+2s dt

∣
∣
∣
∣
∣

≤ c1

ˆ

|t|≤1

|t|3

|t|1+2s dt

≤ c2

ˆ 1

0
t2−2s dt =

[
c2

3− 2s
t3−2s

]1

0

=
c2

3− 2s

und somit folgt

lim
sր1

s (1− s)

ˆ

|t|≤1

1− cos (t)

|t|1+2s dt = lim
sր1

s (1− s)

ˆ

|t|≤1

t2

2

|t|1+2s dt

= lim
sր1

s (1− s)

ˆ 1

0
t1−2s dt = lim

sր1

s (1− s)

2− 2s

=
1

2
.

(ii)

0 ≤
ˆ

|t|≤1

1− cos (t)

|t|1+2s dt ≤ c3

ˆ 1

0
t1−2s dt =

c3
2− 2s

⇒ lim
sց0

s (1− s)

ˆ

|t|≤1

1− cos (t)

|t|1+2s dt = 0.

Tatsahe (vgl. Analysis 1):

∃ c4 ≥ 0 ∀ s ∈ (0, 1) :

∣
∣
∣
∣

ˆ ∞

1

cos (t)

t1+2s
dt

∣
∣
∣
∣
≤ c4.

Beweis davon pber

´

2kπ
cos(t)
t1+2s dt ≤ c

k2
. Deswegen gilt

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

|t|≥1

1− cos (t)

|t|1+2s dt−
ˆ

|t|≥1

1

|t|1+2s dt

∣
∣
∣
∣
∣
≤ c4.
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Also folgt

lim
sց0

B (s) = lim
sց0

s (1− s)

ˆ

|t|≥1

1

|t|1+2s dt = lim
sց0

s (1− s) · 2
ˆ ∞

1
t−1−2s dt

= lim
sց0

s (1− s) · 2
2s

= 1.

Übung: B = B (0, 1). Sei (un) Folge in Cc (B) mit

un (x) = 1 auf B

(

0, 1 − 2

n

)

,

un (x) = 0, auf B (0, 1) \B
(

0, 1− 1

n

)

und |∇un (x)| ≤ cn. Untersuhen Sie den Ausdruk

ˆ

B

ˆ

B

|vn (y)− vn (x)|2

|y − x|d+2s
dxdy für vn = 1− un

auf Konvergenz.

1. Betrahten Sie s ∈ (0, 1) und mahen sie ggf. eine Falluntersheidung.

2. Betrahten Sie die Fortsetzung ṽn und [ṽn]s,2.

1.24 Proposition. Durh leveres, iteratives Integrieren beweist man

(i)

lim
sր1

Ad,−2s

s (1− s)
=

4d

ωd−1
.

(ii)

lim
sց0

Ad,−2s

s (1− s)
=

2

ωd−1
.

Hierbei ist wie üblih ωd−1 =
∣
∣Sd−1

∣
∣
.

Beweis. Vgl. Hithhiker's guide to frational sobolev spaes, arxiv.org.
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1.25 Satz. Seien d ≥ 1, u ∈ C∞
c

(
Rd
)
, x ∈ Rd. Dann gilt

lim
sր1

(−∆)s u (x) = (−∆u) (x) und

lim
sց0

(−∆)s u (x) = u (x) .

Beweis. Übung.

1.26 De�nition. Für s ∈ R, p ≥ 1 ist

Hs,p
(

Rd
)

=

{

f ∈ S ′
(

Rd
)
∣
∣
∣
∣
F−1

((

1 + |ξ|2
) 1

2
û (ξ)

)

∈ Lp
(

Rd
)}

mit

‖f‖
Hs,p(Rd) =

∥
∥
∥
∥

(

1 + |ξ|2
) 1

2
û (ξ)

∥
∥
∥
∥
Lp(Rd)

.

Man kann nun für s = m ∈ N und p ≥ 1 zeigen:

Hm,p
(

Rd
)

=Wm,p
(

Rd
)

.

Sei s = m+ σ mit m ∈ N, 0 < σ < 1, p ≥ 1, p 6= 2. Dann gilt leider niht :

‖f‖p
Hs,p(Rd)

≍ ‖f‖p
Wm,p(Rd)

+
∑

|α|=m

ˆ ˆ |∂αf (x)− ∂αf (y)|p

|x− y|d+σp
dxdy.

(O.k. und bewiesen für p = 2, s = m ∈ N.) Die Menge aller f ∈ Lp
(
Rd
)
, für welhe

‖f‖ =



‖f‖
Wm,p(Rd) +

∑

|α|=m

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|∂αf (x)− ∂αf (y)|p

|x− y|d+σp
dxdy





1
p

endlih ist, bezeihnet man mit Bs
p,p

(
Rd
)
(Besov-Raum).

Merkregel: Im Ganzraum gilt: �Sobolev = Besov�, falls p = 2 oder s ∈ N.
Im Falle o�ener Teilmengen des Rd gibt es zwei natürlihe Arten, SobolevräumeW s,2 (Ω)

zu de�nieren. Die folgende De�nition ist naheliegend, elegant und unpraktish.

1.27 De�nition. Sei Ω ⊂ Rd o�en und s > 0, p ≥ 1.

Hs,p (Ω) =
{

f ∈ Lp (Ω)
∣
∣
∣ Es gibt ein f̃ ∈ Hs,p

(

Rd
)

mit f̃ ↾Ω= f
}
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1.28 Proposition. Seien Ω ⊂ Rd o�en und s > 0. Dann wird der Vektorraum Hs,2 (Ω),

versehen mit der Norma

‖f‖Hs,2(Ω) = inf

{∥
∥
∥f̃
∥
∥
∥
Hs,2(Ω)

∣
∣
∣
∣
f̃ ∈ Hs,2

(

Rd
)

, f̃ ↾Ω= f

}

zu einem Hilbertraum mit C∞
c (Ω) ⊂ Hs,2 (Ω) ⊂ L2 (Ω). Die beiden Räume C∞

c

(
Rd
)∣
∣
Ω

und S
(
Rd
)∣
∣
Ω
liegen diht in Hs,2 (Ω).

Man verwendet folgende allgemeine Beobahtung:

1.29 Satz. Seien X ein Banahrau und M ⊂ X ein abgeshlossener Unterraum. Sei

X/M der Quotienten- oder Faktorraum. Dieser ist dann bezüglih der Norm

‖ξ‖ = inf
x∈ξ

‖x‖X

vollständig.

Beweis. Übung.

Beweis von 1.28. Idee: Hs,2 (Ω) = Hs,2
(
Rd
)
/ ˜Hs,2 (ΩC), wobei

˜Hs,2 (ΩC) =
{

f ∈ Hs,2
(

Rd
) ∣
∣
∣ supp (f) ⊂ ΩC

}

abgeshlossener Unterraum von Hs,2
(
Rd
)
.

1.30 Satz. Seien Ω ⊂ Rd o�en mit ∂Ω ∈ C∞
und s = m+σ mit m ∈ N0 und 0 < σ < 1.

Dann gilt für f ∈ Hs,2 (Ω)

‖f‖2Hs,2(Ω) ≍
∑

|α|≤m

‖∂αf‖2L2(Ω) +
∑

|α|=m

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|∂αf (x)− ∂αf (y)|2

|x− y|d+2σ
dxdy,

wobei die Proportionalitätskonstante für m = 0, s0 < s < 1 unabhängig von s (aber

abhängig von s0) gewählt werden kann.

Beweis. Wir betrahten nur den Fall Ω = Rd+ =
{(

x
′
, xd

) ∣
∣
∣ x′ ∈ Rd−1, xd > 0

}

und

m = 0, σ = s ∈ (0, 1). Für f ∈ Hs,2
(
Rd+
)
∩ C

(
Rd+
)
mit supp (f) ⊂ B1 (0) setzen wir

f̃ (x1, x2, . . . , xd−1, xd) = f (x1, . . . , xd−1,−xd) = f
(

x
′
,−xd

)

.
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Dann gilt f̃ ∈ C
(
Rd
)
∩ L2

(
Rd
)
. Zu zeigen ist

(I) :=

ˆ

Rd

ˆ

Rd

∣
∣
∣f̃ (x)− f̃ (y)

∣
∣
∣

2

|x− y|d+2s
dxdy ≤ c

ˆ

Rd
+

ˆ

Rd
+

|f (x)− f (y)|2

|x− y|d+2s
dxdy,

denn ‖f̃‖
L2(Rd) ≤ 2‖f‖

L2(Rd
+)

ist klar! O�enbar ist

(I) =

ˆ

Rd
+

ˆ

Rd
+

(. . . ) +

ˆ

Rd
−

ˆ

Rd
−

(. . . ) + 2

ˆ

Rd
+

ˆ

Rd
−

(. . . )

und es gilt (wir betrahten nun den 3. Term von (I))

ˆ

Rd
+

ˆ

Rd
−

∣
∣
∣f̃ (x)− f̃ (y)

∣
∣
∣

2

|x− y|d+2s
dxdy ≤

ˆ

Rd
+

ˆ

Rd
+

|f (z)− f (y)|2

|z − y|d+2s
dz dy,

da |x− y| ≥
∣
∣
∣

(

x
′
,−xd

)

− y
∣
∣
∣, wobei

(

x
′
,−xd

)

= z ist.

Zusammenfassung:

(1) m ∈ N0, p ≥ 1, Ω ⊂ Rd o�en.

Wm,p (Ω) = {f ∈ Lp (Ω) | ∂αf ∈ Lp (Ω) für |α| ≤ m} ,
‖f‖p

Wm,p(Ω)
=
∑

|α|≤m

‖∂αf‖p
Lp(Ω)

.

(2) s ∈ R, p ≥ 1.

Hs,p
(

Rd
)

=

{

f ∈ S ′
(

Rd
) ∣∣
∣
∣

(

1 + |ξ|2
) s

2
f̂ (ξ) ∈ Lp

(

Rd
)}

,

‖f‖
Hs,p(Rd)

s≥0
=

ˆ

Rd

∣
∣
∣
∣
f̂ (ξ)

(

1 + |ξ|2
) s

2

∣
∣
∣
∣

p

dξ.

(3) s = m ∈ N0: H
m,p
(
Rd
)
=Wm,p

(
Rd
)
.
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(4) p = 2, s = m+ σ, m ∈ N0, 0 < σ < 1. Hs
(
Rd
)
:= Hs,2

(
Rd
)
=W s,2

(
Rd
)
.

‖f‖2
H2(Rd) ≍ ‖f‖2

Hm,2(Rd) + c (d, s)
︸ ︷︷ ︸

nur wihtig für

σց0,
σր1.

∑

|α|≤m

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|∂αf (x)− ∂αf (y)|2

|x− y|d+2σ
dxdy.

Beahte

∥
∥
∥(−∆)

s
2 f
∥
∥
∥

2

L2(Rd)
=

Ad,−2s

2

ˆ

Rd

ˆ

Rd

|f (x)− f (y)|2

|x− y|d+2s
dxdy.

(5) Ω ⊂ Rd o�en, s > 0, p ≥ 1.

Hs,p (Ω) =
{

f ∈ Lp (Ω)
∣
∣
∣ ∃ f̃ ∈ Hs,p

(

Rd
)

: f̃ ↾Ω= f
}

,

‖f‖Hs,p(Ω) = inf

{∥
∥
∥f̃
∥
∥
∥
Hs,p(Ω)

∣
∣
∣
∣
f̃ ∈ Hs,p

(

Rd
)

: f̃ ↾Ω= f

}

.

(6) Ω ⊂ Rd o�en, ∂Ω ∈ C∞
, p = 2, s = m+ σ, m ∈ N0, 0 < σ < 1.

‖f‖2Hs,2(Ω) ≍
∑

|α|≤m

‖∂αf‖L2(Ω) + c (d, s)
∑

|α|≤m

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|f (x)− f (y)|2

|x− y|d+2σ
dxdy.

Bemerkung. ∂Ω ∈ C∞
ist niht notwendig, aber ohne Regularitätsbedingungen an ∂Ω

ist die Aussage falsh.

1.31 Proposition. Seien Ω ⊂ Rd o�en, 0 < s < 1. Dann ist mit

E (u, v) =

ˆ

Ω

ˆ

Ω

(u (x)− u (y)) (v (x)− v (y))

|x− y|d+2s
dxdy,

D (E) = C∞
c (Ω)

das Tupel (E ,D (E)) eine abshlieÿbare Markov-Form in L2 (Ω).

(7) Ω ⊂ Rd, 0 < s < 1, p ≥ 1.

W s,p (Ω) =

{

f ∈ Lp (Ω)

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|f (x)− f (y)|p

|x− y|d+sp
dxdy <∞

}

mit

‖f‖W s,p(Ω) = ‖f‖p
Lp(Ω) + c (d, s, p)

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|f (x)− f (y)|p

|x− y|d+sp
dxdy.
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Ahtung: Die Konstante c (d, s, p) ist alleine dafür da, dass man (zumindest im Fall,

dass ∂Ω regulär ist) im Grenzfall sր 1 erhält

[f ]W s,p(Ω) −→ [f ]W 1,p(Ω) für sր 1.

Wir untersuhen, in welhem Sinne für Funktionen

f ∈W s,p
0 (Ω) = C∞

c (Ω) (abg. bzgl. ‖ · ‖W s,p(Ω))

gilt, dass sie am Rand ∂Ω �Null� sind.

1.32 Satz. Seien Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt und

1
2 < s < 1. Es sei ∂Ω lipshitz-

regulär.

(1) Dann existiert ein Spuroperator Tr: W s,p (Ω) → Lp (∂Ω) mit

‖f‖Lp(∂Ω) ≤ c‖f‖W s,p(Ω) und

Tr (f) = 0 f.ü. auf ∂Ω für f ∈W s,p
0 (Ω) .

(2) Es gibt c ≥ 1 derart, dass für alle f ∈W s,p
0 (Ω) gilt:

ˆ

Ω

|f (x)|p

dist (x, ∂Ω)2s
dx ≤ c

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|f (x)− f (y)|p

|x− y|d+sp
dxdy (Hardy-Ungleihung)

Beahte: Für Ω = B = B (0) ist
´

B
1

dist(x,∂B) dx = ∞ (Übung).

Für 0 < s ≤ 1
2 und p > 1 gilt die Hardy-Ungleihung niht. In diesem Fall sind

Funktionen f ∈W s,p
0 (Ω) in keiner Weise �Null� am Rand.

Ahtung: Wenn man W
1
2
,p

0 (Ω) irgendwie anders (Fortsetzung durh Null und Fourier-

Transformation) de�niert, muss man genau aufpassen. Der Fall s = 1
2 ist für Randwerte

kritish.

1.33 Satz. Sei 0 < s ≤ 1
2 . Sei Ω ⊂ Rd o�en mit ∂Ω lipshitz-regulär. Sei c ≥ 1. Sei (un)

eine Folge in C∞
c (Ω) mit

(i) un = 1 auf An =
{
x ∈ Ω

∣
∣dist (x, ∂Ω) > 1

2n

}
.

(ii) un = 0 auf Ω \ An.

(iii) 0 ≤ un ≤ 1 und |∇un (x)| ≤ cn ∀x ∈ Ω.
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Dann gilt im Fall 0 < s < 1
2 für n→ ∞

ˆ

Ω

|un (x)|p

dist (x, ∂Ω)2s
dx→

ˆ

Ω

dx

dist (x, ∂Ω)
<∞,

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|un (y)− un (x)|p

|x− y|d+sp
dxdy → 0.

Im Fall s = 1
2 gilt

ˆ

Ω

|un (x)|p

dist (x, ∂Ω)2s
dx→ ∞ für n→ ∞,

ˆ

Ω

ˆ

Ω

|un (y)− un (x)|p

|x− y|d+sp
dxdy ≤ K für alle n ∈ N.

Beweis. p = 2, d = 1, un ∈ C0,1
c ((0, 1)).

Isn =

ˆ 1

0

ˆ 1

0

|un (y)− un (x)|2

|x− y|1+2s dxdy.

Zeige:

Isn → 0 für n→ ∞
(

0 < s <
1

2

)

,

I
1
2
n ≤ K für alle n ∈ N.

Nutze

In ≤ 2

ˆ 1
n

0

ˆ 1

0
[. . . ] = 2

n−2
2∑

l=0

ˆ

2(l+1)
n

2l
n

ˆ 1

0
[. . . ]

︸ ︷︷ ︸

=:An,l

und fürAn,0 benutze |un (x)− un (y)| ≤ c |x− y|. Für An,l und l ≥ 1 benutze |un (x)− un (y)| ≤
2.
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2 Halbgruppen, Resolventen und

Generatoren

2.1 Abgeshlossene lineare Operatoren

2.1 De�nition. SeienX, Y Banahräume. SeienD (A) ⊂ X ein Unterraum undA : D (A) →
Y linear. Dann nennen wir (A,D (A)) linearen Operator von X nah Y .

Für uns wird in der Vorlesung häu�g der Fall X = Y und D (A) = X von Interesse

sein, insbesondere auh der Fall, dass X = Y ein Hilbertraum ist.

2.2 De�nition. Ein linearer Operator A : D (A) ⊂ X → Y heiÿt beshränkt, falls C ≥ 1

existiert mit

‖Ax‖Y ≤ C‖x‖X für x ∈ D (A) .

Ein Operator, der niht beshränkt ist, heiÿt unbeshränkt.

Durh ‖A‖ = supx∈D(A),
‖x‖X=1

‖Ax‖Y wird eine Norm auf dem Raum der Operatoren de-

�niert. Mit L (X;Y ) bezeihnet man den Banahraum der beshränkten Operatoren

A : X → Y .

2.3 De�nition. Der Operator

(

Ã,D
(

Ã
))

heiÿt Fortsetzung des Operators (A,D (A)),

falls D
(

Ã
)

⊃ D (A) und A = Ã auf D (A).

2.4 Proposition. Sei (A,D (A)) ein beshränkter Operator von X nah X. Sei X

ein Hilbertraum oder D (A) = X. In beiden Fällen besitzt (A,D (A)) eine Fortsetzung

(

Ã,D
(

Ã
))

mit D
(

Ã
)

= X und

∥
∥
∥Ã
∥
∥
∥ = ‖A‖.

Beweis. Im Fall D (A) = X ist eine Fortsetzung mithilfe der Stetigkeit klar. Im Fall, dass

X ein Hilbertraum ist: Zunähst Fortsetzung auf D (A), dann

Ãx =







Ax, falls x ∈ D (A),

0, falls x ∈ D (A)⊥ .
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Beispiel. Wenn man den Laplae-Operator A = ∆ als Operator A auf L2 ((0, 1)) de�-

nieren möhte, so muss man den domain angeben.

(a) D (A) = C∞
c ((0, 1)).

(b) D (A) =
{
f ∈ C2 ([0, 1])

∣
∣ f (0) = f (1) = 0

}
.

() D (A) =
{
f ∈ C2 ([0, 1])

∣
∣ f ′ (0) = f ′ (1) = 0

}
.

2.5 De�nition. Für einen linearen Operator A : D (A) ⊂ X → Y bezeihnet man mit

R (A) = {y ∈ Y | ∃x ∈ D (A) : y = Ax}
= {Ax | x ∈ D (A)}

den sog. �range� von (A,D (A)).

Mit N (A) bezeihnen wir den Kern, d.h.

N (A) = {x ∈ X |Ax = 0} .

Mit Γ (A) bezeihnen wir den Graphen von A, d.h.

Γ (A) = {(x,Ax) |x ∈ D (A)} ⊂ X × Y.

2.6 De�nition. Ein Operator (A,D (A)) heiÿt abgeshlossen, falls Γ (A) in X × Y ab-

geshlossen ist. Er heiÿt abshlieÿbar, wenn er eine abgeshlossene Fortsetzung besitzt.

Die kleinste abgeshlossene Fortsetzung eines abgeshlieÿbaren Operators (A,D (A)) be-

zeihnen wir mit

(
Ā,D

(
Ā
))
.

2.7 Lemma. Ein Operator (A,D (A)) ist abgeshlossen genau dann, wenn für jede Folge

(xn) ∈ D (A) aus xn → x, Axn → y folgt:

x ∈ D (A) , Ax = y.

2.8 Lemma. Ein Operator (A,D (A)) ist abshlieÿbar genau dann, wenn für jede Folge

(xn) in D (A) mit xn → 0 gilt:

Axn → 0 oder lim
n→∞

Axn existiert niht.

Beispiel. (a) X = C1 ([0, 1]), Y = C ([0, 1]). D (A) = X, Au = u′. Dann ist (A,D (A))
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ein beshränkter Operator von X nah Y , weil

‖u′n‖∞ ≤ c
(
‖u′n‖+ ‖un‖∞

)
.

(b) Sei X = L2 ((0, 1)), D (A) = C1 ([0, 1]), Y = X, Au = u′. Dann ist (A,D (A)) ein

unbeshränkter Operator von Xnah Y , denn für un (x) = e−nx, n ∈ N, ergibt sih

ein Widerspruh zu:

∃C ≥ 1∀n :
∥
∥−ne−nx

∥
∥
L2 ≤ C

∥
∥e−nx

∥
∥
L2 .

() Alles wie in (b), aber mit D (A) =
{
u ∈ C1 ([0, 1])

∣
∣ u (0) = 0

}
. Dann ist der unbe-

shränkte Operator (A,D (A)) invertierbar.

(d) Für (A,D (A)) wie in () ergibt sih

D
(
Ā
)
=
{
u ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣ u (0) = 0

}
.

2.9 Satz. Seien (A,D (A)) ein abgeshlossener Operator von X nah Y und D (A) ab-

geshlossen in X. Dann ist (A,D (A)) bereits beshränkt.

Äquivalent hierzu:

• Sei A ∈ L (X;Y ) surjektiv. Dann ist A o�en. (Satz von der o�enen Abbildung)

• Sei A ∈ L (X;Y ) bijektiv. Dann ist A−1
beshränkt. (Satz von der beshränkten

Inversen)

Jeder halbwegs vernünftige Di�erentialoperator (Integrodi�.op.) ist abshlieÿbar. Nihts-

destotrotz existieren niht abshlieÿbare Operatoren.

Beispiel. X = L2 (R), Y = R, D (A) = {f : R → R messbar | |f | ≤ 1, |supp (f)| <∞},
Au =

´ +∞
−∞ u (x) dx.

un (x) =







1
n
, |x| ≤ n,

0; |x| > n.

(
ˆ +∞

−∞
|un (x)|2 dx

)1
2

=

(
ˆ +n

−n

1

n2

)1
2

=
1

n
(2n)

1
2 =

√
2√
n
→ 0.

Aun =

ˆ n

−n

1

n
dx = 2.
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2.2 Ein bisshen Spektraltheorie

2.10 De�nition. Seien (A,D (A)) ein abgeshlossener Operator von X nah X und

λ ∈ C. Falls der Operator λI −A : D (A) → X bijektiv ist, so bezeihnen wir die Inverse

mit R (λ,A), Rλ (A) bzw. mit (λ−A)−1
. Wir setzen

̺ (A) = {λ ∈ C |λI −A : D (A) → X ist bijektiv} ,

σ (A) = C \ ̺ (A) .

̺ (A) heiÿt Resolventenmenge, σ (A) heiÿt Spektrum, R (λ,A) Resolvente, λ 7→ R (λ,A)

Resolventenabbildung.

Bemerkung. Die Elemente des Spektrums σ (A) lassen sih noh weiter klassi�zieren.

2.11 Lemma. Für λ, µ ∈ ̺ (A) gilt:

R (λ,A)R (µ,A) = R (µ,A)R (λ,A) (0)

AR (λ,A) = λR (λ,A)− I1

R (λ,A)−R (µ,A) = (µ− λ)R (λ,A)R (µ,A) (2)

Beweis. (1)

(λ−A) x = y ⇔ x = R (λ,A) y.

A (R (λ,A) y) = λR (λ,A) y − y

Ax = λx− y ⇔ (λ−A) x = y.

(2) Aus (1) folgt

(λR (λ,A)−AR (λ,A))R (µ,A) = R (µ,A) (2.1)

und

(µR (µ,A)−AR (µ,A))R (λ,A) = R (λ,A) . (2.2)

(2.2) - (2.1) liefert

R (λ,A)−R (µ,A) = µR (µ,A)R (λ,A)− λR (λ,A)R (µ,A)

= (µ− λ)R (λ,A)R (µ,A) .

36



In De�nition 2.10 könnte man die Voraussetzung, dass (A,D (A)) abgeshlossen ist,

fallen lassen. Allerdings gibt es dann keine Resolvente, denn es gilt σ (A) = C.

Beweis davon: Sei λ ∈ ̺ (A). Dann ist B = (λI −A)−1
nah De�nition beshränkt.

Sei nun (un)n in D (A) eine Folge mit un → u und Aun → v für u, v ∈ X. Setze

hn = (λI −A) un. Dann gilt hn → λu− v. Also gilt

B (λu− v) = lim
n→∞

Bhn = lim
n→∞

un = u.

Demnah gilt v ∈ D (A) mit (λI −A) u = λu− v ⇔ Au = v, was zu zeigen war.

2.12 Proposition. Die Resolventenmenge ̺ (A) ist eine o�ene Teilmenge von C. Falls

µ ∈ ̺ (A), so gilt für c = ‖R (µ,A) ‖ die Inklusion B 1
c
(µ) ⊂ ̺ (A). Für λ ∈ ̺ (A) mit

|λ− µ| < 1
c
gilt

R (µ,A) =
∞∑

k=0

(µ− λ)k R (µ,A)k+1 .

Die Abbildung λ 7→ R (λ,A) ist also lokal analytish mit

dn

dλn
R (λ,A) = (−1)n · n! · R (λ,A)n+1 .

Beweis. Für λ ∈ C gilt:

λ−A = µ−A− (µ− λ) =



Id− (µ− λ)R (µ,A)
︸ ︷︷ ︸

=:T



 (µ,A)

(vgl. Neumann-Reihe). Falls ‖ (µ− λ)R (µ,A) ‖ < 1, d.h. falls |µ− λ| < 1
‖R(y,A)‖ = 1

c
,

ist Id−T invertierbar. In diesem Fall gilt

(Id− (µ− λ)R (µ,A))−1 =

∞∑

k=0

(µ− λ)kR (µ,A)k . (2.3)

Es gilt

R (λ,A) = R (µ,A) (Id− (µ− λ)R (µ,A))−1

(2.3)

=

∞∑

k=0

(µ− λ)k R (µ,A)k+1 .
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Man kann noh festhalten, dass für jede Folge (λn) in ̺ (A) mit limn→∞ λn = λ∗ gilt:

λ∗ ∈ σ (A) ⇔ lim
n→∞

‖R (λn, A) ‖ = ∞,

λ∗ ∈ ̺ (A) ⇔ lim
n→∞

‖R (λn, A) ‖ <∞.

Beweis davon: Für µ ∈ ̺ (A) ist dist (µ, σ (A)) ≥ 1
‖R(λ,A)‖ , d.h. falls ‖R (λn, A) ‖ be-

shränkt bleibt, so muss λ∗ ∈ ̺ (A) gelten.

Falls λ∗ ∈ ̺ (A), folgt lim ‖R (λ,A) ‖ < ∞, weil λ 7→ R (λ,A) stetig und {λn} ⊂ C

kompakt.

Es gibt unbeshränlte Operatoren (A,D (A)) mit σ (A) = ∅.

Beispiel. 1. (Herr) Af = f ′, D (A) =
{
f ∈ C1 ([a, b])

∣
∣ f (a) = 0

}
.

2. X = L2 ((0, 1)), D (A) =
{
u ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣ u (0) = 0

}
, (Au) (x) = i · u′ (x). Dann ist

für λ ∈ C

(λ−A) : D (A) → L2 ((0, 1))

bijektiv mit

(Rλ (A) v) (x) = −i
ˆ x

0
e−iλ(x−s)v (s) ds.

Im Fall beshränkter Operatoren existiert für λ ∈ C mit |λ| > ‖A‖ die Resolvente

R (λ,A) =
1

λ

(

Id−A
λ

)−1

=

∞∑

k=0

Ak

λk+1
. (2.4)

ALso gilt σ (A) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ ‖A‖}. Auÿerdem ist das Spektrum eines beshränkten

Operators niht leer. Wegen (2.4) gilt

‖R (λ,A) ‖ ≤ 1

‖A‖ , falls |λ| ≥ 2‖A‖.

Wenn das Spektrium leer wäre, so wäre λ 7→ R (λ,A) eine auf ganz C de�nierte, be-

srhänkte, analytishe Funktion. Nah dem Satz von Lioville wäre sie konstant, was ein

Widerspruh ist.

2.13 De�nition. Seien H ein Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H mit D (A) = H.

Dann heiÿt A symmetrish, falls für alle f, g ∈ D (A) gilt:

〈Af, g〉 = 〈f,Ag〉
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Beispiel. X = L2 ((0, 1)),D (A1) =
{
u ∈ C2 ([0, 1])

∣
∣u (0) = u (1) = 0

}
,D (A2) =

{
u ∈ C2 ([0, 1])

∣
∣ u′ (0) = ,

A1 = A2 = −u′′. Shlüssel:
ˆ 1

0

(
f ′′g − fg′′

)
=
[
f ′g − fg′

]1

0

2.14 Proposition. Sei (A,D (A)) ein symmetrisher Operator. Dann ist (A,D (A)) ab-

shlieÿbar und

(
Ā,D

(
Ā
))

wieder symmetrish.

Beweis. D
(
Ā
)
ist die Menge aller u ∈ H, für welhe eine Folge (un) in D (A) und g ∈ H

existieren mit

un → u und Aun → g.

D
(
Ā
)
ist ein Unterraum von H mit D

(
Ā
)
⊃ D (A) . Für h ∈ D (A) gilt:

〈g, h〉 = lim
n→∞

〈Aun, h〉 = lim
n→∞

〈un, Ah〉 = 〈v,Ah〉 .

Damit ist g durh die Abbildung h 7→ 〈g, h〉 eindeutig de�niert, denn D (A) = H. Setze

für u ∈ D
(
Ā
)

Āu = g.

Ā ist linear und nah Konstruktion gilt: Γ
(
Ā
)
= Γ (A). Zu zeigen bleibt, dass

(
Ā,D

(
Ā
))

symmetrish ist. Sei hierzu u ∈ D
(
Ā
)
wie eben. Sei v ∈ D

(
Ā
)
mit limn→∞ vn = v,

vn ∈ D (A) und limn→∞Avn = w. Wir wissen bereits:

〈
Āu, vn

〉

︸ ︷︷ ︸

→〈Āu,v〉
= 〈u,Avn〉

︸ ︷︷ ︸

→〈u,w〉=〈u,Āv〉
.

2.15 De�nition. (1) Seien H1 und H2 Hilberträume und A : D (A) ⊂ H1 → H2 mit

D (A) = H1. Wir de�nieren den adjungierten Operator (A⋆,D (A⋆)) über

D (A⋆) = {g ∈ H2 | ∃ v ∈ H1 : 〈Au, g〉 = 〈u, v〉 ∀u ∈ D (A)} ,

A⋆g =

mit v ∈ H1 derart, dass 〈Au, g〉 = 〈u, v〉 für alle u ∈ D (A).

(2) Ein symmetrisher Operator A : D (A) ⊂ H → H heiÿt selbstadjungiert, fallsD (A) =

D (A⋆).
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(3) Ein symmetrisher Operator A : D (A) ⊂ H → H heiÿt wesentlih selbstadjungiert,

falls

(
Ā,D

(
Ā
))

selbstadjungiert ist.

Bemerkung. Falls A beshränkt ist, gilt

A symmetrish ⇔ A selbstadjungiert.

Aufgabe: H = L2 ((0, 1)), D (A) =
{
u ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣u (0) = 0

}
, Au = u′. Bestimme

(A⋆,D (A⋆)).

Vermutung: (durh Probieren)

D (A∗) =

{

ϕ ∈ L2 ((0, 1))

∣
∣
∣
∣
∃ v ∈ L2 ((0, 1)) ∀u ∈ H1 ((0, 1)) ∩ {u (0) = 0} :

ˆ 1

0
u′ϕ =

ˆ 1

0
uv

}

=
{
w ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣w (0) = 0

}
.

Die Inklusion

D (A∗) ⊃
{
w ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣w (1) = 0

}

ist klar. Zum Nahweis von �⊂�: Sei ϕ ∈ D (A∗). Setze h (x) =
´ 1
x
v (s) ds, wobei v

gemäÿg De�nition von D (A∗) gewählt ist. Für u ∈ H1 ((0, 1)) ∩ {u (0) = 0} gilt dann

ˆ 1

0
u′ϕ =

ˆ 1

0
uv =

ˆ 1

0
u
(
−h′

)
=

ˆ 1

0
u′h

⇒
ˆ 1

0
u′ (ϕ− h) = 0,

d.h. ϕ− h ∈ R (A)⊥. Da R (A) = L2 ((0, 1)), folgt ϕ = h und es folgt

ϕ ∈
{
w ∈ H1 ((0, 1))

∣
∣w (1) = 0

}
.

Aufgabe: H = L2 (R), D (A) = C1
c (R), Au = iu′ für u ∈ D (A). Zeige, dass (A,D (A))

symmetrish, aber niht selbstadjungiert ist.

Der De�nitionsbereih D (A∗) des adjungierten Operators ist zunähst implizit de�-

niert und shwer zu übershauen.

Beispiel. H = L2 (R), v0 ∈ L2 (R) beliebig,D (A) = L1 (R)∩L2 (R),Au =
(
´∞
−∞ u (t) dt

)

v0.

Es gilt D (A) = H.

D (A∗) =

{

ϕ ∈ L2 (R)
∣
∣
∣
∣
∃ v ∈ L2 (R) ∀u ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) :

(
ˆ

u

)
ˆ

v0ϕ =

ˆ

uv

}

.
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Es gilt weiter hin

ϕ ∈ D (A∗) ⇒ 〈v0, ϕ = 0〉
⇒ D (A∗) = {v0}⊥ .

Falls A : D (A) ⊂ H → H abshlieÿbar ist mit D (A) = H, so kann dieser E�ekt niht

mehr auftreten, vgl. (ii) von Proposition 2.17.

2.16 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A : D (A) ⊂ H → H mit D (A) = H.

Dann gilt

R (A)⊥ = N (A∗) .

Falls R (A) abgeshlossen ist, so gilt zudem R (A) = N (A∗)⊥.

2.17 Proposition. Seien H ein Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H mit D (A) = H.

(i) Γ (A∗) ist abgeshlossen.

(ii) D (A∗) = H ⇔ (A,D (A)) ist abshlieÿbar.

(iii) Falls (A,D (A)) abshlieÿbar ist, so gilt

D (A∗∗) = H, A∗ = Ā, Ā∗ = A∗.

2.18 Satz (Hellinger-Toeplitz). Seien H ein Hilbertraum und A : H → H symmetrish.

Dann ist A beshränkt und daher selbstadjungiert.

Beweis. Sei (xn) Folge in H mit xn → 0 und Axn → y ∈ H. Dann gilt

〈y, y〉 = 〈limAxn, y〉 = lim 〈Axn, y〉 = lim 〈xn, Ay〉
‖xn‖→0

= 0.

Nah dem Satz vom abgeshlossenen Graphen ist A damit beshränkt.

Wir untersuhen nun noh Eigenshaften symmetrisher bzw. selbstadjungierter Ope-

ratoren.

2.19 Satz. Seien H ein Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H symmetrish mit D (A) =

H.

(1) 〈Ax, x〉 ist reell für jedes x ∈ D (A).
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(2) Alle Eigenwerte von A sind reell.

(3) Eigenvektoren zu vershiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

Beweis. Für x ∈ D (A) gilt

〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉 ⇒ (1).

Seien λ ∈ C, λ 6= 0 und x ∈ N (λ−A). Dann folgt

λx = Ax ⇒ λ =
〈x,Ax〉
‖x‖2 ⇒ λ ∈ R.

Seien λ, µ ∈ R, λ 6= 0 6= µ, x1 ∈ N (λ−A), x2 ∈ N (µ−A). Dann folgt

λ 〈x1, x2〉 = 〈Ax1, x2〉 = 〈x1, Ax2〉 = µ 〈x1, x2〉 .

Also gilt

λ = µ oder 〈x1, x2 = 0〉 .

2.20 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H abshlieÿbar mit

D (A) = H. Sei B ∈ L (H). Dann ist (A+B,D (A)) abshlieÿbar mit dem adjungierten

Operator (A∗ +B∗,D (A∗)).

Beweis. Übung.

2.21 Lemma. Seien H ein Hilbertraum, A : D (A) ⊂ H → H abgeshlossen und sym-

metrish mit D (A) = H. Dann gelten:

(1) R (A+ i) und R (A− i) sind abgeshlossen in H.

(2)

N (A∗ + i) = R (A− i)⊥

N (A∗ − i) = R (A+ i)⊥ .

Beweis. Nahweis, dass R (A− i) abgeshlossen in H. Für x ∈ D (A) gilt

‖ (A− i) x‖2 = 〈Ax− ix,Ax− ix〉 = ‖Ax‖2 + ‖x‖2 − i 〈x,Ax〉+ i 〈Ax, x〉
= ‖Ax‖2 + ‖x‖2. (2.5)
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Sei (xn) Folge in D (A) mit yn = (A− i) xn, yn → y0 ∈ H und xn → x0 ∈ H. Wegen

(2.5) ist also (Axn) eine Cauhyfolge in H. Daher gilt (xn, Axn) → (x0, w). Da (A,D (A))

abgeshlossen ist, folgt x0 ∈ D (A) und w = Ax0. Damit folgt auh

yn = Axn − ixn → w − ix0 = (A− i) x0.

Zum Nahweis von �N (A∗ + i) ⊂ R (A− i)⊥�: Nah Lemma 2.20 gilt (A− i)∗ = A∗ + i

mit D ((A− i)∗) = D (A∗). Weiterhin gilt

〈(A− i) x, y〉 = 〈x, (A∗ + i) y〉 ∀x ∈ D (A) ∀ y ∈ D (A∗) . (2.6)

Zum Nahweis von �R (A− i)⊥ ⊂ N (A∗ + i)�: Sei y ∈ R (A− i)⊥, d.h. ∃x ∈ D (A) mit

〈(A− i) x, y〉 = 0. Damit ist für jedes x ∈ D (A)

〈x, (A∗ + i) y〉 = 0 wegen (2.6).

Wegen D (A) = H folgt (A∗ + i) y = 0.

2.22 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A : D (A) ⊂ H → H symmetrish mit

D (A) = H. Dann sind äquivalent:

(1) (A,D (A)) ist selbstadjungiert.

(2) (A,D (A)) ist abgeshlossen und N (A∗ + i) = N (A∗ − i) = {0}.

(3) R (A+ i) = R (A− i) = H.

Beweis. (1)⇒ (2): (A,D (A)) ist abgeshlossen, da selbstadjungiert. Sei x ∈ N (A∗ − i) ⇔
A∗x = ix ⇒ Ax = ix. Also ist

i‖x‖2 = i 〈x, x〉 = 〈ix, x〉 = 〈Ax, x〉 = −i 〈x, x〉 = −i‖x‖2,

somit folgt x = 0. Analog für x ∈ N (A∗ + i).

(2) ⇒ (3): Nah Lemma 2.21 sind R (A+ i), R (A− i) abgeshlossen in H. Es gilt

aber auh R (A± i)⊥ = N (A∗ ∓ i) = {0}. Also gilt R (A± i) = H.

(3) ⇒ (1): Zu zeigen ist: D (A∗) = D (A). Da A symmetrish ist, gilt D (A∗) ⊃ D (A).

Wir zeigen also D (A∗) ⊂ D (A). Sei y ∈ D (A∗). Wegen (3) existiert nun x ∈ D (A) mit

(A+ i) x = (A∗ + i) y. Da A und A∗
auf D (A) übereinstimmen, folgt

(A∗ + i) (x− y) = 0. (2.7)
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Beahte, dass für u ∈ D (A), z ∈ D (A∗) sowieso

〈(A∗ + i) z, u〉 = 〈z, (A− i) u〉

gilt. Also folgt aus (2.7) z = x− y ∈ R (A− i)⊥ = {0} und somit

x = y ⇒ y ∈ D (A) .

2.23 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A : D (A) ⊂ H → H symmetrish mit

D (A) = H. Dann sind äquivalent:

(1) (A,D (A)) ist wesentlih selbstadjungiert.

(2) N (A∗ + i) = N (A∗ − i) = {0}.

(3) R (A+ i) = R (A− i) ist diht in H.

Aufgabe: Sei (X,µ) ein endliher Maÿraum, H = L2 (X,µ). Sei g : X → R messbar.

Für u ∈ D (A) setze Au = ug. Zeige, dass (A,D (A)) selbstadjungiert ist.

Beispiel. Seien (X,µ) ein Maÿraum und H = L2 (X,µ). Sei

D (Ag) =
{
ϕ ∈ L2 (X,µ)

∣
∣ gϕ ∈ L2 (X, y)

}
.

Dann ist

Ag : D (Agg) ⊂ H → H

wohlde�niert. (Die Bedingung gϕ ∈ L2 (X, y) alleine ist niht ausreihend, da eventuell

D (Ag) * H.

Beispiel: X = (−1, 1), µ = dx, g (x) = |x|, ϕ (x) = 1√
|x|
. Dann folgt gϕ =

√

|x| ∈
L2 ((−1, 1)), aber ϕ 6∈ L2 ((−1, 1)).)

2.24 Lemma. Falls µ (X) <∞, so gilt D (Ag) = H.

Beweis. Sei ϕ ∈ L2 (X,µ). Sei fü n ∈ N

ϕn (x) =







ϕ (x) , falls |ϕ (x)| ≤ n,

0, falls |ϕ (x)| > n.
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Es gilt ϕn ∈ D (Ag), da |ϕn| ≤ n. Weiter gilt

‖ϕn − ϕ‖2H =

ˆ

X

|ϕnϕ|2 dµ =

ˆ

{|ϕ(x)|>n}
|ϕ|2 dµ→ 0 für n→ ∞,

da µ (X) <∞.

2.25 Lemma. Falls D (A) = L2 (X,µ) und g reellwertig, so ist (Ag,D (Ag)) selbstad-

jungiert.

Beweis. Wir verwenden Proposition 2.22 (3) und zeigen, dass es zu v ∈ H ein u ∈ D (Ag)

mit (Ag + i)u = v gibt. (Analog für (Ag − i) ũ = v.)

(Ag + i) u = v ⇔ gu+ iu = v ⇔ u =
v

g + i
.

Beahte, dass nah Voraussetzung g + i 6= 0 gilt. Es gilbt

v
g+i ∈ D (Ag), denn

|v|2

|g + i|2
=

|v|2

|g|2 + 1
≤ |v|2 und

|g|2 |v|2

|g + i|2
≤ |v|2 .

2.26 Proposition. Seien (X,µ) ein Maÿraum, g : X → R messbar, D (Ag) = H mit

D (Ag) wie bisher. Dann gilt

σ (Ag) =
(

suppµ
(
g−1
)
=
) {

x ∈ R
∣
∣∀ ε > 0: µ

(
g−1 (x− ε, x+ ε)

)
> 0
}
.

Beweis. Übungsaufgabe, etwas triky.

Beispiel. H = L2 (R,dx), g (x) = |x|2 ⇒ σ (Ag) = [0,∞).

Der Fall σ (A) = [0,∞) ist bereits ein Extremfall, wie der folgende Satz zeigt.

2.27 Satz. Seien H ein Hilbertraum, A : D (A) ⊂ H → H selbstadjungiert mit D (A) =

H. Dann gilt σ (A) ⊂ R.

Beweis. Sei λ = a + ib mit a, b ∈ R, b 6= 0. Wir zeigen, dass λ ∈ ̺ (A), d.h. λ 6∈ σ (A).

Wir wissen bereits, dass auh (
A− a

b
,D (A)

)
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selbstadjungiert ist, vgl. Lemma 2.20. Mit Proposition 2.22 shlieÿen wir

R
(
A− a

b
− i

)

= H bzw. R (A− λ) = H.

Ebenso gilt R
(
A− λ

)
= H. Wir zeigen nun, dass A−λ : D (A) → H injektiv ist (analog

für A− λ). Sei x ∈ N (A− λ). Da für alle y ∈ D (A)

0 = 〈(A− λ) x, y〉 =
〈
x,
(
A∗ − λ

)
y
〉
=
〈
x,
(
A− λ

)
y
〉

gilt, folgt x ∈ R
(
A− λ

)⊥
= {0}. Also ist x = 0 wie gewünsht.

2.3 Die Friedrih-Fortsetzung und der Laplae-Operator auf

L
2

2.28 Satz. Seien H ein Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H symmetrish mit D (A) =

H mit

∀x ∈ D (A) : 〈Ax, x〉 ≥ 0. (Positivität eines Operators)

Dann besitzt (A,D (A)) eine selbstadjungierte Fortsetzung (L,D (L)) mit 〈Lx, x〉 ≥ 0 für

alle x ∈ D (L).

Beweis. Übung?

Wir werden sehen, dass es mitunter viele vershiedene positive, selbstadjungierte Fort-

setzungen gibt.

Seien Ω ⊂ Rd o�en und H = L2 (Ω). Dann ist (−∆, C∞
c (Ω)) ein positivert, symmetri-

sher Operator auf L2 (Ω). Für u, v ∈ C∞
c (R) gilt nämlih

〈−∆u, v〉 = −
ˆ

Ω
∆uv =

ˆ

Ω
∇u∇v = −

ˆ

Ω
u∆v und

〈−∆u, u〉 =

ˆ

Ω
|∇u|2 ≥ 0.

Fragen:

• Ist (−∆, C∞
c (Ω)) selbstadjungiert?

• Ist (−∆, C∞
c (Ω)) wesentlih selbstadjungiert?

• Wie sehen selbstadjungierte Fortsetzungen aus?
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Wir betrahten die beiden Falle Ω = Rd und Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Im Folgen-

den sei Ω ⊂ Rd o�en und beshränkt. Wir zeigen, dass (−∆, C∞
c (Ω)) niht selbstadjun-

giert ist.

Konkret: Wir zeigen N ((−∆)∗ ± i) 6= {0}, vgl. Proposition 2.22. Gesuht ist eine

Funktion u ∈ D ((−∆)∗) mit

(−∆)∗ u = ±iu.

Sei α = (α1, . . . , αd) ∈ Cd mit α2
1+ · · ·+α2

d = i (bzw −i), z.B. α =
(

e
iπ
4 , 0, . . . , 0

)

. Setze

uα (x) = e〈α,x〉 und beahte, dass uα 6∈ C∞
c (Ω), da supp (uα) * Ω.

Informell gilt aber trotzdem (−∆)uα (x) = uα (x)
(
α2
1 + · · ·+ α2

d

)
= −iuα (x).

Für ϕ ∈ C∞
c (Ω) gilt nun

〈−∆ϕ, uα〉 =
ˆ

Ω
(−∆ϕ) e〈α,x〉 dx = −

ˆ

Ω
ϕuα (x) dx.

Damit gilt:

uα ∈ D ((−∆)∗) und (−∆)∗ uα = iuα.

2.29 Lemma. Seien H1,H2 Hilberträume und J ∈ L (H1;H2) injektiv mit R (J) = H2.

Dann gilt:

• JJ∗ : H2 → H2 ist injektiv.

• R (JJ∗) = H2.

• (JJ∗)−1 : R (JJ∗) ⊂ H2 → H2 ist selbstadjungiert.

Beweis. Langweilig.

Beweis von 2.28. Sei Ã = A+Id. Dann ist

(

Ã,D (A)
)

symmetrish mit

〈

Ãv, v
〉

≥ ‖v‖2

für v ∈ D (A). Wir zeigen, dass

(

Ã,D (A)
)

eine selbstadjungierte Fortsetzung (S,D (S))

besitzt mit

〈Sv, v〉 ≥ ‖v‖2 für v ∈ D (S) .

Dann ist L = S − Id mit D (L) = D (S) eine Lösung unseres Problems.

Die Abbildung D (A) × D (A) → C, (v,w) 7→
〈

Ãv, w
〉

ist ein Skalarprodukt, aber

D (A) bezüglih der entsprehenden Norm niht vollständig. Sei H1 der Abshluss von

D (A) bezüglih der Norm ‖ · ‖1 mit ‖ϕ‖21 =
〈

Ãϕ, ϕ
〉

. Die Abbildung J : D (A) →֒ H,

J (v) = v, erfüllt

‖Jv‖2 ≤ ‖v‖21.
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Also besitzt J eine eindeutige, stetige Fortsetzung J ∈ L1 (H1;H) mit

‖Jv‖2 ≤ ‖v‖2 für v ∈ H1.

Wir wollen Lemma 2.29 anwenden und überprüfen, dass J injektiv ist. R (J) = H ist

klar, D (A) ⊂ R (J) und D (A) = H.

Es gilt für v,w ∈ D (A)

〈v,w〉1 =
〈

Ãv, w
〉

=
〈

Ãv, Jw
〉

und damit auh für alle v ∈ D (A), w ∈ H1. Also gilt

N (J) ⊂ D (A)⊥ = {0} ⇒ J injektiv.

Wir wenden Lemma 2.29 an und setzen

S = (JJ∗)−1
und D (S) = R (JJ∗) .

Es bleibt zu zeigen, dass (S,D (S)) eine Fortsetzung von

(

Ã,D (A)
)

ist. Für v ∈ D (A),

w ∈ H1 gilt

〈v,w〉1 =
〈

Ãv, Jw
〉

=
〈

J∗Ãv, w
〉

1

und es folgt

v = J∗Ãv für D (A) ⊂ H1.

Da J ↾D(A)= Id, gilt

v = Jv = JJ∗Ãv ∈ R (JJ∗) = D (S) .

Also gilt D
(

Ã
)

= D (A) ⊂ D (S) und Ãv = Sv für v ∈ D (A). Damit ist (S,D (S)) eine

Fortsetzung von

(

Ã,D (A)
)

. Für v ∈ D (S) und w = (JJ∗)−1 v gilt

〈Sv, v〉 =
〈

(JJ∗)−1 v, v
〉

= 〈w, JJ∗w〉
≥ ‖J∗w

︸︷︷︸

b

‖ ≥ ‖J J∗w
︸︷︷︸

b

‖2 = ‖v‖2.

Eir wollen zum Abshluss selbstadjungierte Fortsetzungen von (−∆, C∞
c (Ω)) unter-

suhen, insbesondere natürlih die Friedrih-Fortsetzung (L,D (L)), welhe häu�g auh

mit (−∆F ,DF ) bezeihnet wird.
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2.30 Lemma. Seien H ein separabler Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H → H symmetrish

und positiv. Es gebe eine Orthonormalbasis (ej) in H mit ej ∈ D (A) und Aej = λjej

für geeignete λj ≥ 0 und alle j ∈ N. Dann ist (A,D (A)) wesentlih selbstadjungiert

und

(
Ā,D

(
Ā
))

ist unitär äquivalent (d.h. A = UMU−1
für U mit U∗ = U−1

) zum

Multiplikationsoperator (M,D) auf l2 (N) mit

D =






(xj)

∞
j=1 ∈ l2 (N)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

j=1

λ2j |xj |2 <∞






,

M ((xj)) = (λjxj)
∞
j=1 .

Das Spektrum genügt σ = (A) = {λj}.

Beweis. Evtl. später.

Im Folgenden sei Ω = (0, 1)d und DD sei die Menge aller Funktionen ϕ ∈ C∞ (Ω) mit

der Eigenshaft, dass sih alle partiellen Ableitungen stetig auf ∂Ω fortsetzen lassen und

ϕ (x) = 0 für x ∈ ∂Ω.
DD =

{
ϕ ∈ C∞

(
Ω
) ∣
∣ϕ↾∂Ω= 0

}
.

2.31 Satz. Der Abshluss des Operators (−∆,DD) auf L
2 (Ω) ist gerade die Friedrih-

Fortsetzung von (−∆, C∞
c (Ω)).

Beweis. Sei (L,D (L)) die Friedrih-Fortsetzung von (−∆, C∞
c (Ω)). Wir zeigen, dass

(L,D (L)) eine Fortsetzung von (−∆,DD) ist, denn dann folgt

(L,D (L)) = (L,D (L))∗ ⊂ (−∆,DD)
∗ = (−∆,DD).

Sei ϕ ∈ DD. Dann existiert ϕn ∈ H1
0 (Ω) mit ‖ϕn − ϕ‖H1 → 0, d.h. ‖ϕn − ϕ‖L2(Ω) → 0,

aber auh ϕn → ϕ̃ ∈ H1
0 (Ω). Es folgt

ϕ = J (ϕ̃) ⇒ DD ∈ D (L) .

Beahte, dass J : H1
0 (Ω) →֒ L2 (Ω)mitR (JJ∗) = R (J), da J∗

surjektiv wegenR (J∗)⊥ =

N (J) = {0}.
Wir zeigen noh, dasss L und −∆ auf DD übereinstimmen. Sei ϕ eine Eigenfunktion

der Form

ϕ (x) = sin (kπx) für k ∈ N und d = 1.

Dann gilt ϕ ∈ DD ⊂ DL, also ist Lϕ wohlde�niert.
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Für ψ ∈ C∞
C (Ω) gilt

〈Lϕ,ψ〉 = 〈ϕ,Lψ〉 = 〈ϕ,−∆ψ〉 = 〈−∆ϕ,ψ〉 .

Also gilt, da C∞
c (Ω) diht liegt,

Lϕ = π2k2ϕ = −∆ϕ.

Mit Lemma 2.30 folgt die Aussage.

Seien

DD = {ϕ ∈ C∞ ([0, 1]) |ϕ (0) = ϕ (1) = 0} ,
DN =

{
ϕ ∈ C∞ ([0, 1])

∣
∣ϕ′ (0) = ϕ′ (1) = 0

}
,

D# =
{
ϕ ∈ C∞ ([0, 1])

∣
∣ϕ (0) = ϕ (1) , ϕ′ (0) = ϕ′ (1) , ϕ′′ (0) = ϕ′′ (1) , . . .

}
.

2.32 Satz. Die Operatoren (−∆,DD), (−∆,DN ), (−∆,D#) sind wesentlih selbstad-

jungierte Fortsetzungen von (−∆, C∞
c (0, 1)) mit

σ ((−∆,DD)) =
{
π2, 4π2, . . . , k2π2, . . .

}
,

σ ((−∆,DN )) =
{
0, π2, 4π2, . . . , k2π2, . . .

}
,

σ ((−∆,D#)) =
{
0, 4π2, 16π2, . . . , 4k2π2, . . .

}
.
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3 ?

3.1 De�nition. Sei X ein Banahraum. Eine Familie (Rλ)λ>0 von linearen Operatoren

Rλ : X → X heiÿt stark stetige Kontraktionsresolvente, falls gilt:

(i) limλ→∞ λRλx = x für x ∈ X.

(ii) λRλ ist eine Kontraktion auf X für λ > 0.

(iii) Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ für λ, µ > 0.

3.2 Proposition. Seien X ein Banahraum und (Tt) eine C0-Halbgruppe auf X mit

Erzeuger (A,D (A)). Die Familie (Rλ)λ>0 sei de�niert über Rλ = R (λ,A)
(
= RA (λ)

)
.

Dann ist (Rλ)λ>0 eine stark stetige Kontraktionsresolvente.

Beweis. (iii) ist sofort klar.

(ii) gilt nah Satz ?? (iii).

Zum Nahweis von (i): Seien x ∈ X, λ > 0. Dann gilt

λRλ = λ

ˆ ∞

0
e−λsTsxds

t=λs
=

ˆ ∞

0
e−tT t

λ
xdt→ x.

3.3 Satz. Seien X ein Banahraum und (Rλ)λ>0 eine Familie von linearen Abbildungen

Rλ : X → X mit (i) und (iii) aus De�nition 3.1. Dann existiert genau ein linearer

Operator A : D (A) ⊂ X → X mit (0,∞) ⊂ ̺ (A) und Rλ = (λ−A)−1
für λ > 0.

(A,D (A)) ist abgeshlossen und es gilt D (A) = X.

Beweis. Der Bildbereih R (Rλ) ist unabhängig von λ wegen

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ ⇔ Rλ = Rµ (Id+ (µ− λ)Rλ) .

Die Abbildung Rλ : X → R (Rλ) ist bijektiv, wobei die Injektivität aus λRλx→ x folgt.

Falls also (A,D (A)) wie gewünsht existiert, so muss D (A) = R (Rλ) und

A = λ−R−1
λ für jedes λ > 0
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gelten. Die Existenz bzw. Wohlde�niertheit von A folgt, wenn wir zeigen:

λ−R−1
λ = µ−R−1

µ auf R (Rλ) = R (Rµ) für alle λ, µ > 0.

Seien x ∈ R (Rλ) und y ∈ X mit Rλy = x.

Rµ
((
λ−R−1

λ

)
x−

(
µ−R−1

µ

)
x
)

= λRµRλy −Rµ − µRµRλy +Rλy

= (λ− µ)RµRλy − (Rµ −Rλ) y = 0 wegen (iii).

Da Rµ bijektiv ist, folgt

(
λ−R−1

λ

)
x =

(
µ−R−1

µ

)
x.

Es gilt D (A) = X wegen (i). Die Abgeshlossenheit von (A,D (A)) wurde im Anshluss

an De�nition ?? gezeigt.

Tt stark stetige Kontraktions-

halbgruppe auf Banahraum X

(1) //

(6)
oo

(4)

��

(5)

OO

(Rλ)λ>0 stark stetige

Kontraktionsresolvente

(3)

yyss
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s

(2)

99
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

(A,D(A)) diht de�nierter, linearer
Operator auf Banahraum X mit

(i) (0,∞) ⊂ ̺(A)

(ii) ‖λ(λ −A)−1‖ ≤ 1

(1) Rλ =
´∞
0 e−λtTt dt.

(2) Rλ = (λ−A)−1
.

(3) Satz 3.3.

(4) Ax = limtց0
Ttx−x
t

.

(5) Hille-Yosida.
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(6) Hille-Yosida.

Lemma (Aufgabe II.1). Seien H ein separabler Hilbertraum und A : D (A) ⊂ H →
H symmetrish und positiv. Es gebe eine Orthonormalbasis (ej) in H mit ej ∈ D (A)

und Aej = λjej für geeignete λj ≥ 0 und alle j ∈ N. Dann ist (A,D (A)) wesentlih

selbstadjungiert und

(
Ā,D

(
Ā
))

ist unitär äquivalent zum Multiplikationsoperator (M,D)

auf l2 (N) mit

D =






(xj)

∞
j=1 ∈ l2 (N)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

j=1

λ2j |xj |2 <∞






,

M ((xj)) = (λjxj)
∞
j=1 .

Das Spektrum genügt σ = (A) = {xj}.

Beweis. Wir betrahten

U : l2 (N) → H, U ((xj)) =

∞∑

j=1

xjej ∈ H.

Zu zeigen ist

(1) U ist bijektiv und U
(
l2 (N)

)
= H.

(2) 〈Ux,Uy〉H = 〈x, y〉l2(N).

(3) Für x ∈ D (M) gilt Ux ∈ D
(
Ā
)
. Für y ∈ D

(
Ā
)
gilt U−1y ∈ D (M).

(4) Für x ∈ D (M) gilt U (Mx) = Ā (Ux).

Es gilt

∥
∥
∥
∥
∥
∥

n∑

j=1

xjej

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

〈
n∑

j=1

xjej ,

n∑

k=1

xkek

〉

=

n∑

j,k=1

xjxk 〈ej , ek〉
︸ ︷︷ ︸

=δjk

=

n∑

j=1

|xj|2

und somit erhalten wir durh

∥
∥
∥
∥
∥
∥

m∑

j=n

xjej

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=
m∑

j=n

|xj |2 −−−−−→
n,m→∞

0

eine Cauhy-Folge. Wegen

∑ |xn|2 < ∞ ist U wohlde�niert. Da A symmetrish ist, ist

A abgeshlossen.
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Zu (1): Klar.

Zu (2): Es gilt

〈Ux,Uy〉H =

〈
∞∑

j=1

xjej ,

∞∑

i=1

yiei

〉

=

∞∑

i,j=1

xjyi 〈ej , ei〉H
︸ ︷︷ ︸

=δij

=

∞∑

j=1

xjyj

= 〈x, y〉l2(N) .

Zu (3): Wir betrahten

Γ (A) = {(x,Ax) | x ∈ D (A)} ⊂ H ×H

mit dem Skalarprodukt

〈(x1, y2) , (x2, y2)〉 = 〈x1, y1〉+ 〈x2, y2〉 .

Für x ∈ D (M) gilt
∑
λ2j |xj|2 <∞ und Ux =

∑∞
j=1 xjej . Wegen

∑∞
j=1 xjej ∈ D (A) gilt





n∑

j=1

xjej , A





n∑

j=1

xjej









︸ ︷︷ ︸

=(
∑n

j=1 xjej ,
∑n

j=1 λjxjej)

∈ Γ (A)

→



Ux,

∞∑

j=1

λjxjej



 ∈ Γ (A)

und somit ist Ux ∈ D
(
Ā
)
, Ā (Ux) =

∑∞
j=1 λjxjej .

Sei nun y ∈ D
(
Ā
)
, d.h. es gibt yn ∈ D (A) mit yn → y und Ayn → Āy. Es gilt

y =
∑∞

j=1 〈y, ej〉
︸ ︷︷ ︸

=(U−1y)j

ej . Für yn =
∑∞

j=1 〈yj, ej〉 ej folgt

〈
Āy, el

〉
= lim

n→∞
〈Ayn, el〉 = lim

n→∞

〈

A





∞∑

j=1

〈yn, ej〉 ej



 , el

〉

.

Zu (4): Für yn → y :=
∑∞

j=1 xjej gilt

Āyn = Ā





n∑

j=1

xjej



 =
n∑

j=1

xjA (ej) =
n∑

j=1

λjxjej →
∞∑

j=1

λjxjej = Āy.
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Damit gilt

Ā (Ux) = Ā





∞∑

j=1

xjej



 =

∞∑

j=1

xjĀ (ej) =

∞∑

j=1

λjej =

∞∑

j=1

λjxjej

= U ((λjxj)) = U (Mx) .

Zum Spektrum:

σ (M) =
{

µ ∈ C
∣
∣
∣ (µI −M)−1

existiert niht

}

.

Wir haben

(µI −M) ((xj)) = (µxj − λjxj) = ((µ− λj)xj) = (yj) ∈ l2.

D.h.

(µ− λj)xj = yj ∀ j.

Es muss also µ− λj 6= 0 gelten und

xj =
yj

µ− λj
∈ l2.

Es muss ein ε > 0 geben mit |µ− λj | > ε für alle j, damit ist µ 6∈ {λj}.
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4 Koerzive Bilinearformen

Wir greifen nun wieder die Konzepte aus Kapitel 1 auf, nun allerdings in einem etwas

allgemeineren Rahmen. Wie üblih sei H ein Hilbertraum auf R mit einem Skalarpodukt

〈·, ·〉 und der dazugehörigen Norm ‖ · ‖.

4.1 De�nition. Sei D ⊂ H ein Unterraum und E : D×D → R bilinear. Dann de�nieren

wir (Es,D) und (Ea,D) über

Es (u, v) =
1

2
(E (u, v) + E (u, v)) ,

Ea (u, v) =
1

2
(E (u, v) − E (u, v)) ,

woraus E = Es + Ea folgt. (Es,D) heiÿt symmetrisher Anteil von (E ,D) und (Ea,D)

antisymmetrisher Anteil von (E ,D). Eine Bilinearform (E ,D) heiÿt antisymmetrish,

falls E = Ea ⇔ Es = 0.

Bemerkung. Eine Bilinearform (E ,D) wird oft im Allgemeinen nihtsymmetrish ge-

nannt.

Beispiel. Ohne Angabe der De�nitionsbereihe:

• E (u, v) =
´ 1
−1 u

′ (x) v′ (x) dx+
´ 1
−1 f (x) v (x) dx für eine gegebene Funktion f : (−1, 1) →

R.

• E (u, v) =
´

Rd aij (x) ∂ju (x) ∂iv (x) dx für aij : Rd → R, wobei (aij)i,j=1,...,d niht

notwendigerweise symmetrish sein muss.

•

E (u, v) =

ˆ

Rd

aij (x) ∂ju (x) ∂iv (x) + bi (x) ∂iu (x) ∂jv (x)

+ di (x)u (x) ∂jv (x) + c (x)u (x) v (x) dx.

4.2 De�nition. Seien D ⊂ H ein Unterraum und E : D × D → R bilinear und positiv

de�nit, d.h. E (u, u) ≥ 0 für u ∈ D.
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(a) (E ,D) erfüllt die shwahe Sektorbedingung bzw. ist shwah sektoriell, falls es ein

K ≥ 1 gibt mit

|E1 (u, v)| ≤ K
√

E1 (u, u)
√

E1 (v, v). (SSB)

(b) (E ,D) erfüllt die (starke) Sektorbedingung bzw. ist (stark) sektoriell, falls es einK ≥ 1

gibt mit

|E (u, v)| ≤ K
√

E (u, u)
√

E (v, v). (SB)

Hierbei gilt für λ ≥ 0

Eλ (u, v) = E (u, v) + λ 〈u, v〉 .

Beahte, dass (SB) im Fall einer symmetrishen Bilinearform nihts anderes als die Un-

gleihung von Cauhy-Shwarz-Bunjakowski ist.

Zur De�nition 4.2 einige grundsätzlihe Bemerkungen:

Bemerkung. (1) Die Bedingung (SSB) bedeutet, dass die Abbildung E1 stetig ist auf D
bezüglih der Norm

√

E1 (u, u) =
√

Es1 (u, u). Wir erinnern daran, dass die Normen

√
Esλ (u, u) für vershiedene Werte von λ > 0 paarweise äquivalent sind.

(2) Die beiden folgenden Aussagen sind jeweils äquivalent zu (SSB):

(i) Zu jedem λ > 0 existiert K ≥ 1 mit

|Eλ (u, v)| ≤ K
√

Eλ (u, u)
√

Eλ (v, v)

für alle u, v ∈ D.

(ii) Zu jedem λ > 0 existiert K ≥ 1 mit

|E (u, v)| ≤ K
√

Eλ (u, u)
√

Eλ (v, v)

für alle u, v ∈ D.

(3) Sei λ ≥ 0. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Es gibt K ≥ 1 mit

|E (u, v)| ≤ K
√

Eλ (u, u)
√

Eλ (v, v)

für alle u, v ∈ D.
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(ii) Es gibt K ≥ 1 mit

|Ea (u, v)| ≤ K
√

Eλ (u, u)
√

Eλ (v, v)

für alle u, v ∈ D.

4.3 De�nition. Seien D (E) ⊂ H ein dihter Unterraum und E : D (E)×D (E) → R eine

Bilinearform. Dann heiÿt (E ,D (E)) koerzive, abgeshlossene Form auf H, falls gilt:

(i) (Es,D (E)) ist eine abgeshlossene Bilinearform auf H.

(ii) (E ,D (E)) erfüllt (SSB).

Bemerkung. Falls (E ,D (E)) eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum H mit

Skalarprodukt 〈·, ·〉H und koerziv im Sinne, dass E (u, u) ≥ c 〈u, u〉H für alle u ∈ D (E) mit

geeigneter Konstanten c > 0 gilt, ist, so ist (E ,D (E)) koerziv im Sinne der De�nition 4.3.

Ebenso ist eine gemäÿg De�nition 4.3 koerzive abgeshlossene Form (E ,D (E)) koerziv auf
(
H1, 〈·, ·〉H1

)
mit H1 = D (E), 〈·, ·〉H1

= Es.

4.4 De�nition. Ein positiv de�niter Operator (L,D (L)) auf einem Hilbertraum H

erfüllt die (starke) Sektorbedingung, falls es ein K ≥ 1 gibt mit

|〈Lu, v〉| ≤ K
√

〈Lu, u〉
√

〈Lv, v〉

für alle u, v ∈ D (L).

Kleine Wiederholung (vgl. Skript Funktionalanalsysis Satz 7.10):

4.5 Satz (Stampahia). Sei a : H × H → R eine stetige, koerzive Bilinearform auf

einem Hilbertraum H. Seien C ⊂ H eine nihtleere, konvexe und abgeshlossene Menge

und ϕ ∈ H∗
. Dann gibt es genau ein Element u ∈ C mit

a (u,w − u) ≥ ϕ (w − u) für alle w ∈ C.

Falls a symmetrish ist, so ist dieses Element eindeutig harakterisiert durh

(i) u ∈ C.

(ii) u minimiert I (v) = 1
2a (v, v)− ϕ (v) auf der Menge C.

Erinnerung / Vorstellung / Motivation im symmetrishen Fall a (u, v) = 〈u, v〉:
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Zu x0 ∈ Rd \ C existiert u ∈ C mit

〈x0 − u,w − u〉 ≤ u ∀w ∈ C
⇔ 〈x0, w − u〉

︸ ︷︷ ︸

=ϕx0(w−u)

≤ 〈u,w − u〉 = a (u,w − u) .

Man mahe sih klar, dass u das Funktional I : C → R, v 7→ 1
2‖v‖2 − 〈x0, v〉 minimiert,

d.h.

I (u) ≤ I (w) für alle w ∈ C.

Eine Rihtung ist trivial. Für die andere verwendet man, dass I (u) ≤ I (u+ ε (w − u))

für ε ≥ 0, εց 0 gilt. Bilde

d
dε ↾ε>0.

4.6 Satz. Sei (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Bilinearform auf einem Hilber-

traum H. Sei C ⊂ H nihtleer, konvex und abgeshlossen. Seien λ > 0 und J ein be-

shränktes, lineares Funktional auf D (E). Dann existiert genau ein u ∈ C mit

Eλ (u,w − u) ≥ J (w − u) für alle w ∈ C. (4.1)

Beweis. Eindeutigkeit: Seien u1, u2 ∈ C, welhe beide (4.1) erfüllen. Dann gilt (wähle

w = u2 bzw. w = u1 in (4.1))

Eλ (u1, u2 − u1)
(4.1)

≥ J (u2 − u1) = −J (u1 − u2)
(4.1)

≥ −Eλ (u2, u1 − u2)
︸ ︷︷ ︸

=−Eλ(u2,u2−u1)

und es folgt

0 ≥ Eλ (u1 − u2, u1 − u2) ⇒ u1 = u2.

Existenz im symmetrishen Fall: Wir nehmen Ea = 0 an. Seien

I (v) = Eλ (v, v) − 2J (v) und m = inf
v∈C

I (v) .

Zunähst gilt m > −∞, denn für jedes v ∈ D (E) gilt

I (v) ≥ Eλ (v, v) − 2‖J‖
√

Eλ (v, v) =
(√

Eλ (v, v)− ‖J‖
)2

− ‖J‖2 ≥ −‖J‖2.
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Sei nun (vn) eine Folge in C mit m ≤ I (vn) ≤ m+ 1
n
für jedes n ∈ N. Dann gilt

Eλ (vk − vn, vk − vn) = 2Eλ (vn, vn) + 2Eλ (vk, vk)− 4Eλ
(
vk + vn

2
,
vk + vn

2

)

= 2I (vn) + 4J (vn) + 2I (vk) + 4J (vk)− 4I

(
vk + vn

2

)

− 8J

(
vk + vn

2

)

= 2I (vn) + 2I (vk)− 4I

(
vn + vk

2

)

≤ 2

(

m+
1

n

)

+ 2

(

m+
1

k

)

− 4m

=
2

n
+

2

k

k,n→∞−−−−−→ 0.

Also existiert ein u ∈ C mit vn → u und I (vn) → I (u) = m.

Zum Nahweis von (4.1): Seien w ∈ C und ε ∈ (0, 1). Dann gilt u+ ε (w − u) ∈ C, also

0 ≤ I (u+ ε (w − u))− I (u) = Eλ (u, u) + ε2Eλ (w − u,w − u)

+ 2εEλ (u,w − u)− 2J (u+ ε (w − u))− (Eλ (u, u)− 2J (u))

und es folgt

0 ≤ ε2Eλ (w − u,w − u) + 2εE (u,w − u)− 2εJ (w − u)

und somit

J (w − u) ≤ E (u,w − u) .

Existenz im allgemeinem Fall: Setze für t ∈ [0, 1]

E t = Es + tEa und D
(
E t
)
= D (E) .

Dann ist

(
E t,D (E)

)
eine abgeshlossene, koerzive Form auf H und J (immernoh) stetig

bezüglih der

√
Esλ =

√

E t,sλ . Der Fall t = 0 ist oben bereits behandelt worden (sym-

metrisher Fall). Wir zeigen nun, dass sih mit einer geeigneten Konstanten K ≥ 1 die

Aussage von t = t0 auf t0 ≤ t < t0 +
1
K

überträgt.

Es gelte also die Aussage (4.1) im Fall t = t0. Sei v ∈ D (E). Wir betrahten die

Abbildung

w 7→ J (w)− (t− t0) Ea (v,w) für w ∈ D (E) .

Dann existiert wegen (4.1) ein Element Tv ∈ C mit

E t0λ (Tv,w − Tv) ≥ J (w − Tv)− (t− t0) Ea (v,w − Tv) (4.2)

für alle w ∈ C. Wir wenden (4.2) nun zweimal an: Einmal für v = v1 mit w = Tv2 und
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einmal mit v = v2 mit w = Tv1. Es folgt

E t0λ (Tv1, T v2 − Tv1) ≥ J (Tv2 − Tv1)− (t− t0) Ea (v1, T v2 − Tv1) und

E t0λ (Tv2, T v1 − Tv2) ≥ J (Tv1 − Tv2)− (t− t0) Ea (v2, T v1 − Tv2) .

Addition der beiden Gleihungen ergibt

−E t0λ (Tv1 − Tv2, T v1 − Tv2) ≥ − (t− t0) Ea (v2 − v1, T v1 − Tv2) und

Eλ (Tv1 − Tv2, T v1 − Tv2) ≤ (t− t0) Ea (v2 − v1, T v1 − Tv2)

≤ (t− t0)K
√

Eλ (v2 − v1, v2 − v1)
√

Eλ (Tv1 − Tv2, T v1 − Tv2)

und es folgt

Eλ (Tv1 − Tv2, T v1 − Tv2) ≤ (t− t0)
2K2 − Eλ (v1 − v2, v1 − v2) .

Wähle nun t > t0 derart, dass (t− t0)K < 1. Damit ist die Abbildung v 7→ Tv eine

Kontraktion und nah dem Banahshen Fixpunktsatz existiert ein u ∈ D (E) mit u =

Tu ∈ C. Aus (4.2) folgt nun wieder für alle w

E t0λ (u,w − u) ≥ J (w − u)− (t− t0) Ea (u,w − u)

und somit

E tλ (u,w − u) ≥ J (w − u) .

Als Anmerkung dieses wihtigen Satzes können wir nun zu jeder abgeshlossenen, koer-

ziven Bilinearform eine stark stetige Kontraktionsresolvente konstruieren. Im Anshluss,

das ist dann etwas shwieriger, zeigen wir, dass dieser Konstruktionsprozess bijektiv ist.

4.7 Satz. Sei (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Bilinearform auf einem Hilber-

traum H. Dann existiert genau eine eindeutige stark stetige Kontraktionsresolvente (Rλ)λ>0

auf H mit Rλ (H) ⊂ D (E) und

Eλ (Rλf, u) = 〈f, u〉

für alle λ > 0, f ∈ H und u ∈ D (E).

Bemerkung. Aus dem Beweis dieses Satzes geht auh hervor, dass es eine eundeutige
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Kontraktionsresolvente

(

R̂λ

)

λ>0
mit

Eλ
(

u, R̂λf
)

= (f, u)

für alle λ > 0, f ∈ H und u ∈ D (E) gibt. Falls (Tt)t≥0 und

(

T̂t

)

t≥0
die zugehörigen

Halbgruppen sind, so gilt für alle f, g ∈ H, t ≥ 0

(Ttf, g) =
(

f, T̂tg
)

.

Beweis. Sei f ∈ H. Setze J (v) = (f, v) für v ∈ D (E) und C = D (E). Nah Satz 4.6

existiert zu λ > 0 ein eindeutiges Element Rλf ∈ D (E) mit

Eλ (Rλf, u) = 〈f, u〉 ∀u ∈ D (E) .

Die Abbildung f 7→ Rλf ist linear. Sie ist auh injektiv, denn aus Rλf = 0 folgt 0 =

E (Rλf, u) = 〈f, u〉 für alle u ∈ D (E). Da D (E) = H gilt, folgt hieraus f = 0. Seien

λ, µ > 0 und f ∈ H, u ∈ D (E). Dann gilt

Eλ (Rµf − (λ− µ)RλRµf, u) = Eλ (Rµf, u)− (λ− µ) 〈Rµf, u〉
= Eλ (Rµf, u) + (λ− µ) 〈Rµf, u〉 − (λ− µ) 〈Rµf, u〉
= 〈f, u〉 = Eλ (Rλf, u)

und somit erfüllt (Rλ)λ>0 die Resolventengleihung. Der Bildbereih R (Rλ) ist unab-

hängig von λ und es gilt R (Rλ) = H, vgl. den Beweis von Satz 3.3. Setze L = λ−R−1
λ

und D (L) = R (Rλ). Es gilt nun ‖λRλ‖ ≤ 1 für alle λ > 0, denn

λ 〈Rλf,Rλf〉 ≤ Eλ (Rλf,Rλf) = 〈f,Rλf〉 ≤ ‖f‖‖Rλf‖.

Auÿerdem gilt (0,∞) ⊂ ̺ (L). Wir zeigen nunn noh

lim
λ→∞

λRλu = u für alle u ∈ H.

Für u ∈ D (L) gilt

λRλu− u = Rλ (λu− (λ− L)u) = Rλ (Lu) .

Also gilt ‖λRλu − u‖ ≤ λ−1‖Lu‖, woraus im Falle u ∈ D (L) die gewünshte Aussage
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folgt. Im allgmeinen Fall u ∈ H verwendet man zusätzlih D (L) = H.

Zunähst einige Vorbereitungen.

Lemma (Mazur). Seien X ein Banahraum und (xn) eine Folge in X mit xn ⇀ x ∈ X.

Zu ε > 0 existiert ein N ∈ N und Zahlen α1, . . . , αN ≥ 0 mit

∑N
i=1 αi = 1 und

∥
∥
∥
∥
∥
x−

N∑

i=1

αixi

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε.

Satz (Banah-Saks). Sei H ein Hilbertraum über R mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und Norm

‖·‖. Sei (xn) eine Folge in H mit xn ⇀ x ∈ H für n→ ∞. Dann existiert eine Teilfolge

(xnk
) von (xn) mit der Eigenshaft

∥
∥
∥
∥
∥

(

1

N

N∑

k=1

xnk

)

− x

∥
∥
∥
∥
∥
→ 0 für N → ∞.

(

1
N

∑N
k=1 yk heiÿt manhmal auh Cesaro-Mittel.)

4.8 Folgerung. Seien (E ,D (E)) und (Rλ)λ>0 wie in Satz 4.7. Sei (L,D (L)) der Erzeu-

ger von (Rλ)λ>0 im Sinne von Satz 3.3. Dann gilt für alle u ∈ D (L), v ∈ D (E)

D (L) ⊂ D (E) und E (u, v) = (−Lu, v) .

Für alle u, v ∈ D (L) gilt

|L (u, v)| ≤ K
√

(Lu, u)
√

(Lv, v).

Die Aussagen gelten in analoger Weise für den Erzeuger

(

L̂,D
(

L̂
))

von

(

R̂λ

)

λ>0
.

Beweis. Seien λ > 0 und u ∈ D (L). Dann gilt u ∈ R (Rλ) ⊂ D (E) und für alle v ∈ D (E)
gilt

E (u, v) = Eλ
(
RλR

−1
λ u, v

)
− λ (u, v) =

(
R−1
λ u, v

)
− λ (u, v) = (−Lu, v) .

Gegeben sei eine stark stetige Kontraktionsresolvente (Rλ)λ>0. Dann können wir reht

einfah (E ,D (E)) über einen Abshlussprozess de�nieren. Es bleibt dann aber zu zeigen,

dass diese Form (E ,D (E))mit derjenigen Form übereinstimmt, welhe in Satz 4.7 (Rλ)λ>0

erzeugt.
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4.9 Satz. Sei (Rλ)λ>0 eine stark stetige Kontraktionsresolvente auf einem Hilbertraum

H mit der Eigenshaft

|(Rλu, v)| ≤ K
√

|(Rλu, u)|
√

|(Rλv, v)|, λ > 0, u, v ∈ H.

Sei (L,D (L)) der Erzeuger von (Rλ)λ>0. De�niere nun für u, v ∈ D (L)

E (u, v) := (−Lu, v) .

Sei D (E) der Abshluss von D (L) bezüglih
√

Es1 . Die eindeutige, stetige, bilineare Fort-
setzung von (E ,D (L)) auf D (E) sei wieder mit E bezeihnet.

Dann ist (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Form auf H mit

E (u, v) = (−Lu, v) für u ∈ D (L) , v ∈ D (E) und

E (Rλf, v) = (f, v) für f ∈ H, v ∈ D (E) .

Beweis. Im Wesentlihen ein standard Cauhy-Folgen-Abshluss-Argument.

Wir kehren zurük zur Situation von Satz 4.7 und zeigen, dass D (L) diht in D (E)
liegt. Wir benötigen hierzu folgendes, auh für sih genommen interessantes, Hilfsmittel.

4.10 Proposition. Seien (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Form und und un ∈
D (E) für n ∈ N mit supn∈N E (un, un) < ∞. Sei u ∈ H mit ‖un − u‖ → 0 für n → ∞.

Dann gilt

(i) u ∈ D (E), un ⇀ u im Hilbertraum

(
D (E) ,

√
Es1
)
.

(ii) Es gibt eine Teilfolge (unk
)k∈N mit der Eigenshaft, dass für wm = 1

m

∑m
k=1 unk

gilt: wm → u in

(
D (E) ,

√
Es1
)
.

(iii) E (u, u) ≤ lim infn→∞ E (un, un).

Beweis. Banah-Alaoglu und Banah-Saks.

Für eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe (Rλ)λ>0 auf einem Hilbertraum H de-

�nieren wir eine Approximation der gewünshten Form über

E(λ) (u, v) = λ (u− λRλu, v) für u, v ∈ H.
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Unmittelbar gilt

E(λ) (u, λRλu) = E(λ) (u, u) + E(λ) (u, λRλu− u)

= E(λ) (u, u)− λ (λRλu− u, λRλu− u)

= E(λ) (u, u) .

4.11 Lemma. Seien (Rλ)λ>0 und (E ,D (E)) wie in Satz 4.7 und λ > 0. Dann gilt

(i) E(λ) (u, v) = E (λRλu, v) für u ∈ H, v ∈ D (E).

(ii) E (λRλu, λRλu) ≤ E(λ) (u, u) für u ∈ H.

(iii)

∣
∣
∣E(λ)

1 (u, v)
∣
∣
∣ ≤ (K + 1)

√

E1 (u, u)
√

E(λ)
1 (v, v) für u ∈ D (E), v ∈ H.

(iv) E1 (λRλu, λRλu) ≤ (K + 1)2 E1 (u, u) für u ∈ D (E).

4.12 Satz. Seien (Rλ)λ>0 und (E ,D (E)) wie in Satz 4.7. Sei (L,D (L)) der Erzeuger

von (Rλ)λ>0. Dann gilt

(i) Für u ∈ H gilt: u ∈ D (E) ⇔ supλ>0 E(λ) (u, u) <∞.

(ii) D (L) ist diht in D (E) und

lim
λ→∞

E1 (λRλu− u, λRλu− u) = 0. (4.3)

(iii) limλ→∞ E(λ) (u, v) = E (u, v) für u, v ∈ D (E).

Beweis. Zu (i): Sei u ∈ D (E). Nah Lemma 4.11 (iii) gilt

E(λ) (u, u) ≤ (K + 1)2 E1 (u, u) für λ > 0.

Sei nun u ∈ H mit supλ>0 E(λ) (u, u) <∞. Nah Lemma 4.11 (ii) und wegen ‖λRλ‖ ≤ 1

gilt

sup
λ>0

E1 (λRλu, λRλu) <∞.

Beahte, dass λRλu→ u (stark) in H für λ→ ∞. Wir wenden Proposition 4.10 an und

sind fertig.

Zu (ii): Sei u ∈ D (E). Nah Lemma 4.11 (iv) gilt

sup
λ>0

E1 (λRλu, λRλu) <∞.
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Nah Proposition 4.10 existiert eine Folge (λnRλnu)n∈N mit λ→ ∞ und der Eigenshaft,

dass die Mittel (in Proposition 4.10 heiÿen sie wm) von λnRλnu stark gegen ein u ∈ D (E)
konvergieren. Da λnRλnu ∈ D (L) für alle n ∈ N folgt, dass D (L) diht inD (E) liegt. Die
Konvergenz (4.3) folgt aus Lemma 4.11 (ii) nah einem Approximationsargument.

Zu (iii): Folgt aus (i) und (ii) (Übung).

4.13 Satz. Sei (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Form auf einem Hilbertraum H.

Setze

D (L) = {u ∈ D (E) | v 7→ E (u, v) ist stetig auf D (E) bzgl. der Norm auf H} .

Für u ∈ D (L) sei Lu de�niert als das eindeutige Element in H mit

(−Lu, v) = E (u, v) für alle v ∈ D (E) .

Dann ist (L,D (L)) der Erzeuger der stark stetigen Kontraktionsresolvente, welhe wie

im Satz 4.7 von (E ,D (E)) �erzeugt� wird. Der Operator (1− L,D (L)) erfüllt die Sektor-

bedingung und die Beziehung

D (L) ⊂ D (E) , E (u, v) = (−Lu, v) für u ∈ D (L) , v ∈ D (E)

stellt einen bijektiven Zusammenhang zwishen solhen L (d.h. mit 1 − L erfüllt die

Sektorbedingung) und abgeshlossenen, koerziven Formen (E ,D (E)) dar.
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5 Dirihlet-Formen: Fortsetzung

Wir wiederholen Abshlieÿbarkeit und Markov-Eigenshaft von Formen, dieses Mal al-

lerdings im Hinblik auf nihtsymmetrishe Formen.

5.1 De�nition. Sei (E ,D (E)) eine positiv de�nite Form auf einem Hilbertraum H. Dann

heiÿt (E ,D (E)) abshlieÿbar, wenn (Es,D (E)) abshlieÿbar ist.

Bemerkung. • Wiederholung: (Es,D (E)) abshlieÿbar bedeutet, dass aus

Es (un − um, un − um) → 0 mit ‖un‖ → 0

Es (un, un) → 0 folgt. Falls D den Abshluss von D (E) bezüglih

√
Es1 bezeihnet

(also niht den Abshluss bezüglih ‖ · ‖H), so ist (E ,D (E)) abshlieÿbar genau

dann, wenn die Inklusion D →֒ H injektiv ist.

• Falls für einen Operator (A,D) gilt E (u, v) = (Au,Av) für alle u, v ∈ D, dann ist

(E ,D) abshlieÿbar genau dann, wenn (A,D) abshlieÿbar ist.

• Falls (E ,D (E)) die Bedingung (SSB) erfüllt, so lässt sih niht nur Es sondern

auh E in eindeutiger Weise von D (E) auf D fortsetzen. Falls D diht in H ist,

so ist

(
E ,D

)
die kleinste koerzive, abgeshlossene Fortsetzung von (E ,D (E)). Diese

Form heiÿt Abshluss von (E ,D (E)).

5.2 Lemma. Sei (E ,D (E)) eine positiv de�nite Form auf einem Hilbertraum H, welhe

(SSB) erfüllt. Es gelte E (v, un) → 0 falls un, v ∈ D (E) und ‖un‖ → 0. Dann ist (E ,D (E))
abshlieÿbar.

Beweis. Sei (un) Folge in D (E) mit ‖un‖ → 0 und E (un − um, un − um) → 0 für n,m→
∞. Dann gilt

E1 (un, un) ≤ E1 (un − um, un) + E1 (um, un)
≤ E1 (un − um, un − um) + E1 (un − um, um)

︸ ︷︷ ︸

≤
√

E1(un−um,un−um)
√

E1(um,um)

+E1 (um, un)

→ 0 für n→ ∞.
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5.3 Proposition. Sei (A,D (A)) ein negativ de�niter Operator auf einem Hilbertraum

H derart, dass 1−A die starke Sektorbedingung (SB) erfüllt. De�niere für u, v ∈ D (A)

E (u, v) = (−Au, v) .

Dann ist (E ,D (A)) abshlieÿbar.

Bemerkung. Proposition 5.3 ist o�ensihtlih, falls A symmetrish ist. Der Beweis folgt

aus Lemma 5.2, da (E ,D (A)) die Bedingung (SSB) erfüllt, wenn (1−A) die Sektorbe-

dingung erfüllt.

5.4 Proposition. Sei (E ,D) eine positiv de�nite Form auf einem Hilbertraum H. Sei

(F ,D) eine symmetrishe, abshlieÿbare Form mit der Eigenshaft E1 ≍ F1 auf D, d.h.

es gibt c ≥ 0 derart, dass für alle u ∈ D gilt

c−1E1 (u, u) ≤ F1 (u, u) ≤ cE1 (u, u) .

Dann ist (E ,D) selbst abshlieÿbar.

Falls D diht in H ist und für ein c′ ≥ 1 gilt

|E1 (u, v)| ≤ c′
√

F1 (u, u)
√

F1 (v, v) ∀u, v ∈ D,

so ist

(
E ,D

)
eine abgeshlossene, koerzive Form auf H.

Im Folgenden sei X wie in Kapitel 1 ein lokalkompakter, separabler, metrisher Raum

undm ein nihtnegatives Borel-Maÿ, welhes endlih auf Kompakta und strikt positiv auf

nihtleeren, o�enen Teilmengen ist. Wir betrahten H = L2 (X,m), wobei wir meistens

an L2
(
Rd, λd

)
denken. Im Folgenden sind Relationen der Art ≤,≥ �m-fast überall� zu

verstehen.

5.5 De�nition. Sei R : L2 (X) → L2 (X) beshränkt und linear. Dann erfüllt R die

Sub-Marko�eigenshaft, falls für f ∈ L2 (X) mit 0 ≤ f ≤ 1 gilt

0 ≤ Rf ≤ 1. (SME)

Eine stark stetige Kontraktionsresolvente (Rλ)λ>0 besitzt die SME, falls λRλ für jedes

λ > 0 die SME besitzt. Eine Halbgruppe (Tt)t>0 besitzt die SME, falls Tt für jedes t > 0

die SME besitzt.
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Ein abgeshlossener Operator (A,D (A)) mit D (A) = L2 (X) heiÿt Dirihlet-Operator,

falls

(
Au, (u− 1)+

)
≤ 0 für jedes u ∈ D (A) .

Bemerkung. • Falls R die SMe besitzt, folgt aus f ∈ L2 (X), f ≥ 0 auh Rf ≥ 0.

• Dirihlet-Operatoren sind negativ de�nit.

5.6 Proposition. Seien (Rλ)λ>0 eine stark stetige Kontraktionsresolvente auf L2 (X)

mit zugehörigem Erzeuger L und Halbgruppe (Tt)t>0. Dann sind äquivalent:

(i) (Rλ)λ>0 besitzt (SME).

(ii) (Tt)t>0 besitzt (SME).

(iii) L ist ein Dirihlet-Operator.

Beweis. Vgl. Prop. 4.3 in MR92.

5.7 Proposition. Sei (E ,D (E)) eine abgeshlossene, koerzive Form auf L2 (X) mit zu-

gehöriger Resolvente (Rλ)λ>0. Dann sind äquivalent:

(i) E (u ∧ α, u− u ∧ α) ≥ 0 für u ∈ D (E), α ≥ 0, u ∧ α ∈ D (E).

(ii) E (u+ ∧ 1, u− u+ ∧ 1) ≥ 0 für u ∈ D (E), u+ ∧ 1 ∈ D (E).

(iii) E (u+ u+ ∧ 1, u− u+ ∧ 1) ≥ 0 für u ∈ D (E), u+ ∧ 1 ∈ D (E).

(iv) (Rλ)λ>0 besitzt (SME).

Beweis. Vgl. Theorem 4.4 in MR92.

5.8 De�nition. Eine koerzive, abgeshlossene Form (E ,D (E)) auf L2 (X) heiÿt Dirihlet-

Form, falls für jedes u ∈ D (E) gilt:

u+ ∧ 1 ∈ D (E) ,
E
(
u+ u+ ∧ 1, u− u+ ∧ 1

)
≥ 0,

E
(
u− u+ ∧ 1, u+ u+ ∧ 1

)
≥ 0.

(5.1)

Bemerkung. • Falls E symmetrish ist, so ist (5.1) äquivalent zu u+ ∧ 1 ∈ D (E),
E (u+ ∧ 1, u+ ∧ 1) ≤ E (u, u).
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• Das Tupel (E ,D (E)) heiÿt in der englishen Literatur auh manhmal �Dirihlet

spae�.

Wiederholung: Eine koerzive, abgeshlossene Form (E ,D (E)) auf L2 (X) heiÿt Di-

rihletform, falls für u ∈ D (E) gilt

u+ ∧ 1 ∈ D (E) ,
E
(
u+ u+ ∧ 1, u− u+ ∧ 1

)
≥ 0,

E
(
u− u+ ∧ 1, u+ u+ ∧ 1

)
≥ 0.

(5.2)

Anstelle von (5.2) kann man auh andere verwandte Bedingungen betrahten:

Für jedes ε > 0 existiert ein ϕε : R → [−ε, 1 + ε] derart, dass

ϕε (t) = t für 0 ≤ t ≤ 1,

0 ≤ ϕε (t)− ϕε (s) ≤ t− s für t ≥ s,

ϕε ◦ u ∈ D (E) ,
lim inf
ε→0

E (u± ϕε ◦ u, u∓ ϕε ◦ u) ≥ 0

(5.3)

oder

ϕε (t) = t für 0 ≤ t ≤ 1,

0 ≤ ϕε (t)− ϕε (s) ≤ t− s für t ≥ s,

ϕε ◦ u ∈ D (E) ,
lim inf E (ϕε ◦ u, u− ϕε ◦ u) ≥ 0,

lim inf E (u− ϕε ◦ u, ϕε ◦ u) ≥ 0.

(5.4)

5.9 Proposition. Eine koerzive, abgeshlossene Form (E ,D (E)) auf L2 (X) ist eine

Dirihletform genau dann, wenn sie (5.2), (5.3) oder (5.4) auf einer dihten Teilmenge

von D (E) erfüllt.

Beweis. Vgl. [HR92℄

Beispiel. 1) Sei Ω ⊂ Rd o�en, σ ∈ L1
loc (Ω,dx), σ ≥ 0 dx-f.ü. mit

´

O σ dx > 0, falls

O ⊂ Ω o�en, O 6= ∅.
Seien ̺i ∈ L1

loc (Ω,dx)mit ̺i ≥ 0 dx-f.ü. für i ∈ {1, . . . , d}. Wir wollen eine notwendige
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Bedingung dafür herleiten, dass die durh

Es (u, v) =
d∑

i=1

ˆ

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
̺i dx

gegebene Form (Es, C∞
c (Ω)) auf L2 (Ω, σ dx) abshlieÿbar ist.

Zunähst ist (Es, C∞
c (Ω)) symmetrish, positiv de�nit und diht de�niert.

De�niere

Rσ =

{

x ∈ R

∣
∣
∣
∣
∣
∃ ε > 0:

ˆ

Bε(x)∩Ω
σ−1 (y) dy <∞

}

,

Ri =

{

x ∈ R

∣
∣
∣
∣
∣
∃ ε > 0:

ˆ

Bε(x)∩Ω
̺−1
i (y) dy <∞

}

.

Bemerkung. • Die Mengen Rσ, Ri sind o�en und σ bzw. ̺i sind dx-f.ü. positiv in

Rσ bzw. Ri.

• Die Bedingung

̺i = 0 dx-f.ü. in Ω ⊂ Ri (5.5)

ist äquivalent zu

∃ ε > 0:

ˆ

Bε(1)
̺−1
i (y) dy <∞ dx-f.ü. auf {̺i > 0} ∩Ω.

5.10 Satz. Es gelte zusätzlih zu den obigen Voraussetzungen die Bedingung (5.5) für

̺1, . . . , ̺d und entsprehend für σ und es gelte

´

Ri\Rσ
dx = 0. Dann ist die Form (Es, C∞

c (Ω))

abshlieÿbar in L2 (Ω, σ dx).

5.11 Lemma. Bedingung (5.5) sei erfüllt für ̺1, . . . , ̺d und σ. Dann gilt

L2 (Ω, ̺i dx) ⊂ L1
loc (Ri,dx) und

L2 (Ω, σ dx) ⊂ L1
loc (Rσ,dx) .

Beweis. Sei i ∈ {1, . . . , d}, f ∈ L2 (Ω, ̺i dx), K ⊂ Ri kompakt. Dann gilt

ˆ

K

|f | dx =

ˆ

K∩{̺i>0}
|f |√̺i

√
̺i

−1 dx

≤
(
ˆ

K∩{̺i>0}
|f |2 ̺i dx

)1
2
(
ˆ

K∩{̺i>0}
̺−1
i dx

) 1
2

<∞
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nah Voraussetzung.

Beweis von Satz 5.10. Seien i ∈ {1, . . . , d} und (un) Folge in C∞
c (Ω) mit un → 0 in

L2 (Ω, σ dx) und Es (un − um, un − um) → 0 für n,m → ∞. Wegen Lemma 5.11 gilt

un → 0 in L1
loc (Rσ,dx). Es gibt vi ∈ L2 (Ω, ̺i dx) mit

∂un
∂xi

→ vi in L2 (Ω, ̺i dx) ,

also wiederrum mit Lemma 5.11

∂un
∂xi

→ vi in L1
loc (Ri,dx) .

Wir zeigen nun noh vi = 0 (̺i dx)-f.ü., woraus dann wie gewünsht

Es (un, un) → 0 für n→ ∞

folgt. Sei ϕ ∈ C∞
c (Ri ∩Rσ). Dann gilt

ˆ

Ri

vi̺dx = lim
n→∞

ˆ

Ri

∂un
∂xi

̺dx = − lim
n→∞

ˆ

Ri

un
∂̺

∂xi
dx = 0.

Also gilt vi = 0 dx-f.ü. auf Ri ∩Rσ und wegen

´

Ri\Rσ
dx = 0 auh (̺i dx)-f.ü.

Der Abshluss von (Es, C∞
c (Ω)) ist dann auh eine Dirihletform, was wir kurz in

Beispiel 3) diskutieren.

Beispiel. 2) Seien Ω ⊂ Rd o�en, aij ∈ L1
loc (Ω,dx) mit aij = aji für 1 ≤ i, j ≤ d.

Seien σ, ̺i ∈ L1
loc (Ω,dx) mit ̺i, σ > 0 dx-f.ü. in Ω und derart, dass (Es, C∞

c (Ω))

abshlieÿbar in L2 (Ω, σ dx) ist, vgl. Beispiel 1).

Es gelte dx-f.ü. in Ω

d∑

i,j=1

aij (x) ξiξj ≥
d∑

i=1

̺i (x) (ξi)
2 ∀ ξ ∈ Rd. (5.6)

5.12 Satz. Setze für u, v ∈ C∞
c (Ω)

E (u, v) =

d∑

i,j=1

ˆ

Ω
aij

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx.
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Unter den obigen Voraussetzungen ist (E , C∞
c (Ω)) abshlieÿbar in L2 (Ω, σ dx).

Beweis. Sei (un)n eine Folge in C
∞
c (Ω)mit un → 0 in L2 (Ω, σ dx) und E (un − um, un − um) →

0 für n,m → ∞. Wegen (5.6) gilt dann auh Es (un − um, un − um) → 0 und wegen ̺i > 0

gilt für eine Teilfolge (unk
)

∂

∂xi
unk

→ 0 dx-f.ü.,

vgl. Beispiel 2). Mit Hilfe des Lemmas von Fatou folgt dann

E (un, un) =

ˆ

Ω
lim
n→∞

d∑

i,j=1

(
∂

∂xi
(un − unk

)
∂

∂xj
(un − unk

) aij

)

dx

≤ lim inf
k→∞

E (un − unk
, un − unk

) → 0 für n→ ∞.

Der Abshluss von (E , C∞
c (Ω)) ist dann eine Dirihletform, vgl. Beispiel 3).

Beispiel. 3) Seien X = Ω, Ω ⊂ Rd, m ein Radon-Maÿ mit supp (m) = Ω, k ein

Radon-Maÿ auf Ω, J ein symmetrishes Radon-Maÿ auf Ω × Ω \ ∆, wobei ∆ =

{(x, x) |x ∈ Ω} mit

ˆ

|u (x)− u (y)|2 J (dxdy) <∞ für alle u ∈ C∞
c (Ω) .

Seien für 1 ≤ i, j ≤ d νij weitere Radon-Maÿe auf Ω mit

∀K, K kompakt : νij (K) = νji (K) und

d∑

i,j=1

ξiξjνij (K) ≥ 0 ∀ ξ ∈ Rd.

Setze für u, v ∈ C∞
c (Ω)

E (u, v) =

d∑

i,j=1

ˆ

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dνij

+

ˆ

(Ω×Ω)\∆
(u (x)− u (y)) (v (x)− v (y)) J (dxdy)

+

ˆ

Ω
uv dk. (5.7)

Dann ist (E , C∞
c (Ω)) eine diht de�nierte, symmetrishe, positiv de�nite Form auf
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L2 (Ω,m).

Falls (E , C∞
c (Ω)) abshlieÿbar auf L2 (Ω,m), vgl. die Beispiele 1) und 2), so ist der

Abshluss (E ,D (E)) eine Dirihlet-Form. Nahweis davon mit Hilfe von Proposition

5.9: Wir wissen, dass es zu ε > 0 eine Funktion ϕε ∈ C∞ (R) gibt mit

ϕε : R → [−ε, 1 + ε] , ϕε (t) = t für 0 ≤ t ≤ 1,

0 ≤ ϕε (t)− ϕε (s) ≤ t− s für t ≥ s,

ϕε (t) = 1 + ε für t ≥ 1 + 2ε, ϕε (t) = −ε für t ≤ −2ε.

Für die Funktion gilt

E (ϕε (u) , ϕε (u)) ≤ E (u, u) .

Zur Bedeutung von Beispiel 3) führen wir folgenden, wihtigen Satz an:

5.13 Satz. Sei (E ,D (E)) eine symmetrishe Dirihlet-Form auf L2 (X,m) mit C∞
c (Ω) ⊂

D (E). Dann existiert eine Darstellung von (E , C∞
c (Ω)) der Form (5.7).

Beweis. Fukushima, Se. 2.2 oder Fukushima / Oshima / Takeda, Se. 3.2.

5.14 De�nition. Eine Dirihlet-Form (E ,D (E)) auf L2 (X,m) heiÿt regulär, falls Cc (X)∩
D (E) diht ist

(i) in D (E) bezüglih
√

Es1 ,

(ii) in Cc (X) bezüglih ‖ · ‖∞.
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6 Markov-Übergangsfamilien und

Dirihlet-Formen: Eine Einführung

Zunähst seiX ein Hausdor�-Raum, B (X) die Borelshe σ-Algebra undm ein σ-additives

Radon-Maÿ. Eine Funktion

K : X × B (X) → [0,∞)

heiÿt Kern, falls K (x, ·) ein Maÿ für jedes x ∈ X und K (·, A) B (X)-messbar für jedes

A ∈ B (X). Sei f : X → [0,∞) nihtnegativ und B (X)-messbar. Dann de�nieren wir

Kf (x) =

ˆ

X

f (y) K (x,dy) . (6.1)

Ein Kern K heiÿt Sub-Markov-Kern, falls K (x,X) ≤ 1 für jedes x ∈ X. Jeder Sub-

Markov-Kern K de�niert über (6.1) einen linearen Operator auf dem Raum der be-

shränkten B (X)-messbaren Funktionen X → R, welhen wir fortan mit B (X) bezeih-

nen.

Ein Sub-Markov-Kern heiÿt Wahrsheinlihkeitskern, falls K (x, ·) ein Wahrsheinlih-

keitsmaÿ ist für jedes x ∈ X.

Ein Kern K heiÿt m-symmetrish, falls

ˆ

X

(Kf) (x) g (x) m (dx) =

ˆ

X

f (x) (Kg) (x) m (dx)

für alle B (X)-messbaren, nihtnegativen Funktionen f, g : X → [0,∞).

Sei nun K ein m-symmetrisher Kern auf (X,B (X) ,m) und f ∈ B (X) ∩ L2 (X,m).

Wegen (6.1) gilt

(Kf)2 (x) ≤
(
Kf2

)
(x)

und es folgt

‖Kf‖2L2(X,m) =

ˆ

X

(Kf)2 m (dx) ≤
ˆ

X

(
Kf2

)
m (dx)

=

ˆ

X

f2 (x) K1m (dx) ≤ ‖f‖2L2(X,m).
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Also liefertK einen beshränkten, linearen Operator auf dem Raum derjenigen L2 (X,m)-

Funktionen, welhe wesentlih beshränkt sind. Da dieser Raum diht liegt in L2 (X,m),

können wir K zu einem linearen, symmetrsihen Operator mit Kontraktionseigenshaft

auf L2 (X,m) fortsetzen.

Im Folgenden sei angenommen, dasss X ein polnisher Raum ist. (Ein separabler,

topologisher Raum ist polnish, wenn es eine mit der Topologie verträglihe Metrik d

gibt, sodass (X, d) vollständig ist. Abgeshlossene und o�ene Teilmengen von polnihen

Räumen sind selbst polnish. Übung: Zeige, dass (0, 1) ein polnisher Raum ist.)

Jedes endlihe Maÿ auf einem polnishen Raum ist regulär.

6.1 De�nition. Eine Familie (Pt)t≥0 von Sub-Markov-Kernen Pt auf (X,B (X)) heiÿt

Übergangsfamilie auf (X,B (X)), falls gilt:

(a) Ps (Ptf) = Ps+tf für alle s, t ≥ 0 und f ∈ B (X).

(b) Für jede Menge A ∈ B (X) ist die Abbildung (t, x) 7→ Pt (x,A) B ([0,∞)) × B (X)-

messbar.

() Für jedes x ∈ X gilt P0 (x, ·) = δx.

(d) limt→0 Ptf (x) = f (x) für alle f ∈ Cb (X), x ∈ X.

(Pt)t≥0 heiÿt Übergangswahrsheinlihkeit, falls für jedes t > 0 Pt ein Wahrsheinlih-

keitskern ist.

Gegeben eine Übergangsfamilie (Pt)t≥0, so de�niert

Rλf (x) =

ˆ ∞

0
e−λtPtf (x) dt, f ∈ B (X) , λ > 0, x ∈ X

eine Resolvente auf X.

6.2 Lemma. Sei (Pt)t≥0 eine Familie von Sub-Markov-Kernen, welhe a) und b) aus

De�nition 6.1 erfüllen. Für ein σ-endlihes Maÿ m auf X sei Pt m-symmetrish für jedes

t ≥ 0. Sei für t ≥ 0 Tt der lineare, symmetrishe Operator auf L2 (X,m), welher von Pt

erzeugt wird. Dann ist (Tt)t≥0 eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass Cb (X) ∩ L2 (X,m) diht in L2 (X,m) liegt. Da m σ-endlih

ist, ist es ausreihend, diese Aussage nur im Fall, dass m endlih ist, zu beweisen. Wir

zeigen, dass zu ε > 0 und A ∈ B (X) und f = IA eine Funktion g ∈ Cb (X) ∩ L2 (X,m)

existiert mit

‖f − g‖L2(X,m) ≤
√
ε.
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Da m regulär ist, existieren zu ε > 0, A ∈ B (X) zwei Mengen K ∈ B (X), U ∈ B (X),

K kompakt und U o�en mit K ⊂ A ⊂ U und m (K \ U) ≤ ε. Setze

g (x) =
d
(
x,UC

)

d (x,UC) + d (x,K)
,

dann ist g ∈ Cb (X) ∩ L2 (X,m). Auÿerdem gilt

‖g − IA‖2L2(X,m) =

ˆ

X

(g − IA)
2 dm =

ˆ

UC

︸︷︷︸

=0

+

ˆ

U\K
+

ˆ

K
︸︷︷︸

=0

≤
ˆ

U\K
1m (dx) ≤ ε.

Mit Hilfe des Resultats kann man nun zeigen, dass (Tt)t≥0 stark stetig ist. Die anderen

Eigenshaften sind bereits klar.

Seien f ∈ L2 (X,m) und ε > 0. Sei g ∈ Cb (X)∩L2 (X,m) mit ‖f − g‖L2(X,m) ≤ ε. Es

gilt

‖Ttf − f‖L2(X,m) = (Ptg − g, Ptg − g) = (Ptg, Ptg) + (g, g) − 2 (g, Ptg)

≤ 2‖g‖2L2(X,m) − 2 (g, Ptg) .

Wegen d) folgt dann ‖Ptg − g‖L2(X,m) → 0 für t→ 0.

Im Ergebnis können wir nun shlieÿen, dass eine m-symmetrishe Übergangsfamilie

(Pt)t≥0 auf (X,B (X) ,m) eine eindeutig bestimmte Kontraktionshalbgruppe (Tt)t≥0 auf

L2 (X,m) festlegt: Die Resolvente (Rλ)λ>0 von (Tt)t≥0 ist die eindeutige Fortsetzung der

zu (Pt)t≥0 gehörenden Resolvente (die oben auh Rλ hieÿ) von B (X) ∩ L2 (X,m) auf

L2 (X,m).

Des weiteren gilt dann für f ∈ B (X) ∩ L2 (X,m)

Rλf ∈ D (E) und Eλ (Rλf, v) = (f, v) für v ∈ D (E) , (6.2)

wobei (E ,D (E)) die zu (Tt)t≥0 gehörige Dirihlet-Form ist auf L2 (X,m) ist.

Falls die Resolvente einer Übergangsfamilie (Pt)t≥0 Eigenshaft (6.2) besitzt für eine

Dirihlet-Form (E ,D (E)), so ist diese bereits diejenige, die zu (Tt)t≥0 gehört.

Sei λ > 0 und (Ω,A,P) ein Wahrsheinlihkeitsraum. Sei τ : Ω → (0,∞) messbar. τ
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heiÿt exponential verteilt zum Parameter λ, falls

P (τ > s)
(

= P ({ω ∈ Ω | τ (ω) > s})
)

= e−λs

(

=

ˆ ∞

s

λe−λt dt
)

.

Es gilt

E (τ)
(

=

ˆ

Ω
τ (ω) P (dω)

)

=
1

λ
.

Vorstellung: τ ist eine Wartezeit / Ankunftszeit. Interessante Beobahtung:

P (τ > t+ s | τ > t) =
P (τ > t+ s, τ > t)

P (τ > t)

=
e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs = P (τ > s) ,

d.h. die zufällige Zeit τ hat kein Gedähtnis. Eine messbare Funktion N : Ω → N, d.h. N

ist Zufallsvariable, heiÿt Poisson-verteilt zum Parameter λ > 0, falls

P (N = k) =
λke−λ

k!
.

Es gilt

E (N) =
∞∑

n=0

nλne−λ

n!
= λ.

Wir de�nieren nun zwei Sprungprozesse:

(1) Sei (τk)k∈N eine Folge unabhängiger, zum Parameter λ > 0 exponential verteilter

Zufallsvariablen. Wir de�nieren nun rekursiv eine Folge (Tk)k∈N von Zufallsvariablen

durh

T0 = 0,

Tk+1 = Tk + τk.

(Zur Vorstellung: Sei τk ist die Wartezeit von Kunde k zum Kunden k + 1, so ist Tk

die Gesamtwartedauer bis zum Eintre�en des k-ten Kunden.) Nun de�nieren wir für
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t ≥ 0

N (t) =

∞∑

k=0

I{Tk≤t} = max {k > 0 |Tk ≤ t}

= Änzahl der Kunden bis zum Zeitpunkt t".

Für N (t) gilt dann

P (N (t) = k) =
(λt)k

k!
e−λt. (6.3)

Den stohastishen Prozess N (N hängt ab von t und ω ∈ Ω) nennt man Poisson-

Prozess zum Parameter λ.

(2) Sei S ein abzählbarer Zustandsraum, z.B. ein Graph oder Gitter. SeiK = {k (x, y)}x,y∈S
eine Matrix mit Zeilensumme 1, also eine Übergangsmatrix. Sei (En)n∈N die zuge-

hörige zeitdiskrete Markov-Kette. Sei (N (t))t≥0 ein Poisson-Prozess zum Parameter

λ. Wir nehmen an, dass die beiden Prozesse (En)n∈N und (N (t))t≥0 voneinander

unabhängig sind. Setze für t ≥ 0

Xt = EN(t).

Hierbei sind einige �Sprünge�, die keinen Zustandswehsel bedeuten, ebenfalls mög-

lih, da niht notwendigerweise k (x, x) = 0 gilt. Es ist

P (X (t) = y |X (0) = x) = P
(
EN(t) = y

∣
∣E0 = x

)

=
∞∑

n=0

P (En = y,N (t) = n |E0 = x)

=

∞∑

n=0

P (En = y |E0 = x)P (N (t) = n)

(6.3)

=

∞∑

n=0

(λt)n

n!
e−λtkn (x, y) ,

wobei kn (x, y) der entsprehende Eintrag der Matrix kn = k · · · k
︸ ︷︷ ︸

n-mal

ist.

(3) Seien X ein lokal kompakter, separabler, metrisher Raum und Q ein Wahrshein-

lihkeitskern auf X × B (X), wobei B (X) die Borelshe σ-Algebra ist. Es gelte

Q (x, {x}) = 0 für alle x ∈ X. Sei λ : X → (0,∞) B (X)-messbar. Wir wollen einen

zeitkontinuierlihen Prozess (Xt)t≥0 de�nieren bzw. konstruieren, der folgendes mo-
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delliert:

Ein Partikel starte zum Zeitpunkt t = 0 im Punkt x0 ∈ X. In diesem Punkt wartet

das Partikel T1 Zeiteinheiten, wobei T1 exponential verteilt mit Paramter λ (x0) ist.

Im Zeitpunkt t = T1 springt der Prozess in einen Punkt x1 ∈ X gemäÿ der Verteilung

Q (x0, ·). Dort wartet deas Partikel T2 Zeiteinheiten und springt anshlieÿend in einen

Punkt x2 gemäÿ der Verteilng Q (x1, ·), wobei T2 exponential verteil mit Parameter

λ (x1) ist.

Eine Worte zur Konstruktion des Prozesses: Seien F = X × [0,∞), F = B (X) ×
B ([0,∞)), Ω = FN0

, G = FN0
. Im Folgenden betrahten wir die Räume (F,F) und

(Ω,G).
Für ω = (xn, tn)n≥0 setze

Yn (ω) = (xn, tn) ,

Zn (ω) = xn,

τn (ω) = τn,

woraus Yn = (Zn, τn) folgt. Die Abbildung Y : N0 × Ω → X × [0,∞) heiÿt Koordi-

natenabbildung. Nun de�nieren wir einen Markov-Kern π auf (F,F) überionesu

π (x, t; dy ds) =







0, falls s < t,

Q (x,dy)λ (x) e−λ(x)(s−t) ds, falls s ≥ t.

Der Satz von Ionesu-Tulea liefert zu jedem Wahrsheinlihkeitsmaÿ γ auf (F,F)

ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ Pγ auf (Ω,G) mit

Pγ (Yn+1 ∈ A |Y0, . . . , Yn) =
ˆ

A

π (Zn, τn; dy ds) .

Falls γ = δ(x,0), so shreibt man Pγ = Px. (Yn)n∈N ist nun ein zeitlih homogener

Markov-Prozess auf (Ω,G,Pγ). Man zeigt nun

• Pγ (τn+1 ≤ τn) = 0 für alle γ und alle n.

• Pγ (Zn+1 = Zn) = 0 für alle γ und alle n.

• Px (τ0 = 0) = 1 für jedes x.

Sei nun

Ω′ = {ω ∈ Ω |Zn+1 6= Zn, τn+1 > τn für alle n ∈ N, τ0 = 0} .
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Dann zeigt man weiterhin

Ω′ ∈ G, Px
(
Ω′
)
= 1 für alle x.

Wenn G′
die �Spur� von G auf Ω′

ist, so ist (Yn)n∈N0
dann ein Markov-Prozess auf

(Ω′,G′,Px) mit δ(x,0) als Startverteilung. Der Einfahheit halber shreiben wir nun

wieder Ω anstelle von Ω′
, also

Ω =
{

(xn, tn)n≥0

∣
∣
∣ 0 = t < t1 < · · · < ti−1 < ti < · · · , xn+1 6= xn

}

,

G = σ
(
(Yn)n∈N

)

und betrahten Maÿe Px auf (Ω,G). Wir de�nieren nun (endlih) den gesuhten

Prozess X = (Xt)t≥0 wie folgt:

Für ω ∈ Ω sei ξ (ω) = limn→∞ τn (ω). Sei ∆ 6∈ X (sog. Friedhof). Setze

Xt (ω) =







Zn (ω) , für τn (ω) ≤ t < τn+1 (ω) ,

∆, für ξ (ω) ≤ t.

6.3 Satz. (Xt,Px) t≥0,
x∈X

ist ein Markov-Prozes auf X (vgl. Satz 12.4 in BG68).

Zurük zur Ausgangssituation: Falls λ (x) = 1 für alle x ∈ X, so gilt für die Verteilung

von Xt nah genau k Sprüngen

P
(n)
t (x,dy) =

tn

n!
e−tQ(n) (x,dy) ,

wobei Q(0) (x,dy) = δx (dy). Für die Übergangsfamilie ergibt sih

Pt (x,dy) =

∞∑

n=0

P
(n)
t (x,dy) =

∞∑

n=0

tn

n!
e−tQ(n) (x,dy) .

Betrahten wir nun den allgemeinen Fall, d.h. λ ist niht notwendigerweise konstant.

Für die Resolvente, welhe zur Übergangsfamilie des wie oben skizzierten, konstru-

ierten Prozesses gehört, gilt

Rαf (x) =
∞∑

n=0

ˆ

X

f (y)

α+ λ (y)
Q(n)
α (x,dy)

=
f (x)

α+ λ (x)
+Qα (x,Rαf) , (6.4)
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wobei α > 0, f B (X)-messbar und nihtnegativ,

Qα (x,dy) =
λ (x)

α+ λ (x)
Q (x,dy) .

Es gilt

Qα (Rαf) (x) =
λ (x)

α+ λ (x)

ˆ

Rαf (y) Q (x,dy) ,

Q(k) (r,A) =

ˆ

Q (s,A) Q(k−1) (r,ds) für alle r, s ≥ 0, A ∈ B (X) .

Zusammenhang:

ˆ ∞

0
e−αsπn (x, 0;A,ds) = Q(n)

α (x,A) .

Wir nehmen im Folgenden an, dass es ein σ-endlihes Maÿm0 auf B (X)mit supp (m0) =

X gebe mit

Q (x,dy)m0 (dx) = Q (y,dx)m0 (dy) .

Setze

m (dx) =
1

λ (x)
m0 (dx) .

m0 heiÿt dann �symmetrisierendes Maÿ� und m heiÿt �speed measure�. Wir zeigen,

das der Prozess X m-symmetrish ist, was soviel bedeutet wie

ˆ

X

f (x)Rαg (x) m (dx) =

ˆ

X

g (x)Rαf (x) m (dx)

für alle α > 0, f, g nihtnegativ und B (X)-messbar.

6.4 Lemma. Seien α > 0, k ∈ N0 und f, g B (X)-messbar und nihtnegativ. Dann

gilt

ˆ

X

f (x)Q(k)
α

(
g

α+ λ

)

(x) m (dx) =

ˆ

X

g (x)Q(k)
α

(
f

α+ λ

)

(x) m (dx) .
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Beweis. k = 0 ist klar. Für k = 1 gilt

ˆ

X

f (x)Q(1)
α

(
g

α+ λ

)

(x) m (dx) =

ˆ

X

f (x)

ˆ

X

g (y)

α+ λ (y)
Qα (x,dy) m (dx)

=

ˆ

X

ˆ

X

f (x)

α+ λ (x)

g (y)

α+ λ (y)
λ (x)Q (x,dy) m (dx)

=

ˆ

X

ˆ

X

f (y)

α+ λ (y)

g (x)

α+ λ (x)
λ (y)Q (y,dx) m (dy) durh Symmetrie

=

ˆ

X

ˆ

X

f (y)

α+ λ (y)

g (x)

α+ λ (x)
λ (x)Q (x,dy) m (dx)

=

ˆ

X

g (x)Qα

(
f

α+ λ

)

(x) m (dx) .

Wiederholung:

λ : X → (0,∞) ,

Q (x,dy)

}

⇒ (Xt)t≥0 ,

und

Q (x,dy)m0 (dx) = Q (y,dx)m0 (dy)

m (dx) =
1

λ (x)
m0 (dx) .

(6.5)

Konsequenz aus Lemma 6.4:

ˆ

X

f (x) (Rαg) (x) m (dx) =

ˆ

X

g (x) (Rαf) (x) m (dx) .

6.5 Satz. Die Funktion λ sei beshränkt und es gelte (6.5). Dann gilt für die zu dem Mar-

kovprozess X bzw. zu seiner Übergangsgruppe (Pt)t≥0 gehörende Dirihletform (E ,D (E))
auf L2 (X,m)

D (E) = L2 (X,m) ,

E (u, v) =
1

2

ˆ

X

ˆ

X

(u (x)− u (y)) (v (x)− v (y)) Q (x,dy) m0 (dy) .

Beweis. Zu zeigen ist für f ∈ L2 (X,m)

lim
x→∞

α (f − αRαf, f)L2(X,m) = E (f, f) .
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Zunähst gilt für f ∈ L2 (X,m)

• Wegen f ∈ L2 (X,m) folgt

ˆ

X

ˆ

X

|f (x)| |f (y)|λ (x) Q (x,dy) m (dx)

≤
(
ˆ

X

ˆ

X

|f (x)|2 λ (x) Q (x,dy) m (dx)

) 1
2
(
ˆ

X

ˆ

X

|f (y)|2 λ (x) Q (x,dy) m (dx)

) 1
2

≤
ˆ

X

|f (x)|2 λ (x) m (dx) <∞.

• Im Folgenden sei R
′

α die zu Rα gehörende L2
-Resolvente. Wir wissen, dass

‖αR′

αf − f‖L2(X,m) → 0

für α→ ∞. Also gilt

lim
α→∞

∣
∣
∣
∣

ˆ

X

ˆ

X

f (x)
α

α+ λ (x)

(

αR
′

αf (y)− f (y)
)

λ (x) Q (x,dy) m (dx)

∣
∣
∣
∣

≤ lim sup
α→∞

(
ˆ

X

ˆ

X

|f (x)|2 λ (x) Q (x,dy) m (dx)

·
ˆ

X

ˆ

X

∣
∣
∣αR

′

αf (y)− f (y)
∣
∣
∣

2
λ (x) Q (x,dy) m (dx)

) 1
2

≤ c1 lim sup
α→∞

(
ˆ

X

ˆ

X

∣
∣
∣αR

′

αf (x)− f (x)
∣
∣
∣

2
λ (x) Q (x,dy) m (dx)

) 1
2

= c1 lim sup
α→∞

(
ˆ

X

|αRαf (x)− f (x)|2 λ (x) m (dx)

) 1
2

= 0.
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Mit dieser Beobahtung folgt nun

lim
α→∞

α (f − αRαf, f)L2(X,m)

= lim
α→∞

α

((
λ

α+ λ
f − αλ

α+ λ

ˆ

X

R
′

αf (y) Q (x,dy)

)

, f

)

L2(X,m)

=

ˆ

X

|f (x)|2 λ (x) m (dx)− lim
α→∞

ˆ

X

ˆ

X

f (x)
α

α+ λ
f (y)λQ (x,dy) m (dx)

=

ˆ

X

|f (x)|2 λ (x) m (dx)−
ˆ

X

ˆ

X

f (x) f (y) Q (x,dy) m0 (dx)

=
1

2

ˆ

X

ˆ

X

(f (x)− f (y))2 Q (x,dy) m0 (dx) ,

wobei wir für die Konvergenz benutzen, dass aus (6.4) (vgl. Seite 81)

f − (αRαf) (x) =

(
a+ λ (x)

a+ λ (x)
− α

α+ λ (x)

)

f (x)− αQα (x,Rαf) (x)

folgt.

Falls Q ein Sub-Markov-Kern ist und niht Q (x,X) = 1 für alle x gilt, so kann man

Q zu einem Makorv-Kern auf (X ∪ {∂} ,B (X ∪ {∂})) wie folgt fortsetzen:

Q (x, {∂}) = 1−Q (x,X) ,

Q (∂, {∂}) = 1.

Wenn man λ (∂) = 0 setzt, so kann man wie oben einen Markov-Prozess X de�nieren,

der m-symmetrish ist. In diesem Fall gilt für f ∈ L2 (X,m)

lim
α→∞

α (f −Rαf, f)L2(X,m) =
1

2

ˆ

X

ˆ

X

(f (x)− f (y))2 Q (x,dy) m0 (dx)

+

ˆ

X

(f (x))2 (1−Q (x,X)) m0 (dx) .

6.1 Der translationsinvariante Fall

Für zwei endlihe Maÿe µ, ν ist die Faltung de�niert über

(µ ∗ ν) (A) =
ˆ

Rd×Rd

IA (x+ y) µ (dx) ν (dy) für A ∈ B.
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6.6 De�nition. Eine Familie (νt)t≥0 von Wahrsheinlihkeitsmaÿen auf Rd heiÿt stetige

symmetrishe Faltungshalbgruppe, falls ν0 = δ0

(i) νt ∗ νs = νt+s für s, t ≥ 0.

(ii) νt (A) = νt (−A) für t > 0 und A ∈ B
(
Rd
)
.

(iii) limtց0 νt = δ0 im Sinne der vagen Konvergenz (d.h. getestet mit Funktionen Cb
(
Rd
)
).

6.7 Satz (Lévy-Khinhin). Jede stetige symmetrishe Faltungshalbgruppe (νt)t≥0 lässt

sih eindeutig darstellen in der Form

ν̂t (dx) =

ˆ

Rd

ei〈x,y〉 νt (dy) = e−tψ(x) mit

ψ (x) =
1

2
〈Sx, x〉+

ˆ

Rd\{0}
(1− cos (〈x, y〉)) J (dy) ,

wobei S eine nihtnegativ de�nite, symmetrishe Matrix und J ein symmetrishes Maÿ

auf Rd \ {0} mit der Eigenshaft

ˆ

Rd\{0}

|x|2

1 + |x|2
J (dx) <∞

(

⇔
ˆ

Rd\{0}
min

(

1, |x|2
)

J (dx) <∞
)

ist. ψ heiÿt Lévy-Exponent und J heiÿt Lévy-Maÿ, wobei man häu�g J durh J ({0}) = 0

auf B
(
Rd
)
fortsetzt.

Setze Pt (x,B) = νt (B − x). Wie sieht die zugehörige Dirihlet-Form (E ,D (E)) aus?
Finde Beispiele für J (dx) = g (x) dx, sodass J ein Lévy-Maÿ ist.

In diesem Setup gilt

(Ptf) (x) =

ˆ

Rd

f (x+ y) νt (dy)

und (Pt)t≥0 ist eine Übergangsfamilie in unserem Sinne.

6.8 Proposition. Für die zu (Pt)t≥0 gehörende Dirihlet-Form gilt

E (u, v) =

ˆ

Rd

û (x) v̂ (x)ψ (x) dx,

wobei

D (E) =
{

u ∈ L2
(

Rd
)
∣
∣
∣
∣

ˆ

Rd

|û (x)|2 ψ (x) dx <∞
}

.
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Beweis. Es gilt P̂tu (x) = ν̂t (x) û (x) = e−tψ(x)û (x). Mit Hilfe der Parseval-Identität

folgt

1

t
(u− Ptu, u) =

ˆ

Rd

|û (x)|2
(

1− e−tψ(x)

t

)

dxր
ˆ

Rd

|û (x)|2 ψ (x) dx.

Die Dirihlet-Form (E ,D (E)) ist translationsinvariant, da für u ∈ Rd �xiert und uy (x) =
u (x+ y) gilt: E (uy, uy) = E (u, u).

Wiederholung:

(Rλf) (x) =

ˆ ∞

0
e−λt (Ptf) (x) dx.

Für die zu (Pt)t≥0 gehörende Resolvente (Rλ)λ>0 gilt

(Rλf) (x) =

ˆ

Rd

f (x+ y) wλ (dy) mit wλ (A) =

ˆ ∞

0
e−λtνt (A) dt.

Mit Hilfe der Resolvente oder aber direkt mit Hilfe der Dirihlet-Form zeigt man nun,

dass (E ,D (E)) eine reguläre Form auf L2
(
Rd
)
ist. D (E)∩Cc

(
Rd
)
liegt diht in Cc

(
Rd
)

bezüglih ‖ · ‖∞ und D (E) ∩ Cc
(
Rd
)
liegt diht in D (E) bezüglih

√
E .

Spezialfall 1: Sei nun (νt) eine symmetrishe stetige Faltungshalbgruppe mit J = 0

und S = Id (dx, d). Dann gilt ψ (x) = 1
2 |x|

2
und

νt (dx) =

(

1

(2πt)
d
2

e−
x2

2t

)

dx.

Es ergibt sih

E (u, v) =

ˆ

Rd

∇u∇v dx,

D (E) = H1
(

Rd
)

.

Spezialfall 2: Sei (νt) eine symmetrishe stetige Faltungshalbgruppe mit S = 0. In

diesem Fall gilt

E (u, u) =

ˆ ˆ

|û (ξ)|2 (1− cos (ξ, h)) J (dh) dξ.

Sei h ∈ Rd �xiert. Die Abbildung x 7→ gh (x) = u (x+ h) − u (x) besitzt die Fourier-
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Transformierte ξ 7→ û (ξ)
(
e−i〈ξ,h〉 − 1

)
. Aufgrund der Parseval-Identität gilt also

ˆ ˆ

|gy (x)|2 J (dy) dx = 2

ˆ ˆ

|û (ξ)|2 (1− cos (ξ, h)) dξ J (dh) .

Also gilt für die Dirihlet-Form

E (u, v) =
1

2

ˆ ˆ

(u (x+ h)− u (x)) (v (x+ h)− v (x)) J (dh) dx,

D (E) =
{

u ∈ L2
(

Rd
) ∣
∣
∣ E (u, u) <∞

}

,

vgl. die Form aus Abshnitt 6.2. Einerseits war J (dh) dort abhängig von x, J (dh) ↔
Q (x,dh), andererseits aber war Q (x,A) immer endlih (sogar ≤ 1). Hier ist nun J (A) =

∞ problemlos möglih, z. B. für J (dh) = |h|−d−β dh für β ∈ (0, 2), woraus J (Bε (0)) =

∞ für alle ε > 0 folgt, falls β ∈ (1, 2).

6.2 Analysis und Wahrsheinlihkeitstheorie im

Zusammenspiel: Transienz

Sei (Pt)t≥0 eine Übergangsfamilie und (Tt)t>0 die dazugehörige stark stetige Kontrakti-

onshalbgruppe auf L2 (X,m). Setze für f ∈ L1 (X,m) mit f ≥ 0 m-f.ü.

(Rf) (x) =

ˆ t

0
(Ptf) (x) dx

den sog. Potentialoperator oder die Resolvente nullter Ordnung.

6.9 De�nition. (Tt)t>0 heiÿt transient, falls Rf <∞ m-f.ü. für alle f ∈ L1 (X,m) mit

f ≥ 0 m-f.ü.

6.10 Satz. Sei (νt)t≥0 eine symmetrishe stetige Faltungshalbgruppe auf Rd und (Pt)t≥0,

(Tt)t>0 wie oben. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) (Tt)t>0 ist transient.

(2) w (K) <∞ für alle K ⊂ Rd kompakt, wobei w (A) =
´∞
0 νt (A) dt.

(3)

´∞
0 (Ptf, f) dt <∞ für alle f ∈ Cc

(
Rd
)
.

(4) Zu jedem Kompaktum K ⊂ Rd existiert cK ≥ 1 derart, dass für alle f ∈ D (E) ∩
Cc (K)

ˆ

K

|f (x)| dx ≤ ck
√

E (f, f).
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(5)

(

x 7→ ψ (x)−1
)

∈ L1
loc

(
Rd
)
.

Beispiel. (a) ψ (x) = |x|2, ψ (x)−1 = |x|−2
. Bedingung (5) ist erfüllt, falls d ≥ 3.

Bedingung (4) lässt sih leiht überprüfen durh die Poinaré-Ungleihung für d ≥ 3:
´

K
|f | ≤ ck

´

K
|∇f |2.

(b) ψ (x) = |x|β. Bedingung (5) ist erfüllt, falls d > β.

() X = Rd, S = 0, λ ≡ 1 (Wartezeit aus 6.2), Q (x,B) = J (B − x), m0 =Lebesgue-

Maÿ, J ({ek}) = J ({−ek}) = 1
2d für k ∈{1, . . . , d}, wobei ek = (0, . . . , 0, 1

︸︷︷︸

k-te Stelle

, 0, . . . , 0).

Der Prozess X entspriht der Standard-Irrfahrt.
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