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1 Symmetrische Dirichlet-Formen:

Direkteinstieg und Beispiel

Im Folgenden sei H ein Hilbertraum iiber R mit Skalarprodukt (-, ).

1.1 Definition. Eine symmetrische Form & auf H ist ein Tupel (£,D (£)), wobei D (£)
ein linearer, dichter Unterraum von H ist und £: D (€) x D (£) — R mit den Eigenschaf-

ten

E(u,u) > 0 YVueD(E) (positive Definitheit),
E(u,v) = E(wu) Yu,veD(E),
E(ut+w,v) = E(u,v)+E(w,v) Yuv,weD(E).
D (€) wird ,domain” der Form & genannt.
Beispiel. H = L? (RY), D (€) = C (RY), € (u,v) = [ga VuVo dz.

Gegeben eine symmetrische Form &€ auf H und eine Zahl a > 0 definiert die Abbildung
E:DE)XxDE)—R

iiber
Ea (u,v) = E (u,v) + a(u,v).

Natiirlich ist (&,,D (£)) selbst eine symmetrische Form. Der Raum D (£) zusammen mit
&, ist nun ein Pra-Hilbertraum (d.h. Vollstandigkeit fehlt im Allgemeinen).
Fiir a,b > 0 definieren die Abbildungen

£, D(E) xD(E) = R

zueinander dquivalente Metriken.

1.2 Definition. Eine symmetrische Form (£,D(€)) auf H heikt abgeschlossen, falls
D (&) vollstéandig ist bzgl. der Metrik &;. (£,D (£)) ist also abgeschlossen genau dann,



wenn fiir jede Folge (u,) in D (€) mit
&1 (Up — Upy, Up, — Up) — O fiir n,m — 00

folgt: Es existiert u € D (€) mit & (uy — u,up, —n) — 0.
Falls (£,D (£)) abgeschlossen ist, so ist (D (£),&1) ein Hilbertraum.
1.3 Definition. (1) Eine symmetrische Form (£,D (£)) ist abschlieffbar, falls fiir alle
Folgen (uy,) in D (&) mit

E (Up — Uy Uy, — Upy) = 0, (Up,un) — 0,

gilt: € (up,un) — 0.

(2) Seien (E',D (£1)) und (€2, D (£?)) zwei symmetrische Formen auf H. Dann heifit
(2, D (E)) Fortsetzung von (E',D (E')), falls

D(E*)>D(EY) und £ =&"auf D (') xD(EY).

1.4 Proposition. Eine symmetrische Form (£,D (£)) ist abschliefbar genau dann, wenn

sie eine abgeschlossene Fortsetzung besitzt.

Beweis. Als Ubung 1. Hinweis: Falls (€,D (£)) abschliefbar, nenne (u,), (v,) in D (€)
dquivalent, falls &1 (uy, — vn, up — vy) — 0. Setze D (c‘f) als Menge der Aquivalenzklassen
von Folgen, welche Cauchyfolgen beziiglich £; sind. Definiere &£ (u,v) iiber Polarisation.

Teil der Ubung: (£,D (€)) ist die kleinste abgeschlossene Fortsetzung von (€, D (€)).

Ubung 2: Zeige, dass eine symmetrische Form (€, D (£)) abschliefbar ist, wenn fiir jede
Folge (uy,) in D (€) mit (up,u,) — 0 und alle v € D (€) gilt: & (up,v) — 0.

Im Folgenden Teil von Kapitel 1 (und auch spéter) betrachten wir als Hilbertraum H
den Raum L? (X), wobei X im Allgemeinen ein lokal kompakter, separabler, metrischer

Raum, versehen mit einem Borel-regularem postiven Mafs m mit
supp (m) =X, m(0O) >0, falls O # (offen.

In den Beispielen konzentrieren wir uns auf X = R¢ zusammen mit dem Lebesgue-Maf.



Wir setzen

C(X)={v: X >R | v stetig},
Cy(X)={veC(X) | vist beschrankt},
C.(X)={veC(X) | supp(v) kompakt},
Coo(X)={veC(X) | Ve>03 K C X kompakt s.d. Vz € X\ K: |v(z)| <e}.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Kontraktionseigenschaft von Formen zu formu-

lieren. Die einfachste ist die Folgende:

(K1) Firu e D(€) und v = (0 V u) A 1 = min (max (0,u), 1) gilt
veD(E) und & (v,v) <& (u,u).

1.5 Definition. Eine symmetrische Form & auf L? (X) heift Dirichlet-Form, falls (£,D (£))
abgeschlossen ist und (K1) gilt.

Varianten von (K1) sind folgende:

(K2) Fir w € D(€) und v: X — R mit |v(z) —v(y)| < Ju(z) —u(y)| und |v(z)| <
lu ()| fiir alle z,y € X gilt

veD(E) und €& (v,v) <& (u,u).

(K3) Zu € > 0 existiert ¢.: R — R mit

_6§@6(t)§1+65 tGR,
we (t)=t, 0<t<1,
0<we(s)—we(t) <s—t, t<s,

sodass fiir u € D (&) gilt:

pe(u) €D(E) und & (pe (u),p: (u) <E(u,u).

1.6 Definition. Eine symmetrische Form (£, D (£)), welche eine der Eigenschaften (K1),
(K2) oder (K3) erfiillt, wird Markov-Form genannt.

Bemerkung. Wir sehen spiter, dass fiir abgeschlossene, symmetrische Formen die drei

Bedingungen zueinander dquivalent sind.



Beispiel. Sei Q C R? offen und beschrinkt und

= Hy (),

(u,v) /Vu ) Vo (x) dx.

Dann ist (£, D (£)) eine Dirichletform auf L? (£2).

Behauptung (vgl. Ubung 1). Falls (£, D (£)) eine abgeschlossene Fortsetzung (£,D (£))
besitzt, so ist (€, D (€)) abschliefsbar.

Beweis. Sei (uy) Folge in D (€) mit (up,u,) — 0 und & (uy — U, Up, — ) — 0. Es gilt
dann

E1 (Un — U, Uy, — Up) — 0.

Also existiert u € D (£) mit &1 (up — u, un, — u) — 0. Insbesondere gilt (u, — u, u, — u) —
0, also wegen (uy,u,) — 0 folgt u = 0. Also gilt

E (up,up) — 0.

O

Behauptung (vgl. Ubung 2). (£,D(&)) ist abschlieRbar, falls fiir jede Folge (uy,) in
D (€) mit (un,u,) — 0 und alle v € D (€)

E (vyup) =0

gilt.

Beweis. Sei (uy,) in D (€) mit (uy, uy) = 0und € (uy, — U, Uy, — Up,) — 0 fiir n,m — oo.
Sei € > 0 und wahle Ny € N so grof, dass fiir m,n > Ny

|g (un = Um, Un — um)| < g

gilt. Sei K > 1 derart, dass |€ (un,u,)| < K fiir alle n € N gilt. Dann gilt

€ (tn, un)] < 1€ (tn = U un)| + |E (U, un)]
Cauchy-Schwarz
< VK &+ € (tm, un)|

und somit

lim sup |€ (tn, un)| < VK - €

n—oo



1.1 Beispiele

Beispiel (1). Sei @ C R? offen und zusammenhiingend. Seien D (£) = C () und

& (u,v) = [ Vu(z) Vo (2)
L% (Q,dx).

dz. Dann ist (£,D (€)) eine abschliefsbare Markov-Form auf

Beweis. e D (&) C L?(9Q,dz) dicht.

o & (u,v) =& (v,u) ist

o Abschliefbarkeit: Sei

1€ (un, v)]

e Markov-Eigenschaft:

erfulls.

(up) Folge in D (&) mit [Juy|| ;2 — 0. Sei v € D(E). Es ist

/Q Vuy, (z) Vo (z) dz

_ '—/ﬂun(x)Av(x) dz

— 0 fiir n — oo (vgl. Ubung 2).

< lunll g2y 1A L2 (0

Wir nehmen an, ¢ sei glatt und erfiille die Eigenschaften in

(K3) (Existenz im Anschluss). Dann gilt fiir u € D (£) = C° () sofort p. ou €

C (2), aber auch

5((,08011,,()08011,)

! 2 2
e- (u(@)] [Vu (@) da
Q

weil |- (s) — - ()] < |5 — .

Natiirlich existiert ein ¢, wie eben behauptet: Setze

und fiir § >0

exp (ﬁi\?) , x| < 1,
0, |z| > 1.

e(z)=c-

X

ot =70 ()

mit ¢ = (fjl 0 (x))*l. Sei . (t) = (— VE)A(L + €) und setze p. (£) = (g5 * ) (£)

fiir § € (0,¢).



O

Beispiel (2). (a) Sei (£,D(€)) die Form aus Beispiel 1. Diese Form besitzt mehrere
Fortsetzungen. Die kleinste Fortsetzung ist (£, Hj (Q2)), wobei

H}(Q)=C>(Q), wobei
0
HWQ):{ueLHszgieL%Q)ﬁrlgigd}

x;
mit HuH%{l(Q) = Hu||%2(g) + Hvu||%2(g) ist.
Die Markov-Eigenschaft von (&£, Hj (Q)) ist zunfichst im Allgemeinen nicht offen-
sichtlich, da fiir u € H¢ (Q) auch p. ou € H} (Q), wie in (K3) gefordert, gelten muss.
(Alternativ, da die Form ageschlossen ist) (u A 0)V1 € H} (€2). Beachte, dass wir zu-
néchst nichts {iber die Regularitdt des Randes wissen. Fiir 02 Lipschitz-stetig kann
man die Markov-Eigenschaft per Hand beweisen. Im Allgemeinen verwendet man die
Tatsache (Beweis spiter), dass mit (£,D (£)) als abschliefbare Markov-Form auch

die kleinste abgeschlossene Fortsetzung eine Markov-Form ist.

(b) Eine weitere abgeschlossene Fortsetzung von (€, D (£)) ist (€, H' (Q)). Diese Form ist
eine Dirichlet-Form, da H' (Q) ein Banachraum beziiglich /& (-, -) ist. Die Markov-

Eigenschaft beweist man z.B. wie in Beispiel 1.

Beispiel (3). Sei wiederrum 2 C R? offen und zusammenhéingend. Seien a;; € L ()
fir 1 <14,j <d. Es gelte a;; = aj; und fiir alle { € R? und fast alle z € RY

a;j (z) &€ > 0.

Wir fragen uns, unter welchen zusdtzlichen Bedingungen an a;; die Form

& (u,v) = /Qaij (x) Oju (x) Oju (z) dx

mit D (£) = C° () eine abschlieRbare Form auf L? (€2, dx) ist.

(Allgemeiner: Studiere & (u,v) = [, O;u(z) ;v () vy (dz) auf L? (2, dm), wobei v;;
und m Mafke sind.)

Wir stellen folgende Bedingungen auf:
(3a) a;; € L}, () mit d;a;; € L3, () fiir 1 <4,j < d.

(3b) AASO0VEERIV 2 € Q: Say; (2)&E; > M2



Beweis. Es gelte (3a). Dann ist der Operator L mit
Lu = —0; (a;;05u) fiir u e CZ° ()
definiert und symmetrisch auf L? (2, dz) mit
€ (u,v) = (u, Lv).
Also gilt fir (uy) in C° (Q) mit ||uyl|2 =0
1€ (un, v)| = [(un, Lo)| < Jun| 20 L] 2(0) = O

fiir n — oo.
Nun gelte (3b). Sei (uy) in C° () mit ||up|2(q) — 0 und

E (Up — Uy Uy, — Up,) — O flir n,m — oo.

:f aijai (un—um)aj (un_um)

Nach Voraussetzung gilt auch [, |V (u, — um)|*> dz — 0. Da die Form [VuVv dz

abschliefsbar ist, folgt:
/ |V |* — 0.
Q

Also gilt fiir eine Teilfolge
Vuy,, — 0 fiir k — oo punktweise fast tiberall.

Mit Hilfe des Lemmas von Fatou folgt

E (Up,uy) = /Qaij (x) OjunOjuyn = /Qaij [kli)rr;o 0; (Un — Uny) 05 (U — up, )| da

< liminf & (uy — up,, uy — uy,) — 0 fiir n — oo.
k—o00

O

Beispiel (4, Ubung 3). Sei V eine abzihlbare Menge, z.B. V = Z2. Sei E C V x V und
b: E — [0,00) mit b(z,y) =b(y,x), b(xz,z) =0 und

VeeV: Zb(x,y) < 0.
yev



Dann beschreibt (V,b) einen gewichteten Graphen. Die Punkte x,y sind ,verbunden”
(z ~y), falls b(x,y) = b(y,x) > (. Seien

DE)={fel (V)| E(f f)<oo} und
£ =5 Y by (F ()~ F 1) (9(2) 9 (1)

Frage: Ist (£,D (€)) eine Dirichlet-Form auf 12 (V)?

Beispiel (Gewichtete Graphen). Vorwort: Graphen sind diskrete Objekte, konnen jedoch
eine reiche geometrische Struktur aufweisen. In gewisser Weise ist die Klasse der Graphen
genauso reichhaltig wie die Klasse der Mannigfaltikgeiten.

Sei V eine abziahlbare Menge. Sei m: V — (0,00). Dann ist

DS (w)IQm(fﬂ)}

zeV

l2(V,m):{f:V—>R

ein Hilbertraum. Sei b: V x V — [0,00) symmetrisch mit > _ b(x,y) < oo fiir jedes

eV
x € X. (Vorstellung: b (z,y) gibt die Leitfahigkeit von der Verlfindung von z nach y oder
umgekehrt an.) Natiirlich ist V' ein lokal kompakter, separabler, metrischer Raum und
m induziert ein Radon-MaR mit m (A) =3 -, m (x).
Seien

E(a) =5 Y ) (F o)~ 7 @) (o)~ 9 &)

z,yeVv

und

D(E) = {f €2 (Vim) | £(f.1) < }
Behauptung. (£,D (£)) ist eine Dirichlet-Form.
Beweis. e D () C 12 (V,m) ist ein dichter Unterraum.
o [E(f,9) <IE(f, FIIE (g,9)], also ist & wohldefiniert.

e Zum Nachweis von (K3) sei ¢, fiir ¢ > 0 wie dort gefordert. O.B.d.A. sei . € C1,
dann gilt fir a,b € R

s 112

Pe (b_a)QS(b_G’)Qv

e (0) = e (@) < |

also auch

o= (f (1) — e (f (@))| < (f () — £ (2))?

10



und es folgt
E(peo frpeo f)SE(S])-

e Zum Nachweis der Abgeschlossenheit betrachten wir fiir z,y € V die Teilform

Elzy): 12 (V,m) x 1?(V,m) — [0,00), gegeben durch
1
Eay) (f:9) = 5b(2.y) (f (v) = F (@) (9 (y) — 9 (2)).
Es gilt
Eay) (f,9) < C @, 9) [ fllizqvmy 9Mli2vm)

und damit ist (5(I7y), 12 (v, m)) abgeschlossen, also eine Dirichlet-Form.

o Offensichtlich gilt € (f,9) = >_, yev €,y (f;9). Wenn (abzéhlbare) Summen ab-
geschlossener Formen wieder abgeschlossen wéren, wiren wir fertig.

O

Wir betrachten nun zwei Unterbeispiele. Sei dazu V' wieder abzahlbar. Sei

Ec{{zy}|z,yeV,x#y}.

Wir definieren z ~ y < {z,y} € F und nennen e = {z,y} die Kante (engl.: edge)
zwischen x und .

Achtung: Nach dieser Definition haben Kanten keine Richtung, der Graph ist unge-
richtet. Automatisch gilt x ~y <y ~ z.

Gerichtete Graphen / Kanten kann man mittels
Egir C{(z,y) €V XV |z #y}

erhalten. Fiir x € V setzen wir d(x) = #{e € E | x € e}, d(x) heilt Graph im Punkt
x € V. Wir nehmen an, dass fiir jedes x € V d(x) < oo gilt, d.h. der Grad ist (lokal)
endlich.

Bsp. 4a. Setze m (z) = d(z), b(x,y) =1 fiir {z,y} € E. Dann gilt

Do @) d(z) <OO}-

2 (V,m)=1*(V,d) = {f: V=R
zeV

11



Dann gilt fiir

yeVyy~ax

zunéchst

|31

12(V,d) <2 Hf||l2(V7d) (CheCken!),

d.h. A ist ein beschrinkter Operator! Auferdem gilt

E(f,9) =

S W@ -5 Y G- @)
YEV Ty

z,yeV,x~y

= = Y VW)@ =D 9@ (-Af) @ d@)

z,yeV,x~y zeV
= (4-Af),
<g f 12(V,d)

Ebenso folgt

<Af’g>l2(v,d) - <f’ Ag>l2(v,d) ’

Wenn man D: 12 (V,d) — 12 (Eg,) mittels (Df)(e) = f(y) — f (z) fiir e =
(z,y) setzt, so ergibt sich
~A=D*oD,

was eine weitere Analogie zum euklidischen Fall darstellt.

Bsp. 4b. Setze m =1, b(z,y) = 1 fiir {z,y} € E. Also ist [? (V,m) = [? (V). Dann gilt

fir

auch hier

E9) = 5 X (W)~ F@) 66 —9@) = (-Afonw)

wobei A ein unbeschriinkter Operator auf {2 (V) ist. Hiufig nennt man A den

Graph-Laplace und A den normierten Laplace-Operator.

1.7 Definition. Seien (X, | -||) ein normierter Raum und (74),c4 eine Familie von

12



Elementen in X. Die Familie heifit summierbar, falls x € X und zu jedem € > 0 eine
Menge F C A mit #F < oo existiert derart, dass

x—g To

a€cg

< e fiir jede Menge G C A, #G < 00,G D F.

In diesem Fall schreibt man ) . 474 = . Die Familie heift absolut summierbar (oder

normal summierbar), falls die Familie (||24]),c 4 Summierbar ist.

Bemerkung. Eine Familie (x4),c 4 nichtnegativer, reeller Zahlen xo > 0 ist summierbar

genau dann, wenn

S:sup{Zxa

aceF

ch,#f<oo}<oo

gilt. In diesem Fall gilt Y 4 %o = S.

1.8 Proposition. Sei (24),c 4 summierbar. Dann ezistiert zu jedem € > 0 eine Menge

F C A, #F < oo, mit der Eigenschaft, dass fir alle M C A\ F, #M < o, gilt:

Zxa

aeM

<e. (Cauchy-Eigenschaft)

Beweis. Seix =) c 1 2q. Wihlezue > 0 die Menge F C A, #F < oo, mit Hx =Y aeg xaH <
S fiir jedes G C A, #G < 00, G D F. Fiir M C A\ F mit #M < oo gilt

T — Z x—zxa

aeEMUF aceF

e
Sia

€
< -
-2

Es gilt auch

€
A S [ PG S P 5P
aEMUF aeEM acF
> | a) e D
aceM acF
Also gilt
€ e €

Zxa §§+ x—Zﬂ:a §§+§:€.
acEM acF

13



1.9 Folgerung. Wenn ) 4z summierbar ist, so gilt

sup < 00.

FCAH#HF<oo

T
aeF

(=n"

nicht summierbar.

Insbesondere ist die alternierende harmonische Reihe

1.10 Satz. Seien X ein Banachraum und (z4),c4 eine Familie in X. Die Familie ist

summierbar genau dann, wenn sie folgende Cauchy-FEigenschaft hat:

Zxa

aceM

Ve>03F. e Ay VMeAy: MC A\ F. = <e. (CE)

Beweis. Bereits bewiesen ist die Notwendigkeit von (CE). Es gelte nun also (CE). Wir

zeigen zunéchst, dass der Trager
S={acA|z,#0}

endlich oder nicht abzdhlbar ist.

Sei S. = {a € A| ||zo|| > e}. Dann gilt S. C F., wobei F. wie in (CE): Fiir « € S,
wiirde sonst a € F. und somit mit M = {a} der Widerspruch ||z,|| < & folgen.

Da S = (J,cn 51 ist, folgt, dass S héchstens abzéhlbar ist. Sei 0: N — A mit o (N) = 5
eine Abzéhlung des Tréagers. Fiir m € N sei Sy, = " o (n). Wir zeigen, dass (Si),,
eine Cauchy-Folge ist.

Seien € > 0 beliebig und F. wie in (CE). Setze m. = max (0*1 (.7-"5)). Dann folgt fiir

jedes k € N und alle m > m,

m-+k
1Smsk = Smll = || D zo(| = > Tol < e
J=m+1 aco({n+1,...,m+k})

Sei S der Grenzwert der Folge (S,),,. Wir zeigen nun ), 24 = S. Sei € > 0 beliebig.
Sei n. € N derart, dass ||S,, — S|| < e fiir alle m > n.. Sei F. wie in (CE). O.B.d.A. gilt
F: 20 ({0,...,n}). Setze m. = max (o~ (F.)) und F.=0({0,...,m.}). Sei G € Ay

14



mit G O F.. Dann gilt

S—Zxa = S—Zxa— Z T
acG acF. z€G\F.
me
< |5 - Z To(i)|| T Z Tq
Jj=0 aEG\J:;

< e4e=2e.

F. kann also in der Definition der Summierbarkeit gewhlt werden.
O

Bemerkung. Man sieht leicht, dass in einem normierten Raum fiir jede Bijektiono: A —

A Summierbarkeit von (24),c 4 dquivalent ist zur Summierbarkeit von (xa(a))aeA'

1.11 Folgerung. (1) Seien X ein Banachraum und die Familie (x4),c 4 absolut (d.h.

normal) summierbar. Dann ist (Tq),c 4 Summierbar mit

Zxa

acA

<> llzall.

acA

(2) Eine Familie reeller Zahlen ist summierbar genau dann, wenn sie absolut summierbar

18t.

Beweis. (1) Falls (x4),c 4 absolut summierbar ist, so existiert zu ¢ > 0 ein F, € Ay mit
> aem l1Tall < e fiir jedes M € Ay, M C A\F.. Wegen |3 c g Tal| < X pem |7l
folgt (CE) fiir die Familie (z4).

(2) Sei (%q),c4 €ine Familie reeller Zahlen, welche summierbar ist. Sei € > 0 beliebig.
Sei F. geméf (CE) derart, dass fiir jedes M € Ay, M C A\ F.

D @

aeM

<e

gilt. Sei M € Ay beliebig mit M C A\ F.. Dann existiert ein A" C M’ mit

Z |To] < 2 Zxa

aeM/ aeN

)

15



denn diese Ungleichung kann nicht sowohl fiir
N = {ozE./\/l/ ‘xa20} und

N, = {aEMI‘xa<O}

falsch sein. Also folgt die absolute Summierbarkeit von (z4).

Eventuell interessant sind folgende Félle:

(1) Ein Beispiel von X, (z,) mit (z,) summierbar, aber nicht absolut summierbar.

(2) Ein Beispiel eines nicht vollstindigen, normierten Raumes X und (z,) derart, dass

(z4) absolut summierbar, aber nicht summierbar ist.

1.12 Satz. Seien (E,,D (E,)) eine Familie von nichtnegativen, bilinearen Folgen auf

einem Hilbertraum X . Setze

D(€) = {u € ﬂ D (&) ‘ (Ea (U, u))peq dst summierbar} .
acA

Dann definiert die Abbildung £: D (£) x D (£) = [0,00), £ (u,v) = > e Ea (u,v) eine
nichitnegative, bilineare Form auf X. Wenn alle (E,,D (E,)) abgeschlossen sind, so ist

auch (€,D (E)) abgeschlossen.
Beweis. Seien u,v € D (£). Es gilt
S 6 ()] < 375 (Ea () + Ea (0,0)).

Wegen Korollar 1.9 folgt, dass &, (u, v) absolut summierbar ist. Die Bilinearitit tibertragt
sich ebenfalls.
Wir nehmen nun an, dass alle (&,,D (£,)) abgeschlossen sind. Sei (u,) eine Cauchy-

Folge beziiglich &,. Also existiert zu € > 0 ein m, € N mit
E (Up — Uy Uy, — Upy) < & fiir n,m > me.
Wir wissen also

Zé'a (Un — U, Up — Um,) < e fiir F e Ay, m,n > me. (1.1)
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Insbesondere folgt fiir jedes o € A undF = {a}
Ea (Up — U, Uy, — upy) < &, falls n,m > m..

Also existiert ein u € D (&,) (zunichst ist u abhingig von «, dann aber nicht wegen

Konvergenz) mit ||u,, — u|| — 0. Betrachte m — oo in (1.1). Es folgt

Zé’a(un—u,un—u)gs fir F € Ay, n,m > m.. (1.2)
aeF

Also ist (Eq (4 — Up,u — up)),e 4 Summierbar, daher gilt v — u, € D(€) und somit
u € D (&). Die behauptete Konvergenz folgt aus (1.2).
U

1.13 Folgerung. Sei (&,,D (&,)) eine wachsende Folge abgeschlossener, symmetrischer,

bilinearer Formen auf einem Hilbertraum X . Setze

D(é’):{ueX

sup &, (u,u) < oo} .
neN
Dann definiert die Abbildung

€ (u,v) = le En (u,v)  fiir u,v € D(E)

eine abgeschlossene Form (€,D (£)) auf X.

Ubung 4: Finde eine nicht abschlieRbare Form.

Ubung 5: D (£) = C (R), £ (u,v) = e u (z)v (z)a(z) dz, wobei a: R — [0, 00)
mefbar. Finde ein solches a derart, dass (€, D (€)) nicht abschliefsbar ist.

Sei k: RY x RY\ diag — [0, 00). Wir werden sehen, dass fiir eine groke Klasse solcher

Funktionen k nd Q c R¢ offen durch
€ (u,) = /Q /ﬂ (u(y) — u () (0 (4) — v (@) k (2y) dy da (1.3)

eine abgeschlossene Markov-Form auf D (€) = CL (Q) bzw. D (£) = C! (Q) geben ist.
Funktionen dieses Typs spielen ebenso wie ,Gradienten-Typ Formen” eine wichtige Rol-
le bei der Darstellung (regulirer) symmetrischer Dirchilet-Formen auf L? (R% dz). Um
Formen £ wie in (1.3) verstehen zu konnen, bendtigen wir Sobolevraume fraktionaler
Ordnung.

) (Rd) bezeichnet den Schwartz-Raum schnell abfallender Funktionen.
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S (Rd) bezeichnet den Dualraum von & (Rd). Elemente aus S’ (Rd) heifsen temperierte
Distributionen.

FirpeS (Rd) bezeichnet F () oder ¢ die Fouriertransformation

Es gilt

Falls T € S’ (R?), so definieren wir fiir ¢ € S (R?)
(FT)(p) =T () und (F'T)(p) =T ().
Fiir m € N, 1 < p < oo ist der Sobolev-Raum W™ (R?) definiert iiber
wme (RY) = {f e 17 () ( o°f € 17 (RY) fir o] <m}.
Zusammen mit

1 llmp = | D 10°FI
laj<m
ist W™ P ein Banachraum, und es gilt
(i) S(RY) c w™P (RY) c LP (RY) ¢ S (RY).
(ii) C2° (R?) und S (RY) sind jeweils dicht in W™ (R?).

1.14 Satz. Die Abbildungen F und F~1 sind unitire / isometrische Abbildungen von

m

w2 (]Rd) nach L? (]Rd, (1 + |£|2> ? d§> und umgekehrt.

Beweis. Sei f € W™? (Rd). Dann gilt

IF12.. = D 10°fl5= Y IF @ N3
la|<m la|<m
- /. (Z 5“2) el ae
|a|<m

X

Beachte, dass <Z|Q‘Sm ffa‘2>

<1 + ¢ \Z)m Also ist F eine isometrische Abbildung von
Wwm?2 (RY) — L <Rd, (1+1eP)* d§>.
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m

Sei g € L? (Rd, (1 + |5|2) 2 d§>. Setze f = F~(g). Dann gilt

o%f =il F1 (x%g) € L? <Rd> fiir |o] < m.

1.15 Definition. Sei s € R. Wir defnieren
H <Rd> - {f es (Rd> ' € s <1+ |5|2)§f(§) c1? <Rd)}.

1.16 Satz. Sei s € R. Zusammen mit dem Skalarprodukt

Ui = [ 1O (1+167)7 (0 (1+ 1) ae
ist H* (R?) ein Hilbertraum mit den folgenden Eigenschaften:
(i) S (RY) c H* (RY) ¢ S’ (RY).
(ii) S (RY) ist dicht in H® (R?).
(iii) Fiir s € Ng gilt H* (R?) = W*2 (RY).
Beispiel. (1) f(z) = e~ *l fiir £ € R Dann gilt

fGHS(Rd> & s<g.

(2) Qe ={zeR?| |z, <1}, f(2) =1g, (x), v € RY, dann f € H* (RY) & s < 3.
Insbesondere ist f ¢ H 3 (Rd).
3) e H*(RY) & s< -4

Wir wollen uns nun eine Charakterisierung der Norm in H* (Rd) erarbeiten, die etwas
mit der in (1.3) betrachteten Form & (u,v) zu tun hat.
Fiir f: R = R und h € RY, setzen wir Ay f (z) = f (z + h) — f (x) und fiir m € N

W)= Ay (AT (@)

Zur Erinnerung: Fiir s = m + o, m € Ny, 0 < ¢ < 1, sind die Holder-Radume definiert
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itber

0% (z) — 9%u (y)|

sy = Il + > sup

IOC‘ 73J€Rd |,I o y|0
T#y
|AROYf ()]
= | fllom ay + sup sup —————,
o () |Z h<izerd |07

wobei A(f) =< B(f) «» Je>0V f: c< g <c

v

1.17 Definition. Sei s = m + ¢ mit m € Ny, 0 < ¢ < 1. Dann definieren wir

e (59) = {7 2 (59 [ 1 <),

wobei

AR dh
112 = IFI12,.2 + Z/ |An0°fl3 dh

w7 (R

Sei o € Ng fixiert. Dann ist

le% = o 2
/ [EVE il ﬂ / / 027wt 1) — T @O 40 p — (rS).
|h|<1 | |h|<1 JR4

‘h’d+20

Daher gilt

Wf —0°f (x))? B //\0°‘fx+h —0°f (x)|?
/Rd/Rd y\d+20 dyde = | | TG dh da

_ 0°f (& +h) — 0°f (2)|*
- (RS)+/Rd /h|>1 T dh dz.

< (RS) +c(o,d) ||0°f3.

Also gilt

|0 o
L e -

1.18 Satz. Sei s=m+ o0 mit m € Ng, 0 < o0 < 1. Dann gilt
HS <Rd> — Ws,2 (Rd) ]
Sowohl S (R?) als auch C° () sind dicht in W2 (R?).

Beweis. Mittels eines Faltungsarguments (Standard) beweist man, dass C° (Rd) und
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S (]Rd) dicht in W2 (]Rd) sind. Zu zeigen bleibt noch die Aquivalenz der Normen

e = [ (14 168) " |F o] e

Wir betrachten zunéchst den Fall m =0, d.h. 0 < s < 1.

_ dh dh
/f|h¢ 2 p e n -2 P2 }/|h4 2 F(f(+h) - )3

|h|? ||
(ez5 h—1) f(€)

. A dh
f(f)‘Q (/ €l<f7h> _ 1‘2 ’h‘—ZO' W) dé-
[le i7t>712

:cm@/m%f@

Damit ist der Fall m = 0 bewiesen. Im Fall s = m + 0, m € N, wenden wir die eben

N~

—20 4120 dt _t

2
‘ de.

durchgefiihrte Rechnung an auf die Ableitungen 0% f fiir |a| =
O

e _ 1‘2 In|~% dh

A
ei<%’h> —1 i

20
= [ T W

o (o= (e,

|h|d+20

1 - cosh
2[5]2“/ﬁdh fiir 0 < o < 1

1

~(Aao)

1— cos (h -
Ag s = (/%2(31) ds)

1.19 Definition. FiirO<s<lundu € S (]Rd) definieren wir

(—A): S (Rd) — L2 (]Rd>
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Offene Fragen:

e Warum diese Bezeichnung?

o Wohldefiniertheit?

e Zusammenhang?

Bemerkung. Fir 3 <s <1 undu € S (RY) oder u e C (]Rd) ist im Allgemeinen
u(y) ()
d+s d
R |y — ]

nicht definiert. Betrachte x € R? und € > 0 fiziert.

— h) —
/ u (y) Z(fs) dy — / u(x+ C)Hsu(x) dh
ly—z|>e |y — | |h|>e |h|
1 h) — 1 - —h
_ 5/ u(x + O)HSU(w) dh_i/ u () ;ﬁ )dh
|h|>e |h| |n|>e |h|

1 u(x+h)—2u(z)+u(z—nh)
o d+2s dh
2 Jini>e Al

1 ID%u]| o |h] 1 4| ullo
< 5/ d+2s dh + 5/ d+2s dh
e<nl<1  |h| |h|>1 |h]

< c(lulloc, 1 D?ulloo, d, 5) -

1.20 Proposition. Firue S (Rd), 0<s<1,zeR? gt

(A ul®) = Ay po / 7 Ms
A S/ u(z+h) —2u( )+ u(x—h) dh
- 2 |h|d+25

= —Ad73/ [u (.%' + h) — U (.%') — <h, Vu (1‘)> ]I{||u||§1}] ‘h‘_d_Q dh.
1.21 Satz. Sei 0 < s < 1 und (—A)® definiert wie oben. Dann gilt fiir u € S (Rd)

(~A) u=F (| Fu). (1.4)
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Bemerkung. o Vergleiche hierzu den Fall s = 1:
(~A)u=F" (| Fu).

o Die Konstante Aq s ist also genau die richtige.
o Aufgrund von (1.4) nennt man & — |£|** Symbol des Operators (—A)*.

Beweis. Es gilt

(z,y) — uwty) = 2u(z) ful@—y) e} <Rded).

|yl

N Rdf<u<-+y>><s>—2ﬁ‘<:+>2§>+f<u<-—y>><s> »

A s i ) B
R4

= A, < /. “Tﬁfy” dy) (Fu) (6).

Also gilt (—A)” : H® (R?) — L? (RY).

]
1.22 Folgerung. Fir0<s<1 undu e H? (]Rd) gilt
Ju(y) = u(w)|
(=)l ) = / d / d x|d+2s dy da
Beweis.
2
Iy ulf: = ||f<<—A>8u>u%2 =H|-|28fu
ju(y) = u (@)
= dydx.
/]Rd/]Rd ’y d+25
]

Bemerkung. Bei der Definition der Seminorm in W2 (]Rd) sollte man, wenn man sich
fiir s \ 0 bzw s /1 interessiert, den Faktor Adl_s

,mitnehmen”.
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Wir studieren nun Ay _, in diesen Féllen, wobei d > 2 ist.

1 — cos (hy) // 1 —cos (hy) 1 /
Ak = : dn' dh
/ |h|H2s Ri-1 |hy |2 WP\
<1+ Tl
B 1 — cos (hy) 1
- L L( ¥ )
(1+ 1P
= s '(1—-s)"1A(ds)B(s),
wobei
1
A(d,s):/ ————5-dn und
-1
(14 mP)

1 —cos (t)

B(s):s(l—s)/RWdt

Die Funktion s — A (d, s) ist stetigin (—1,00), fiir s € [0, 1] ergeben sich keine Probleme.

R
win = [
(1 + r2
LN Wy 2/ 7d+2dr
0 (1+7r2)2
00 7nd72
bow. = wys / T

0 (1+1r2):2

1.23 Lemma. (i) lim, ~ B (s) = 3.

(ii) limg\ o B (s) =

1 — cos (t 1 —cos(t 1 — cos (¢t
/ 1+25( ) dt :/ 1+2£ ) dt +/ 1+25( )dt'
R | =1 [t <t ¢

1 — cos (t = 1 9
Og/ ﬂdtgzl/ 12dt§4[-—(t_25)} <=z
[t]>1 ‘t‘ + 2s 1 t1+2s 2s 1 S

Beweis.

Also limg ry 5 (1 — ) [iy5 i dt =

t|>1 |t|1+23
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1 — cos (t) 1 2
0= e B we Tl
> [t] 1 $

) 1 — cos (t)
= lim s 1—3/ —————=dt =0.
et TS i

Es gilt

1— cos (t) e

— CO

/ 142s dt — / 1+25 de
<1t <1 |t]

¢
Cl/ dt
tI<1 \t\st

1
c2 / 272 dt = [—CQ t32“'}
0 3 —2s 0

C2
3 —2s

IN

und somit folgt

2
) 1 — cos (t) . / £
lim s 1—5/ —————>dt = lims(l—s —=—dt
s/ . TR 7 s/ £ <t [t

1
1—
= lims(l—s)/ 151_25dt:1imu
s, 0 s/ 1 2—2s

1

5"

1 — cos (t L
og/ (fiizs()dtgc;;/ 28 gt =
<1 || 0 2-2s

1- t
jlims(l—s)/ %S()dt:Q
SN0 <1 [t]

Tatsache (vgl. Analysis 1):

cos
ey >0V se(0,1) ‘/ t1+2)dt‘

s

cos(t)
2km t1+2s

1— t 1
/ (1:3825( ) dt _/ —Ts At <
=1 [ =1 [t

Beweis davon pber dt < 5. Deswegen gilt

Cq.
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Also folgt

1 [ee]
lmB(s) = lms(-s) [ —fdi=tmsosez [ ot
\ 1

s\0 s\0 t>1 ’t’ s\0
1 -2
I It A
sN\O 2s

Ubung: B = B(0,1). Sei (uy,) Folge in C. (B) mit

2
up () =1 auf B(0,1——|,
n

un () = 0, aufB(O,l)\B(O,l—%)

und |Vu, ()| < en. Untersuchen Sie den Ausdruck

2
// [vn (9) Zigx” dedy firv,=1—u,
BJB |y— 3

x|

auf Konvergenz.
1. Betrachten Sie s € (0,1) und machen sie ggf. eine Fallunterscheidung.
2. Betrachten Sie die Fortsetzung v, und [v,], 5.

1.24 Proposition. Durch cleveres, iteratives Integrieren beweist man

()

(i)

Hierbei ist wie iblich wg_1 = |Sd_1|.

Beweis. Vgl. Hitchhiker’s guide to fractional sobolev spaces, arxiv.org.
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1.25 Satz. Seiend > 1, u € CF (]Rd), x € R%. Dann gilt

ll/‘ni (=AY u(x) = (—Au) () wund

lim (=AY’ u(z) = u (z).
Beweis. Ubung.

1.26 Definition. Fiir s € R, p > 1 ist

i (Rd) _ {f cs <Rd> Fl <<1 + 15‘2)%(5)) cLp (Rd)}

mit

Lp(R4)

1
I£ll-agaey = | (1+16%) 209

Man kann nun fiir s =m € N und p > 1 zeigen:
P (RY) = W (RY)

Seis=m+omitmeN,0<o<1,p>1,p+#2 Dann gilt leider nicht:

P - P 0°f () — 0% f (y)[” "
ey = Wi+ 32 [ [ FE PG dway

|a|=m

(O.k. und bewiesen fiir p = 2, s = m € N.) Die Menge aller f € LP (Rd), fiir welche

0%f (z) — 0% p
1= (W hmoey+ 3 [ ] | f’; )T W gy

jaf=m yl

endlich ist, bezeichnet man mit B, (R?) (Besov-Raum,).
Merkregel: Im Ganzraum gilt: ,Sobolev = Besov”, falls p = 2 oder s € N.
Im Falle offener Teilmengen des R? gibt es zwei natiirliche Arten, Sobolevriume W*?2 (Q)

zu definieren. Die folgende Definition ist naheliegend, elegant und unpraktisch.

1.27 Definition. Sei Q C R? offen und s > 0, p > 1.

HP (Q) = {f e LP(Q) ‘ Es gibt ein f € H*P <Rd> mit f o= f}
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1.28 Proposition. Seien Q C R? offen und s > 0. Dann wird der Vektorraum H*2 (Q),

versehen mit der Norma

1oy =t { | 7],

fefﬁﬂ@@),fm:f}

)

zu einem Hilbertraum mit CZ° (Q) C H*? (Q) C L*(Q). Die beiden Riume C° (RY)|,
und S (R?) |Q liegen dicht in H?2 ().

Man verwendet folgende allgemeine Beobachtung;:
1.29 Satz. Seien X ein Banachrau und M C X ein abgeschlossener Unterraum. Sei

X/M der Quotienten- oder Faktorraum. Dieser ist dann beziglich der Norm
€] = inf [lz]|x
SIS

vollstandig.

Beweis. Ubung.

—_——

Beweis von 1.28. Idee: H*? (Q) = H*? (R?) /H*2 (QC), wobei

e~ —

H2 () = { fe H? <}Rd> ‘ supp (f) C QC}

abgeschlossener Unterraum von H *:2 (Rd).
O

1.30 Satz. Seien Q C R? offen mit Q2 € C*® und s = m~+o mitm € Ng und 0 < o < 1.
Dann gilt fiir f € H5?(Q)

o 0°f (z) —0°f ()|
sy = X 10y + 3 [ [ IELEI=C O i,
laj=m 279 |z — y|

laf<m

wobei die Proportionalitdtskonstante fir m = 0, s < s < 1 unabhingig von s (aber

abhdngig von so) gewdhlt werden kann.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall Q = Ri = {(w,,xd> ‘ e R g > O} und
m=0,0=s¢€(0,1). Fir fe€ H**(R%)NC (RL) mit supp (f) C By (0) setzen wir

f(x17x27"' 7‘Td717xd) - f(x17"' 7‘Td*17_xd) - f (xla_xd) .
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Dann gilt f € C (R?) N L? (R?). Zu zeigen ist

~ - 2
F) - Fw) .
0):= /R/R%ddyf/ﬂ@ /M%dmy’

denn \|f\|L2(Rd) < 2||f | p2(pa) ist Klar! Offenbar ist

(1):/Rd/Rd (...)+/Rd/Rd(...)+2/Rd/Rd(...)

und es gilt (wir betrachten nun den 3. Term von (1))

~ ~ 2
@)= f(y) B )
/Ri/m %dxdygéi/ﬂgi%dzdy,
da [z —y| > ‘(x/,—xd) —y‘, wobei <$/,—$d> — st

Zusammenfassung:
(1) m € Ng, p > 1, Q C R? offen.

WmP(Q) = {f € LP (Q) | 8°f € LP (Q) fiir |o| < m},
||f||€[/m,p(g) = Z Haafnip(g) .

|| <m

(2) seR,p>1.

) {69 (16 102209

Flesgeey 2 [ 70 (1162

p
de.

(3) s =m € No: H™P (R?) = W™ (R?).
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(4) p=2,s=m+0, meNy, 0<o <1 H*(RY) :=H>? (RY) = W*? (R?).

o0 -0
11y y = W ey = clas) 3 [ [ fx d+2fa< O 4,

|a|<m

nur chhtlg fiir
o \0,
o 1.

2 Ad, 2 If () = f ()|
= — — 2 2 dzdy.
LQ(]Rd) 2 /]Rd/]Rd |x_y|d+2s ray

(5) Q c R? offen, s > 0, p > 1.

Beachte
fars

H (@) = {fe (@ |3f e B (RY) : fla= f},
1150y = nt { Fems(®): fro=r}.

(6) QC R offen, 00 € C®, p=2,s=m+o,meNy, 0< o < 1.

o f (=
’f”HSQQ) Z 10%f 20y + ¢ (d,s) Z //| d+20 d dy.

laj<m laj<m

Bemerkung. 92 € C* ist nicht notwendig, aber ohne Regularitdtsbedingungen an OS2
ist die Aussage falsch.

1.31 Proposition. Seien Q C R? offen, 0 < s < 1. Dann ist mit

(u, ) / / y(‘sg) —v W) g4 qy,

(€)= C°° (©2)

das Tupel (£,D (£)) eine abschliefbare Markov-Form in L? (£2).

(7) QcRY, 0<s<1,p>1.

W (@) = {f e L7(Q)

@ fWF
e < }

p
| llwere = 11200y + e (d.5.p) //%dxdy

mit
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Achtung: Die Konstante ¢ (d, s, p) ist alleine dafiir da, dass man (zumindest im Fall,
dass 0f) regulir ist) im Grenzfall s 1 erhilt

[f]WS,P(Q) — [f]Wl,p(Q) fiir s /‘ 1.

Wir untersuchen, in welchem Sinne fiir Funktionen

FEWST(Q) =C2(@) (abg. brgl | - [lwes(e)
gilt, dass sie am Rand 0f2 ,Null” sind.

1.32 Satz. Seien Q C R? offen und beschrinkt und % < s < 1. Es seit 092 lipschitz-
requldr.

(1) Dann existiert ein Spuroperator Tr: WP (Q) — LP (0§) mit

IfllLeoe) < cllfllwsw) und
Tr(f)=0 fi. auf O fir f € Wg’p Q).

(2) Es gibt ¢ > 1 derart, dass fir alle f € WP (Q) gilt:

P _ p
/ M dz < c / / M dz dy (Hardy-Ungleichung)
o dist (z,09)% alo |z —y|"P

Beachte: Fir @ = B = B(0) ist [, m dz = oo (Ubung).

Fir 0 < s < % und p > 1 gilt die Hardy-Ungleichung nicht. In diesem Fall sind
Funktionen f € W () in keiner Weise ,Null” am Rand.

1
Achtung: Wenn man W} " (Q) irgendwie anders (Fortsetzung durch Null und Fourier-

Transformation) definiert, muss man genau aufpassen. Der Fall s = % ist fiir Randwerte
kritisch.

1.33 Satz. Sei 0 < s < % Sei Q C R offen mit OQ lipschitz-requlir. Sei ¢ > 1. Sei (uy,)
eine Folge in C2° (Q) mit

(1) up =1 aqun:{w€Q|dist(x,3Q)>%}.
(11) u, =0 auf Q\ A,.

(111) 0 < wup <1 und |Vuy, ()] <enVze.
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Dann gilt im Fall 0 < s < % fiir n — oo

/—]un( )’p dx%/idm < 00
dist (z 39)25 dist (x, Q) ’

U, ( b
//‘ d—l—sp)‘ dexdy — 0.

Im Fall s = % gilt

P
/ —|un(:c)| 5 dz — oo fiir n — oo,
dist (x OQ) s

//’“" O Gedy < I fiir alle n € N
d+sp y= :

Beweis. p=2,d=1, u, € C> ((0,1)).

|un Un ($)|2
/ / Y[ dz dy.

Zeige:
s . 1
I; -0 fiirn— o0 0<s<§ ,
1
I? < K firalleneN.
Nutze
n-2 2(l+1) 1
I, <2 / / Z / / ]
=0
::Xn,l

und fiir A, o benutze |u, () — upn (y)| < c|z —y|. Fiir A,y und [ > 1 benutze |u, () — uy, (y)| <
2.
O
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2 Halbgruppen, Resolventen und

Generatoren

2.1 Abgeschlossene lineare Operatoren

2.1 Definition. Seien X, Y Banachrdume. Seien D (A) C X ein Unterraum und A: D (A) —

Y linear. Dann nennen wir (A, D (A)) linearen Operator von X nach Y.

Fiir uns wird in der Vorlesung héiufig der Fall X =Y und D (A) = X von Interesse

sein, insbesondere auch der Fall, dass X =Y ein Hilbertraum ist.

2.2 Definition. Ein linearer Operator A: D (A) C X — Y heit beschrinkt, falls C > 1
existiert mit

|Az|ly < Cllz||x fiir x € D(A).
Ein Operator, der nicht beschrinkt ist, heifit unbeschrinkt.

Durch [|A]| = supep(a), [|[Az|ly wird eine Norm auf dem Raum der Operatoren de-
] x=1
finiert. Mit £ (X;Y) bezeichnet man den Banachraum der beschrinkten Operatoren

A: X =Y.
2.3 Definition. Der Operator <14~1,D (/Nl)) heifst Fortsetzung des Operators (A, D (A)),
falls D (A) 5D (A) und A = A auf D (A).

2.4 Proposition. Sei (A,D(A)) ein beschrankter Operator von X nach X. Sei X
ein Hilbertraum oder D (A) = X. In beiden Fillen besitzt (A, D (A)) eine Fortsetzung
(4.1 (4)) mit D (4) = X und HAH = |l4].

Beweis. Im Fall D (A) = X ist eine Fortsetzung mithilfe der Stetigkeit klar. Im Fall, dass

X ein Hilbertraum ist: Zunédchst Fortsetzung auf D (A), dann

- Az, falls x € D (A),
0, falls z € D (A)*.
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Beispiel. Wenn man den Laplace-Operator A = A als Operator A auf L?((0,1)) defi-

nieren mochte, so muss man den domain angeben.
(a) D(A)=C((0,1)).

(b) D(A)={f €C?*([0,1])| f(0) = f (1) = 0}.

(c) D(A)={feC?([0,1])| f'(0) = f'(1) = 0}.

2.5 Definition. Fiir einen linearen Operator A: D (4) C X — Y bezeichnet man mit

R(A) = {yeY|3zeD(A):y=Ax}
= {Az|zeD(A)}

den sog. ,range” von (A, D (A)).
Mit NV (A) bezeichnen wir den Kern, d.h.

N(A)={re X|Az =0}.
Mit I" (A) bezeichnen wir den Graphen von A, d.h.
I'(A) ={(z,Az) |z € D(A)} C X x Y.

2.6 Definition. Ein Operator (A, D (A)) heilt abgeschlossen, falls I' (A) in X x Y ab-
geschlossen ist. Er heifst abschlieffbar, wenn er eine abgeschlossene Fortsetzung besitzt.

Die kleinste abgeschlossene Fortsetzung eines abgeschliefbaren Operators (A, D (A)) be-
zeichnen wir mit (ﬁ, D (ﬁ))

2.7 Lemma. Ein Operator (A, D (A)) ist abgeschlossen genau dann, wenn fir jede Folge
(xn) € D(A) aus z, — x, Ax,, — y folgt:

x€D(A), Az =y.

2.8 Lemma. Ein Operator (A, D (A)) ist abschlieffbar genau dann, wenn fir jede Folge
(xy) in D(A) mit x, — 0 gilt:
Az, — 0 oder lim Aux, ezistiert nicht.

n—oo

Beispiel. (a) X = C!([0,1]),Y = C([0,1]). D(A) = X, Au = /. Dann ist (A, D (A))
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ein beschrinkter Operator von X nach Y, weil
[unlloo < € (lupll + lunlloc) -

(b) Sei X = L?((0,1)), D(A) = C*([0,1]), Y = X, Au = u'. Dann ist (4,D (A)) ein
unbeschrénkter Operator von Xnach Y, denn fiir u, (z) = e, n € N| ergibt sich

ein Widerspruch zu:

dC > 1Vn: H—ne_m §C’He_"$

.2 2

(c) Alles wie in (b), aber mit D (A) = {u € C*([0,1])|u(0) = 0}. Dann ist der unbe-
schrénkte Operator (A, D (A)) invertierbar.

(d) Fiir (A,D(A)) wie in (c) ergibt sich
D(A) ={ue H' ((0,1))]|u(0) =0}.

2.9 Satz. Seien (A,D(A)) ein abgeschlossener Operator von X nach Y und D (A) ab-
geschlossen in X. Dann ist (A, D (A)) bereits beschrankt.

Aquivalent hierzu:
e Sei A € L(X;Y) surjektiv. Dann ist A offen. (Satz von der offenen Abbildung)

e Sei A € £(X;Y) bijektiv. Dann ist A~! beschriinkt. (Satz von der beschrinkten

Inversen)

Jeder halbwegs verniinftige Differentialoperator (Integrodiff.op.) ist abschliefbar. Nichts-

destotrotz existieren nicht abschliefsbare Operatoren.

Beispiel. X = L?2(R), Y =R, D(A) = {f: R — R messbar| |f| < 1, |supp (f)| < oo},
Au = fj;ou(x) dz.
n |$| <n,

up () =™

0; |z| > n.

</J:O|un(x)|2 dx>% = (/:n%)% :%(271)% :£721_>0'
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2.2 Ein bisschen Spektraltheorie

2.10 Definition. Seien (A,D(A)) ein abgeschlossener Operator von X nach X und
A € C. Falls der Operator A\ — A: D (A) — X bijektiv ist, so bezeichnen wir die Inverse
mit R (A, A), Ry (A) bzw. mit (A — A) ™. Wir setzen

0(A) ={AeC|A — A: D(A) — X ist bijektiv},

a(A)=C\e(4).

0 (A) heift Resolventenmenge, o (A) heilt Spektrum, R (A, A) Resolvente, A — R (A, A)

Resolventenabbildung.
Bemerkung. Die Elemente des Spektrums o (A) lassen sich noch weiter klassifizieren.

2.11 Lemma. Fir \, p € o(A) gilt:
RO\ AR (5, 4) = R (5, ) R (A, A) 0)

AR (N, A) = AR (), A) — 11
R(\A) = R (1, A) = (= \) R(\, A) R (11, 4) (2)

Beweis. (1)
A-—A)z=y & zxz=RW\NA)y.

A(R()"A)y) :)‘R()"A)y_y

Ar=X -y & AN-Az=y.

(2) Aus (1) folgt
(AR(MA)—AR(MNA) R (1, A) = R (1, A) (2.1)

und

(1R (1, A) — AR (1, A)) R (A, 4) = R(\, A). (2.2)

(2.2) - (2.1) liefert

R(MA)—R(p,A) = pR((p,A)R(NA) —AR(NA)R(u,A)
= (W= R A) Ry, A).
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In Definition 2.10 konnte man die Voraussetzung, dass (A,D (A)) abgeschlossen ist,
fallen lassen. Allerdings gibt es dann keine Resolvente, denn es gilt o (A) = C.

Beweis davon: Sei A € o(A). Dann ist B = (A — A)~" nach Definition beschriinkt.
Sei nun (uy), in D(A) eine Folge mit u, — u und Au, — v fir u,v € X. Setze
hp = (M — A) u,. Dann gilt h, — Au — v. Also gilt

B (A —v) = lim Bh, = lim u, =u.

n—o0 n—o0

Demnach gilt v € D (A) mit (A — A)u = u—v < Au = v, was zu zeigen war.
O

2.12 Proposition. Die Resolventenmenge o (A) ist eine offene Teilmenge von C. Falls
w € o0(A), so gilt fir c = ||R(u, A)|| die Inklusion B1 (n) C o (A). Fir A € o(A) mit
A —p| <L gilt
=Y (=N R(p, AT
k=0
Die Abbildung A — R (X, A) ist also lokal analytisch mit
dn

TR A) = (=Dl RO\ AT

Beweis. Fiir A € C gilt:

A=A=p—-A—-(p-N=[d=(p- )R A) | (1 A)

=T
(vgl. Neumann-Reihe). Falls || (u —A) R (u, A) || < 1, d.h. falls [p— A < ||R(;A)|| =1
ist Id =T invertierbar. In diesem Fall gilt
(Id—(u— N R => (& (1, A)F (2.3)
k=0
Es gilt
ROLA) = R(uA)(1d—(u— N\ R(u,A) "
io: A)k+1 ]
k=0
O
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Man kann noch festhalten, dass fiir jede Folge (\,,) in o (A) mit lim, o0 A, = A* gilt:

Nea(d) & lim R\, 4)| = oo,

Neo(d) & lim RO, A) < .

Beweis davon: Fiir p € p(A) ist dist (u,0 (A4)) > m, d.h. falls [|R (An, A) | be-
schrankt bleibt, so muss A* € p(A) gelten.
Falls \* € o(A), folgt lim ||R (X, A) || < oo, weil A — R (A, A) stetig und {\,} C C
kompakt.
O

Es gibt unbeschrinlte Operatoren (A, D (A)) mit o (A) = 0.
Beispiel. 1. (Herr) Af = f/, D(A) = {f € C'([a,b]) | f (a) = 0}.

2. X =L*((0,1)), D(A) = {ue H' ((0,1)) |u(0) =0}, (Au) (z) =i - v/ (). Dann ist
fir A e C
(A—A):D(A) — L*((0,1))

bijektiv mit
(R (A)v) (z) = —i / e ME3)y (5) ds.
0

Im Fall beschriankter Operatoren existiert fiir A € C mit |A| > ||A|| die Resolvente

ROLA) =+ <1d_é>_1 _ i A* (2.4)

A by )\k‘-i-l '
k=0

ALso gilt 0 (4) C {\ € C||A| <||Al|}. AuRerdem ist das Spektrum eines beschriankten
Operators nicht leer. Wegen (2.4) gilt

1
IR(NA)| < m, falls || > 2||4]|.
Wenn das Spektrium leer wére, so wire A — R (A, A) eine auf ganz C definierte, be-
scrhinkte, analytische Funktion. Nach dem Satz von Lioville wére sie konstant, was ein

Widerspruch ist.

2.13 Definition. Seien H ein Hilbertraum und A: D(A) C H — H mit D (A) = H.
Dann heifit A symmetrisch, falls fiir alle f,g € D (A) gilt:

(Af,9) = (f, Ag)
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Beispiel. X = L?((0,1)), D (4;) = {u € C?([0,1]) |u (0) = u (1) =0}, D (A2) = {u € C*([0,1]) | v/ (0) =
Ay = Ay = —u”. Schliissel:

1
/0 (/"5 - 17) = [f'5 - 7]

2.14 Proposition. Sei (A,D (A)) ein symmetrischer Operator. Dann ist (A, D (A)) ab-
schliefbar und (fl, D (fl)) wieder symmetrisch.

Beweis. D (A) ist die Menge aller u € H, fiir welche eine Folge (uy,) in D (A) und g € H
existieren mit

Uy, —u und Au, —g.

D (A) ist ein Unterraum von H mit D (A) D D (A). Fiir h € D (A) gilt:

(9,h) = lim (Auy,,h) = lim (u,, Ah) = (v, Ah).

n—o0 n—oo

Damit ist g durch die Abbildung h — (g, h) eindeutig definiert, denn D (A) = H. Setze
tiir w € D (fl)
Au = g.

A ist linear und nach Konstruktion gilt: I' (A) = I" (A). Zu zeigen bleibt, dass (4, D (A))
symmetrisch ist. Sei hierzu u € D (/_1) wie eben. Sei v € D (/_1) mit lim, oo ¥y = v,

vp € D(A) und lim,, Av, = w. Wir wissen bereits:

(Au,vn) = (u, Avy)
N—_—— A,—fi
—><Au,u> H(u,w):<u,Av>

O

2.15 Definition. (1) Seien H; und H, Hilbertrdume und A: D(A) C H; — Hy mit
D (A) = Hy. Wir definieren den adjungierten Operator (A*,D (A*)) iiber

D(A*)={ge€ Hy|3ve H: (Au,g) = (u,v) Yu e D(A)},
Ag =
mit v € Hy derart, dass (Au, g) = (u,v) fiir alle u € D (A).

(2) Ein symmetrischer Operator A: D (A) C H — H heifst selbstadjungiert, falls D (A) =
D (A%).
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(3) Ein symmetrischer Operator A: D (A) C H — H heit wesentlich selbstadjungiert,
falls (A,D (/_1)) selbstadjungiert ist.

Bemerkung. Falls A beschrinkt ist, gilt
A symmetrisch < A selbstadjungiert.

Aufgabe: H = L?((0,1)), D(A) = {u € H' ((0,1)) | u (0) = 0}, Au = «'. Bestimme
(A*, D (A%)).

Vermutung: (durch Probieren)

1 1
D(A") = {@em(o,l))‘aveL2(<0,1))VueH1<<0,1>)ﬂ{u(O>=0}: /0 “'S”:/o ”v}
= {we H'((0,1))]|w(0) =0}

Die Inklusion
D(A*) D {we H' ((0,1))|w (1) = 0}

ist klar. Zum Nachweis von ,,C™ Sei ¢ € D (A*). Setze h(z f ) ds, wobei v
gemifg Definition von D (A*) gewihlt ist. Fiir u € H' ((0, 1)) {u(0) = 0} gilt dann

1 1 1 1
/Ougp = /Ouv:/ou(—h):/ouh
L B
= /Ou(gp—h)—O,
dh. o —heR(A)* . DaR(A) = L2((0,1)), folgt ¢ = h und es folgt
pe{weH ((0,1))|w(1) =0}.

Aufgabe: H = L2 (R), D (A) = C! (R), Au = iu' fiir u € D (A). Zeige, dass (A, D (A))
symmetrisch, aber nicht selbstadjungiert ist.

Der Definitionsbereich D (A*) des adjungierten Operators ist zunéchst implizit defi-
niert und schwer zu iiberschauen.
Beispiel. H = L2 (R), vo € L? (R) beliebig, D (A) = L' (R)NL? (R), Au = ( I () dt) 2.
Es gilt D (A) = H.

D(A*):{¢eL2(R)'3veL2(R)\meLl(R)mL? (/ >/vocp /uv}

40



Es gilt weiter hin

peD(A") = (vo,p=0)
= D(A%) = {v}*.

Falls A: D(A) C H — H abschliefbar ist mit D (A) = H, so kann dieser Effekt nicht
mehr auftreten, vgl. (i) von Proposition 2.17.

2.16 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A: D(A) ¢ H — H mit D(A) = H.
Dann gilt
R(A)T =N (4%).

Falls R (A) abgeschlossen ist, so gilt zudem R (A) = N (A%)*.

2.17 Proposition. Seien H ein Hilbertraum und A: D(A) C H — H mit D(A) = H.

(i) T (A*) ist abgeschlossen.

(i) D(A*)=H <« (A ,D(A)) ist abschliefsbar.

(11i) Falls (A, D (A)) abschliefbar ist, so gilt

DA™ =H, A=A, A =A4A"

2.18 Satz (Hellinger-Toeplitz). Seien H ein Hilbertraum und A: H — H symmetrisch.
Dann ist A beschrdnkt und daher selbstadjungiert.

Beweis. Sei (xy,) Folge in H mit z,, — 0 und Axz,, — y € H. Dann gilt

[ |0

(y,y) = (lim Az, y) = lim (Az,, y) = lim (x,, Ay) 0.

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist A damit beschrinkt.
O

Wir untersuchen nun noch Eigenschaften symmetrischer bzw. selbstadjungierter Ope-

ratoren.

2.19 Satz. Seien H ein Hilbertraum und A: D (A) C H — H symmetrisch mit D (A) =
H.

(1) (Ax,x) ist reell fir jedes v € D (A).
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(2) Alle Eigenwerte von A sind reell.

(3) FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

Beweis. Fiir x € D (A) gilt

(Az,x) = (x, Az) = (Az,z) = (1).

Seien A € C, A # 0 und z € N' (A — A). Dann folgt

(z, Az)
]2

AXr=Ax = A= = XeR.

Seien \,u e R, A £ 0 # p, x1 e N(A— A), 29 € N (u— A). Dann folgt

My, x9) = (Axy, xe) = (@1, Axa) = p (21, 22) .

Also gilt
A=pu oder (xj,z9=0).
O

2.20 Lemma. Seien H ein Hilbertraum und A: D(A) C H — H abschliefibar mit
D(A)=H. Sei Be€ L(H). Dann ist (A+ B, D (A)) abschliefbar mit dem adjungierten
Operator (A* + B*, D (A¥)).

Beweis. Ubung.

2.21 Lemma. Seien H ein Hilbertraum, A: D (A) C H — H abgeschlossen und sym-

metrisch mit D (A) = H. Dann gelten:
(1) R(A+1i) und R (A —1i) sind abgeschlossen in H.

(2)

NN
|
=

}_

N(A*+i) = R(
NA*—i) = R(A+i)7 .

Beweis. Nachweis, dass R (A — i) abgeschlossen in H. Fiir 2 € D (A) gilt

| (A—d)z|> = (Az —iz, Az —iz) = ||Az|]® + ||lz||® — i (=, Az) + i (Az, x)
= [ Az|* + |lz|*. (2.5)
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Sei (xy,) Folge in D (A) mit y, = (A —19) zp, yn — yo € H und =, - x9 € H. Wegen
(2.5) ist also (Ax,) eine Cauchyfolge in H. Daher gilt (x,,, Az,) — (z¢,w). Da (4,D (A))
abgeschlossen ist, folgt zo € D (A) und w = Azxg. Damit folgt auch

Yp = Az — iz, — w —ixg = (A — 1) xo.

Zum Nachweis von N (A* +i) C R (A — i) Nach Lemma 2.20 gilt (A —i)* = A* 4+
mit D ((A —i)*) = D (A*). Weiterhin gilt

(A=d)z,y) =(z, (A" +1)y) VxeD(A) VyeD(A"). (2.6)

Zum Nachweis von ,R (A — i)™ C N (A* 4+ i) Sei y € R(A—14)", dh. 3z € D (A) mit
((A—1i)x,y) = 0. Damit ist fiir jedes x € D (A)
(x,(A*+1i)y) =0 wegen (2.6).
Wegen D (A) = H folgt (A* +1i)y =0.
U

2.22 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A: D(A) C H — H symmetrisch mit
D (A) = H. Dann sind aquivalent:

(1) (A, D(A)) ist selbstadjungiert.

(2) (A, D(A)) ist abgeschlossen und N (A* + i) = N (A* — i) = {0}.

(3) R(A+i)=R(A—1i)=H.

Beweis. (1) = (2): (4, D (A)) ist abgeschlossen, da selbstadjungiert. Sei z € N (A* —i) <
A*x =ix = Az =ix. Also ist

illz|* = i (2, 2) = (iz, ) = (Az,2) = ~i(z,z) = ~il|z|%,

somit folgt z = 0. Analog fiir x € N (4* 4 1).

(2) = (3): Nach Lemma 2.21 sind R (A + i), R (A —1i) abgeschlossen in H. Es gilt
aber auch R (A +i)t = N (A* T i) = {0}. Also gilt R (A+1i) = H.

(3) = (1): Zu zeigen ist: D (A*) = D (A). Da A symmetrisch ist, gilt D (A*) D D (A).
Wir zeigen also D (A*) C D(A). Sei y € D (A*). Wegen (3) existiert nun z € D (A) mit
(A+i)z = (A" +1i)y. Da A und A* auf D (A) iibereinstimmen, folgt

(A" +14) (x —y) = 0. (2.7)
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Beachte, dass fiir u € D(A), z € D (A*) sowieso
(A" +14) z,u) = (2, (A — i) u)
gilt. Also folgt aus (2.7) z =2 —y € R(A—14)" = {0} und somit
r=y = yecD(A).

O

2.23 Proposition. Seien H ein Hilbertraum, A: D(A) C H — H symmetrisch mit
D (A) = H. Dann sind dquivalent:

(1) (A, D(A)) ist wesentlich selbstadjungiert.
(2) N (A* +1i) =N (A* — 1) = {0}.
(3) R(A+1i)=TR(A—1i) ist dicht in H.

Aufgabe: Sei (X, ) ein endlicher Makraum, H = L? (X, u1). Sei g: X — R messbar.
Fir u € D (A) setze Au = ug. Zeige, dass (A, D (A)) selbstadjungiert ist.

Beispiel. Seien (X, ) ein Mafraum und H = L? (X, p1). Sei

D(Ag) ={p e L*(X,1)|gp € L*(X,9)}.
Dann ist
A;:D(Ag9) CH—H

wohldefiniert. (Die Bedingung g € L? (X,y) alleine ist nicht ausreichend, da eventuell
D(Ay) ¢ H.

Beispiel: X = (—1,1), p = dz, g(x) = |z|, ¢ () = ﬁ Dann folgt gy = /|z| €

x

L2 ((_17 1))’ aber ‘2 ¢ L2 ((_17 1)))

2.24 Lemma. Falls pn(X) < oo, so0 gilt D(Ay) = H.

Beweis. Sei p € L% (X, ). Sei fiin € N
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Es gilt ¢, € D(Ay), da |@,| < n. Weiter gilt
llon — ‘P”%{ = / ’ﬂpntp\z dp = / \90\2 dp — 0 fiir n — oo,
X {lo(@)|>n}

da p (X) < oc.
U

2.25 Lemma. Falls D (A) = L? (X, p) und g reellwertig, so ist (A,,D(Ay)) selbstad-

Jjungiert.

Beweis. Wir verwenden Proposition 2.22 (3) und zeigen, dass es zu v € H ein u € D (A)
mit (Ag +¢)u = v gibt. (Analog fiir (A, — i) = v.)

v

A, +Du=v <& utiu=v <& u= -
(g ) g g+

Beachte, dass nach Voraussetzung g + ¢ # 0 gilt. Es gilbt # € D(Ay), denn
2 2 212
L PR

2
2 P) > ) <|v| .
lg+il” gl +1 lg + il

2_

O

2.26 Proposition. Seien (X, ) ein Mafraum, g: X — R messbar, D (Ay) = H mit
D (Ay) wie bisher. Dann gilt

o(Ay) = <Supp,u(g_1) :) {xER{V6>O: ,u(g_l (x—e,x+¢))>0}.

Beweis. Ubungsaufgabe, etwas tricky.
Beispiel. H = L2 (R,dz), g (z) = |z|* = o (4,) = [0, o0).

Der Fall 0 (A) = [0, 00) ist bereits ein Extremfall, wie der folgende Satz zeigt.

2.27 Satz. Seien H ein Hilbertraum, A: D (A) C H — H selbstadjungiert mit D (A) =
H. Dann gilt 0 (A) C R.

Beweis. Sei A = a + ib mit a,b € R, b # 0. Wir zeigen, dass A € p(A), d.h. A € o (A).

Wir wissen bereits, dass auch
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selbstadjungiert ist, vgl. Lemma 2.20. Mit Proposition 2.22 schliefsen wir

R(A;a—z) = H bzw. R(A—)) =H.

Ebenso gilt R (A4 — A) = H. Wir zeigen nun, dass A— X: D (A) — H injektiv ist (analog
fiir A — X). Sei x € N (A — \). Da fiir alle y € D (A)

0=((A=Nay)=(z, (4" =N y) = (z, (A=) y)

gilt, folgt € R (A — X)L = {0}. Also ist z = 0 wie gewiinscht.
U

2.3 Die Friedrich-Fortsetzung und der Laplace-Operator auf
L2

2.28 Satz. Seien H ein Hilbertraum und A: D (A) C H — H symmetrisch mit D (A) =
H mait
Ve eD(A): (Az,z) > 0. (Positivitit eines Operators)

Dann besitzt (A, D (A)) eine selbstadjungierte Fortsetzung (L, D (L)) mit (Lx,xz) > 0 fir
alle x € D(L).

Beweis. Ubung?

Wir werden sehen, dass es mitunter viele verschiedene positive, selbstadjungierte Fort-
setzungen gibt.

Seien 2 C R? offen und H = L2 (). Dann ist (—A, C> (Q2)) ein positivert, symmetri-
scher Operator auf L? (Q). Fiir u,v € C° (R) gilt néimlich

(—Au,v)y = —/AuW:/VuW:—/uA_U und
Q Q Q
(—Au,u) = /]Vu\ZZO.
Q

Fragen:
o Ist (—A,C (Q2)) selbstadjungiert?
o Ist (—A,CX (9Q)) wesentlich selbstadjungiert?

e Wie sehen selbstadjungierte Fortsetzungen aus?
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Wir betrachten die beiden Falle Q = R? und Q C R? offen und beschrinkt. Im Folgen-
den sei Q C R? offen und beschrinkt. Wir zeigen, dass (—A, C2° (£2)) nicht selbstadjun-
giert ist.

Konkret: Wir zeigen N ((—A)* £4) # {0}, vgl. Proposition 2.22. Gesucht ist eine
Funktion u € D ((—A)") mit

(—A)" u = Fiu.

Sei a = (arg,...,aq) € C? mit a?+---+ai=1i(bzw —i), zB. a = <eT,O,...,O). Setze
g (r) = e/®) und beachte, dass u, ¢ C° (), da supp (ua) ¢ Q.

Informell gilt aber trotzdem (—A)uq (2) = uq (@) (F + -+ + ) = —iuq (2).

Fiir ¢ € C2° () gilt nun

(= A, 1) = /Q (—Ap) el dg — — /Q g () da.

Damit gilt:
Uy € D((—A)") und (—A) uy = iu,.

2.29 Lemma. Seien Hy, Hy Hilbertraume und J € L (Hq; Hy) injektiv mit R (J) = Hs.
Dann gilt:

e JJ*: Hy — Hs ist injektiv.

o R(JJ*) = Hy.
o (JJ) ' R(JJ*) C Hy — Hy ist selbstadjungiert.
Beweis. Langweilig. O

Beweis von 2.28. Sei A = A+1d. Dann ist ([l,D (A)) symmetrisch mit <Av,v> > ||lv||?
fiir v € D (A). Wir zeigen, dass (A,D (A)) eine selbstadjungierte Fortsetzung (S, D (5))

besitzt mit
(Sv,v) > |lv||* fiirv e D(S).

Dann ist L = S — Id mit D (L) = D (S) eine Losung unseres Problems.

Die Abbildung D (A) x D (A) — C, (v,w) — <f~1v,w> ist ein Skalarprodukt, aber
D (A) beziiglich der entsprechenden Norm nicht vollsténdig. Sei H; der Abschluss von
D (A) beziiglich der Norm | - || mit [j||? = <A¢, g0>. Die Abbildung J: D (A) — H,
J (v) = v, erfiillt

7o) < [loll3.
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Also besitzt .J eine eindeutige, stetige Fortsetzung J € £ (Hy; H) mit
|Jv||? < |[v]|* fiir v € Hy.

Wir wollen Lemma 2.29 anwenden und iiberpriifen, dass J injektiv ist. R (J) = H ist
klar, D(A) C R(J) und D (A) = H.
Es gilt fiir v,w € D (A)
(v,w), = </~11),w> = </~1U,Jw>
und damit auch fiir alle v € D (A4), w € H;. Also gilt
N(J)cDA*T={0} = J injektiv.
Wir wenden Lemma 2.29 an und setzen

S=(JJ)t und D(S)=R(JJ).

Es bleibt zu zeigen, dass (S, D (5)) eine Fortsetzung von (/Nl, D (A)) ist. Fiir v € D (A),
w € Hy gilt

(v,w); = <Av,Jw> = <J Av,w>1
und es folgt
v=JAv fiir D(A) C H;.
Da J rD(A): 1d, gilt
v=Jv=JJ"Ave R(JJ*)=D(S).
Also gilt D (A) =D (A) ¢ D(S) und Av = Sv fiir v € D (A). Damit ist (S, D (S)) eine
Fortsetzung von ( D(A > Fiir v € D (S) und w = (JJ*) v gilt

(Sv,v) = <(JJ*)_1U v> = (w, JJ*w)

> L wll = 1T L wl? = o).
b b

O

Eir wollen zum Abschluss selbstadjungierte Fortsetzungen von (—A,Cg° (£2)) unter-
suchen, insbesondere natiirlich die Friedrich-Fortsetzung (L, D (L)), welche haufig auch
mit (—Ap, Dr) bezeichnet wird.
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2.30 Lemma. Seien H ein separabler Hilbertraum und A: D (A) C H — H symmetrisch
und positiv. Es gebe eine Orthonormalbasis (ej) in H mit e; € D (A) und Ae; = Aje;
fiir geeignete X\; > 0 und alle j € N. Dann ist (A, D (A)) wesentlich selbstadjungiert
und (A, D (A)) ist unitir dquivalent (d.h. A = UMU™? fir U mit U* = U™') zum
Multiplikationsoperator (M, D) auf 1? (N) mit

D = (xjj L €PN Z)\2|x]| <00y,

M((z5) = (N\jzj)j, -

Das Spektrum gendigt o = (A) = {\;}.
Beweis. Evtl. spéter.

Im Folgenden sei Q = (0,1)% und Dp sei die Menge aller Funktionen ¢ € C™ (Q) mit
der Eigenschaft, dass sich alle partiellen Ableitungen stetig auf 02 fortsetzen lassen und
¢ (x) =0 fiir z € 00

Dp={pecC™(Q)|¢ploga=0}.
2.31 Satz. Der Abschluss des Operators (—A,Dp) auf L? (Q) ist gerade die Friedrich-
Fortsetzung von (—A, C° (2)).

Beweis. Sei (L,D (L)) die Friedrich-Fortsetzung von (—A,C° (£2)). Wir zeigen, dass
(L,D (L)) eine Fortsetzung von (—A,Dp) ist, denn dann folgt

(L,D(L)) =(L,D(L))* C (-A,Dp)" = (—A,Dp).

Sei ¢ € Dp. Dann existiert ¢, € Hj (Q) mit |lo, — @|lgr = 0, dh. |lon — @ll12(0) — 0,
aber auch ¢, — @ € H} (Q). Es folgt

pe=J(@ = DpeD(L).

Beachte, dass J: H} () < L2 (Q) mit R (JJ*) = R (J), da J* surjektiv wegen R (J*)* =
N (J) = {0}.
Wir zeigen noch, dasss L und —A auf Dp iibereinstimmen. Sei ¢ eine Eigenfunktion

der Form
¢ (x) =sin (krx) fir k€ Nund d = 1.

Dann gilt ¢ € Dp C Dy, also ist Ly wohldefiniert.
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Fiir ¢ € CZ (Q) gilt
(L) = (o, L) = (p, =A¢) = (=Ap, 1) .
Also gilt, da C2° (2) dicht liegt,
Ly = m2k2p = —Agp.

Mit Lemma 2.30 folgt die Aussage.

Seien

Dp = {peC([0,1]) | (0) = (1) =0},
Dy = {peC>([0,1])|¢ (0) =¢' (1) =0},
Dy = {peC™(0,1])]¢(0)=¢(1),¢ (0)=¢ (1),¢" (0) =¢"(1),... }.

2.32 Satz. Die Operatoren (—A,Dp), (—=A,Dn), (—A,Dy) sind wesentlich selbstad-
Jungierte Fortsetzungen von (—A,C2°(0,1)) mit

o((-A,Dp)) = {71'2,471'2, o7 S } ,
o((-A,Dy)) = {0,%2,4712,...,k271'2,...},
o ((=A,Dy)) = {0,47% 167%,... 4k*7%, ... }.
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3.1 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Familie (R)),. von linearen Operatoren

Ry : X — X heilst stark stetige Kontraktionsresolvente, falls gilt:
(i) imy_oo ARy = z fiir z € X.
(ii) ARy ist eine Kontraktion auf X fiir A > 0.

(iii) Ry — Ry = (u— A) Ry\R,, fiir A\, p > 0.

3.2 Proposition. Seien X ein Banachraum und (T}) eine Cy-Halbgruppe auf X mit
Erzeuger (A, D (A)). Die Familie (Ry) < sei definiert iber Ry = R(\,A) (= Ra(X)).

Dann ist (Ry),- eine stark stetige Kontraktionsresolvente.

Beweis. (iii) ist sofort klar.
(ii) gilt nach Satz ?7? (iii).
Zum Nachweis von (i): Seien z € X, A > 0. Dann gilt

ARy = )\/ e MTrds " =° / e_tTix dt — z.
0 0

O

3.3 Satz. Seien X ein Banachraum und (Ry), eine Familie von linearen Abbildungen
Ry: X — X mit (i) und (iii) aus Definition 3.1. Dann existiert genau ein linearer
Operator A: D(A) € X — X mit (0,00) C 0(A) und Ry = (A—A)"" fir A > 0.
(A, D (A)) ist abgeschlossen und es gilt D (A) = X.

Beweis. Der Bildbereich R (R)) ist unabhéngig von A wegen
Ry—R,=(u—NR\R, © Ry=R,(Id+(u—\R)).

Die Abbildung Ry: X — R (R)) ist bijektiv, wobei die Injektivitit aus ARyx — x folgt.
Falls also (A4, D (A)) wie gewiinscht existiert, so muss D (A) = R (R)) und

A=X—R! fiir jedes A >0
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gelten. Die Existenz bzw. Wohldefiniertheit von A folgt, wenn wir zeigen:
A—R'=p—R;' auf R(Ry)=R(R,) fiir alle \, i > 0.
Seien z € R (Ry) und y € X mit Ryy = z.

R (A~ B — (n - ) )

AR Ry — Ry — pl, Ryy + Ry
= A=p)R,Ryy— (R, —R\)y=0 wegen (iii).

Da R, bijektiv ist, folgt
()\ — R;l) x = (,u — R;l) x.

Es gilt D(A) = X wegen (i). Die Abgeschlossenheit von (A, D (A)) wurde im Anschluss
an Definition ?? gezeigt.
O

1
. (Ra)a>0 stark stetige
©) Kontraktionsresolvente

T; stark stetige Kontraktions-
halbgruppe auf Banachraum X

G| | @ 2)

=

(A,D(A)) dicht definierter, linearer
Operator auf Banachraum X mit

(i) (0,50) C o(A)
(i) A — 4)71 < 1

(1) Ry = [;° e MT, dt.
(2) Ry=(\—A)""

(3) Satz 3.3.

Tix—x

(4) Az = limyp o

(5) Hille-Yosida.
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(6) Hille-Yosida.

Lemma (Aufgabe II.1). Seien H ein separabler Hilbertraum und A: D(A) C H —
H symmetrisch und positiv. Es gebe eine Orthonormalbasis (e;) in H mit e; € D (A)
und Ae; = \je; fiir geeignete \j > 0 und alle j € N. Dann ist (A, D (A)) wesentlich
selbstadjungiert und (A, D (/_1)) ist unitar dquivalent zum Multiplikationsoperator (M, D)
auf 12 (N) mit

D = (xjj 1€l2 Z)\2~|xj|2<oo ,

M((z;) = (Nxj)iZ, -

Das Spektrum geniigt o = (A) = {x;}.

Beweis. Wir betrachten

U:12(N)—H, U(( Zx]eJEH

Zu zeigen ist

(1) U ist bijektiv und U (1> (N)) = H.

(2) Uz, Uy)y = (=, 9)2qv)-

(3) Fiir z € D(M) gilt Uz € D (A). Fiir y € D (A) gilt U~ 'y € D (M).

(4) Fiir z € D (M) gilt U (Mz) = A (Uxz).

Es gilt
n n n n
. 2
D wel| = (D wie, wren Z 2T (ej,ex) = Y |7
j=1 j=1 k=1 Gok=1 T Jj=1
und somit erhalten wir durch
m m
€Ti€; Z il —0
S| = 3ol ——
j=n j=n

eine Cauchy-Folge. Wegen 3 |#,|* < oo ist U wohldefiniert. Da A symmetrisch ist, ist
A abgeschlossen.
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Zu (1): Klar.
Zu (2): Es gilt

o0 o0 o0 o0
ey~ <zxjej,zy@-ei> = S e ey = 3 T
j=1 i=1 ij=1 T j=1
=5

= <way>l2(N) :

Zu (3): Wir betrachten

A ={(z,Az) |z e DA} CHxH
mit dem Skalarprodukt
((w1,92) s (22,92)) = (T1,91) + (T2, Y2) -

Fir z € D (M) gilt Z)@ |z;1* < oo und Uz = > jerxjej. Wegen 22, xje; € D (A) gilt

ijej,A ijej S F(A)
i=1 j=1

=5y e iy Ajzje;)

— Ux,Z)\jxjej S F(A)
j=1

und somit ist Uz € D (A), A (Uz) = > e AjTje;.
Sei nun y € D (f_l), d.h. es gibt y, € D(A) mit y, — y und Ay, — Ay. Es gilt
y=> 721 (ysej) e Fiir y, = 322, (y;,¢;) e; folgt
——

:(Uily)j

(Ay,e1) = lim (Ayn, ) = lim <A > (unrej)e; ,ez>-
j=1

Zu (4): Fiir y, — y = 372, zje; gilt

Ayn =A Zﬁﬂj@j = ZCC]A (Bj) = Z)\jxjej — Z)\jxjej = Ay
=1 j=1 j=1

J=1
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Damit gilt

A(U.%’) = A ijej = Z.%'JA (ej) = Z)\jej = Z)\jxjej
j=1 i=1

j=1 j=1
= U((\jzj)) =U (Mz).

Zum Spektrum:
o(M)= {,u eC ‘ (ul — M)™" existiert nicht} .

Wir haben

D.h.

Es muss ein € > 0 geben mit |u — \;j| > ¢ fiir alle j, damit ist p & {\;}.
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4 Koerzive Bilinearformen

Wir greifen nun wieder die Konzepte aus Kapitel 1 auf, nun allerdings in einem etwas
allgemeineren Rahmen. Wie {iblich sei H ein Hilbertraum auf R mit einem Skalarpodukt

(-,-) und der dazugehorigen Norm || - ||.
4.1 Definition. Sei D C H ein Unterraum und £: D x D — R bilinear. Dann definieren
wir (€%, D) und (€%, D) iiber

£ (u,v) = (& (u,v) + & (u,v)),

& (u,v) = (€ (u,v) — & (u,v)),

N~ DN

woraus £ = £° + £ folgt. (€%, D) heikt symmetrischer Anteil von (£,D) und (£%,D)
antisymmetrischer Anteil von (€,D). Eine Bilinearform (€, D) heift antisymmetrisch,
falls E =€&* & &% =0.

Bemerkung. Fine Bilinearform (£,D) wird oft im Allgemeinen nichtsymmetrisch ge-

nannt.
Beispiel. Ohne Angabe der Definitionsbereiche:

o &(u,v) = fil o (z) v (x) dx+f}1 f (z) v (z) dz fiir eine gegebene Funktion f: (—1,1) —
R.

o &(u,v) = [paay (z) Oju(x)dv(z) do fiir a;;: RT — R, wobei (ag;)

notwendigerweise symmetrisch sein muss.

i1, .d nicht

€ (u,v) = /Rd a;j (x) Oju (x) Opv (z) + b; () Oyu () Ojv (x)

+d; (z)u (x) 0jv (x) + c(x)u(x)v (z) d.

4.2 Definition. Seien D C H ein Unterraum und £: D x D — R bilinear und positiv
definit, d.h. &€ (u,u) > 0 fiir u € D.
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(a) (€,D) erfiillt die schwache Sektorbedingung bzw. ist schwach sektoriell, falls es ein
K > 1 gibt mit

I€1 (u,v)] < K\/El (u,u) \/51 (v,v). (SSB)

(b) (&, D) erfiillt die (starke) Sektorbedingung bzw. ist (stark) sektoriell, falls es ein K > 1
gibt mit

€ (u,v)| < K\/E (u,u)\/E (v,0). (SB)
Hierbei gilt fiir A > 0
Ex(u,v) =& (u,v) + A (u,v) .

Beachte, dass (SB) im Fall einer symmetrischen Bilinearform nichts anderes als die Un-

gleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakowski ist.
Zur Definition 4.2 einige grundséitzliche Bemerkungen:

Bemerkung. (1) Die Bedingung (SSB) bedeutet, dass die Abbildung &, stetig ist auf D
beziiglich der Norm /&1 (u,u) = /& (u,u). Wir erinnern daran, dass die Normen
VE3 (u,u) fiir verschiedene Werte von A\ > 0 paarweise dquivalent sind.

(2) Die beiden folgenden Aussagen sind jeweils dquivalent zu (SSB):

(i) Zu jedem X\ > 0 existiert K > 1 mit

[Ex (u, )] < KV/E (u,u)V/Ex (v, v)

fiir alle u,v € D.

(i1) Zu jedem A\ > 0 ezistiert K > 1 mit

€ (u,v)| < K\/Ey (u,u)/Ex (v, 0)

fiir alle u,v € D.

(8) Sei A > 0. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt K > 1 mait

€ (u,v)| < K\/E (u,u)/Ex (v,0)

fiir alle u,v € D.
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(ii) Es gibt K > 1 mit

|ga (u’ U)| < K\/g)\ (u’ u) \/EA (’U’ U)
fiir alle u,v € D.

4.3 Definition. Seien D (€) C H ein dichter Unterraum und £: D (£) x D (£) — R eine
Bilinearform. Dann heift (£,D (£)) koerzive, abgeschlossene Form auf H, falls gilt:

(i) (&£%,D(E)) ist eine abgeschlossene Bilinearform auf H.
(i) (£,D(&)) erfiillt (SSB).

Bemerkung. Falls (£,D (£)) eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum H mit
Skalarprodukt (-, -) ;; und koerziv im Sinne, dass € (u,w) > ¢ (u,u)  fir alleuw € D (E) mit
geeigneter Konstanten ¢ > 0 gilt, ist, so ist (£,D (£)) koerziv im Sinne der Definition 4.3.
Ebenso ist eine gemdaflg Definition 4.3 koerzive abgeschlossene Form (€, D (£)) koerziv auf
(Hi, () g,) mit HL =D(E), (), = E°.

4.4 Definition. Ein positiv definiter Operator (L,D (L)) auf einem Hilbertraum H
erfiillt die (starke) Sektorbedingung, falls es ein K > 1 gibt mit

|(Lu, v)| < K+/(Lu, u)/{Lv,v)
fur alle u,v € D(L).
Kleine Wiederholung (vgl. Skript Funktionalanalsysis Satz 7.10):

4.5 Satz (Stampacchia). Sei a: H x H — R eine stetige, koerzive Bilinearform auf
einem Hilbertraum H. Seien C C H eine nichtleere, konvere und abgeschlossene Menge

und ¢ € H*. Dann gibt es genau ein Element u € C mit
a(u,w—u)>@(w—u) firallew € C.
Falls a symmetrisch ist, so ist dieses Element eindeutig charakterisiert durch
(i) ueC.
(i1) w minimiert I (v) = %a (v,v) — ¢ (v) auf der Menge C.

Erinnerung / Vorstellung / Motivation im symmetrischen Fall a (u,v) = (u,v):
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Zu xg € R\ C existiert u € C mit

(xo —u,w—u) <u YweC
& (zo,w—u) < (u,w—u) =a(u,w—u).
—_————
:‘on(wfu)
Man mache sich klar, dass u das Funktional I: C — R, v+ 2||v||? — (20, v) minimiert,

d.h.
I(u) <I(w) fiirallew€C.

Eine Richtung ist trivial. Fiir die andere verwendet man, dass I (u) < I (u+¢(w —u))
fiir £ > 0, £ \, 0 gilt. Bilde < [.~0.

4.6 Satz. Sei (£,D(€)) eine abgeschlossene, koerzive Bilinearform auf einem Hilber-
traum H. Sei C C H nichtleer, konver und abgeschlossen. Seien A > 0 und J ein be-

schranktes, lineares Funktional auf D (E). Dann existiert genau ein u € C mit

E(uy,w—u) > J(w—u) fir allew e C. (4.1)
Beweis. Eindeutigkeit: Seien wuj,us € C, welche beide (4.1) erfiillen. Dann gilt (wéhle
w = ug bzw. w = u; in (4.1))

(4.1) (4.1)
EA (ul,u2—u1) Z J(uz—ul) :—J(ul—u2) Z —EA (u2,u1—u2)
| —

=—&x(uz,u2—u1)

und es folgt

028)\ (ul—uQ,ul—uQ) = UL = U9.

Existenz im symmetrischen Fall: Wir nehmen £ = 0 an. Seien

I(v)=&\(v,v) —2J(v) und m= }}Ielgf(v)

Zunichst gilt m > —oo, denn fiir jedes v € D (&) gilt

1(0) > £ (v,0) 20 IVE @) = (VB o) — 1) = 1917 = — 7]
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Sei nun (vy,) eine Folge in C mit m < I (v,) < m + % tiir jedes n € N. Dann gilt

Vg + vy Vg + 0
5,\(%—%,%—%)=25,\(Un,vn)+25>\(vk,vk)—45,\< k2 =, 5 n)

= 27 (v) + 47 (vn) + 21 (vg) + 47 (vg) — I (k;) 87 <k;>

n 1 1
=21(vn)+2f(vk)—4I<UT+vk> §2<m+—)+2<m+z)—4m
n

2 k,n—00

0.
k

2
=4
n
Also existiert ein u € C mit v, — v und I (v,) = I (u) =m.

Zum Nachweis von (4.1): Seien w € C und € € (0,1). Dann gilt u+¢ (w —u) € C, also

0<T(u+e(w—u))—1I(u)=2E (u,u)+ &\ (w—u,w—u)
+2e€) (u,w —u) —2J (u+ e (w—u)) — (Ex (u,u) — 2J (u))
und es folgt
0 <28y (w—u,w —u) + 26€ (u,w —u) — 2&J (w — u)

und somit
J(w—u) <& (u,w—u).

Existenz im allgemeinem Fall: Setze fiir ¢ € [0, 1]
E'=¢E"+t& und D(E) =D(E).

Dann ist (Et,D (& )) eine abgeschlossene, koerzive Form auf H und J (immernoch) stetig

beziiglich der \/§ = 5;’5. Der Fall ¢ = 0 ist oben bereits behandelt worden (sym-
metrischer Fall). Wir zeigen nun, dass sich mit einer geeigneten Konstanten K > 1 die
Aussage von t = tg auf tg <t < tg+ % iibertragt.
Es gelte also die Aussage (4.1) im Fall t = 5. Sei v € D(E). Wir betrachten die
Abbildung
wi J(w) = (t—tg) EY (v,w) fiirweD(E).

Dann existiert wegen (4.1) ein Element Tv € C mit
EX (Tv,w —Tv) > J (w —Tv) — (t — o) E* (v,w — T) (4.2)

fiir alle w € C. Wir wenden (4.2) nun zweimal an: Einmal fiir v = v; mit w = Ty und
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einmal mit v = vo mit w = Tv;. Es folgt

EX(Tvy,Tvg — Tvy) > J(Tvy —Twy) — (t —t9) E (v1,Tve — Tv1)  und
5;\0 (TUQ,TUl — T’U2) > J (Tv1 - TUQ) - (t - to) 5a (UQ,T’Ul - TUQ) .

Addition der beiden Gleichungen ergibt

A\

—E;\O (Tvy — Twe, Tvy — Two) —(t—1to) & (vg —v1,Tv; — Tve) und
Ex (Tv1 — T, Tv — TUQ) < (t — to) &g (1)2 —wvy, T — T?}Q)

S (t — to) K\/g)\ (1)2 — V1,V2 — 1)1)\/5)\ (T?Jl — TUQ,TUl — TUQ)
und es folgt
EA (T’Ul - TUQ,T’Ul - TUQ) S (t - t0)2 K2 - EA (’Ul — V2,VU1 — U2) .

Wihle nun ¢ > t¢ derart, dass (¢t —t9) K < 1. Damit ist die Abbildung v — T'v eine
Kontraktion und nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert ein u € D (€) mit u =
Tu € C. Aus (4.2) folgt nun wieder fiir alle w

EL (uyw —u) > J(w—u) — (t —to) E* (u,w — u)

und somit
E(uyw —u) > J(w—u).

O

Als Anmerkung dieses wichtigen Satzes konnen wir nun zu jeder abgeschlossenen, koer-
ziven Bilinearform eine stark stetige Kontraktionsresolvente konstruieren. Im Anschluss,

das ist dann etwas schwieriger, zeigen wir, dass dieser Konstruktionsprozess bijektiv ist.

4.7 Satz. Sei (£,D(€)) eine abgeschlossene, koerzive Bilinearform auf einem Hilber-
traum H . Dann existiert genau eine eindeutige stark stetige Kontraktionsresolvente (R))y~
auf H mit Ry (H) C D () und

Ex (R)\fau) = <fau>
fir alle A\ >0, f € Hundu e D(E).

Bemerkung. Aus dem Beweis dieses Satzes geht auch hervor, dass es eine eundeutige
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Kontraktionsresolvente (RA>>\ o mit
>

Ex (U,RAf) = (fyu)

fiir alle A > 0, f € H und u € D(£) gibt. Falls (T3);>, und (Tt)podie zugehdrigen
Halbgruppen sind, so gilt fir alle f,ge H, t >0 -

(Tif.9) = (£.Tvg)

Beweis. Sei f € H. Setze J (v) = (f,v) fir v € D(E) und C = D (£). Nach Satz 4.6
existiert zu A > 0 ein eindeutiges Element Ry f € D (£) mit

Ex(Raf,u) = (f,u) YueD(E).

Die Abbildung f +— R, f ist linear. Sie ist auch injektiv, denn aus Ryf = 0 folgt 0 =

E(Rxf,u) = (f,u) fiir alle w € D(E). Da D(£) = H gilt, folgt hieraus f = 0. Seien
Apu>0und f € H,ue D(E). Dann gilt

EA (Ruf - ()‘ - M) R)\R;Lf, u) = g)\ (R,uf’ u) - ()‘ - M) <Rﬂf’ u>
= O(Rufiu) + (A= p) (Ruf,u) = (A= p) (Ruf, u)
= (fiu) =Ex(Raf,u)

und somit erfiillt (R)),., die Resolventengleichung. Der Bildbereich R (R)) ist unab-
hiingig von A und es gilt R (Ry) = H, vgl. den Beweis von Satz 3.3. Setze L = A\ — R} !
und D (L) = R (Ry). Es gilt nun ||ARy|| <1 fiir alle A > 0, denn

MEBAL, BAf) < Ex(RAf, BaSf) = (f, Baf) < I F 1RSIl
Auferdem gilt (0,00) C o (L). Wir zeigen nunn noch
lim ARyu =wu fiir alle u € H.
A—00
Fir u € D (L) gilt
AR u—u =Ry (Au— (A= L)u) = Ry (Lu).

Also gilt [[ARyu — ul| < A71||Lul|, woraus im Falle v € D (L) die gewiinschte Aussage
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folgt. Im allgmeinen Fall u € H verwendet man zusatzlich D (L) = H.

Zunéchst einige Vorbereitungen.

Lemma (Mazur). Seien X ein Banachraum und (x,) eine Folge in X mit z, — v € X.

Zu e > 0 existiert ein N € N und Zahlen aq,...,an > 0 mit Zf\;l a; =1 und

<e.

N
xr — E ;X5
i=1

Satz (Banach-Saks). Sei H ein Hilbertraum iber R mit Skalarprodukt (-,-) und Norm

I-Il. Sei (xy,) eine Folge in H mit x,, — x € H fiir n — oco. Dann ezistiert eine Teilfolge

(@, ) von (x,) mit der Eigenschaft

1 N
()
k=1

(+ ZkN:1 yi heifit manchmal auch Cesaro-Mittel.)

=0 fir N — oco.

4.8 Folgerung. Seien (£,D (£)) und (Ry),- wie in Satz 4.7. Sei (L,D (L)) der Erzeu-
ger von (Ry),<( #m Sinne von Satz 8.3. Dann gilt fiir alle w € D (L), v € D ()

D(L)cD(E) wund & (u,v)=(—Lu,v).

Fiir alle u,v € D (L) gilt

|L (u,v)| < K+/(Lu,u)/(Lv,v).

Die Aussagen gelten in analoger Weise fiir den Erzeuger <£,D <ﬁ>> von <}A2>\>>\ o
>

Beweis. Seien A > 0 und u € D (L). Dann gilt u € R (R)) C D (€) und fiir allev € D (€)
gilt
E (u,v) = & (RARY ', v) — X (u,v) = (Ry 'u,v) — A (u,v) = (—=Lu,v).

Gegeben sei eine stark stetige Kontraktionsresolvente (R)),o. Dann konnen wir recht
einfach (£,D (€)) iiber einen Abschlussprozess definieren. Es bleibt dann aber zu zeigen,
dass diese Form (€, D (£)) mit derjenigen Form iibereinstimmt, welche in Satz 4.7 (R)) -
erzeugt.

O
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4.9 Satz. Sei (Ry),-( eine stark stetige Kontraktionsresolvente auf einem Hilbertraum,
H mit der Eigenschaft

|(Byu, v)| < KvV/[(Rau, w)[V[(Ryv,0)], - A>0, w0 € H.
Sei (L,D (L)) der Erzeuger von (Ry),<o. Definiere nun fiir u,v € D (L)
€ (u,v) :== (—Lu,v).

Sei D (&) der Abschluss von D (L) beziiglich \/E;. Die eindeutige, stetige, bilineare Fort-
setzung von (€, D (L)) auf D (E) sei wieder mit £ bezeichnet.

Dann ist (£,D (£)) eine abgeschlossene, koerzive Form auf H mit

& (u,v) = (—Lu,v) firueD(L),veD(E) und
g(R)\f,’l}):(f,’U) fﬁTfGH,UGD(S)-
Beweis. Im Wesentlichen ein standard Cauchy-Folgen-Abschluss-Argument. O

Wir kehren zuriick zur Situation von Satz 4.7 und zeigen, dass D (L) dicht in D (&)

liegt. Wir bendtigen hierzu folgendes, auch fiir sich genommen interessantes, Hilfsmittel.

4.10 Proposition. Seien (£,D (£)) eine abgeschlossene, koerzive Form und und u, €
D (&) fir n € N mit sup,en € (Un, up) < 00. Sei u € H mit ||u, — u|| = 0 fiir n — oo.

Dann gilt
(i) uw € D(E), up — u im Hilbertraum (D (£),/EF).

(ii) Es gibt eine Teilfolge (un,)pcy mit der Eigenschaft, dass fir wy, = =300 up,
gilt: wp, — u in (D(E),/E5).

(113) & (u,u) <liminf, o0 & (Un, up).
Beweis. Banach-Alaoglu und Banach-Saks. U

Fiir eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe (R)),., auf einem Hilbertraum H de-

finieren wir eine Approximation der gewiinschten Form iiber

EN (u,v) = A (u — ARyu,v)  fiir u,v € H.
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Unmittelbar gilt

EN (uAR\wu) = EWN (u,u) + EN (u, ARyu — w)
— AAR)\u — u, \Ryu — u)

4.11 Lemma. Seien (R)),., und (£,D (&)) wie in Satz 4.7 und X\ > 0. Dann gilt
(i) EN (u,v) = & A\Ryu,v) firu e H, v e D(E).
(ii) € ARyu, \Ryu) < EXN (u,u) fir u € H.
(iii) (5@ (u,v)( < (K +1) V& (w,u)\/ED (v,v) fiir ue D(E), ve H.
(iv) € ARyu, \Ryu) < (K +1)2 & (u,u) fiir u e D (€).

4.12 Satz. Seien (Ry),5o und (£,D(£)) wie in Satz 4.7. Sei (L, D (L)) der Erzeuger
von (Ry)y\so- Dann gilt

(i) Firue H gilt: u € D(E) &  supyooEW (u,u) < co.
(1) D (L) ist dicht in D (E) und

lim & (ARyu — u, \Ry\u — u) = 0. (4.3)

A—00
(i1i) limy_yoe EN (u,v) = & (u,v) fiir u,v € D ().
Beweis. Zu (i): Sei uw € D (£). Nach Lemma 4.11 (iii) gilt
EN (u,u) < (K +1)%& (u,u)  fiir A > 0.

Sei nun u € H mit supy~ &M (u,u) < co. Nach Lemma 4.11 (ii) und wegen ||ARy|| < 1
gilt

sup &1 (AR u, ARyu) < 0.
A>0

Beachte, dass ARyu — u (stark) in H fiir A — oo. Wir wenden Proposition 4.10 an und
sind fertig.
Zu (ii): Sei u € D (). Nach Lemma 4.11 (iv) gilt

sup &1 (AR u, AR)u) < oc.
A>0
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Nach Proposition 4.10 existiert eine Folge (A, Ry, u), oy mit A — oo und der Eigenschaft,
dass die Mittel (in Proposition 4.10 heifen sie w,,) von A\, Ry, u stark gegen ein u € D (&)
konvergieren. Da A\, Ry, u € D (L) fiir alle n € N folgt, dass D (L) dicht inD (€) liegt. Die
Konvergenz (4.3) folgt aus Lemma 4.11 (ii) nach einem Approximationsargument.
Zu (iii): Folgt aus (i) und (i) (Ubung).
U

4.13 Satz. Sei (£,D (£)) eine abgeschlossene, koerzive Form auf einem Hilbertraum H.
Setze

D(L)={ueD(E)|v— & (u,v) ist stetig auf D (E) bzgl. der Norm auf H} .
Fiir uw € D (L) sei Lu definiert als das eindeutige Element in H mit
(=Lu,v) = & (u,v) fir allev e D(E).

Dann ist (L,D (L)) der Erzeuger der stark stetigen Kontraktionsresolvente, welche wie
im Satz 4.7 von (€,D (£)) ,erzeugt” wird. Der Operator (1 — L, D (L)) erfillt die Sektor-
bedingung und die Beziehung

D(L)cDE), &(u,v)=(—Lu,v) firueD(L), veD()

stellt einen bijektiven Zusammenhang zwischen solchen L (d.h. mit 1 — L erfillt die

Sektorbedingung) und abgeschlossenen, koerziven Formen (£,D (£)) dar.
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5 Dirichlet-Formen: Fortsetzung

Wir wiederholen Abschliefsbarkeit und Markov-Eigenschaft von Formen, dieses Mal al-

lerdings im Hinblick auf nichtsymmetrische Formen.

5.1 Definition. Sei (£,D (£)) eine positiv definite Form auf einem Hilbertraum H. Dann
heifst (€,D (£)) abschlieffbar, wenn (£°,D (€)) abschliefbar ist.

Bemerkung. o Wiederholung: (£°,D (£)) abschliefbar bedeutet, dass aus
E® (Up, — Uy, Uy, — Upy) — 0 mit ||uy,|| — 0

ES (up,un) — 0 folgt. Falls D den Abschluss von D (E) beziiglich \/E; bezeichnet
(also micht den Abschluss beziiglich || - ||m), so ist (£,D(E)) abschliefbar genau

dann, wenn die Inklusion D — H injektiv ist.

e Falls fiir einen Operator (A, D) gilt £ (u,v) = (Au, Av) fiir alle u,v € D, dann ist
(€,D) abschliefbar genau dann, wenn (A, D) abschliefbar ist.

o Fulls (£,D(€)) die Bedingung (SSB) erfillt, so ldsst sich nicht nur E° sondern
auch € in eindeutiger Weise von D (£) auf D fortsetzen. Falls D dicht in H ist,

so ist (€,D) die kleinste koerzive, abgeschlossene Fortsetzung von (£,D (€)). Diese
Form heifit Abschluss von (&€, D (£)).

5.2 Lemma. Sei (£,D (&)) eine positiv definite Form auf einem Hilbertraum H, welche
(SSB) erfiillt. Es gelte £ (v, uy) — 0 falls up,v € D(E) und |uy|| — 0. Dann ist (£,D (E))
abschliefSbar.

Beweis. Sei (uy) Folge in D (£) mit ||uy| — 0 und € (un, — U, Up, — Up,) — 0 fiir n,m —

oo. Dann gilt

IN

81 (un7 un) 51 (un — Um, un) + 51 (uma un)

IN

51 (un — Um, Un — um) + 51 (un — Um, um) +€1 (um7 un)

§\/51(un—um,un—um)\/gl(umvum)
— 0 firn — oo.
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5.3 Proposition. Sei (A, D (A)) ein negativ definiter Operator auf einem Hilbertraum
H derart, dass 1 — A die starke Sektorbedingung (SB) erfillt. Definiere fir u,v € D (A)

€ (u,v) = (—Au,v).

Dann ist (€, D (A)) abschliefbar.

Bemerkung. Proposition 5.3 ist offensichitlich, falls A symmetrisch ist. Der Beweis folgt
aus Lemma 5.2, da (£,D (A)) die Bedingung (SSB) erfiillt, wenn (1 — A) die Sektorbe-
dingung erfillt.

5.4 Proposition. Sei (£,D) eine positiv definite Form auf einem Hilbertraum H. Sei
(F,D) eine symmetrische, abschliefbare Form mit der Eigenschaft & =< F1 auf D, d.h.
es gibt ¢ > 0 derart, dass fir alle uw € D gilt

L (u,u) < Fy (u,u) < e (u,u).

Dann ist (£,D) selbst abschlief$bar.
Falls D dicht in H ist und fiir ein ¢ > 1 gilt

&1 (u,v)| < d\/Fi (u,u)\/Fi (v,v) Yu,v €D,

S0 st (8,5) eine abgeschlossene, koerzive Form auf H.

Im Folgenden sei X wie in Kapitel 1 ein lokalkompakter, separabler, metrischer Raum
und m ein nichtnegatives Borel-Maf, welches endlich auf Kompakta und strikt positiv auf
nichtleeren, offenen Teilmengen ist. Wir betrachten H = L? (X, m), wobei wir meistens
an L? (Rd,)\d) denken. Im Folgenden sind Relationen der Art <,> ,m-fast iiberall” zu

verstehen.
5.5 Definition. Sei R: L?(X) — L?(X) beschriinkt und linear. Dann erfiillt R die
Sub-Markoffeigenschaft, falls fiir f € L? (X) mit 0 < f < 1 gilt

0<Rf<1. (SME)

Eine stark stetige Kontraktionsresolvente (R)), besitzt die SME, falls AR fiir jedes
A > 0 die SME besitzt. Eine Halbgruppe (7}),., besitzt die SME, falls T} fiir jedes t > 0
die SME besitzt.

t>0
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Ein abgeschlossener Operator (A, D (A)) mit D (A) = L? (X) heift Dirichlet-Operator,
falls
(Au, (u—1)%) <0 fiir jedes u € D (A).

Bemerkung. e Fulls R die SMe besitzt, folgt aus f € L?(X), f > 0 auch Rf > 0.
e Dirichlet-Operatoren sind negativ definit.

5.6 Proposition. Seien (R)),., eine stark stetige Kontraktionsresolvente auf L (X)

mit zugehorigem Erzeuger L und Halbgruppe (1}),. Dann sind dquivalent:
(i) (R))ysq besitzt (SME).
(ii) (T});q besitzt (SME).
(111) L ist ein Dirichlet-Operator.
Beweis. Vgl. Prop. 4.3 in MR92. O

5.7 Proposition. Sei (£,D (£)) eine abgeschlossene, koerzive Form auf L* (X) mit zu-

gehoriger Resolvente (R)),~. Dann sind dquivalent:
(i) E(uNha,u—uANa)>0 firueD(E),a>0,uraecD(E).
(ii) E(ut Alyu—ut A1) >0 firueD(E), ut N1 €D(E).
(iii) E(u+ut AlL,u—ut A1) >0 firueD(E), ut AN1eD(E).
(iv) (R))y\sq besitzt (SME).
Beweis. Vgl. Theorem 4.4 in MR92. O

5.8 Definition. Eine koerzive, abgeschlossene Form (£, D (£)) auf L? (X) heift Dirichlet-
Form, falls fiir jedes v € D (&) gilt:

utA1eD(E),
E(ut+umALu—utAl) >0, (5.1)
8(u—u+/\1,u+u+/\1) > 0.

Bemerkung. e Falls €& symmetrisch ist, so ist (5.1) dquivalent zu ut A1 € D (£),
EwrALiut Al) <& (u,u).
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e Das Tupel (£,D(€)) heifft in der englischen Literatur auch manchmal ,Dirichlet

space”.

Wiederholung: Eine koerzive, abgeschlossene Form (£, D (€)) auf L? (X) heikt Di-
richletform, falls fir u € D (€) gilt

utAN1eD(E),
E(u+ut ALu—ut A1) >0, (5.2)
8(u—u+/\1,u+u+/\1) > 0.

Anstelle von (5.2) kann man auch andere verwandte Bedingungen betrachten:

Fiir jedes € > 0 existiert ein p.: R — [—¢,1 + ¢] derart, dass

. ()=t fir0<t<1,
0<@e(t)—pe(s)<t—s fiirt>s,

(5.3)
gogoueD(é’),
liminf & (u + @e o u,u F - ou) >0
e—0
oder
o (t) =t fiir0<t<1,
0< e (t)—pe(s) <t—s fiirt>s,
p:ou€D(E), (5.4)

liminf & (s 0 u,u — @- ou) > 0,
liminf & (u — ¢: 0 u, - o u) > 0.
5.9 Proposition. FEine koerzive, abgeschlossene Form (£,D(€)) auf L?(X) ist eine

Dirichletform genau dann, wenn sie (5.2), (5.8) oder (5.4) auf einer dichten Teilmenge
von D (E) erfillt.

Beweis. Vgl. [HR92] O

Beispiel. 1) Sei Q C R? offen, o € Ll (Q,dz), o > 0 da-f.ii. mit foadx > 0, falls
O c Q offen, O # (.

Seien g; € L} (9, dz) mit g; > 0 da-f.ii. fiiri € {1,...,d}. Wir wollen eine notwendige

loc
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Bedingung dafiir herleiten, dass die durch

gegebene Form (£%,C° () auf L? (2, 0 dz) abschliefbar ist.
Zunichst ist (€%, C2° (2)) symmetrisch, positiv definit und dicht definiert.

Definiere
R, = <(zeR 35>O:/ ol (y)dy < ooy,
B (z)NQ
Ry, = (zeR 35>O:/ 0, (y) dy < oo p.
B (z)NQ
Bemerkung. e Die Mengen R,, R; sind offen und o bzw. g; sind dx-f.i. positiv in
R, bzw. R;.

e Die Bedingung
0i =0 dx-fi. inQ CR; (55)

ist dquivalent zu
de > 0: / 0; ' (y) dy < oo da-fii. auf {o; >0} NQ.
B:(1)

5.10 Satz. FEs gelte zusdtzlich zu den obigen Voraussetzungen die Bedingung (5.5) fir
01, - .-, 04 und entsprechend fiir o und es gelte fRi\Ro dz = 0. Dann ist die Form (£°,C° (Q))
abschliefbar in L? (Q, o dx).

5.11 Lemma. Bedingung (5.5) sei erfillt fir o1,...,04 und o. Dann gilt

L*(Q,0;dz) C L}, (R;,dz) und
L*(Q,0dx) C Lj.(Ry dz).

Beweis. Seii € {1,...,d}, f € L*(Q, 0;dx), K C R; kompakt. Dann gilt

JAEEE

/ FlVave " do
Kn{ei>0}

1

} :
(/ ’f’QQid$> (/ g;ldm> < o0
Kn{o;>0} Kn{e;>0}
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nach Voraussetzung.
O

Beweis von Satz 5.10. Seien i € {1,...,d} und (u,) Folge in C2°(£2) mit u, — 0 in
Up) — 0 fiir n,m — oco. Wegen Lemma 5.11 gilt

L?(Q,0dx) und E° (up — U, Up —
uy, = 0in L} (Ry,dz). Es gibt v; € L? (9, g; dz) mit

(?;;’: —v; in L?(Q, g;dx),

also wiederrum mit Lemma 5.11

Oy, ,
82; —wv; in L, (R;,dz).

Wir zeigen nun noch v; = 0 (g; dz)-f.ii., woraus dann wie gewiinscht

E° (up,un) = 0 fiirn — oo

folgt. Sei ¢ € C2° (R; N R,). Dann gilt

/ viodx = hm / "“odr = — lim un@dx:Q
R; axz n—x Jp. 63:2
Also gilt v; = 0 da-f.ii. auf R; N R, und wegen fRi\Ro dz = 0 auch (g; dz)-f
|

Der Abschluss von (£%,C2°(Q)) ist dann auch eine Dirichletform, was wir kurz in

Beispiel 3) diskutieren.

Beispiel.  2) Seien Q C R? offen, a;; € L.
Seien o, ¢; € L} . (Q,dz) mit ;0 > 0 dz-f.ii. in Q und derart, dass (£5,C° (2))

(Q,dz) mit a;; = aj; fir 1 < 4,5 < d.
abschlieRbar in L? (2, 0 dx) ist, vgl. Beispiel 1).

Es gelte dz-f.i. in Q

d
Z 5@5] > Z Qz & V¢ € R, (5.6)

5.12 Satz. Setze fir u,v € C° ()
ou av

0= 3 [ g

1,7=1
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Unter den obigen Voraussetzungen ist (£,C0° (Q)) abschliefbar in L? (Q, o dz).

Beweis. Sei (uy,),, eine Folge in C2° (Q) mit u, — 0in L? (Q, 0 dz) und € (uy, — U, Up, — Up,) —

0 fiir n, m — oco. Wegen (5.6) gilt dann auch £° (uy, — U, Uy, — Up,) — 0 und wegen g; > 0

gilt fiir eine Teilfolge (uy, )

vgl. Beispiel 2). Mit Hilfe des Lemmas von Fatou folgt dann

d
, ) )
Plowm) = [t 32 (g ) g o )

— Up,) = 0 fiir n — oo.

liminf € (up, — un,,, up
k—o0

IN

Der Abschluss von (£,C2° (€2)) ist dann eine Dirichletform, vgl. Beispiel 3).

Beispiel. 3) Seien X = Q, Q c R% m ein Radon-MaR mit supp (m) = Q, k ein
Radon-Mafs auf Q, J ein symmetrisches Radon-Maf auf Q x Q\ A, wobei A =

{(z,z) |z € Q} mit

/]u(w) —u(y)f? J(dzdy) < oo fiir alle u € CZ(Q).
Seien fiir 1 <4, j < d v;; weitere Radon-Mafe auf €} mit

VK, K kompakt: v;; (K) = v (K) und

d
Z G&vij (K) >0 VEeR™

1,7=1

Setze fir u,v € C° (Q)

+ /Q wv dk. (5.7)

Dann ist (£,C2° (2)) eine dicht definierte, symmetrische, positiv definite Form auf
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L? (Q,m).

Falls (£,C° ()) abschlieRbar auf L? (€2, m), vgl. die Beispiele 1) und 2), so ist der
Abschluss (£,D (€)) eine Dirichlet-Form. Nachweis davon mit Hilfe von Proposition
5.9: Wir wissen, dass es zu € > 0 eine Funktion ¢. € C* (R) gibt mit

we: R—=[—e,1+¢], @(t)=t fir0<t<1,
0 < e (t) = -

pe(t)=14¢ flirt>142e, ¢ (t)=—e firt<—2e.

—_—

s)<t—s firt>s,

Fiir die Funktion gilt
E (e (u), e (u) < & (u,u).

Zur Bedeutung von Beispiel 3) fithren wir folgenden, wichtigen Satz an:

5.13 Satz. Sei (£,D (€)) eine symmetrische Dirichlet-Form auf L? (X, m) mit C° (Q) C
D (&). Dann ezistiert eine Darstellung von (£,C° (2)) der Form (5.7).

Beweis. Fukushima, Sec. 2.2 oder Fukushima / Oshima / Takeda, Sec. 3.2. O

5.14 Definition. Eine Dirichlet-Form (&€, D (£)) auf L? (X, m) heikt reguldr, falls C.. (X)N
D (&) dicht ist

(i) in D (&) beziiglich /&7,

(ii) in C.(X) bexziiglich || - ||oo-
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6 Markov-Ubergangsfamilien und

Dirichlet-Formen: Eine Einfiihrung

Zunichst sei X ein Hausdorff-Raum, B (X') die Borelsche o-Algebra und m ein o-additives
Radon-Maf. Eine Funktion
K: X xB(X)—1[0,00)

heift Kern, falls K (x,-) ein Maf fiir jedes x € X und K (-, A) B (X)-messbar fiir jedes
A e B(X).Sei f: X — [0,00) nichtnegativ und B (X )-messbar. Dann definieren wir

Kf(x) = /X f () K (z,dy). (6.1)

Ein Kern K heifst Sub-Markov-Kern, falls K (z,X) < 1 fir jedes z € X. Jeder Sub-
Markov-Kern K definiert iiber (6.1) einen linearen Operator auf dem Raum der be-
schrinkten B (X)-messbaren Funktionen X — R, welchen wir fortan mit B (X) bezeich-
nen.

Ein Sub-Markov-Kern heit Wahrscheinlichkeitskern, falls K (z,-) ein Wahrscheinlich-
keitsmals ist fiir jedes z € X.

Ein Kern K heiftt m-symmetrisch, falls

/(Kf)(év)g(fﬂ)m(dw)Z/ f(x) (Kg) (x) m (dz)
X X

fiir alle B (X )-messbaren, nichtnegativen Funktionen f,g: X — [0, 00).
Sei nun K ein m-symmetrischer Kern auf (X, B(X),m) und f € B (X) N L? (X, m).
Wegen (6.1) gilt
(K ) (x) < (K[) (2)

und es folgt

VK F o = /X (1) m(do) < [ (KF?) m(do)

X
— /Xf2 (z) K1m (dz) < HfH%Q(X,m)'
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Also liefert K einen beschrinkten, linearen Operator auf dem Raum derjenigen L? (X, m)-
Funktionen, welche wesentlich beschréinkt sind. Da dieser Raum dicht liegt in L2 (X, m),
konnen wir K zu einem linearen, symmetrsichen Operator mit Kontraktionseigenschaft
auf L? (X, m) fortsetzen.

Im Folgenden sei angenommen, dasss X ein polnischer Raum ist. (Ein separabler,
topologischer Raum ist polnisch, wenn es eine mit der Topologie vertriagliche Metrik d
gibt, sodass (X, d) vollstindig ist. Abgeschlossene und offene Teilmengen von polnichen
Riumen sind selbst polnisch. Ubung: Zeige, dass (0,1) ein polnischer Raum ist.)

Jedes endliche Maf auf einem polnischen Raum ist regulér.

6.1 Definition. Eine Familie (F;),-, von Sub-Markov-Kernen F; auf (X, B (X)) heift
Ubergangsfamilie auf (X, B (X)), falls gilt:

(a) Py (Pif) = Psyf fiir alle s,t > 0 und f € B (X).

(b) Fiir jede Menge A € B (X) ist die Abbildung (t,z) — P; (z,A) B(]0,00)) x B(X)-
messbar.

(c) Fiir jedes x € X gilt Py (z,-) = 0.

(d) limyo P f () = f () fur alle f € Cp (X), z € X.

(Pr);>o heift Ubergangswahrscheinlichkeit, falls fiir jedes t > 0 P, ein Wahrscheinlich-

keitskern ist.

Gegeben eine Ubergangsfamilie (Pt)tzm so definiert

R)\f(a:):/oooe_)‘tPtf(x) dt, fe B(X), A\>0, z€ X

eine Resolvente auf X.

6.2 Lemma. Sei ()5, eine Familie von Sub-Markov-Kernen, welche a) und b) aus
Definition 6.1 erfillen. Fiir ein o-endliches Maf m auf X sei P, m-symmetrisch fiir jedes
t > 0. Sei fiir t > 0 Ty der lineare, symmetrische Operator auf L? (X, m), welcher von P,

erzeugt wird. Dann ist (Tt)tZO eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass Cp (X) N L? (X, m) dicht in L? (X,m) liegt. Da m o-endlich
ist, ist es ausreichend, diese Aussage nur im Fall, dass m endlich ist, zu beweisen. Wir
zeigen, dass zu e > 0 und A € B(X) und f = I4 eine Funktion g € Cj, (X) N L? (X, m)
existiert mit

1f = gllz2(x,m) < Ve
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Da m regulér ist, existieren zu € > 0, A € B(X) zwei Mengen K € B(X), U € B(X),
K kompakt und U offen mit K C A C U und m (K \ U) < e. Setze

d(z,U°)
9@ = T T d@ )

dann ist g € Cy (X) N L? (X, m). AuRerdem gilt

”g_HAH%Q(X,m) = /(Q—HA)2 dm:/ +/ +/
X Uc U\K K
\_6’ ~~

=0
< / 1m(dz) <e.
U\K

Mit Hilfe des Resultats kann man nun zeigen, dass (73),, stark stetig ist. Die anderen
Eigenschaften sind bereits klar.

Seien f € L* (X, m) und & > 0. Sei g € Cy (X) N L* (X, m) mit || f — gl z2(x,m) < €. Es
gilt

\Tef = flleexmy = (Pig—9,Pig—9g) = (Pg, Pig) + (9,9) — 2(g, Prg)
2|9l 72(x,my — 2(9, Pr9) -

IN

Wegen d) folgt dann |[P.g — g|12(x,m) — O fiir t — 0.
O

Im Ergebnis kénnen wir nun schliefen, dass eine m-symmetrische Ubergangsfamilie
(Pt)y>o auf (X,B(X),m) eine eindeutig bestimmte Kontraktionshalbgruppe (7}),s, auf
L? ()E, m) festlegt: Die Resolvente (Ry),<q von (1}),s ist die eindeutige Fortsetzm;g der
zu (P;),~, gehorenden Resolvente (die oben auch ]%)\ hieR) von B (X) N L?(X,m) auf
L2 (X, m).

Des weiteren gilt dann fiir f € B (X) N L? (X, m)

RyxfeD(E) und &\ (Raf,v)=(f,v) firveD(E), (6.2)

wobei (£,D (€)) die zu (T}),~, gehorige Dirichlet-Form ist auf L? (X, m) ist.

Falls die Resolvente einer _Ubergangsfamilie (P;);>o Eigenschaft (6.2) besitzt fiir eine
Dirichlet-Form (&,D (£)), so ist diese bereits diejeni_ge, die zu (7}),~, gehort.

Sei A > 0 und (€2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei 7: ~ (0,00) messbar. 7
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heifst exponential verteilt zum Parameter A, falls
_ _ _—As
P(r > s) Q_quemT@pwp)_e

< = /:o Ae M dt).

Es gilt

Eﬁ)(z‘éﬂumm):i

Vorstellung: 7 ist eine Wartezeit / Ankunftszeit. Interessante Beobachtung:

P(r>t+s,7>t)
P(r>t)
ef)\(t+s)

= —eM=P(r>s),

Pir>t+s|t>t) =

d.h. die zuféllige Zeit T hat kein Gedéchtnis. Eine messbare Funktion N: 2 — N, d.h. N

ist Zufallsvariable, heifst Poisson-verteilt zum Parameter \ > 0, falls

A=A
P(N =k) = X
Es gilt
> nAe
E(N)=) =)
n=0 ’

Wir definieren nun zwei Sprungprozesse:

(1) Sei (7)jey eine Folge unabhéngiger, zum Parameter A > 0 exponential verteilter
Zufallsvariablen. Wir definieren nun rekursiv eine Folge (T}), oy von Zufallsvariablen
durch

Ty = 0,
Tpr1 = Tip+ 7%

(Zur Vorstellung: Sei 7, ist die Wartezeit von Kunde k zum Kunden k + 1, so ist T},

die Gesamtwartedauer bis zum Eintreffen des k-ten Kunden.) Nun definieren wir fiir
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N(@#) = Y Ip<y =max{k>0|T; <t}
k=0

= Anzahl der Kunden bis zum Zeitpunkt ¢".

Fir N (t) gilt dann

At
P(N(t)=k) = (M7 —x (6.3)
Den stochastischen Prozess N (N héngt ab von ¢ und w € Q) nennt man Poisson-

Prozess zum Parameter \.

Sei S ein abzdhlbarer Zustandsraum, z.B. ein Graph oder Gitter. Sei K = {k (z,y)}

eine Matrix mit Zeilensumme 1, also eine Ubergangsmatrix. Sei (E,), oy die zuge-

hérige zeitdiskrete Markov-Kette. Sei (IV (¢)); ein Poisson-Prozess zum Parameter
A. Wir nehmen an, dass die beiden Prozesse (Ej),cy und (N (t));>o voneinander

unabhéngig sind. Setze fiir t > 0
Xt = Enq.

Hierbei sind einige ,,Spriinge”, die keinen Zustandswechsel bedeuten, ebenfalls mog-

lich, da nicht notwendigerweise k (z,x) = 0 gilt. Es ist
PX(t)=ylX(0)=2) = P(Eny=y|E=x)
= > P(BE,=y,N(t)=n|Ey=u)
n=0
— S Pyl B =x)P(N () =n)
n=0

(6-3) i ()‘t)nef)\tkn (x y)

n!

n=0
wobei k™ (z,y) der entsprechende Eintrag der Matrix k"™ = k- - - k ist.
1
n-11a.

Seien X ein lokal kompakter, separabler, metrischer Raum und @) ein Wahrschein-
lichkeitskern auf X x B(X), wobei B(X) die Borelsche o-Algebra ist. Es gelte
Q (z,{z}) =0 fiir alle x € X. Sei A\: X — (0,00) B (X)-messbar. Wir wollen einen

zeitkontinuierlichen Prozess (X}),~ definieren bzw. konstruieren, der folgendes mo-
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delliert:

Ein Partikel starte zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkt xy € X. In diesem Punkt wartet
das Partikel T} Zeiteinheiten, wobei T exponential verteilt mit Paramter X (x¢) ist.
Im Zeitpunkt ¢t = T} springt der Prozess in einen Punkt 21 € X gem#&f der Verteilung
Q (xo, ). Dort wartet deas Partikel T Zeiteinheiten und springt anschliefend in einen
Punkt xo geméh der Verteilng @ (x1,-), wobei T exponential verteil mit Parameter
A (xq) ist.

Eine Worte zur Konstruktion des Prozesses: Seien F' = X X [0,00), F = B(X) x
B([0,00)), Q = FNo_ G = FNo_ Im Folgenden betrachten wir die Riume (F,F) und
(©2,9).

Fiir w = (zp,tn),>( setze

Y, (w) = (zp,tn),
Zn (W) = xp,
(W) = T,

woraus Y, = (Z,,7,) folgt. Die Abbildung Y: Ny x @ — X X [0, 00) heift Koordi-

natenabbildung. Nun definieren wir einen Markov-Kern 7 auf (F, F) iiberionecsu

0, falls s < t,

7 (z,t;dyds) =
Q (z,dy) A (z) e M@= g5, falls s > ¢.

Der Satz von Ionescu-Tulcea liefert zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaf ~ auf (F,F)
ein Wahrscheinlichkeitsmafs P? auf (€2, G) mit

P (Yn+1 € A|YV0aaYn) = / W(ZnaTnQdde)'
A
Falls v = 0(4,0), so schreibt man P7 = P*. (Y},), oy ist nun ein zeitlich homogener

Markov-Prozess auf (©2,G,P7). Man zeigt nun

e PV (7,41 < 7,) =0 fiir alle v und alle n.
e PV (Z,41 = Z,) =0 fiir alle v und alle n.
o P? (19 =0) =1 fiir jedes x.

Sei nun

Q= {we Q| Zyy1 # Zp, Tny1 > Ty fiir alle n € Ny79 = 0} .
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Dann zeigt man weiterhin
O eg, P* (Q/) =1 fiir alle z.

Wenn G’ die ,,Spur” von G auf ' ist, so ist (Yn)neNo dann ein Markov-Prozess auf
(Q,G',P) mit J(, ¢y als Startverteilung. Der Einfachheit halber schreiben wir nun

wieder Q anstelle von €', also

Q = {(xnatn)n20‘0:t<tl<"'<ti—1<ti<"'7xn+17éxn}7
g = U((Yn)neN)

und betrachten Mafe P* auf (£2,G). Wir definieren nun (endlich) den gesuchten
Prozess X' = (&%), wie folgt:

Fiir w € Q sei € (w) = limy—y00 7 (w). Sei A ¢ X (sog. Friedhof). Setze

Zn (w), fir 7, (w) <t < Ty1 (W),

X —
() A, fir £ (w) <t

6.3 Satz. (X, P?)>0, ist ein Markov-Prozes auf X (vgl. Satz 12.4 in BG6S).

reX
Zuriick zur Ausgangssituation: Falls A (z) = 1 fiir alle z € X, so gilt fiir die Verteilung
von X; nach genau k Spriingen

n "
P (z,dy) = —e QM (z,dy),

wobei Q) (z,dy) = 6, (dy). Fiir die Ubergangsfamilie ergibt sich
00 m - .
(z,dy) = ZP (z,dy) = Zme tQM (z,dy).
n=0

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, d.h. X ist nicht notwendigerweise konstant.
Fiir die Resolvente, welche zur Ubergangsfamilie des wie oben skizzierten, konstru-

ierten Prozesses gehort, gilt

Rof (2) = Z XQH Q(")(ﬂc dy)

f ()

ara@ Qa (2, Raf), (6.4)
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wobei a > 0, f B (X)-messbar und nichtnegativ,

Qu (o) = 250 Q o).
Es gilt
Qa0 = 250 [ Raf ) Qo).

Q™) (r,A) = /Q (s,A) QU1 (r,ds) firaller,s > 0,4 € B(X).

Zusammenhang:

/ e~ (x,0; A,ds) = QM (x, A).
0

Wir nehmen im Folgenden an, dass es ein o-endliches Maf mg auf B (X) mit supp (mg) =
X gebe mit
Q (x,dy) mo (dz) = Q (y, dz) mo (dy) -

Setze

m (dz) = mo (dx) .

1
A(z)
myg heiltt dann ,symmetrisierendes Mafs” und m heiflt ,speed measure”. Wir zeigen,

das der Prozess X m-symmetrisch ist, was soviel bedeutet wie

/ f (%) Rag (z) m (dz) = / 9() R f () m (dz)
X X

fiir alle @« > 0, f, g nichtnegativ und B (X )-messbar.

6.4 Lemma. Seien o > 0, k € Ny und f,g B (X)-messbar und nichtnegativ. Dann
qilt

[ 10 (5 ) @man = [ s@e (715) @ ms).
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Beweis. k =0 ist klar. Fiir £ =1 gilt

_ 9(y)
m (dz) = Xf(ﬂ:)/)(a+)\( )Qa(az ,dy) m (dx)

A2) Q (x,dy) m (dz)

Ay) @ (y,dz) m(dy) durch Symmetrie

Sy () @ () m ()

O
Wiederholung;:
A X — (0,00), } = (x)
Q (z,dy) =
und
Q (z,dy) mo (dz) = Q (y, dzx) mo (dy)
1 (6.5)
m(dz) = mmo (dz).
Konsequenz aus Lemma 6.4:
[ i@ m (o) = [ (@) (Raf) () m (do).

6.5 Satz. Die Funktion \ sei beschrankt und es gelte (6.5). Dann gilt fir die zu dem Mar-

kouprozess X bzw. zu seiner Ubergangsgruppe (Pt)>0 gehdrende Dirichletform (€, D £€))
auf L? (X, m)

D(E) = L*(X,m),
E(uv) = / / v () — v (1)) Q (. dy) mo (dy).

Beweis. Zu zeigen ist fiir f € L? (X, m)

lim a(f—aRaf,f)Lz(X,m) =&(f, f).

T—00
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Zuniichst gilt fiir f € L? (X, m)

e Wegen f € L?(X,m) folgt

| @ i@ @y m (o)

_</X/X|fx|)\x (z,dy) m ><//|f )N (z) Q (x,dy) ())é
g/X|f<as>|2A<x>m<dw><

e Im Folgenden sei R, die zu R, gehérende L*-Resolvente. Wir wissen, dass

R, f = fllz2(xm) — 0

fiir @ — oo. Also gilt

lim

a%o//f ﬁ R, )—f(y))/\(m)Q(m,dy)m(dx)

<hmsup(//|f A (@) Q (x,dy) m (dz)
-/X/X(aRaf -1 A@ Q(w,dy)m(dw)f
Scﬂ%g§p</ /(aRCfx —fafzkw Qﬁmdw7n@w0%

= c1 lim sup (/ laR f (z (z) m(d ))é

=0.
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Mit dieser Beobachtung folgt nun
Jim o (f = aRaf, f)r2(xm)
:(}Lrgoa<< a—i-)\/R fly xdy)>’f>L2(X,m)
:/X|f<$>|2x<x> 0= lim [ [ 5@ =557 02Q @ d) m(da)
- [ r@rae m(dx)—/X/Xf(w)f(y) Q (x,dy) mo (da)
=5 [ [ 7@ =) Qo) mo ).

wobei wir fiir die Konvergenz benutzen, dass aus (6.4) (vgl. Seite 81)

Flara) @) = (254 - 55 ) £ ) - 0Qu o Raf) 0)

folgt.

O

Falls @ ein Sub-Markov-Kern ist und nicht @ (z, X) = 1 fiir alle z gilt, so kann man
Q@ zu einem Makorv-Kern auf (X U{0},B (X U{0})) wie folgt fortsetzen:

Qx,{0}) = 1-Q(=X),
Q0,{9}) = 1L

Wenn man A (9) = 0 setzt, so kann man wie oben einen Markov-Prozess X’ definieren
der m-symmetrisch ist. In diesem Fall gilt fiir f € L? (X, m)

Jm a(f = Raf Do = 5 [ [ ()= £ ) Qavdy) mo da)
/X £ @) (1 Q (2, X)) mo (da).
6.1 Der translationsinvariante Fall

Fiir zwei endliche Mafse u, v ist die Faltung definiert iiber

(n*v)(A) = /]Rded Ia(z+y) p(de) v(dy) fur AeB.
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6.6 Definition. Eine Familie (14),., von Wahrscheinlichkeitsmafen auf RY heikt stetige
symmetrische Faltungshalbgruppe, falls vy = g

(i) v *xvs = vy fiir s, > 0.
(ii) v (A) =1 (—A) fiir t >0 und A € B (R?).
(iii) limy ¢ = do im Sinne der vagen Konvergenz (d.h. getestet mit Funktionen Cj, (R%)).

6.7 Satz (Lévy-Khinchin). Jede stetige symmetrische Faltungshalbgruppe (v¢);>q ldsst

sich eindeutig darstellen in der Form
v (dz) = / @Yy (dy) = e @ it
R4
1
vie) = gSno+ [ (1 cos((ew) ),
R4\ {0}

wobei S eine nichtnegativ definite, symmetrische Matrixz und J ein symmetrisches Maf
auf R\ {0} mit der Eigenschaft

2
/ i 5 J (dr) < oo & / min <1, ]ac]2> J (dz) < o0
R\{0} 1 + [2] R\ {0}

ist. 1 heif§t Lévy-Ezponent und J heifst Lévy-Maf, wobei man hdufig J durch J ({0}) =0
auf B (Rd) fortsetzt.

Setze P, (z,B) = vy (B — x). Wie sieht die zugehorige Dirichlet-Form (£,D (£)) aus?
Finde Beispiele fiir J (dz) = g (z) dz, sodass J ein Lévy-MaR ist.
In diesem Setup gilt

(P @ = [ Fa+9) mn)

und (F;),~ ist eine Ubergangsfamilie in unserem Sinne.

6.8 Proposition. Fir die zu (Pt)t20 gehorende Dirichlet-Form gilt

£ (u,v) = /R (@) @ () do,

wobei

D(&) = {u € L2 (Rd>

[ i@l @) de < oo
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Beweis. Es gilt Pu(z) = vy (x) 6 (z) = e ®@q (2). Mit Hilfe der Parseval-Identitit
folgt

_ e tb(a)
Y= P = [ i <71 - )dx/ [a@re @ an
R4 Rd

Die Dirichlet-Form (£,D (€)) ist translationsinvariant, da fiir u € R? fixiert und u, () =
u(z+y) gilt: € (uy,uy) =€ (u,u).
Wiederholung:

(B @) = [ TN (Pf) (@) da

0

Fiir die zu (/%),5, gehorende Resolvente (R)),- gilt

(B @) = [ FGet) o) mit ()= [N () a

Mit Hilfe der Resolvente oder aber direkt mit Hilfe der Dirichlet-Form zeigt man nun,
dass (£,D (£)) eine regulire Form auf L? (R?Y) ist. D () N C, (RY) liegt dicht in C, (RY)
beziiglich | - lso und D (€) N C,. (R?) liegt dicht in D () beziiglich V&.

O

Spezialfall 1: Sei nun (1) eine symmetrische stetige Faltungshalbgruppe mit J = 0
und S = Id (dz,d). Dann gilt ¢ (z) = 3 |z|* und

v (dx) = ( ! 635) dz.
(2t)

(V][ ~%

Es ergibt sich

E(u,v) = VuVode,
R4

DE) = H <Rd> .

Spezialfall 2: Sei (1) eine symmetrische stetige Faltungshalbgruppe mit S = 0. In
diesem Fall gilt

e = [ [10©OF (1 cos(eh)) T (@h) d.

Sei h € R? fixiert. Die Abbildung z + g, (x) = u(x + h) — u(z) besitzt die Fourier-
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Transformierte & — @ (&) (e 4&M — 1). Aufgrund der Parseval-Identitéit gilt also

//ygy J (dy) dm—2//]u (1= cos (€, b)) d¢ J (dh).

Also gilt fiir die Dirichlet-Form

£(uv) = %//(u(w—l—h)—u(m))(v(m—i—h)—v(m))J(dh)dx,
DE) = {u€L2<Rd>‘€(u,u)<oo},

vgl. die Form aus Abschnitt 6.2. Einerseits war J (dh) dort abhéngig von x, J (dh) >
Q (z,dh), andererseits aber war @ (z, A) immer endlich (sogar < 1). Hier ist nun J (4) =
oo problemlos moglich, z. B. fiir J (dh) = |h|~%? dh fiir 8 € (0,2), woraus J (B (0))
oo fiir alle € > 0 folgt, falls g € (1, 2).

6.2 Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie im

Zusammenspiel: Transienz

Sei (P;);> eine Ubergangsfamilie und (7}),., die dazugehérige stark stetige Kontrakti-
onshalbgruppe auf L? (X, m). Setze fiir f € L' (X, m) mit f > 0 m-f.i.

(RF) (x) = /0 (Bf) (z) da

den sog. Potentialoperator oder die Resolvente nullter Ordnung.

6.9 Definition. (T3),. heikt transient, falls Rf < oo m-f.il. fiir alle f € L' (X, m) mit
f>0mAfi.

6.10 Satz. Sei (1), eine symmetrische stetige Faltungshalbgruppe auf R? und (P)i>0

(T}) >0 wie oben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) (T});~q ist transient.

(2) w(K) < oo fiir alle K C RY kompakt, wobei w (A) = [~ 14 (A) dt.
(3) [y (Bif, f) dt < oo fiir alle f € C. (]Rd).

(4) Zu jedem Kompaktum K C R? eristiert cx > 1 derart, dass fiir alle f € D(E) N
Ce (K)

[ 1@ dz < 0BT
K
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(5) (w ) (w)_1> e Ll (RY).

Beispiel. (a) ¢ (z) = |z|°, ¥ ()" = |2| 7. Bedingung (5) ist erfiillt, falls d > 3.
Bedingung (4) lésst sich leicht iiberpriifen durch die Poincaré-Ungleichung fiir d > 3:
Jic |71 < e [y IV 12

(b) ¢ (z) = |z|°. Bedingung (5) ist erfiillt, falls d > §.

(c) X =R4, S =0, A\ =1 (Wartezeit aus 6.2), Q (z, B) = J (B — z), mo =Lebesgue-

MaR, J ({ex}) = J ({—ex}) = 5 fiir k €{1,...,d}, wobeie, = (0,...,0, 1, ,0,...

k-te Stelle
Der Prozess X entspricht der Standard-Irrfahrt.
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