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In meiner Ausarbeitung ’Grundbegriffe der Stochastik I’, geht es dar-
um die folgenden Begriffe fiir die nichsten Kapitel einzufiithren.
Auf den néichsten Seiten finden sich Definition und Eigenschaften
von Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, Vari-
anz und Unabhéngigkeit. Weiter sind diese anschaulich an ver-
schiedenen Beispielen erklért.
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1.1 Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeit & Erwartungswert
1.1.1 diskrete Zufallsvariablen

Am Beispiel eines Wiirfels, sind diskrete Zufallsvariablen schnell erklért:
Die Zufallsvariable nimmt einen Wert aus der Menge der moglichen Ereignisse
{1,2,3,4,5,6} an. In jedem Fall mit der Wahrscheinkeit 1/6.

Verallgemeinert heifit das, dass die diskrete Zufallsvariable X Werte aus {z1, 22, z3, ...

mit der zugehérigen Wahrscheinlichkeit (p1, pa, p3, ..., pm) annimmt.
Man schreibt:
P(X = CE,L') = Pi-

Das heift, die Zufallsvariable X nimmt mit der Wahrscheinlichkeit p; den Wert
Z; an.

Definition: Der Vektor (pi, ..., pm) heilt Wahrscheinlichkeitsverteilung von
X, falls

gilt.

Erwartungswert von X
Der Erwartungswert von X ist definiert durch

m

E(X) = Z%pz

Fiir das Wiirfelbeispiel gilt beispielsweise
BE(X)=15+2; +35 +45 +55 +65 =3,5.

Beispiel: Bernoulli Zufallsvariable
Sei X = 1 mit der Wahrscheinlichkeit p
und X = 0 mit der Wahrscheinlichkeit (1 — p)
Dann heifit X Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p und hat die Eigen-
schaft, dass
E(X)=1%xp+0x%(1—p)=p.
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1.1.2 kontinuierliche Zufallsvariablen
Kontinuierliche Zufallsvariablen X nehmen Werte in R an und kénnen durch

ihre Dichtefunktion charakterisiert werden.

Definition: f(x) heifit Dichtefunktion, genau dann wenn die folgenden FEi-
genschaften erfiillt sind:

(x) >0vVz e R

/ fla)dz = 1.

Definition: Eine kontinuierliche Zufallsvariable X besitzt die Dichte f, falls
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {a < X < b} durch Integration von f
bestimmt werden kann, d.h. fiir alle a < b gilt:

P(angb):/bf(a:)dx

Erwartungswert von X
Der Erwartungswert von X ist definiert durch

Im Allgemeinen existiert dieses Integral nicht immer.

Beispiel: Gleichverteilung
Sei X eine Zufallsvariable mit

f(x){ (B—a)™t : a<x<p,

0 : sonst,

dann sagt man, dass X iiber («, 8) gleichverteilt ist, d.h. X nimmt nur Werte
zwischen o und S an und es ist gleich wahrscheinlich, dass irgendein solcher
Wert angenommen wird.
Es gilt:
B 1 B
P(a<X<ﬁ)=/ f(a:)dxzi/ ldr =1.
« ﬁ —a Jy
Man schreibt: X ~ U(q, 8).



Betrachten wir nur ein Intervall [zq,22] auf [, 8] mit @ < 21 < 22 < 3,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass X € [z1,z2] gerade die verhéltnisméBige
GroBe des Intervalls:

B T2 B 1 T2 B 1 J;z_x2_x1
P($1<X<l‘2)—/xl f(ac)dw—ﬁ_oé/m1 1dx—ﬂ_a[x]xl_ o

Der Erwartungswer von X ist dann gegeben durch:

:ﬂia/ rdr
1 1,
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Eigenschaften von E(X)
Durch kombinieren zweier Zufallsvariablen X und Y kénnen wir neue Zufallsva-
riablen erzeugen, z.B.

X +Y, X% +sin(Y) und exp(vVX +7Y)

sind wieder Zufallsvariablen.
Zwei fundamentale Eigenschaften fiir alle X und Y sind:

E(X +Y) = E(X) + E(Y),

E(aX) =aE(X).
Beweis der zweiten Eigenschaft (im kontinuierlichen Fall):

oo

E(ch):/Oo axf(x)dx:a/ z f(z)de = aE(X)

— 00 — 00

Die erste Gleichheit folgt aus: Wendet man auf eine kontinuierliche Zufallsva-
riable eine Funktion h(x) an, dann ist der Erwartungswert

oo

E(h(X)) = / h(x) f(x) d.

— 00



1.2 Unabhingigkeit

Definition: X und Y heiflen unabhéingig, genau dann wenn
B(g(X) h(Y)) = E(g(X)) E(h(Y)) Vg, b : R — R
Sind g, h die Identitdtsfunktionen, dann gilt insbesondere
E(XY))=E(X)E(®Y).
Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir abhéngige Zufallsvariablen.

Definition: Sei X = X7, X5, X3, ... eine Folge von Zufallsvariablen.
X heifit unabhingig und identisch verteilt, wenn

(i) Im diskreten Fall haben die X/s die selben moglichen Werte
{z1,..., Ty} und Wahrscheinlichkeiten (p1, ..., pm)-

Im kontinuierlichen Fall haben alle X!s die selbe Dichtefunktion.

(ii) Die Werte einer Teilmenge der X/s sagen nichts iiber die restli-
chen X/s aus.

Fiir ,unabhingig und identisch verteilt* schreibt man kurz i.i.d. (independent
& identically distributed).

Aus Xl,XQ,Xg, ... sind i.i.d. folgt E(X7 X]) = E(XZ) E(X]) fir ¢ #] (paarwei—
se unabhingig).



1.3 Varianz

Die Varianz einer Zufallsvariable ist definiert durch
var(X) = B(X — E(X))?).

Die Varianz gibt uns die Hohe der Schwankungen um den Erwartungswert an.
Eine dquivalente Definition ist:

var(X) = B(X?) — E*(X).

Beweis:

var(X) = B((X — E(X))%)
(X? - 2XE(X) + F*(X))
(X?*) - EQXE(X)) + E*(X)
(X?) —2E%*(X) + F*(X)
(X?) - E*(X)
Eigenschaften der Varianz
(i)

var(a X) = o var(X)

Beweis:

var(a X) E((aX)?) - F*(a X)
= (a X?) - ( X)E(aX)
= o’ B(X?) - o® B(X) E(X)
=a2 (B(X?) - EQ(X))
= a?var(X)

(ii) Fir X, Y unabhingig gilt:

var(X +Y) = var(X) + var(Y)

Beweis:

var(X +Y) (X+Y)) - E*(X+Y)
X2 42XY +Y?) - E*(X +Y)

E(
B(
=E(X?)+2E(XY)+E(Y?) -EBEX+Y)E(X+Y)
= E(
= B(
= E(

)
X?) 4 2E(XY) + E(Y?) — (E%(X) +2E(X)E(Y) + E*(Y))
X% +2E(XY) + E(Y?) - E*(X) - 2B(XY) — E*(Y)
X?) - E*(X)+ E(Y?) — E*(Y)

var(X) +var(Y)



(iif)
var(a+ X) = var(X)

Beweis:

var(a + X) E((a+ X)?) — E*(a+ X)
E(a? +2aX + X?) — (E(a) + E(X) E(a) + E(X))
E(a?) +2E(aX) + BE(X?) — E*(a) — 2E(aX) — F*(X)
o® 4+ B(X?) - a? - F*(X)
B(X?%) - E*(X)
var(X)

Die Standardabweichung von X ist die Quadratwurzel der Varianz:

std(X) = y/var(X).

Beispiel: Bernoulli Zufallsvariable (2)
Sei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p und E(X) = p, wie im
obigen Beispiel. Dann gilt

_ > [ (1=p)? : mit Wahrscheinlichkeit p
(X - BE(X))" = { p? 1 mit Wahrscheinlichkeit (1 — p).

= var(X) = E((X — E(X))?%)
=(1-p’p+p°(1-p)
=p—7p’

=p= % maximiert die Varianz



Beispiel: Gleichverteilung (2)
Sei X ~U(a, B), E(X) = O‘—Jgﬁ und f(x) wie oben.
Zur Berechnung der Varianz bendtigen wir noch E(X?).

E(X?) :/Oo 22 f(z)dx

o0

LA |
aﬁfa

1 B
:ﬁ—a/ 2% dx
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(63—a3+a25—a26+ﬁ2a—62a)
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(@®+apf+B)(8-a)
8-«

=< (®+aB+ 57

=0+ 22dr+0
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Aus B(X) = 942 = E2(X) = oftafss”

Damit folgt dann:

var(x) =t agﬁ +8%)  (0®+ 0;5 +6)
(4a? + 4a B+ 48 — 3a? — 608 — 33?)
12
(a? —2a 8+ 3?)
12
_ (B-a)?
12

Zum Vergleich: Sei Y7 ~ U(—1,1) und Y3 ~ U(—2,2), dann haben Y; und Y3
zwar den selben Erwartungswert, aber Y3 hat eine hohere Varianz (Schwankung
um E(Y;) =0):

var(Yy) = (_é) = %



1.4 Exponentialverteilte Dichtefunktion
Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Dichtefunktion

Ae ™ o x>0

f(x):{ 0 : z<o0.

X heiflt exponentialverteilt mit Parameter .

1.4.1 Erwartungswert von X

E(X) :/Ooxf(x)dx
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= O+/ z e M dx
0
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Der erste Limes geht gegen Null, da e~** schneller gegen Null geht,
als -x gegen —oo.
Das der zweite Limes gegen Null geht ist klar, da -

—, eine Konstante ist.



1.4.2 Varianz von X

Zuerst brauchen wir noch:
E(X?) = / 22 Ne ™ dx
= )\/ 22 e M dx
0

1 o 1
= A([2? = e AT — /0 236—)\ e dx)

2 oo
= [z2 e ] + X / x e M d.
0

Das iibrige Integral ist wieder unser Erwartungswert von oben, also %

2 o 21
= [z267>‘z]8°+x/0 z e M dx :[x2e*”]8°+xx
2
_ 2 _—Axjoco
—[l‘ (& ]0 +F
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Daraus folgt:

var(X) = B(X?) - E*(X)
— 2 1 2
=2 &)

1
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