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Aufgabe 1.
Seien (X, d,) eine Familie von metrischen Rdumen und

X = H Xn ={(@n)nen | zn, € X, fiir n € N}
neN

das kartesische Produkt der Mengen X,, n € N.

a) Setze
S dp (0, Yn)
d: X x X SR, (z,y) s § 27 n&nbn)
@) 2 2 T )
Beweisen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist. (2 Punkte)
b) Beweisen Sie, dass (X, d) genau dann vollstindig ist, wenn (X, d,) fir alle n € N vollstindig ist.
(2 Punkte)
Aufgabe 2.
Der Raum t}, ist definiert durch:
o
g = {(n)nen | Z |2p| < oo}
n=1
Fiir x = (zp)nen € % setze
n
el = sup |3
neN ;
Beweisen Sie, dass ({g, || - ||) ein normierter Raum ist. (2 Punkte)
Ist (ts, || - ||) ein Banchraum? Beweisen Sie es oder konstruieren Sie ein Gegenbeispiel (2 Punkte)
Aufgabe 3.
Die tf, Riume sind definiert durch:
oo
O = {(@n)nen | Y lanf’ < oo}, pel,c0)
n=1
und
(% = {(xn)nen | sup |z,| < oo}
neN
Fiir welche s € R und p € [1,00] gilt (n®)nen € O ? (4 Punkte)



Aufgabe 4.
Sei (X, B, ) ein Mafraum mit einem endlichem Maf . Sei (Y,d) ein metrischer Raum. Wir setzen:

M(B,d):={f: X =Y | f ist B/B(Y)-messbar}

und

. _ [ _d(f.9)
Dy: M(B,d) x M(B,d) R,  Du(f,q) '_/1+d(f,g) dp.
a) Beweisen Sie, dass D,, eine Halbmetrik auf M(B,d) ist.
(1 Punkt)
b) Beweisen Sie, dass eine Folge (fn)nen in M(B,d) genau dann im Mafi u gegen ein f € M(B,d)
konvergiert (d.h. p(d(f, fn) > €) = 0), wenn lim, oo D, (f, fn) = 0 gilt.
Hinweis: Betrachten Sie

g g
] +€u(d(fn,f) >e) = / du
{d(fn.f)>c}

£ monoton steigend ist.

und nutzen Sie aus, dass die Funktion x — 7

(2 Punkte)

¢) Betrachten wir die Aquivalenzrelation
f~g:= f=g p-fast iiberall

dann ist (M(B,d)/ ~, D,,) ein metrischer Raum (kein Beweis nitig!). Zeigen, Sie dass unter der zu-
sdtzlichen Annahme, dass (Y, d) vollstindig ist, (M (B,d)/ ~,D,) ebenfalls vollstindig ist.
(1 Punkt)



