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Aufgabe 1.

Sei Ω ⊆ Rn eine o�ene, beschränkte Menge und V ∈ L1(Ω) mit V > 0. Beweisen Sie, dass durch
◦
H1,2
V := {f ∈ ◦H1,2 |

∫
V f2 <∞} und

(f, g)1,2,V :=

∫
∇f · ∇g +

∫
(1 + V )f · g

ein Hilbertraum de�niert wird. (4 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei B ein σ-Ring auf einer Menge S und λ : B→ R σ-additive und beschränkt. Beweisen Sie mit Hilfe

der Hahn�Zerlegung: Es gibt σ-additive, beschränkte Maÿe λ+, λ− : B→ R+ mit den Eigenschaften

� λ = λ+ − λ−

� |λ| = λ+ + λ−

� λ+(E) = sup
A⊆E, A∈B

λ(A) für alle E ∈ B

� λ−(E) = − inf
A⊆E, A∈B

λ(A) für alle E ∈ B

(4 Punkte)

Aufgabe 3.

Sei (X,F , λ) ein Maÿraum, wobei λ ein σ-endliches Maÿ auf F ist. Seien ν1, ν2 zwei σ-endliche Maÿe

auf F mit v1 � λ und v2 � λ. Setze ν := ν1 + ν2. Beweisen Sie, dass ν � λ und dass dν
dλ = dν1

dλ + dν2
dλ

fast sicher auf X gilt. (4 Punkte)

Aufgabe 4.

Sei X = (0, 1] und λ1 das Lebesguemaÿ auf R. Sei µ ein Maÿ auf X so dass µ((0, x]) = 2x − 1 gilt.

Beweisen Sie, dass µ� λ1 und berechnen Sie dµ
dλ1

. (4 Punkte)
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