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Aufgabe 1.
Sei (X,d) ein metrischer Raum und Q@ C X offen. Beweisen Sie, dass eine Folge von Mengen (K;)neN
mit folgenden Eigenschaften existiert:

K, ist aufsteigend,

KTL gﬁ'ﬂ+17

K, ist abgeschlossen und beschrdnkt,

Q= UnEN Kn7
Sei K C Q kompakt, dann existiert m € N so dass K C K,,.

(4 Punkte)
Aufgabe 2.
Sei ) C R™ offen. Setze
CoUQ) = {f: Q= R| f stetig}.
Sei (Kpm)men eine Folge mit den Figenschaften aus Aufgabe 1. Setze:
> 11l B(rm)
p(f) = e
() mZ:l L+ 1 fll Bk
Beweisen Sie, dass d(f,q) := p(f — g) eine Metrik auf C°(2) ist.
(2 Punkte)
Beweisen Sie, dass (C°(Q),d) vollstindig ist.
(2 Punkte)
Aufgabe 3.
Sei V ein R-Vektorraum. Wir wissen, dass jedes Skalarprodukt s auf V' eine Norm durch
]l := /s(x, z)
induziert. Umgekehrt: Beweise, dass jede Norm || - || auf V', welche die Parallelogrammidentitit
lz +yl* + lz = yl* = 20> + ylI*),  zyeV
erfillt, durch ein Skalarprodukt induziert wird.
(4 Punkte)
Hinweis: Definiere s(z,y) := 1|z +yl|> — |z — y[|*), 2,y € V und zeige zunichst mit der Parallelo-
Y1ty

grammidentitit, dass s(z, 25%2) = 1(s(z,y1) + s(z,y2)) gilt. Folgere hieraus, dass s(z,%) = 3s(z,y)
und s(z,y1 + y2) = s(z,y1) + s(x,y2) gilt, und durch Induktion, dass s(x,m2™"y) = m2~"s(z,y) fir
n,m € N. Folgere hieraus, dass s ein Skalarprodukt ist.



Aufgabe 4.
Sei M : [0,00) — [0,00) eine stetig und konveze Funktion mit M(t) = 0 < t = 0. Die Menge Ly (R)
ist als die Menge aller mefibarer Funktionen f: R — R definiert fiir die ein ¢ > 0 existiert, so dass

O 4 <o
for(12)

gilt. Betrachte den Quotientenvektorraum
Ly(R):=Ly(R)/{f € Li(R) | f =0 fast-iberall}.

Fir f € Ly (R) definieren wir

1f|lar = inf c>0:/M<|f(t)|> at <1
R

Cc

Beweise, dass dies eine Norm auf Ly (R) ist (Zeigen auch, dass || f||lp < oo gilt).

(2 Punkte)
Beweise, dass (Lpr(R), || - ||ar) ein Banachraum ist.

(2 Punkte)



