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Aufgabe 1.

Sei L ein ein-dimensionaler Unterraum eines Hilbertraumes H und 0 6= a ∈ L. Beweisen Sie, dass für

jedes x ∈ H

dist(x, L⊥) =
|(x, a)|
‖a‖

gilt. (4 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei ϕ ∈ C∞c (R) mit ϕ > 0, ϕ(−x) = ϕ(x), supp(ϕ) ⊆ B1(0) und
∫
ϕ = 1. Für ε > 0 sei ϕε(x) :=

ε−1ϕ(xε ) die entsprechende Dirac-Folge. Sei weiterhin

fε(x) :=


−ε, x < ε

x, x ∈ [−ε, 1 + ε]

1 + ε, x > 1 + ε

und Φε := ϕε ∗ fε. Beweisen Sie, dass

Φε(x) = x, ∀x ∈ [0, 1],

−ε 6 Φε(x) 6 1 + ε, ∀x ∈ R

und für y 6 x
0 6 Φε(x)− Φε(y) 6 x− y.

(4 Punkte)

Aufgabe 3.

Sei (an)n∈N eine Folge mit an > 0. Sei Ma := {(xn)n∈N ∈ `p | |xn| 6 an, ∀n ∈ N}. Beweisen Sie, dass

für 1 6 p <∞ und (an)n∈N ∈ `p die Menge Ma kompakt ist. (4 Punkte)

Aufgabe 4.

Beweisen Sie: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) ist präkompakt genau dann, wenn

der Abschluss von A in der Vervollständigung (X̄, d̄) von (X, d) kompakt ist. (4 Punkte)
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