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Aufgabe 1.

Sei L ein Untervektorraum eines Hilbertraumes H und

L⊥ := {x ∈ H | (x, y)H = 0, ∀y ∈ L}.

Beweisen Sie, dass

a) Für jedes x ∈ H existiert genau ein xL ∈ L̄ und genau ein xL⊥ ∈ L⊥, so dass

x = xL + xL⊥

b) H = L̄⇔ L⊥ = {0}
c) C0

c (Rn)
⊥

= {0} in L2(Rn) (4 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei a < b und E die Einheitskugel in H1((a, b)). Beweisen Sie, dass E präkompakt in L2((a, b)) ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 3.

Sei O(n) die Gruppe der orthogonalen Matrizen in Rn×n. Sei f ∈ Lp(Rn,R) mit 1 < p < ∞ und

fA(x) := f(A−1x). Beweisen Sie, dass

Kf := {fA | A ∈ O(n)}

eine kompakte Menge in Lp(Rn,R) ist. (4 Punkte)

Hinweis: O(n) is kompakt. Falls (fAn)n∈N gegen ein h in Lp konvergiert, dann existiert ein A ∈ O(n)
mit h = fA

Aufgabe 4.

Sei Ω ⊆ Rn o�en und beschränkt und 0 < α < β 6 1. Beweisen Sie, dass jede beschränkte Menge in

C0,β(Ω̄) präkompakt in C0,α(Ω̄) ist. (4 Punkte)
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