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Aufgabe 1.

Sei R ein σ-Ring über die Menge X und sei

A := R∪ {Ac | A ∈ R}.

Zeigen Sie, dass A eine σ-Algebra ist die R umfasst. (2 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei A eine σ-Algebra über die Menge X. Beweisen Sie, dass A entweder endlich oder überabzählbar

ist. (Mit anderen Worten: σ-Algebren sind nie abzählbar unendlich!).

Hinweis:

Angenommen A = {Ai | i ∈ N} ist abzählbar. Für alle x ∈ X betrachten Sie Bx :=
⋂
x∈Ai

Ai. Beweisen
Sie, dass Bx ∩ By 6= ∅ ⇒ Bx = By. Beweisen Sie, dass die Menge {Bx | x ∈ X} keine endliche

Mengen sein kann. Folgern Sie hieraus, dass A überabzählbar viele Elemente enthalten müsste, indem

Sie ausnutzen, dass {0, 1}N überabzählbar ist. (3 Punkte)

Aufgabe 3.

Sei (Ω,A) ein Massraum und µ, ν : A → R̄ zwei Maÿe. Seien µ∗ und ν∗ die dazu assozierten äuÿeren

Maÿe und (µ+ ν)∗ das assozierte äuÿere Maÿ von µ+ ν. Beweisen Sie, dass

(µ+ ν)∗ = µ∗ + ν∗.

(2 Punkte)

Beweisen Sie zusätzlich, dass

Aµ∗ ∩ Aν∗ ⊆ A(µ+ν)∗

gilt. (Aµ∗ ist in De�nition 3.1 für beliebige äuÿere Maÿ de�niert. Siehe auch Erweiterungssatz von

Caratheodory) (2 Punkte)

Aufgabe 4.

Sei f : R→ R eine monton wachsende Funktion. Zeigen Sie, dass f Borel-messbar ist. (2 Punkte)

Aufgabe 5.

Wir modellieren einen zufälligen Würfelwurf wie folgt: Sei Ω := {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A := P(Ω) und

µ(A) := |A|
6 . Beispiel:

µ({1, 3, 5}) =
|{1, 3, 5}|

6
=

1

2
.

Den zweifachen Würfelwurf modellieren wir durch

Ω′ := Ω× Ω,

A′ := A⊗A,
µ′ := µ⊗ µ.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit nach 2 Würfelwurfen die Augensumme 7 zu erhalten. Also

µ′({(ω1, ω2) ∈ Ω′ | ω1 + ω2 = 7}). (2 Punkte)
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Aufgabe 6.

Betrachten Sie das �Konvergenzdiagramm� aus Seite 78 im Skript.

Konvergenz

in Lp(µ)

nur für Teilfolgen +3

�!

Konvergenz

µ-f.ü.
nur wenn dominiert

ks

nur wenn µ(Ω)<∞

}�
Konvergenz

im Maÿ µ

nur für Teilfolgen

=E

nur wenn dominiert

Ya

Jeder rote Implikationspfeil gilt nur unter Zusatzbedingungen. Konstruieren Sie zu jedem roten Pfeil

ein Gegenbeispiel. (z.B. für den obersten Pfeil eine Folge die in Lp konvergiert, aber nicht µ-f.ü. kon-
vergiert.) (10 Punkte)

Aufgabe 7.

Sei an,m ∈ R eine Doppelfolge mit an,m > 0 für alle n,m ∈ N und∑
m∈N

an,m <∞ ∀n,m ∈ N.

(a) Zeigen Sie, dass ∑
m∈N

lim inf
n∈N

an,m 6 lim inf
n∈N

∑
m∈N

an,m.

(b) Falls an,m 6 an+1,m für alle n,m ∈ N gilt, beweisen Sie dass∑
m∈N

sup
n∈N

an,m = sup
n∈N

∑
m∈N

an,m.

(c) Falls eine konvergente Folge (bm)m∈N existiert mit an,m 6 bm für alle n,m ∈ N und eine konver-

gente Folge (am)m∈N existiert mit limn→∞ an,m = am, beweisen Sie, dass

lim
n→∞

∑
m∈N
|an,m − am| = 0.

Hinweis:

Nutzen Sie aus, dass

µ :=
∑
n∈N

εn

ein Maÿ auf dem Raum (N,P(N)) ist, wobei εn(A) := 1{n}(A) das Dirac-Maÿ ist. (6 Punkte)

Aufgabe 8.

Sei die Funktion F : [−1, 1]→ R de�niert durch

F (x) :=

{
x2 sin 1

x2
, x 6= 0,

0, x = 0.

Dann ist F di�erenzierbar und wir setzen f := F ′. Beweisen Sie, dass f weder Riemann- noch Lebes-

gueintegrierbar ist.

Bemerkungen:

Man könnte in diesem Fall
∫ b
a f(x) dx := F (b) − F (a) setzen. Es gibt Integralbegri�e die sowohl Rie-

mann als auch Lebesgueintegral verallgemeinern. (4 Punkte)
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