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Aufgabe 1.

a) Sei n ∈ N und U ∈ Rn×n eine n× n unitäre, reelle n× n-Matrix (UT = U−1). Beweisen Sie, dass

für jede Lebesgue-integrierbare Funktion f∫
Rn

f(x) m(dx) =

∫
Rn

f(Ux) m(dx)

gilt. (2 Punkte)

b) Sei θ ∈ R. Sei die Rotation ϕ : R3 → R3 de�niert durch

x 7→

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 · x.
Beweisen Sie, dass für jede Lebesgue-integrierbare Funktion f∫

R3

f dm =

∫
R3

f ◦ ϕ dm

gilt. (1 Punkt)

Aufgabe 2.

Sei f : R3 → R2 de�nert durch

f(x, z, y) := (x2 + xy − y − z, 2x2 + 3xy − 2y − 3z)

für alle x, y, z ∈ R. Zeigen Sie, dass f−1(0) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 ist.

(2 Punkte)

Aufgabe 3.

Seien n,m ∈ N, U ⊆ Rn o�en und f : U → Rm eine stetig di�erenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass

der Graph von f eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn+m ist. (2 Punkte)

Aufgabe 4.

Seien n ∈ N, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} und M ⊆ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. Des

Weiteren seien U, V ⊆ Rn o�en mit M ⊆ U und Φ: U → V ein Di�eomorphismus. Zeigen Sie, dass

Φ(M) ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn ist. (2 Punkte)
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