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Aufgabe 1.

Sei d ∈ N und m : B(Rd)→ R̄ das d-dimensionale Lebesguemaÿ auf (Rd,B(Rd)). Zeigen Sie, dass jede

abzählbare Untermenge des Rd eine m-Nullmenge ist.

(2 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum und (Ω, Ã, µ̃) seine Vervollständigung. Sei f : Ω → R̄ eine A messbare

Funktion und g : Ω→ R̄ eine Funktion mit f = g µ-f.ü.. Zeigen Sie, dass g Ã-messbar ist.

(2 Punkte)

Aufgabe 3.

Seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) Messräume und T : Ω1 → Ω2 eine Abbildung.

(i) Zeigen Sie, dass

{T−1(B) | B ∈ A2}

die kleinste σ-Algebra A auf Ω1 ist, sodass T A/A2-messbar ist.

(ii) Zeigen Sie, dass

{B ⊆ Ω2 | T−1(B) ∈ A1}

die gröÿte σ-Algebra A auf Ω2 ist, sodass T A1/A-messbar ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 4 (Faktorisierungssatz für messbare Funktionen).

Sei X eine Menge und (Y,A′) ein Messraum. Sei ϕ : X → Y eine Abbildung und A := {ϕ−1(B) | B ∈
A′} (vgl. Aufgabe 3).

Zeigen Sie, dass eine Funktion f : X → R genau dann A messbar ist, wenn eine A′-messbare Funktion

g : Y → R existiert mit f = g ◦ ϕ.
(3 Punkte)

1


