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Aufgabe 1.
Sei (Q, A, p) ein Mafraum, fn,: Q — R eine Folge von A-messbaren Funktionen, sodass fp, > 0 u-
Jod. gilt und f, nese f im Maf$ gegen eine A-messbare Funktion f. Beweisen Sie, dass

/f dp < liminf/fn du
n—oo

gilt. (2 Punkte)
Hinweis: Wihlen Sie eine Teilfolge, sodass Sie liminf als lim schreiben kénnen. “Wandeln” Sie Kon-
vergenz im Maf in fast sichere Konvergenz um und benutzen Sie das Lemma von Fatou.

Aufgabe 2.
a) Sei I eine endliche Indexmenge. Seien (2, A;) Messraume und (Q, A) ein weiterer Messraum. Seien

fi: Q — Q; Abbildungen und sei

F=T]% we (W),

iel

sodass wir folgendes Diagramm erhalten

(Qv A) (Hie] Qi, ®i€[ Al)

(i, Ai)

Beweisen Sie, dass f; genau dann AJA;-messbar fir alle i € I ist, wenn f A/ Q)..; Ai-messbar ist.
(2 Punkte)

Hinweis: Eine Richtung ist trivial; fir die andere Richtung: Nutzen Sie aus, dass es ausreicht Mess-
barkeit fiir einen FErzeuger zu zeigen.

i€l

b) Sei I eine endliche Indexmenge. Seien (€, A;) Messraume und A; C Q; mit A; # 0 fiir allei € 1.

Zeigen Sie, dass aus

[[4<®A

il icl
folgt dass A; € A; fiir alle i € 1 gilt. (1 Punkt)
Hinweis: Benutzen Sie a). Wie muss Q, A und f bzw. f; gewdhlt werden?



Aufgabe 3 (Bemerkung 11.4).
Konstruieren Sie zwei o-Algebren Ay, Ay idiber die Menge Q1 bzw. Qo und Erzeuger £, 5 von Ay
bzw. Ag, sodass

A1 Ay #o({E1 X Bx | B; € &, i=1,2}).
(2 Punkte)

Hinweis: Nach Bemerkung 11.4 miissen Sie Ihre Erzeuger so wdhlen, dass fir alle i € {1,2} keine
Folge (E; k)ken € & existiert mit E; ;, 1 €.

Aufgabe 4. o
Sei I eine endliche Indezmenge. Seien (X, A;) und (X, A;) Messraume fir jedes i € I. Seien f;: X; —
X; Abbildungen. Beweisen Sie, dass die Abbildung

fFoIIX =TI % @ier = (fi(mi)ier
i€l i€l

genau dann Q;c; Ai-Qicr A; messbar ist, wenn alle f; A;-A; messbar sind. (8 Punkte)
Hinweis: Bei einer Richtung kann der Faktorisierungssatz fiir messbare Abbildungen (Aufgabe 4, Zettel
4) hilfreich sein.



