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Ubungen zur Mafk- und Integrationstheorie

Zusatzblatt
Abgabe: Keine

Aufgabe 1.
a) Sei M C R" eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei o: T —V mit T C R?, V. C M offen
eine lokale Parametrisierung. Sei g die Gramsche Determinante von ¢. Beweisen Sie, dass fir alle

teT ) )
dp .« Op
—{ @), == (¢
(G gom)
gilt.

b) Sei So C R® die Einheitssphire mit folgender Parametrisierung
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®: 0, 7[x]0, 27 [~ R3,
(9, ¢) — (cos psind, sin psin J, cos ).

Dann ist ®(]0, 7[x]0,2w[) = S \ { Nullmeridian}. Zeigen Sie, dass fir die Gramsche Determinante g

V9(0,¢) =sind

qilt.

Aufgabe 2.
Sei M C R™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei S das Oberflaichenmafl (bzw. Volumen-
map) auf (M,B(M)). Zeigen Sie, dass

S = mn|m

gilt, wobei m,, das n-dimensionale Lebesquemaf ist.
Hinweis: Nutzen Sie den Transformationssatz.

Aufgabe 3.
Sei T C R™ ! offen und F: T — R eine stetig differenzierbare Funktion. Der Graph von M ist eine
n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™ (nach Aufgabe 3, Zettel 11) mit Parameterdarstellung

S:T — M, (tl, ...,tnfl) — (tl, vy bn—1, F(tl, ...,tnfl)).
Beweisen Ste, dass fiir die Gramsche Determinante
g(t) =1+ || grad F(t)||?

gilt.



Aufgabe 4. )
Ein metrischer Raum (X, d) heifit Lindelof-Raum, falls es zu jeder offenen Uberdeckung (U;)icr von X
eine abzihlbare Teiliberdeckung gibt. D.h.:

V(Uiier: Ui offen, | JUi=X = 3J C1I:J abzihlbar, | JU; = X.
i€l ieJ

Beweisen Sie, dass jeder separable metrische Raum (X,d) ein Lindeldf-Raum ist.
Hinweis: Sei D C X eine dichte, abzahlbare Teilmenge. Betrachten Sie die offenen Bdille B.(d) mit
de D, reQ. Fir jedes d € D und r € Q betrachte die Menge
Ir,d = {Z S I‘B7(d) - Uz}
Sei des Weiteren ig € I ein beliebiges Element aus I. Fir jedes d € D und r € Q setzen wir

U; fiir ein fest gewdhltes i € I, 4, falls I, 4 # 0,

U(r,d) :=
(r. d) {Uio, falls I g = 0.

Wir ordnen somit jedem Ball B,.(d) eins der U;’s zu, das diesen Ball enthdlt (sofern es so ein U; gibt).
Beachte, dass der zweite Fall in der Definition von U(r,d) nie eintritt, wenn r hinreichend klein ist,

und nur der Wohldefiniertheit von U (r,d) dient.

Zeigen Sie, dass
{U(r,d) |r€Q, de D}

eine abzdhlbare Teiliberdeckung von (U;)icr ist.

Aufgabe 5.
Sei K, := B1(0) die n-dimensionale Einheitskugel. Zeigen Sie, dass
7.[.n/2
Vol,(K,) = ——.



