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(Aufgaben(teile), die mit einem �*� gekennzeichnet sind, sind Zusatzaufgaben.)

Aufgabe 48. (für �⇐� nutzen Sie Aufgabe 27) (4 Punkte)
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ). Die Laplace-
Transformierte Z : R→ (0,∞] von X ist de�niert durch

Z(λ) := E [exp(λX)] , λ ∈ R.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent ist:

(i) Z ist in einer Umgebung von 0 (also auf einem Intervall [−ε, ε]]) endlich.

(ii) Es existieren a <∞, b > 0, so dass gilt

P [|X| > t] 6 a exp(−bt), t > 0.

Aufgabe 49. (Satz 3.3.1 � Ratenfunktionen berechnen) (1 + 1,5 + 1,5 Punkte)
Es sei U(x) = x. In der Situation von Satz 3.3.1 wissen wir, dass

lim
n→∞

1

n
logP

[
1

n

n∑
i=1

Xi > m

]
= −H(µλ(m)|µ) = −I(m)

für dieRatenfunktion I : R→ [0,∞]. Aus Satz 3.2.7 (ii) wissen wir, dass auÿerdem fürm ∈ m(Λ̊)
die Darstellung

I(m) = H(µλ(m)|µ) = max
λ̃∈Λ̊

(
λ̃m(λ(m))− logZ(λ̃)

)
= max

λ̃∈Λ̊

(
λ̃m− logZ(λ̃)

)
.

Allgemeiner gilt (so dass auch I(m) = ∞ sein kann), dass I die Legendre-Transformierte von
logZ(λ) ist:

I(m) = sup
λ∈R

(λm− logZ(λ)) .

Nutzen Sie diese Formel, um die Ratenfunktion für die folgenden Verteilungen zu berechnen:

(a) Dirac-Verteilung εa, a ∈ R;

(b) Exp(α), die Exponentialverteilung mit Parameter α > 0;

(c) N(m0, σ
2).
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Überprüfen Sie auÿerdem in jedem dieser Fälle, dass die folgenden Eigenschaften gelten:

� I(m) = 0⇔ m = EX1;

� Auf der Menge {I <∞}◦ ist I unendlich oft di�erenzierbar;

� Wenn {I <∞}◦ 6= ∅, gilt I ′′(EX1) = 1
σ2 .

(d)* Untersuchen Sie ebenfalls die Poissonverteilung mit Parameter α wie oben.

Aufgabe 50. (1+3 Punkte)
Sei S ein separabler, metrischer Raum mit Metrik d. Betrachten SieX1, X2, . . . , Xn Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit Werten in S.

(a) Zeigen Sie, dass

dn((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) := sup
16i6n

d(xi, yi)

eine Metrik auf Sn ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

ϕ : Ω→ Sn

ω 7→ ϕ(ω) := (X1(ω), . . . , Xn(ω))

messbar bezüglich der durch die Metrik dn induzierten Borel-σ-Algebra B(Sn) auf Sn ist.

Aufgabe 51. (mit Aufgabe 50, Bemerkung 3.5.2) (3+1 Punkte)
Sei S ein separabler, metrischer Raum mit Metrik d. Betrachten SieX1, X2, . . . , Xn Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit Werten in S.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung

χn : Sn →M1(S)

(x1, . . . , xn) 7→ χn(x1, . . . , xn) :=
1

n

n∑
i=1

εxi

stetig ist.

(d) Folgern Sie aus den Teilen (b) und (c), dass

ω 7→ ξn(ω) :=
1

n

n∑
i=1

εXi(ω)

messbar bezüglich der durch die Metrik dn induzierten Borel-σ-Algebra B(Sn) auf Sn ist.
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