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(Aufgaben(teile), die mit einem �*� gekennzeichnet sind, sind Zusatzaufgaben.)

Aufgabe 52. (Nachtrag zur schwachen Konvergenz) (2 + 2 Punkte)
Sei S ein separabler, metrischer Raum mit Metrik d und Borel-σ-Algebra B(S).

(a) Sei S0 ⊂ S eine abzählbare, dichte Teilmenge und setzen Sie1

U0 := {Bq(s0) | q ∈ Q+, s0 ∈ S0}

U :=

{
m⋃
n=1

Vn | m ∈ N, Vn ∈ U0, 1 6 m 6 n

}
.

Zeigen Sie: für jede o�ene Teilmenge U ⊂ S existiert eine isotone Folge (Un)n∈N ⊂ U mit
U =

⋃∞
n=1 Un.

(b) Zeigen Sie mit (a), dass Wahrscheinlichkeitsmaÿe µn auf S genau dann schwach gegen µ
konvergieren, wenn

lim inf
n→∞

µn(U) > µ(U) ∀U ∈ U . (*)

Aufgabe 53. (4 Punkte)
Sei S ein separabler, metrischer Raum mit Metrik d und Borel-σ-Algebra B(S). Zeigen Sie mit
Aufgabe 52 (b):

Es gibt Funktionen g1, g2, . . . ∈ Cb(S), so dass Wahrscheinlichkeitsmaÿe µn genau dann schwach
gegen µ konvergieren wenn

lim
n→∞

∫
gk dµn =

∫
gk dµ ∀k ∈ N. (*)

Hinweis: Konstruieren Sie für jedes U ∈ U eine Folge von nichtnegativen stetigen Funktionen
(fj)j∈N, die monoton gegen 1U konvergiert.

Aufgabe 54. (Alternativer Beweis von Satz 2.3.8) (4 Punkte)
Sei S ein separabler, metrischer Raum mit Metrik d. Betrachten Sie X1, X2, . . . unabhängige,
identisch verteilte (i.i.d.) Zufallsvariablen auf einemWahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit Werten
in S und Verteilung µ. Für ω ∈ Ω und n ∈ N de�nieren wir

ξn(ω) :=
1

n

n∑
i=1

δXi(ω) ∈M1(S).

Beweisen Sie den Satz 2.3.8 mit Hilfe von Aufgabe 53.
1Hierbei bezeichnet Bq(s0) eine Kugel um s0 mit Radius q.
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Aufgabe 55. (Bedingte Wahrscheinlichkeiten) (4 Punkte)

(a) Wir betrachten das folgende Zufallsexperiment: Gegeben seien n Urnen, von denen jede Urne
s schwarze und w weiÿe Kugeln enthält. Nun werde aus der ersten Urne zufällig eine Kugel
gezogen und in die zweite Kugel gelegt. Danach werde wiederum aus der zweiten Urne zufällig
eine Kugel gezogen und in die dritte Urne gelegt und so weiter, bis schlieÿlich zufällig eine
Kugel aus der vorletzten in die letzte Urne gelegt wird. Nun ziehe eine Kugel aus der letzten
Urne. Wie groÿ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel weiÿ ist.

(b) Eine Gleichgewichtsverteilung zu einem Kern K ist ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ µ mit
der Eigenschaft, dass

µK = µ,

wobei

µK(A2) :=

∫
K(x1, A2)dµ(x1).

Zeigen Sie, dass N
(

0, σ2

1−α2

)
eine Gleichgewichtsverteilung zum Kern K von (R,B(R)) nach

(R,B(R)) ist, wobei dieser de�niert ist durch

K(x, ·) := N(αx, σ2), |α| < 1.
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