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(Aufgaben(teile), die mit einem �*� gekennzeichnet sind, sind Zusatzaufgaben.)

Aufgabe 9. (vgl. Bemerkung 1.3.2 (iii))
Seien (Ωi,Ai) für i = 1, 2, 3 messbare Räume und Ti : Ωi → Ωi+1 für i = 1, 2 messbare Abbildungen.
Zeigen Sie, dass T2 ◦ T1 dann A1/A3-messbar ist. (2 Punkte)

Aufgabe 10. (Permutationen)
Sei n ∈ N, Ω := {ω : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} | ω bijektiv} und sei P : P(Ω) → [0, 1] die
Gleichverteilung auf (Ω,P(Ω)). Sei eine Zufallsvariable X : Ω→ {1, 2, . . . , n} gegeben durch

ω 7→ X(ω) :=
n∑

i=1

1{ω(i)}(i) ∀ω ∈ Ω.

Berechnen Sie (a) den Erwartungswert E[X] und (b) die Varianz var(X). (6 Punkte)

Aufgabe 11. (zur Wiederholung der Integral-Konstruktion)
Beweisen Sie folgenden Satz (schrittweise wie bei der Konstruktion des Integrals):

Satz 1. Sei X eine Zufallsvariable1 auf (S,S) mit µ(A) := P [X ∈ A], d.h. X ist eine messbare
Abbildung X : (Ω,A, P ) → (S,S). Falls f : (S,S) → (R,B(R)) eine messbare Funktion ist mit
f > 0 oder E[|f(X)|] <∞, dann gilt

E[f(X)] =

∫
S

f(y)µ(dy).

(4 Punkte)

Aufgabe 12. (Faktorisierungslemma)
Sei Ω eine Menge und sei (Ω̃, Ã) ein messbarer Raum. Zudem seien T : Ω → Ω̃ und f : Ω → R̄
beliebige Abbildungen. Zeigen Sie, dass f genau dann σ(T )/B(R̄)-messbar ist, wenn es eine
Abbildung ϕ : Ω̃→ R̄ gibt, die Ã/B(R̄)-messbar ist mit f = ϕ ◦ T . (4 Punkte)

1Hierbei soll der allgemeine Fall auf einem messbaren Raum (S,S) betrachtet werden. Der Fall S = R kann als

Beispiel angesehen werden.
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