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(Aufgaben(teile), die mit einem gekennzeichnet sind, sind Zusatzaufgaben.)

Aufgabe 21. (Korollar 1.10.7, Beweis (i) = (ii)) (4 Punkte)
Betrachten Sie die Wahrscheinlichkeitsmafe p,,, p auf (R, B(R)). Die Folge (i, )nen konvergiere vag
gegen p. Zeigen Sie, dass dann auch (i, ),en schwach gegen p konvergiert.

Zeigen Sie dafiir zunéchst, dass fiir f € Cy(R), f > 0 gilt

liminf/fd,un>/fd,u.

n—o0

Aufgabe 22. (242 Punkte)
Seien X, X,,, U, fiir n € N Zufallsvariablen mit Werten in R. Die Verteilung von X,, konvergiere
schwach gegen die Verteilung von X fiir n — oo. Zudem konvergiere die Verteilung von U, fiir
n — oo schwach gegen die Dirac-Verteilung ¢, fiir ein u € R. Beweisen Sie:

(a) U, konvergiert stochastisch gegen u fiir n — oc.

(b) Fiir n — oo konvergiert die Verteilung der Summe U, + X,, schwach gegen die Verteilung
von u + X.

Aufgabe 23. (242 Punkte)
Sei S, fiirn =0,1,2,...,2N der “random walk” aus Aufgabe 19, wobei nun 2NN statt N Schritte
betrachtet werden. Es lassen sich die erste Riickkehrzeit nach 0 durch

To(w) :=min{n > 0| S,(w) =0}
und der Zeitpunkt des letzten Besuches in 0 durch
L(w) :=max{0 <n < 2N | S,(w) =0}

definieren. Es darf verwendet werden, dass

P[L = 2n] = P[Sz, = 0] - P[San—2, = 0] = 272" (2:) (2%\[—_;))

gilt. Zeigen Sie:



(a) Fir alle 0 <a < b < 1 gilt!

L N—>oo/ 1 1
P |=—= €la,b]| == [ Ljop(2) = —F———=dx.
{QN | ]} R At )7T z(l —x)

(b) Folgern Sie aus (a), dass die Verteilung von 5% fiir N — oo schwach gegen die Verteilung

mit folgender Dichte konvergiert:

—L 0<z<l,
f(ﬂi') — {71’\/.7}(1—33)
0

sonst.

Aufgabe 24. (vgl. Satz 1.11.11) (2-+2 Punkte)
Sei S ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra S. Nach Beispiel 1.11.13 wissen wir, dass diese mit
o(Cy(S)) iibereinstimmt. Betrachten wir das Wahrscheinlichkeitsmaf p auf (S,S) und 1 < p < o0.

(a) Zeigen Sie, dass es fiir jede beschrinkte Borel-messbare Funktion f auf S eine Folge (g, )nen
von Funktionen aus C,(S) gibt mit

lgn = fll, =30,

wobei [|bl, == ([ |plPdu) "
(b) Zeigen Sie zudem, dass die gleiche Aussage sogar fiir f € LP gilt?. Was bedeutet dies?

'Hinweis: Nutzen Sie hierfiir die Stirling’sche Formel (fiir einen Beweis dieser siehe z.B. Amann, Escher: Analysis
IT, 2. Auflage, Theorem 9.10, S. 112):

m!=Cp - V2rm-m™-e” ™, mit lim C,, = 1.

m—roo

2Sie diirfen die folgende Aussage (manchmal “innere Regularitiit” genannt) iiber Wahrscheinlichkeitsmafe auf
der Borel-o-Algebra S eines metrischen Raumes S nutzen: Fiir jedes A € S gilt

w(A) =sup{p(C) | C C A, C abgeschlossen}.



