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Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit holomorphen Vektorbiindeln auf
komplexen Mannigfaltigkeiten.

M. Atiyah hat 1957 in seinem Artikel Complex analytic connections in
fibre bundles [2] zu einem Vektorbiindel eine natiirliche Kohomologieklasse -
die heutige Atiyah-Klasse - eingefiihrt, die genau dann verschwindet, wenn
das Biindel einen holomorphen Zusammenhang besitzt. Er zeigt, dass ein
Vektorbiindel mit einem holomorphen Zusammenhang auf einer Kurve eine
flache Struktur besitzt und wirft damit die Frage auf, die uns im folgenden
beschiéftigen wird:

Sind auf komplexen bzw. projektiven Mannigfaltigkeiten Vektorbiindel, die
einen holomorphen Zusammenhang zulassen, schon flach?

Diese Frage wurde von A. Morimoto in [20] fiir komplexe Tori und
von 1. Biswas fiir projektive Mannigfaltigkeiten, die gewissen numerischen
Bedingungen an die Harder-Narasimhan-Filtrierung des Tangentialbiindels
geniigen, in [5] positiv beantwortet.

Ziel dieser Arbeit ist es, das Verhéltnis von flachen Vektorbiindeln und
Vektorbiindeln mit holomorphem Zusammenhang weiter zu untersuchen.
Dafiir studieren wir das Verhalten von solchen Vektorbiindeln unter gewissen
Abbildungen und erhalten damit weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten,
auf denen die beiden Klassen von Vektorbiindeln iibereinstimmen.

Ferner zeigen wir, dass es geniigen wiirde, die obige Frage auf Flichen zu
l6sen, und geben unter Benutzung des Resultates von Biswas eine vollstandi-
ge Antwort fiir Flachen nicht positiver Kodaira-Dimension.

Im einzelnen werden wir wie folgt vorgehen: Nachdem wir einige Nota-
tionen fixiert haben, fithren wir die Gegensténde unserer Untersuchungen,
holomorphe Zusammenhénge, die Atiyah-Klasse und flache Vektorbiindel,
ein und stellen einige Eigenschaften zusammen.

Der folgende Abschnitt 2 stellt die Ergebnisse von Atiyah iiber Vek-
torbiindel mit holomorphem Zusammenhang vor.

Abschnitt 3 ist dem Resultat von Biswas gewidmet.

In Abschnitt 4 kommen wir zu den eigenen Ergebnissen. Wir reduzieren
die Frage auf den Fall von Flichen und zeigen dann, dass sie kompatibel
mit birationalen Abbildungen, endlichen Uberlagerungen und gewissen Fa-
serungen und Produkten ist.

Abschlieflend wenden wir die erzielten Ergebnisse in Abschnitt 5 auf
projektive Fldchen an.

Satze, Definitionen u.a. werden in jedem Abschnitt durchgehend num-
meriert. So findet sich zum Beispiel Korollar 1.6 direkt nach Proposition 1.5
in Abschnitt 1.
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1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt sollen zunichst einige Konventionen fixiert werden.
Dann definieren wir die beiden betrachteten Klassen von Vektorbiindeln,
flache Biindel und Biindel mit holomorphem Zusammenhang, und studieren
deren elementare Eigenschaften. Abschlielend beginnen wir den Vergleich
der beiden Klassen.

Wir wollen holomorphe Vektorbiindel auf komplexen Mannigfaltigkeiten
betrachten, die wir immer als zusammenhéngend annehmen. Unser Interes-
se richtet sich hauptséchlich auf kompakte, projektive Mannigfaltigkeiten,
manchmal werden wir auch offene Mannigfaltigkeiten zulassen. Wir unter-
scheiden nicht zwischen Vektorbiindeln und lokal freien Garben.

Mit allen Bezeichnungen und Notationen halten wir uns eng an das Buch
von D. Huybrechts [14].

Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, so bezeichnen wir mit 7x das
holomorphe Tangentialbiindel. Das komplexifizierte Tangentialbiindel der
zugrunde liegenden reellen Mannigfaltigkeit zerlegt sich

TeX =TYX o T%' X,
Dann bezeichnen wir mit
APIX = AP(TYOX)* @ AY(TO X)*
das Biindel der (p, ¢)-Formen auf X und wir haben

A X = A(TeX) = @ AKX
pt+q=k

Ist E — X ein Vektorbiindel, so bezeichnen wir mit
APYUX E) = A°(X,APX @ E)

die (p, ¢)-Formen mit Werten in E auf X.

Ist V ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel, so bezeichnen wir mit
Fy dessen Kriimmung.

Unter dem Chernzusammenhang auf einem hermiteschen Vektorbiindel
verstehen wir den eindeutigen Zusammenhang, der sowohl mit der hermi-
teschen als auch mit der komplexen Struktur vertréglich ist. Das letztere
meint, dass der (0, 1)-Anteil genau der d-Operator ist.

Standardresultate wie Serre-Dualitét oder Kodaira-Verschwindungssatz
werden wir ohne weiteren Kommentar benutzen. Fiir Beweise verweisen wir
wieder auf [14].

Einige der zitierten Sdtze sind in der Literatur fiir Schemata bewiesen.
Im Lichte des Resultates von Serre in [23] werden wir diese in unserem
Kontext anwenden (vgl. auch [13], Appendix B).
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1.1 Holomorphe Zusammenhinge und die Atiyah-Klasse

Zu jedem komplexen Vektorbiindel F auf einer komplexen Mannigfaltigkeit
kann man einen Zusammenhang im Sinne der Differentialgeometrie finden,
i.e. eine C-lineare Abbildung

V:AYX,E) - AYX,E),

die die Leibnizregel V(f -s) = df ® s + f - Vs fiir jeden Schnitt s und jede
C®°-Funktion f erfiillt.

Analog definiert man einen holomorphen Zusammenhang. Wir halten
uns hier eng an die Darstellung in [14], Kapitel 4.

Sei E ein holomorphes Vektorbiindel auf X und X = |JU; eine Uber-
deckung von X, zu der holomorphe Trivialisierungen ¢; : E ly, = U; x C"
existieren.

Definition 1.1 — Fin holomorpher Zusammenhang auf E ist eine C-lineare
Abbildung (von Garben)
D:E—QY®F,

so dass D(f -s) = 0f®@s+ f- D(s) fir jede lokale holomorphe Funktion f
und jeden lokalen Schnitt s von E gilt.

Insbesondere bildet D holomorphe Schnitte von E in holomorphe Schnit-
te von Qk ® FE ab.

Viele Eigenschaften von gewdhnlichen Zusammenh#ngen gelten in ange-
passter Form auch fiir holomorphe Zusammenhinge. Sind D und D’ holo-
morphe Zusammenhinge, so ist die Differenz D — D’ ein holomorpher Schnitt
in QY ® End(FE), das heiBt der Raum aller holomorphen Zusammenhnge ist
in natiirlicher Weise ein affiner Raum iiber I'(X, 4 @ End(E)).

Lokal ist D von der Form 0 + A, wobei A eine Matrix holomorpher 1-
Formen ist, und induziert somit eine C-lineare Abbildung D : A°(E) —
AYE), die D(f-s) = 0f ® s+ f- D(s) erfiillt. Mit anderen Worten: D sieht
aus wie der (1,0)-Anteil eines gewohnlichen Zusammenhangs und V = D+ 9
definiert einen solchen, der mit der holomorphen Struktur vertriglich ist.

Im allgemeinen ist der (1,0)-Anteil eines gewohnlichen Zusammenhangs
jedoch kein holomorpher Zusammenhang, denn ein gewdhnlicher Zusammen-
hang bildet nicht unbedingt holomorphe Schnitte auf holomorphe Schnitte
ab. Weiter unten werden wir studieren, unter welchen Umsténden dies der
Fall ist.

Bemerkung 1.2 — Vektorbiindel, die einen holomorphen Zusammenhang
besitzen, sind im Gegensatz zur differenzierbaren Situation, sehr speziell.
Der Begriff des holomorphen Zusammenhangs hat jedoch den Vorteil, dass
er sich natiirlich auf kohérente Ox-Garben oder sogar auf den rein algebrai-
schen Kontext verallgemeinern lasst. In Anhang A.1 werden wir noch niher
darauf eingehen.
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M. Atiyah hat in [2] eine natiirliche Kohomologieklasse definiert, die das
Hindernis fiir die Existenz eines solchen Zusammenhangs darstellt.

Definition 1.3 — Die Atiyah-Klasse A(E) € H'(X, QL @ End(E)) ist ge-
geben durch den Cechkozykel

A(E) = {Uij, 67 o (655 0¢i5) 0 95}
Dies ist tatséchlich ein Kozykel wegen der Kozykeleigenschaft der ¢;;.

Bemerkung 1.4 — Es gibt unterschiedliche Vorzeichenkonventionen bei
der Definition der Atiyah-Klasse. Definiert man sie als Spaltungstyp der
ersten Jetsequenz von E, so bekommt man —A(FE). Weitere Details zur
Jetsequenz findet man in [16].

Wir erlauben uns, fiir die folgenden Eigenschaften auf [14] (Proposition
4.2.19, Proposition 4.3.10) zu verweisen.

Proposition 1.5 — Die Atiyah-Klasse hat folgende Eigenschaften:

(i) E hat genau dann einen holomorphen Zusammenhang, wenn A(E) =
0.

(i) Ist Fy die Krimmung eines Chernzusammenhangs V zu eine hermi-
teschen Struktur auf E, so ist [Fy] = A(E) in HY (X, End(E)).

Der erste Teil ist eine direkte Rechnung, im zweiten Teil verfolgt man den
Isomorphismus zwischen Dolbeault- und Cech-Kohomologie und benutzt an
geeigneter Stelle, dass V hermitesch ist.

Korollar 1.6 — Besitzt ein holomorphes Vektorbiindel E einen holomor-
phen Zusammenhang, so verschwinden alle rationalen Chernklassen.

Beweis. Die Chernklassen von F berechnen sich mittels des Chern-Weil-
Homomorphismus aus der Klasse der Kriimmung eines Chernzusammen-
hangs von E. Da E einen holomorphen Zusammenhang besitzt, verschwindet
diese Klasse, d.h. alle rationalen charakteristischen Klassen sind trivial. [

In Abschnitt 2 werden wir auf den Zusammenhang zwischen A(FE) und
den Chernklassen noch weiter eingehen.

Nun beantworten wir noch die Frage, wann der (1,0)-Anteil eines gewthn-
lichen Zusammenhangs einen holomorphen Zusammenhang induziert.

Proposition 1.7 — Sei X eine komplere Mannigfaltigkeit, E — X ein
holomorphes Vektorbiindel und V ein Zusammenhang auf E, der mit der
holomorphen Struktur vertriglich ist, d.h. V%' = 0. Dann sind die folgenden
zwei Bedingungen dquivalent:

(i) V10 ist ein holomorpher Zusammenhang.
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(ii) Fy € I'(X,0% ®@End(E)).

Beweis. Lokal hat der Zusammenhang die Form V = d + A mit A €
AY(U,End(E)) und die Kriimmung ist

LrTans N5
€A20(U,End(E)) €AVY(U,End(E))

Wir sehen also

V19 holomorph
SAeT(U,Q% ®EndE)
S0A =0
&Fy € T(X,0% @ End(E).

1.2 Flache Vektorbiindel

Wir kommen nun zu flachen Vektorbiindeln, fithren den Begriff jedoch direkt
nur fiir holomorphe Vektorbiindel ein.

Definition 1.8 — FEin holomorphes Vektorbiindel heifst flach, wenn es eine
flache Struktur besitzt, d.h. es gibt eine trivialisierende Uberdeckung {U;}, so
dass der zugehdrige (holomorphe) Kozykel ¢35 : Uy N U; — Gl,.(C) konstant
15t.

Eine Darstellung der Fundamentalgruppe p : m1(X) — GI,.(C) induziert
auf natiirliche Weise ein Vektorbiindel auf X: Ist X die universelle Uberla-
gerung, so operiert 71(X) mit Decktransformationen auf X und vermittels
der Darstellung p auf C". Der Quotient

Ep:)N(xp(C"

ist dann ein Vektorbiindel auf X . Der natiirliche Zusammenhang d auf X xC”
ist invariant unter der Operation der Fundamentalgruppe und steigt also ab
zu einem Zusammenhang auf £,. Die Kriimmung dieses Zusammenhangs
verschwindet, da d? = 0.

Die folgende Proposition zeigt, dass flache Vektorbiindel gerade Vek-
torbiindel von dieser Form sind.

Proposition 1.9 — Fir ein Vektorbindel E auf X sind dquivalent:
(i) E ist flach.
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(it) Es gibt einen Zusammenhang in E, der mit der holomorphen Struktur
vertraglich ist und dessen Krimmung verschwindet.

(#ii) E wird von einer Darstellung der Fundamentalgruppe von X induziert.

Einen solchen Zusammenhang mit verschwindender Krimmung nennen wir
flach. Wir fordern fiir einen flachen Zusammenhang also immer die Kom-
patibilitdt mit der holomorphen Struktur.

Beweis. (i)<(ii) Sei V ein flacher Zusammenhang auf E. Sei s ein lokaler
Rahmen auf U, beziiglich dessen V = d + A. Wir moéchten eine Funktion
¢ : U — Gl(r) finden, so dass V = d beziiglich des Rahmens s’ = ¢s, das
heifit

¢ AG+ prdp =0
SAp+dp=0 (1)
sdp = —Ag.

Die Integrabilitdtsbedingung fiir diese Differentialgleichung auf U lautet

d(A¢ + do) =d(Ap) + d*¢
=dA¢ — ANdo
=dAp+ AN Ag
=(dA+ANA)
=Fy¢ = 0.

Also gibt es lokal eine Losung ¢ und wir kénnen eine Trivialisierung finden,
so dass lokal V = d. Wie in (1) gilt fiir die Kozykelabbildungen

0=1¢"'0¢+¢ 'dg,

das heifit die Kozykelabbildungen sind konstant, und wir haben eine flache
Struktur auf FE.

Ist umgekehrt ¢;; : Uy N U; — GI,.(C) ein lokal konstanter Kozykel, so
verklebt der lokal durch d definierte Zusammenhang zu einem Zusammen-
hang auf F, denn es gilt ds = ¢>¢_j1d(¢z‘j3) fiir einen lokalen Schnitt s.

(7)< (dit) Eine Implikation hatten wir schon gesehen. Sei also ein fla-
cher Zusammenhang V in F gegeben. Fiir die Details der folgenden Kon-
struktion verweisen wir auf [18] (Section II.9). Da die Kriimmung von V
verschwindet, ist der Paralleltransport mit V entlang einer Kurve v nur von
der Homotopieklasse von v abhéngig, mit anderen Worten: die eingeschrénk-
te Holonomiegruppe Hol"(E, V) ist trivial. Also haben wir einen surjektiven
Homomorphismus p : m1(X) — Hol(E,V) C GIl,(C). Das Rahmenbiindel
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FF von FE ist reduzibel zu einem Prinzibalbiindel P mit der diskreten Struk-
turgruppe Hol(E, V), d.h. P ist eine Uberlagerung von X und

E=P XHOZ(E,V) Cr.
Durch Riickzug auf die universelle Uberlagerung erhiilt man dann E & E,.0

Fiir spétere Verweise halten wir fest:

Bemerkung 1.10 — Seien f : X — Y eine holomorphe Abbildung und
E ein flaches Biindel auf Y, das von einer Darstellung p : m1(Y) — GI,.(C)
induziert wird. Dann ist auch f*F flach und wird induziert durch die Kom-
position von p mit f, : 7 (X) — m (Y).

Man tiberzeugt sich leicht, dass zwei flache Biindel genau dann isomorph
sind, wenn die zugehorigen Darstellungen konjugiert sind.

Bemerkung 1.11 — Flache Biindel verhalten sich - genauso wie Biindel
mit holomorphem Zusammenhang - gut unter allen Konstruktionen aus der
Linearen Algebra, das heifit direkte Summe, Tensorprodukt, dufleres Pro-
dukt und duales Biindel von flachen Biindeln sind wieder flach.

1.3 Kurven und der Projektive Raum

Wir werden nun anfangen, die Relation zwischen den beiden Klassen von
Vektorbiindeln zu studieren.
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann definieren wir:

FI(X) := {holomorphe Vektorbiindel, die einen
flachen Zusammenhang besitzen}

2At(X) := {holomorphe Vektorbiindel £ — X mit A(E) =0}

Proposition 1.12 — Es gilt §I(X) C At(X).

Beweis. Sei F — X ein flaches Vektorbiindel und X — X die universelle
Uberlagerung von X. Dann ist F' von der Form X x p C" fiir eine Darstel-
lung p : 7 (X) — GI,.(C). Der holomorphe Zusammenhang 0 auf X x C"
ist invariant unter der Wirkung von 71(X) und steigt somit ab zu einem
holomorphen Zusammenhang auf F'. O

Wir wollen im weiteren die Frage untersuchen, ob auch die andere In-
klusion gilt, mit anderen Worten, ob jedes Biindel mit einem holomorphen
Zusammenhang auch eine flache Struktur besitzt.

Fiir Geradenbiindel und Vektorbiindel auf Kurven, lédsst sich diese Frage
leicht positiv beantworten.
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Proposition 1.13 — Sei L ein holomorphes Geradenbiindel auf einer kom-
pakten Kdihlermannigfaltigkeit mit —2mici(L) = A(L) = 0. Dann ist L flach.

Beweis. Auf einem Geradenbiindel L auf einer Kdhlermannigfaltigkeit
existiert immer eine Hermite-Einstein-Struktur. Die Kriitmmung des entspre-
chenden Chernzusammenhangs V ist harmonisch. Da aber [Fy| = A(L) = 0,
verschwindet die Kriimmung und der Zusammenhang ist flach. (]

Das gleiche Argument funktioniert natiirlich immer, wenn ein Zusam-
menhang existiert, dessen Kriimmung harmonisch ist.
Das folgende Ergebnis steht schon in [2].

Satz 1.14 — Sei X eine kompleze, nicht notwendig kompakte Kurve. Dann
ist At(X) = FUX).

Beweis. Sei E ein holomorphes Vektorbiindel auf X und V ein Zusam-
menhang, so dass V¥ holomorph ist. Nach 1.7 ist dann

Fy € T(X,Q°®End(E)) C A*°(X,End(E)) =0,
das heif3t der Zusammenhang ist schon flach. O
Korollar 1.15 — Jedes holomorphe Vektorbiindel auf P! mit verschwin-
dender Atiyah-Klasse ist trivial.
Beweis. 71 (P!) = 1. O
Nun erhalten wir fiir den projektiven Raum
Korollar 1.16 — Fir jedes n ist At(P") = FI(P") = {Op., | m € N}.

Beweis. Nach ([22], Theorem 3.2.1) ist ein Vektorbiindel auf einem pro-
jektiven Raum genau dann trivial, wenn die Einschrinkung auf alle Geraden,
die durch einen festen Punkt gehen, trivial ist. Das vorangehende Korollar
zeigt aber, dass fiir ein Vektorbiindel aus 20t(P") die Einschrinkung auf jede
Gerade trivial ist. Die andere Inklusion ist trivial. O

Dieses Ergebnis folgt auch aus dem Resultat von I. Biswas (Theorem
3.4).
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2 Existenz von holomorphen Zusammenhingen

Wie schon erwahnt, fithrte M. Atiyah in seinem Artikel Complex analytic
connections in fibre bundles [2] die heutige Atiyah-Klasse ein. Nun wollen
wir noch einige andere FErgebnisse des Artikels referieren.

Wir haben in Korollar 1.6 gesehen, dass alle Chernklassen eines Vek-
torbiindels mit einem holomorphen Zusammenhang verschwinden. Die Exis-
tenz eines holomorphen Zusammenhangs ist jedoch eine wesentlich stérkere
Forderung - zumindest in héheren Dimensionen.

2.1 Vektorbiindel auf kompakten Kurven

Wir hatten in Satz 1.14 gesehen, dass auf Kurven die beiden Klassen §[(X)
und 20t(X) zusammenfallen.

Ein Vektorbiindel heifit unzerlegbar, wenn es sich nicht als direkte Summe
von Unterbiindeln schreiben lédsst. Dann gilt

Satz 2.1 (Satz von Weil) — Ein unzerlegbares Vektorbindel E auf einer
kompakten Kurve mit deg E = 0 besitzt eine flache Struktur.

Ein holomorphes Vektorbiindel auf einer Kurve zerlegen wir in eine di-
rekte Summe von unzerlegbaren Biindeln

E=E10E® - &L,

Man kann nun zeigen, dass F genau dann flach ist, wenn jeder der Sum-
manden flach ist. Also ist ein Vektorbiindel E auf einer kompakten Kurve
flach (oder dquivalent: E besitzt einen holomorphen Zusammenhang, vgl.
Satz 1.14), wenn nur die Chernklassen der unzerlegbaren Summanden ver-
schwinden.

2.2 Vektorbiindel auf hoherdimensionalen Varietiten

Ob zu einem Vektorbiindel auf einer projektiven Mannigfaltigkeit X ein
holomorpher Zusammenhang existiert, lasst sich auf einer geeigneten Fléiche
in X priifen. Genauer gilt

Satz 2.2 (Proposition 21 in [2]) — Seien X eine projektive Mannigfal-
tigkeit mit dim X > 3, L ein amples Geradenbiindel und E ein holomorphes
Vektorbiindel auf X. Dann gibt es ein ng, so dass fiir alle grofleren n und
alle glatten Hyperflichen S mit Ox(S) = L™ gilt: Die Atiyah-Klasse von E
verschwindet genau dann, wenn die Atiyah-Klasse von E|S verschwindet.
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Durch Induktion erhalten wir sofort

Korollar 2.3 — Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit mit dim X > 3 und
E ein holomorphes Vektorbiindel auf X. Dann gibt es einen vollstindigen
Durchschnitt S C X von Dimension zwei, so dass

A(E) =0 A(E|y) =0.

Beweis des Satzes. Wegen der Natiirlichkeit der Atiyah-Klasse folgt aus
A(E) = 0 immer A(E|g) = 0. Es bleibt die andere Implikation zu zeigen.
Fiir ein Vektorbiindel F' bezeichnen wir wie iiblich mit F'(n) das Biindel
F® L™ Fiir eine glatte Hyperfliche S mit [S] = O(n) erhalten wir die
Sequenz
0— F(-n) = F— F|4g—0. (2)

Setzen wir F' = Q% ® End(E), ergibt sich
0 — Q% ® End(E)(—n) — Q% ® End(E) — Q}ds ®End(E|g) — 0.

In der langen exakten Kohomologiesequenz haben wir dann

- — HY(X, Q% @ End(E)(—n)) — H"Y(X,End(E)) —
— H'(S, Qx| g ® End(E|g)) — H*(X, Q% @ End(E)(—n)) — ...

Nach dem Kodaira-Verschwindungssatz gibt es ein ng, so dass fiir n > ng
und 7 < 3 < dim X

HY(X, Q% ®End(E)(-n)) =0,

das heif3t
HY'(X,End(E)) = H'(S, Qx| ® End(E|g)). (3)

Die Einbettung von S in X gibt uns die Sequenz
0— Ts — Tx|g — Nxys = 0s(5) — 0.
Durch Dualisieren und Tensorieren mit End(E|g) erhalten wir
0 — End(E|4)(—n) — Q% |¢ @ End(E|g) — Qg ®End(E|g) — 0
und in der langen exakten Kohomologiesequenz
- — H'(S,End(E|g)(—n)) —
— HY(S, 0k ¢ ® End(E|g)) % H'(S, Q% © End(E|g)) — ...

Das Bild von A(F) unter dem Isomorphismus aus (3) kombiniert mit ¢
ist genau die Einschrankung der Atiyah-Klasse A(E | g)- Wenn wir ng nur so
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grofl wahlen kénnen, dass ¢ unabhingig von S immer injektiv ist, dann ist
A(E|g) nur dann gleich Null, wenn schon A(E) = 0 war.
Die Sequenz (2) diesmal mit F' = End(E)(—n) lautet

0 — End(E)(—2n) — End(E)(—n) — End(E|g)(—n) — 0.

Bereits um den Isomorphismus in (3) zu erhalten, haben wir ng so grof
gewihlt, dass H'(X, Q% ® End(E)(—n)) = 0 fiir i < 3 und alle n > ny.
Angewendet auf die lange exakte Kohomologiesequenz der letzten Sequenz
bedeutet das

H'(S,End(E|g)(—n)) =0

Das heif3t ¢ ist fiir n > ng injektiv, und die Behauptung folgt. O

2.3 Ein Gegenbeispiel

Atiyah gibt nun noch ein Beispiel an, das zeigt, dass sowohl der Satz von
WEeil als auch Satz 2.2 sich nicht verallgemeinern lassen. Mit anderen Wor-
ten: Es reicht in Dimension gréfler eins nicht, dass alle Chernklassen eines
unzerlegbaren Biindels verschwinden, um die Existenz eines holomorphen
Zusammenhangs zu garantieren, und man kann die Existenz eines holomor-
phen Zusammenhangs nicht auf Kurven priifen.

Seien dafiir Y = P!, Z eine elliptische Kurve und X = Y x Z. Wir
fixieren (yo,20) € X und betrachten Y =Y x {20} und Z = {yo} x Z als
Teilrdume von X. Die Projektionen auf die Faktoren bezeichnen wir mit pry
und prz. Das kanonische Biindel ist dann

Kx = det(pry Ky @ pryKz) = pry Ky = pryOp (-2) = Ox(-22).
Wir tensorieren die Struktursequenz von Z mit Ox(2Z) und erhalten
0—-0x(Z)—0x(22) - 0z,00x(22) =20z — 0,

denn Oz(Z) = Oy. Betrachten wir hierzu die lange exakte Kohomologiese-
quenz, so erhalten wir mit Serre-Dualitéit

H'Y(X,0x(22)) & H'(Z,0,) — H2(X,0x(2)) = H'(X, 0x(—32))* = 0.

Da Z eine elliptische Kurve ist, ist der Rang von H'(Z,Oy) eins, und wir
konnen ein Element ¢ € H' (X, 0x(27)) wihlen mit ¢(£) = 7 # 0. Die Ele-
mente von H'(X,0x(27)) = HY(X,Hom(Ox(—2),0x(Z))) entsprechen
genau den Erweiterungen von Ox(—Z2) durch Ox(Z). Wir betrachten nun
die Erweiterung

0—-0x(Z)—FE—0Ox(-2)—0 (4)

zur Klasse &.



2 EXISTENZ VON HOLOMORPHEN ZUSAMMENHANGEN 12

Proposition 2.4 — Das Vektorbiindel E erfiillt
(i) Die totale Chernklasse ist trivial, i.e. ¢c(E)=1.
(i1) E ist unzerlegbar.

(#ii) E besitzt keinen holomorphen Zusammenhang.

Beweis.

(i) Die Chernklasse berechnet sich zu

«(E) = c(0x(2)) - «(Ox(-2))
=1-¢{(0x(2))
=1-ci(pry Oy ()

=1 —prg"/c%((’)y(yg)) =1.

(7) Schranken wir die Sequenz (4) auf Z ein, so erhalten wir eine nicht
triviale Erweiterung

0—>OZ—>E]Z—>OZ—>07

die dem Element 7 # 0 in H'(Z,Oyz) entspricht, das heifit E|, ist
unzerlegbar. Somit muss auch E schon unzerlegbar sein.

(7i) Schranken wir (4) nun auf Y ein, so erhalten wir
0 — Oy () — E|y — Oy(—y0) — 0.
Der Erweiterung entspricht eine Klasse in
HY(Y, Oy (2y0)) = H(Y, Oy (—4y0))* =0,

das heifit die zur Erweiterung gehorende Klasse ist null und die Erwei-
terung trivial.

E}y = Oy (y0) ® Oy (=wo)

Damit ist A(E|,) = A(Oy(y0)) © A(Oy(—yo)) # 0, und auch die
Atiyah-Klasse von E kann nicht null sein. Also besitzt E keinen holo-
morphen Zusammenhang. (]

Hieraus ist sofort klar, dass der Satz von Weil in Dimension zwei nicht
gilt, das heifit, das Verschwinden aller Chernklassen eines unzerlegbaren
Biindels ist keine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines holomor-
phen Zusammenhangs.

Fiir den zweiten Aspekt des Beispiels benotigen wir ein weiteres Ergebnis
aus [2]:



2 EXISTENZ VON HOLOMORPHEN ZUSAMMENHANGEN 13

Proposition 2.5 — Sei E eine unzerlegbares, holomorphes Vektorbindel
auf X und dim X > 2. Dann ist E’S unzerlegbar auf jeder Hyperfliche S
von gentigend hohem Grad.

Ist also nun C eine Kurve geniigend hohen Grades in X so ist E‘ o
unzerlegbar und hat verschwindende Chernklassen. Mit anderen Worten
A(E|,) = 0 und Ej¢ ist flach, wihrend A(E) # 0.

Auch Satz 2.2 ldsst sich also nicht verallgemeinern.
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3 Das Resultat von I. Biswas

In diesem Abschnitt wollen wir das Ergebnis von 1. Biswas [5] beweisen.

Hierfiir werden wir nachweisen, dass unter gewissen Umsténden ein Vek-
torbiindel mit einem holomorphen Zusammenhang semistabil ist. Ein Resul-
tat von C. Simpson ([24] Corollary 3.10, S. 40) besagt, dass ein semistabiles
Biindel mit verschwindenden Chernklassen tatséchlich ein flaches Biindel
ist, und liefert das gewiinschte Ergebnis.

Zunéchst werden wir also den Begriff der Semistabilitét klédren. Unsere
Referenz hierfiir ist das Buch von Kobayashi ([17], Chapter V).

Wir fixieren auf einer Kédhlermannigfaltigkeit X eine Kéhlerform w. Fiir
projektives X nehmen wir stets an, dass w von einem amplen Geradenbiindel
induziert wird. Fiir ein Vektorbiindel E auf X ist der Grad (beziiglich w)
definiert als

degE:/ Aa(BE)ANwA - Aw.
X

Um den Begriff fiir torsionsfreie, kohdrente Garben zu verallgemeinern,
betrachten wir zu einer solchen Garbe F vom Rang r die Garbe

det F = (A" F)*.

Die Garbe det F ist tatsdchlich ein Geradenbiindel, und wir kénnen ¢; (F) =
c1(det F) definieren.

Fiir Vektorbiindel gibt diese Konstruktion wieder die gewohnliche De-
terminante. Hat man eine kurze, exakte Sequenz

0—-F - F—-F" =0,
so gilt wie im Fall von Vektorbiindeln det F = det 7' @ det F”, das heifit
deg F = deg F' + deg F".

Wir nennen

P =
den Anstieg von F. Die obige Sequenz gibt dann
W) = Rk Fu(F) + xk P u(F"))
und fiir p(F) < p(F')
W) = <y (R FR(F) = xk P (7))
T T () 6

= u(F) < u(F)
Weiterhin gilt u(F ®G) = u(F) + u(G).
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Definition 3.1 — FEine torsionsfreie, kohdrente Garbe F auf X heifst semi-
stabil bzw. stabil, wenn fiir jede Untergarbe F' mit torsionsfreiem Quotienten
FIF gilt: )(F') < p(F) bzw. u(F') < w(F).

Im folgenden werden wir unter einer Untergarbe immer eine Untergarbe
mit torsionsfreiem Quotienten verstehen. Die obigen Uberlegungen zeigen,
dass eine dquivalente Bedingung fiir die Semistabilitiat p(F”) > wp(F) fir
alle torsionsfreien Quotienten F” ist.

Der Beweis der folgenden Propositionen findet sich in [17], Kapitel V.7.

Proposition 3.2 — FEine kohdrente Garbe F ist genau dann semistabil,
wenn die duale Garbe F* semistabil ist. Es gilt dann p(F*) = —pu(F).

Proposition 3.3 — Sei F eine torsionsfreie, kohdrente Garbe auf X. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Untergarbe F1, so dass fir alle Untergarben

F' C F gilt:
(1) u(F) < p(F),
(i) vk F' <tk Fy falls p(F') = p(F1).
F1 ist dann semistabil und heifst mazrimale semistabile Untergarbe von F.

Hieraus erhalten wir nun zu F die Harder-Narasimhan-Filtrierung
0=FyCH C}—QC"'C}_[C}—[_H:]:,

die eindeutig dadurch bestimmt ist, dass F;/F;—1 die maximale semistabile
Untergarbe von F/F;_; ist. Es ist klar, dass pu(F;) grofer als p(F;y1) ist.
Betrachten wir nun die Sequenz

0— Fi/Fi1 = Fig1/Fier = Fira/Fi — 0
so folgt mit (5)
w(Fir1/Fi) < p(Fi) Fizr). (6)

Nun koénnen wir das Resultat von I. Biswas formulieren. Sei dafiir X eine
projektive Mannigfaltigkeit. Wir fixieren eine Polarisierung, i.e. ein amples
Geradenbiindel. Sei dann

OZVOC%CVQC"'CWCV[.H:TX

die Harder-Narasimhan-Filtrierung des Tangentialbiindels von X beziiglich
der Polarisierung.

Theorem 3.4 (Biswas) — Sei X eine projektive Mannigfaltigkeit mit
degTx > 0. Sei E ein Vektorbiindel auf X, dessen Atiyah-Klasse verschwin-
det.
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(i) Falls degTx/V; > 0 ist, so besitzt E eine flache Struktur. (Diese Be-
dingung ist unter anderem erfillt, wenn Ty semistabil ist.)

(i1) Seinun Tx nicht semistabil und das mazximale semistabile Unterbiindel
Vi lokal frei. Ist dann der Rang der Neron-Severi Gruppe eins, i.e.

HY(X)NHA(X,Q) = Q,
dann besitzt E eine flache Struktur.

Hat eine projektive Mannigfaltigkeit triviales kanonisches Biindel, so be-
sagt ein Ergebnis von Yau [27], dass das Tangentialbiindel semistabil ist.
Mit dem ersten Teil des Theorems erhalten wir:

Korollar 3.5 — Ist X eine projektive Mannigfaltigkeit mit trivialem ka-
nonischen Biindel, so ist jedes Vektorbiindel mit verschwindender Atiyah-

Klasse flach.

Dieses Korollar werden wir in Abschnitt 5 auf projektive Flichen anwen-
den.

Beweis des Theorems. Wie eingangs gesagt, reicht es nachzuweisen, dass
FE unter den jeweils gegebenen Voraussetzungen semistabil ist, um mit dem
Resultat von Simpson die Existenz einer flachen Struktur zu folgern.

Hierfiir werden wir die maximale semistabile Untergarbe W C E be-
trachten und nachweisen, dass p(7) = 0. Da alle Chernklassen von E ver-
schwinden (Korollar 1.6), ist auch p(F) = 0 und somit W = E und FE
semistabil.

Sei also nun deg 7x /V; > 0. Wir wéhlen einen holomorphen Zusammen-
hang D auf E und betrachten die Garbenabbildung 7x @c W — E/W,
die einen lokalen Schnitt £ ® s auf die Projektion von D¢s nach E/W ab-
bildet. Fiir eine lokale holomorphe Funktion f gilt die Leibnizbedingung
De(fs) = 0cf @ s+ fDes. Weil O¢ f ® s in W liegt und somit auf Null abge-
bildet wird, ist die Abbildung sogar O x-linear und induziert eine Abbildung
von Ox-Garben

D:Tx @0y W — E/W.

Nun benétigen wir folgendes

Lemma 3.6 — Die Bedingungen p(7x) > 0 und u(7x /Vi) > 0 garantieren,
dass der Anstieq jedes torsionsfreien Quotienten von Tx nicht negativ ist.

Beweis. Die Eigenschaft (6) der Harder-Narasimhan-Filtrierung impli-
ziert 0 < u(7x/V;) < u(Vi/Vi—1). Durch Induktion erhalten wir wie bei (5)
aus der Sequenz

0—=Vi/Viex = ITx/Vien = Tx/V; — 0
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w(Tx /V;) > 0. Sei nun F C 7Tx eine Untergarbe. Wir beweisen durch In-
duktion {iber ¢
FCVi=nVi/F)>0.

Fiir i = 1 gilt dies, weil V} semistabil ist und p(V;) > 0. Fiir den Induk-
tionsschritt sei nun F C V;, und wir erhalten das Diagramm

0 0 0
0 ker ¢ F im ¢ 0
\
0 Vi Vi Vi/Via 0
00— Vio1/ker ¢ —= Vi) F — (Vi/Vi_1) /im ¢ —= 0
0 0 0

Man iiberlegt sich leicht, dass die Quotienten jeweils torsionsfrei sind.
Nach Induktionsvoraussetzung ist pu(V;—1/ker ¢) > 0, und weil V;/V;_; se-
mistabil ist, ist u((V;/Vi—1) /im ¢) > 0. Also hat auch V;/F nicht negativen
Anstieg. O

Weil das Tensorprodukt von semistabilen Garben wieder semistabil ist
([19], Corollary 2.6.1), sieht man auf die gleiche Weise, dass das Tensor-
produkt der Harder-Narasimhan-Filtrierung von 7y mit W die Harder-
Narasimhan-Filtrierung von 7x @ W ist. Also ist der Anstieg jedes torsi-
onsfreien Quotienten von 7x ® W mindestens u(W). Andererseits ist der
Anstieg jeder nicht trivialen Untergarbe von E/W echt kleiner als p(W),
denn die maximale semistabile Untergarbe von E/WW hat nach (6) echt klei-
neren Anstieg als W. Wenden wir beides auf das Bild von D an, impliziert
dies D = 0.

Das bedeutet D bildet W nach Q}( ® W ab und induziert einen holo-
morphen Zusammenhang auf W (im Sinne von Bemerkung 1.2) und damit
auf det W. Dann haben wir

deg W = deg(det W) = 0,

denn det W ist ein Geradenbiindel mit verschwindender Atiyah-Klasse. Wie
gewiinscht ist also u(W) = 0, E = W und also E semistabil. Dies liefert die
Behauptung.

Bemerkung 3.7 — Biswas zeigt, dass jede kohdrente Garbe W mit einem
holomorphen Zusammenhang auch schon lokal frei ist, um dann u(W) =0
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zu folgern. Weil das Ergebnis an sich interessant ist, werden wir es in Anhang
A.1 noch beweisen.

Fir den zweiten Teil des Theorems sei 7x nicht semistabil aber die ma-
ximale semistabile Untergarbe V) lokal frei. Sei wie oben D ein holomorpher
Zusammenhang in £ und W das maximale semistabile Unterbiindel.

Der Beweis verlduft in mehreren Schritten. Wieder wollen wir zeigen,
dass E semistabil ist. Wir wollen die Annahme, dass W eine echte Un-
tergarbe ist, zum Widerspruch fiithren.

Zunéchst zeigen wir, dass V; eine nicht singulére holomorphe Blédtterung
ist. Dann induziert D einen partiellen Zusammenhang im Sinne von Bott [§]
auf dem Biindel det W. Spezielle Eigenschaften von dessen Kriimmung wer-
den ¢ (W)% = 0 ergeben, woraus mit den Bedingungen an die Neron-Severi
Gruppe c¢1 (W) = 0 folgt. Dies impliziert wie im ersten Teil die Behauptung.

Um zu zeigen, dass V) eine holomorphe Blatterung ist, miissen wir nach-
weisen, dass V7 involutiv, i.e. abgeschlossen unter der Licklammer ist. Die
Lieklammer erfiillt die Identitéat

[fv, gw] = fglv,w] + fu(g)w — gw(f)v
fiir Tangentialvektoren v, w und Funktionen f, g. Damit ist die Abbildung
' 'vioeV; — TX/V1

Ox-linear. Das Biindel V; ® V} ist semistabil und pu(Vi @ Vi) = 2u(Vy) >
w(Vy) > 0, das heiit jeder Quotient hat echt grofleren Anstieg als V7. An-
dererseits ist Vo/V; das maximale semistabile Unterbiindel von 7x /V; und
w(Va/Vi) < u(V1), so dass jede Untergarbe von Tx/V; echt kleineren An-
stieg als V7 hat. Angewendet auf das Bild von « impliziert dies I' = 0 und
V1 ist involutiv.

Wir méchten nun einen partiellen holomorphen Zusammenhang auf W
entlang V; konstruieren, genauer eine Abbildung

DWW —=VieW,

die die Leibnizregel D'(fs) = pry+0f ®s + fD’s erfiillt. Der holomorphe
Zusammenhang D induziert durch Projektion auf V|* einen Operator

Dy:W—>V'Q®F
und schliellich einen Operator
Dy: W — V@ E/W.

Koénnen wir Dy = 0 zeigen, so ist das Bild von D; enthalten in V@ W
und wir setzen D’ = D;. Wir bedienen uns hierfiir der gleichen Technik wie
ZUVOr.
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Das maximale semistabile Unterbiindel von £/ hat echt kleineren An-
stieg als W. Nach Proposition 3.2 ist V|* semistabil mit negativem Anstieg
—u(V1), womit das maximale semistabile Unterbiindel von Vi* ® E/W - und
damit jedes Unterbiindel - auch echt kleineren Anstieg als W hat. Ande-
rerseits ist W semistabil, und jeder torsionsfreie Quotient von W hat einen
grofferen Anstieg als W. Also ist Dy die Nullabbildung, und wir erhalten
den gesuchten partiellen Zusammenhang D’.

Wie im ersten Teil betrachten wir nun das Determinantenbiindel det W,
um den Grad von W zu berechnen. D’ induziert einen partiellen Zusammen-
hang auf det W, den wir wieder mit D’ bezeichnen.

Den Methoden von [8] folgend, erweitern wir D’ zu einem Zusammen-
hang auf det W:

Wir fixieren eine Kéahlermetrik g auf X und wéhlen eine hermitesche
Struktur mit zugehérigem Chernzusammenhang V' auf det W. Dessen (0,1)-
Anteil ist 0 = Ogetw. Einen Tangentialvektor v € T10X zerlegen wir in
v1 By gemiB der Aufspaltung 710X = V3 @Vi- vermittels g. Fiir o' € 791X
und einen glatten Schnitt s in det W definieren wir dann

Voaws = Dy s+ Vi, s+ Oys.

Der Operator V ist ein gew6hnlicher Zusammenhang auf det W, der mit der
holomorphen Struktur vertraglich ist.

Der (1,1)-Anteil der Kriimmung Fy ist ein Représentant der ersten
Chernklasse des Geradenbiindels det W. Ist nimlich V ein vertriiglicher,
hermitescher Zusammenhang, so ist V = V + a fiir eine (1,0)-Form a, da
beide Zusammenhénge mit der holomorphen Struktur vertréglich sind. Die
Kriimmung berechnet sich zu

Fy :F@+@a+a/\a
=Fo+0a+V"% +aAa,
~—_——————
(1,1) (2,0)

so dass ci(det(W)) = [Fg] = [Fé’l] in H1(X). Wir bendtigen nun das
folgende

Lemma 3.8 — Sei ZT C T*X das von Ann(V1), dem Annullator von V;

in TYOX , erzeugte Differentialideal. Dann ist der (1,1)-Anteil von Fé’l mn
Wirklichkeit ein Schnitt in Z, das heifst Fé’l € A%X, Ann(Vy) @ A1 X)

Beweis. Da V; involutiv ist, ist Z ein Differentialideal (vgl. [26], Propo-
sition 2.30). Dass die Kriimmung taséchlich darin liegt, zeigen wir mit einer
lokalen Rechnung. Wir schreiben

D=04+AundV =d+ B

*1. Biswas fiihrt in seinem Artikel die gleiche Argumentation mit V1 durch. Dieser
Ansatz scheint jedoch nicht korrekt zu sein.
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fiir ein A € HY(X,QY) und eine (1,0)-Form B. Bezeichnet pr jeweils die
Projektion auf den entsprechenden Teilraum, ist fiir einen glatten Schnitt s
von det W

Vs = ((0+ A)s) opry, + ((d + B)s) opryL + (0s) o prooax
=ds+ (prvy A+ prvluB)s,

und der (1,1)-Anteil der Kriimmung ist

Fé’l = ((pTVI*A + prvluB) A (prVI*A + prvlnB) + d(prvl*A + prvluB)> b
= d(prv;A+ prvluB)
=0+ 8prV1uB.

Dies liegt in Z, da Z ein Differentialideal ist. U

Hieraus konnen wir folgern, dass geniigend hohe Potenzen der ersten
Chernklasse verschwinden. Ist ¢ grofler als die Dimension des Annullators
dim X — dimV; | so ist

A Ann(V)) @ A% X)) = A Ann(V) @ A% X =0
und somit auch (Fé’l)q = 0. Das bedeutet
ca(W)4 = c1(det W)? = 0.

Um den Beweis abzuschliefien, miissen wir nur noch bemerken, dass die
Forderung, dass der Rang der Neron-Severi Gruppe eins ist, besagt, dass
c1(W) = m|w] ein ganzzahliges Vielfaches der Kihlerklasse, i.e. der Chern-
klasse des amplen Geradenbiindels, ist. Die Klasse [w]? ist jedoch nicht null
fiir ¢ < dim X, so dass m = 0 und also auch ¢; (W) = 0 sein miissen. Also
ist W(W) = p(E) =0.

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass das maximale semistabile
Unterbiindel W ein echtes Unterbiindel von £ ist, denn dann miisste W echt
grofferen Anstieg als E haben.

Also ist E semistabil und eine weitere Anwendung des Resultates von
Simpson schliefft den Beweis von Theorem 3.4 ab. O
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4 Eigene Ergebnisse

In diesem Abschnitt mochten wir die erzielten Ergebnisse darstellen. Zu einer
Mannigfaltigkeit X hatten wir die beiden Klassen 20t(X'), Vektorbiindel mit
verschwindender Atiyah-Klasse, und §l(X), flache Vektorbiindel, eingefiihrt.
Wir wollen nun das Verhalten dieser Klassen unter gewissen Morphismen
studieren. So kénnen wir aus Mannigfaltigkeiten, auf denen beide Klassen
libereinstimmen, neue Beispiele gewinnen, auf welchen dies auch gilt.

Zunichst wollen wir zeigen, dass es fiir projektive Mannigfaltigkeiten
reicht, Flachen zu betrachten.

4.1 Reduktion auf Fliachen

Sei E ein Vektorbiindel mit holomorphem Zusammenhang auf einer projek-
tiven Mannigfaltigkeit von Dimension mindestens drei. In diesem Abschnitt
wollen wir zeigen, dass wir auf gewissen Flidchen in X testen konnen, ob E
flach ist. Dafiir bedienen wir uns einer dhnlichen Technik wie in Satz 2.2.

Satz 4.1 — Falls FU(X) und At(X) fiir alle kompakten projektiven Flichen
tibereinstimmen, so stimmen sie auf allen kompakten projektiven Mannigfal-
tigkeiten tberein.

Im Beweis werden wir die Fundamentalgruppen von geeigneten Hyper-
ebenenschnitten kontrollieren miissen. Die Lefschetzséitze in der Version
fiir Homotopiegruppen (frei nach [7], Korollar nach Theorem I) liefern die
benétigten Informationen:

Satz 4.2 (Satz von Lefschetz) — Sei X eine kompakte, komplexe Man-
nigfaltigkeit der Dimension n und S eine glatter, ampler Divisor. Die von
der Inklusion ig : S — X induzierte Abbildung der Homotopiegruppen

isy : mi(S) — mi(X)

ist dann ein Isomorphismus fir i <n — 1 und surjektiv firi=mn — 1.
Insbesondere ist
igy s m(S) — m(X) (7)

ein Isomorphismus fiir n > 3 und surjektiv fiir n = 2.

Beweis des Satzes. Induktion iiber dim X = n. Gelte also die Annahme
auf allen kompakten, projektiven Mannigfaltigkeiten der Dimension n —1 >
2. Sei F — X ein Vektorbiindel mit verschwindender Atiyah-Klasse und L
ein positives Geradenbiindel auf X.

Wir wéhlen einen glatten, amplen Divisor S mit O(S) = O(m) = L™.
Hier benutzen wir den Satz von Bertini (vgl. z.B. [13]). Die Atiyah-Klasse
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von E| g ist Null, und somit gibt es nach Voraussetzung eine Darstellung der
Fundamentalgruppe

p:m(S) 2 m(X)— Gl,.(C),

so dass das hierzu assoziierte Vektorbiindel £, — X auf S eingeschrénkt
isomorph zu E‘ g ist. Der Isomorphismus der Fundamentalgruppen wird hier
durch die Inklusion ig : S — X induziert (vgl. (7)).

Wir wollen nun zunéchst zeigen, dass E, bis auf Isomorphie unabhéngig
von der Wahl von S ist. Betrachten wir dazu einen weiteren glatten, amplen
Divisor S nicht notwendig vom gleichen Grad wie S, so erhalten wir analog
eine Darstellung

pm(S) =m(X) — GI.(C).

Nach dem Nakai-Moishezon Kriterium fiir ample Divisoren ([13], Appen-
dix A, Theorem 5.1) ist der Schnitt von S und S’ nicht leer und wir kénnen
SN S als glatt annehmen, indem wir S’ gegebenenfalls durch einen linear
dquivalenten, glatten Divisor ersetzen. Die Einschrénkung der Biindel E,
und £, entspricht der Komposition der Darstellungen mit 4gng/y:

71(S)

POlsns!

I ) Se— N e R

ploignss.
NS« o

m1(S")
Die eingeschrankten Biindel sind isomorph

Eplsng = Elsns = Ep|snsr

und somit sind die entsprechenden Darstellungen konjugiert unter einem
inneren Automorphismus int, (Bemerkung 1.10). Weil aber S mindestens
Dimension zwei hat, ist igns/« nach (7) surjektiv. Also sind auch p und p
konjugiert und E, = E,, mit anderen Worten: E, ist unabhéngig von der
Wahl des Divisors S.

Wir wollen nun zeigen, dass der [somorphismus F g = Ep| ¢ fiir gentigend
grofien Grad m des amplen Divisors zu einem Isomorphismus £ = E,, liftet.
Datfiir betrachten wir die Sequenz

0— Ox(—m)—Ox — 05 —0

und erhalten nach tensorieren mit Hom(E, E,) die lange exakte Kohomolo-
giesequenz

0 — H°(X,Hom(FE, E,)(—m)) — H°(X,Hom(E, E,)) —
— H°(X,Hom(E|4, E,|4)) — H'(X,Hom(E, E,)(—m)) — ... (8)
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Der Kodaira-Verschwindungssatz garantiert die Existenz eines m, so dass
HY(X,Hom(E,E,)" ® Kx ® L"™) =0 fir ¢ > 0.

Nach Serre-Dualitét ist also H9(X,Hom(FE, E,)(—m))* = 0 fiir ¢ < n, und
wir haben in (8) einen Isomorphismus

H°(X,Hom(E, E,)) = H"(X, Hom(E|g, Ey|5)).

Somit liftet der Isomorphismus E| g = Ep| g zu einem Homomorphismus
¢ : E — E,. Der Homomorphismus ¢ ist nun genau dann ein Isomorphismus,
wenn der induzierte Schnitt det¢ € H°(X,det(Hom(E, E,))) nirgendwo
verschwindet.

Ist dies nicht der Fall, erhalten wir einen Nullstellendivisor D = Z(det ¢)
und da S ample ist, ist der Schnitt von D und S nicht leer nach dem Nakai-
Moishezon Kriterium. Eingeschrinkt auf S ist ¢ jedoch ein Isomorphismus
und somit det ¢ # 0 {iberall. Also ist ¢ {iberall ein Isomorphismus. O

Der Beweis des Satzes liefert genauer:

Korollar 4.3 — Seien X eine projektive Mannigfaltigkeit von Dimensi-
on mindestens drei und E ein Vektorbindel auf X. Dann gibt es einen
vollstindigen Durchschnitt S der Dimension zwei, so dass E genau dann
flach ist, wenn E|S flach ist.

4.2 Aufblasungen und birationale Morphismen

Sei X eine komplexe, kompakte und projektive Mannigfaltigkeit und Y eine
glatte, abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Mit 7 : X — X bezeichnen
wir die Aufblasung von X entlang Y. Bekanntlich identifiziert sich 7=1(Y")
mit IP’(./\/y/ x ), dem projektivierten Normalenbiindel von Y in X.

Die induzierte Abbildung 7, : m(X) — 71(X) ist ein Isomorphismus.
Dafiir betrachten wir eine Tubenumgebung 7" von Y beziiglich einer Metrik
auf X und zerlegen X = TUX \Y und X = 77 'TU X \ 7 'Y. We-
gen das Satzes von Seifert-van Kampen reicht es die Fundamentalgruppen
von T und 7T zu vergleichen beziehungsweise die Fundamentalgruppen
der jeweiligen Deformationsretrakte ¥ und P(Ny,x), denn auBerhalb ist
biholomorph. Der Isomorphismus ergibt sich nun aus der Homotopiesequenz
der Faserung (vgl. [9], Chapter VII Theorem 6.7).

Somit gibt es eine natiirliche Bijektion zwischen Darstellungen der Fun-
damentalgruppe von X und X. Fiir die assoziierten flachen Biindel ent-
spricht das dem Riickzug mit 7*.

Wir wollen nun zeigen, dass sich Biindel mit einem holomorphen Zusam-
menhang dhnlich verhalten.

Satz 4.4 — Die Abbildung ©* induziert Isomorphismen zwischen §(X) und
SUX) sowie At(X) und At(X).
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Beweis. Es ist nur noch der zweite Teil des Satzes zu beweisen.

Allgemein haben wir 7* : 24(X) — 2¢(X), und die Abbildung ist hier in-
jektiv, da 7 eine Aufblasung ist, i.e. biholomorph auflerhalb einer Teilmenge
von Kodimension zwei von X. Wir miissen nun die Surjektivitit zeigen.

Sei also E ein holomorphes Biindel vom Rang r auf X mit holomorphem
Zusammenhang D. Hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Biindels E auf X, so dass 7*E = E, ist nach einem Satz von Ishimura
([15], Theorem 1) E|7T71(y) =~ 7-1(y) x C" fiir jeden Punkt y € Y. Jede

Einschriinkung erbt aber den holomorphen Zusammenhang von E und ist
somit nach Korollar 1.16 trivial. Also ist £ = F*E lokal frei auf X und
™E >~ FE.

Nun miissen wir noch den holomorphen Zusammenhang auf £ konstru-
ieren.

7T|X\ﬂ_1(y) X\ HY) = X\Y

ist eine biholomorphe Abbildung und induziert einen Isomorphismus

E|)2\7T—1(y) = E|X\Y

und somit einen holomorphen Zusammenhang D auf £ | X\ Die Kodimen-
sion von Y muss mindestens 2 sein, um eine nicht triviale Aufblasung zu
ergeben. Das bedeutet, wir kénnen den Zusammenhang nach Hartogs Theo-
rem iiber Y hinweg als holomorphen Zusammenhang fortsetzen, indem wir
lokal D = 0 + A schreiben und die Matrix von holomorphen 1-Formen
eindeutig iiber Y hinweg fortsetzen. Wir erhalten so einen holomorphen Zu-
sammenhang auf F und E € A¢(X). O

Das starke Ergebnis von Abramovich, Karu, Matsuki und Wtodraczyk
zur Fakorisierung von birationalen Morphismen gibt uns nun die Mé6glich-
keit, das Ergebnis auf birationale Abbildungen auszudehnen. Genauer gilt:

Weak Factorization ([1], Theorem 0.1.1) — Sei X; - — > Xy eine bi-
rationale Abbildung zwischen vollstindigen, nicht singuldren algebraischen
Varietiten X7 und Xo dber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K
der Charakteristik Null und sei U C X1 eine offene Menge, auf der ¢ ein
Isomorphismus ist. Dann kann ¢ in eine Sequenz von Aufblasungen und
Herunterblasungen entlang glatter Untermannigfaltigkeiten, die im Komple-
ment von U liegen, faktorisiert werden. Das bedeutet: Es gibt eine Folge von
birationalen Abbildungen

X1:Voq—i”—>V1—¢—2>-~—¢I—_I>VL1——@>W=X2,

so dass

(i) p=¢rodr_10---0¢;
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(i1) ¢; ist ein Isomorphismus auf U fir alle i.

(#i) Entweder ¢;: Vi1 ——>V; , oder (bi_l : Vi — — = Vi1 st ein Morphis-
mus, der durch das Aufblasen entlang einer glatten Untermannigfal-
tigkeit, die nicht in U liegt, entsteht.

Weiterhin sind alle V; projektiv, wenn X1 und X projektiv sind.
Damit erhalten wir sofort den folgenden
Satz 4.5 — Es gilt:

(i) Sei ¢ : X — X' eine birationale Abbildung zwischen projektiven,
komplexen Mannigfaltigkeiten. Dann existieren Bijektionen FI(X') —
FUX) und At(X') — At(X) induziert durch ¢.

(i1) Falls fiir eine komplexe, projektive Mannigfaltigkeit FI(X) = At(X)
gilt, so gilt dies fiir alle projektiven Mannigfaltigkeiten, die birational
dquivalent zu X sind.

4.3 Regulire, endliche Uberlagerungen

Es sei X eine nicht notwendig kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und
7: X — X eine endliche, reguliire Uberlagerung. Das heiit wir haben eine
exakte Sequenz

1 - m(X) - m(X)—G—1,

G operiert einfach transitiv auf den Fasern und X /G = X.

In diesem Zusammenhang werden wir von einer m-zuléssigen (oder ein-
fach zuldssigen) Uberdeckung 4 = {U;} von X sprechen, falls fiir eine
fest gewihlte Komponente U; von 7~ 1 (U;) gilt: 7~ 1(U;) = UgEGgﬁi und
W’gﬁi cgU; =2 U.

Die Abbildung 7 liefert uns eine Abbildung 7; — 7*7x. Da 7 lokal
biholomorph ist, haben wir 73 = 7*7x.

Wir wollen nun zeigen, dass sich flache Biindel und Biindel mit einem
holomorphem Zusammenhang gleich verhalten unter Riickzug mit solchen
Uberlagerungsabbildungen. Dafiir benétigen wir:

Lemma 4.6 — Sei E ein Vektorbiindel iiber X . Dann existiert eine natiirli-
che G-Operation auf 7" E und es gelten

(i) 7 A(X,F) = AY(X,n*E)C.
(ii) T APY(X,E) = AP9(X, 7*E)C.
(ii) Die Abbildung 7 : H*(X,E) — H*(X,n*E) ist injektiv und

T H*(X,E) = H*(X,n*E)°.
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Beweis. Sei U = {U;} eine zulissige Uberdeckung von X, die E triviali-
siert. Die Gruppe G operiert dann durch

~ gxid ~
U; x C" gU; x C™
UZ' x C™

Da 7 surjektiv ist, ist die Abbildung auf den Schnitten injektiv.
(i) Fiir s € A°(X, E) ist nach Definition 7*(s)(Z) = 7*(s)(g9x). Ist um-
gekehrt 5 € AY(X,n*E)%, so definieren wir einen Schnitt s durch
s(z) = (%) fiir ein # € 7~ %(z). Nach obigem Diagramm ist s wohlde-
finiert und glatt, und 7*(s) = 3.
(4) Wir haben nach (7)
T AP X, E)
=m* A% X, APTOX @ NMTO X @ E)
=A%X, APTYOX @ AT X @ n* E)C
AP X, 7 E)Y.

(7i) Wir betrachten das Diagramm

AP(X,E) —"> A(X, 7" E)¢ —> AP(X, 7*E)

| o
APHY(X | E) —> Ar+(X, 7 )
Ist o € AP (X E) eine geschlossene Form, so dass [1"a] = 0 in
HPFY X, m*E), also m*a = op fiir ein B € AP(X, 7" E), so definieren
wir 3 = ﬁ > gec 9 BE AP(X, m*E)%. Es gilt

= 1 A3 1 k %k *
8ﬂ’:@26gﬁ:@2g7ra:7r .
geG geG

Nach (ii) gibt es ein o’ € AP(X, E) mit 7°a’ = 3. Da das Diagramm
kommutiert und 7* auf Formen injektiv ist, ist da’ = o und [o] = 0
in HP (X, E).

Ist o ein Repriisentant fiir [a] € HP(X,7*E)%, so betrachten wir &hn-
lich wie zuvor o/ = ﬁ > gec 9 o € T AP(X, E). Dann ist

=L ”‘a:L a] = [«
)= 17 Lol = g el = e

geG
und [a] € T HP(X, F). Die andere Inklusion ist klar. O
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Nun erhalten wir das angekiindigte Ergebnis:

Satz 4.7 — Sei X — X eine endliche, requlire Uberlagerung und E ein
Vektorbiindel auf X. Dann gilt:

(i) E e A(X) & 1m°FE € A(X).
(ii) E e UX) e nE € FI(X).
Beweis.
(i) Die Abbildung
7 : H'(X,End(E) ® Q%) — H'(X, 7" End(E) ® Q%)
A(E) — A(T*E)
ist injektiv, das heift A(E) = 0 genau dann, wenn A(7*E) = 0.

(#i) Nach Bemerkung 1.10 ist der Riickzug eines flachen Biindels flach. Sei
nun F ein beliebiges Biindel auf X, so dass #*FE flach ist. Sei V ein
flacher Zusammenhang auf 7*E. Fiir eine Decktransformation g € G
identifiziert sich g*n* E kanonisch mit 7* E. Mit diesen Identifikationen

hat der Ausdruck )
61 297

geG

Sinn und definiert einen flachen, G-invarianten Zusammenhang auf
7*FE. Dieser steigt zu einem flachen Zusammenhang auf E ab. O

Wir erhalten als niitzliche Folgerung

Korollar 4.8 — Sei 7 : X — X eine endliche Uberlagerung. Dann gilt

FUX) = A(X) & FUX) = AL(X).

4.4 Faserungen

Fiir gewisse Faserungen X — Y von komplexen Mannigfaltigkeiten kénnen
wir flache Biindel auf der Basis und auf X in Beziehung setzen. Dies wird
spéter niitzlich sein, um weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten zu erzeu-
gen, auf denen At(X) = F((X) gilt.

Zunichst benotigen wir:

Lemma 4.9 — Sei f : X — Y eine holomorphe Abbildung, die einen
Schnitt s : Y — X hat.

(i) Falls FU(X) = A4(X), so gilt auch F(Y) = AL(Y).
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(i) Sei f: X — Y nun zusditzich eine lokal triviale Faserung' komplexer
Mannigfaltigkeiten mit kompakter typischer Faser F. Sei E ein holo-
morphes Vektorbindel auf X, dessen Einschrdinkungen auf die Fasern
trivial sind. Dann ist E genau dann flach, wenn s*E flach ist.

Bewezs.

(i) Sei E € 2A¢(Y). Nach Voraussetzung ist f*E flach und somit auch
E = s*f*E.

(i1) Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sei nun also s*E flach.
Unter den obigen Voraussetzungen ist f eine flache Abbildung, und
RO(fF(y), E‘ffl(y)) ist konstant auf Y. Wir kénnen also den Satz iiber
Basiswechsel anwenden ([21], §5 Corollary 2). Also ist E' := f.E lokal
frei und f*E’ = E. Da s ein Schnitt ist, ist s*f* = id und somit
E' = s*f*E’' = s*F flach, das heifit, auch E ist flach. O

Nun folgt leicht

Satz 4.10 — Sei f : X — Y eine lokal triviale Faserung komplexer Man-
nigfaltigkeiten mit kompakter, einfach zusammenhdngender typischer Faser
F und einem Schnitt s : Y — X. Ist A(F) = FI(F), so gilt

At(X) = FUX) < A(Y) = FU(Y).

Beweis. Ist E ein Vektorbiindel mit holomorphem Zusammenhang auf
X, so ist die Einschrénkung auf jede Faser nach Voraussetzung flach und
somit trivial. Das vorherige Lemma liefert die Behauptung. (]

Sind X eine Mannigfaltigkeit und V' — X ein Vektorbiindel, so kénnen
wir den Satz zum Beispiel auf P(V & Ox) — X anwenden. Wir werden dies
in Abschnitt 5 mit Regelflichen tun.

Der Satz lasst sich noch ein wenig verschérfen.

Korollar 4.11 — Die Aussage des Satzes gilt auch, wenn die Fundamen-
talgruppe der Faser endlich ist.

Beweis. Wir méchten eine endliche Uberlagerung

NS

Y

X X

finden, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Dann kénnen wir Korollar
4.8 anwenden.

tNach einem Ergebnis von Fischer und Grauert ist jede glatte Familie, deren Fasern
alle als komplexe Mannigfaltigkeiten isomorph sind, schon lokal trivial [10].
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Der Schnitt s legt in jeder Faser einen Basispunkt fest. In einer lokalen
Trivialisierung iiber U C Y definieren wir X’U =FxU—FxU&< X|U,
wobei F die universelle Uberlagerung von F ist. F ist wieder kompakt, da
die Fundamentalgruppe von F' endlich ist.

Wir wihlen einen Lift 5y : U — F x U von s. Dieser legt auch in
jeder Faser F einen Basispunkt fest. Zu einer weiteren Trivialisierung iiber
V C Y mit Lift §y und UNV # () gibt es dann einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus

~ i ~
UNV x F—=UNV x

| |

UxF> UNV xF—=UNV xF CVxF,

der die Basispunkte in den einzelnen Fasern ineinander iiberfithrt und somit
Sy in §y abbildet. Mittels dieser Isomorphismen verklebt die lokale Kon-
struktion zu einer Faserung X — Y, die die gewiinschten Eigenschaften hat,
wenn wir bemerken, dass wegen Korollar 4.8 auch 2t(F) = §I(F) gilt. O

4.5 Infinitesimale Produkte

Sei B = B(0) C C eine Kreisscheibe und Y eine komplexe Mannigfaltig-
keit. In Lemma 4.9 hatten wir gesehen, dass alle Vektorbiindel mit einem
holomorphen Zusammenhang auf Y eine flache Struktur besitzen, falls die
beiden Klassen auf X =Y x B iibereinstimmen. In diesem Abschnitt werden
wir auch die umgekehrte Aussage beweisen.

Wir bezeichnen mit ¥ : X — Y die Projektion und identifizieren still-
schweigend Y mit Y x {0}. Sei ¢ die Koordinate in B.

Satz 4.12 — Sei E ein Vektorbiindel auf X, dessen Atiyah-Klasse ver-
schwindet und seien E' = E‘Yx{t} die Finschrinkungen von E. Dann ist

E =2 U*E. Insbesondere ist E genau dann flach, wenn E° flach ist.

Wir werden eine Art Paralleltransport beziiglich eines holomorphen Zu-
sammenhangs durchfithren. Die benttigten Details haben wir in Anhang A.2
zusammengestellt.

Beweis des Satzes. Die folgende Konstruktion ist fiir ein festes y € Y in
Abbildung 1 schematisch angedeutet.

Sei B’ = B eine weitere Kreisscheibe. Wir betrachten das Produkt Z =
X x B’ mit den Projektionenp: Z —-Y,q:Z — Bundr:Z — B'.

Wir kénnen X auf verschiedene Weise in Z einbetten:

X =Y x{0} x B
Xt’ =X x {t/}
Xa={yt.theZ|t=1}



4 E1GENE ERGEBNISSE 30

{y} x B x B’

Abbildung 1: Situation fiir ein festes y in Y’

Die Einbettungen identifizieren wir jeweils mit X.
Wir betrachten nun das Vektorbiindel (p x ¢)*E und beobachten (vgl.
Abbildung 1):
E=(pxq) B, =VE"
(p x Q)*E‘Xt/ =EB
Ex = (px Q)*E‘XA =F
Die hintere Gleichheit gilt jeweils unter den Identifikation von X mit dem

entsprechenden Teilraum.
Das Tangentialbiindel von Z ist

Ty = p*Ty (&3] q*TB &) T*TB/,

und das holomorphe Vektorfeld % auf B induziert ein Vektorfeld auf Z,
das wir wieder mit % bezeichnen. Die zugehorige Integralkurve uz(t) durch
z = (y,0,t) ist
uz : B— 2
te (y,t,t).

Fiir ein festes ¢’ liegen die Bilder der Integralkurven U(y,) ganz in Xy
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Sei nun D ein holomorpher Zusammenhang in (p x ¢)*E. Wir mochten

zeigen, dass der Paralleltransport entlang % einen Isomorphismus zwischen

E und Ea induziert.
Sei T = (y,0,t') € X und § € Ez ein Element in der Faser. Dann gibt es
nach Proposition A.3 einen eindeutig bestimmten holomorphen Schnitt

s(t) = s(t,z,5): B— (px q)'FE

s(t) € ((px q)"E), ) und Dy s =0,

der holomorph von Z und sy abhéngt.

Dies ist gerade der Paralleltransport im Vektorbiindel E iiber X . Ins-
besondere ist s = s(t') € Eg.

Insgesamt erhalten wir eine Abbildung

©:E — Ea
T=(y,0,t') — (y,t',t') =2’
s€E;— 8 =s(t',2,50) € Eay.

Diese ist holomorph in allen Variablen und ein linearer Isomorphismus in
den Fasern, mit anderen Worten ein Isomorphismus von Vektorbiindeln

UV'E'=FE~Er=E.
Die zweite Aussage des Satzes ist jetzt offensichtlich. (]
Wir erhalten nun einige Folgerungen
Korollar 4.13 — FEs gilt:
(i) Die Aussage des Satzes gilt auch, falls B C C" eine Polydisk ist.
(i1) In der obigen Situation gilt
AY) =3FU(Y) < A(Y x B) =FI(Y x B).
(iii) Alle Vektorbiindel mit verschwindender Atiyah-Klasse auf einer Poly-
disk sind trivial.
Beweis. Die erste Aussage folgt durch Induktion. Die zweite folgt sofort

aus dem Satz. Fiir die letzte setzen wir Y = {pt}. O

Bemerkung 4.14 — Die letzte Aussage folgt auch aus allgemeinen Sdtzen
iber Steinmannigfaltigkeiten (vgl. [12]).
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Korollar 4.15 — Seien C und C’ nicht rationale Kurven und E ein Vek-
torbiindel mit verschwindender Atiyah-Klasse auf C x C'. Dann besitzt E
eine flache Struktur.

Beweis. Seien p: B — C und p/ : B’ — C’ die universellen Uberlagerun-
gen. B und B’ sind Kreisscheiben und wir erhalten das Diagramm

Bx B’
N
c<~LoxpB pxp’ Bx(C ¢

CxC

Das Biindel (p x p/)*E ist nach Korollar 4.13 trivial. Es bleibt zu zei-
gen, dass die Fundamentalgruppe 7 (C x C") = m1(C) x 71(C”) mittels eine
Darstellung darauf operiert.

Wenden wir den Satz auf (p x id)*E an, erhalten wir

(p x id)*E = (*E,

fiir ein flaches Biindel E,, — C’ zu einer Darstellung p’ von 71(C").

Wegen der Kommutativitit des Diagramms, operiert m(C”) auch auf
(p x p)*E mit der Darstellung p'.

Fiir die Operation von 71 (C') verfahren wir analog. Somit ist £ flach.
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5 Projektive Fliachen

Im Lichte des Ergebnisses aus Abschnitt 4.1 liegt es nahe, zu untersu-
chen, ob die beiden untersuchten Klassen von Vektorbiindeln auf projek-
tiven Fldchen iibereinstimmen. Wir bedienen uns hierfiir ohne Beweis der
Enriques-Klassifikation, die man zum Beispiel in ([3], Chapter VI) oder ([11],
Chapter 10) findet.

Wir erinnern kurz an die Definition der Kodaira-Dimension: Sei X zu-
sammenh#ngend. Der kanonische Ring von X

m2>0
ist dann ein Integritédtsbereich und wir konnen seinen Quotientenkorper
Q(R(X)) betrachten. Wir definieren dann

Fod(X) — —00 falls R(X) =C
¢ | trdegeQ(R(X)) —1 sonst

Die Kodaira-Dimension ist immer kleiner oder gleich der algebraischen Di-
mension von X, die wiederum kleiner als die Dimension von X ist nach dem
Satz von Siegel (vgl. [14], Chapter 2).

Bei der Klassifikation werden die Fille kod(X) = —o0, 0, 1 und 2 unter-
schieden. In Abschnitt 4.2 hatten wir gezeigt, dass es reicht, Vektorbiindel
auf einem minimalen Modell in jeder birationalen Aquivalenzklasse zu stu-
dieren.

Um die Frage, ob ein gegebenes Biindel mit einem holomorphen Zusam-
menhang flach ist, auf Flachen reduzieren zu kénnen, haben wir das Biindel
sukzessive auf Hyperebenenschnitte hohen Grades eingeschrénkt. Ist genau-
er L ein positives Geradenbiindel auf X und S mit Ox(S) = L" eine solche
Hyperflache, so ist das kanonische Biindel

Ks = (Kx ®0x(S))|g

nach der Adjunktionsformel. Das kanonische Biindel wird in einem gewissen
Sinne mit jeder Einschrinkung auf eine Hyperfliche positiver und hat al-
so eher viele Schnitte. Die Kodaira-Dimension der am Ende resultierenden
Flache wird deshalb tendenziell eher grof§ sein.

Die erzielten Ergebnisse implizieren, dass die beiden Klassen 20t(X) und
S§I(X) auf Flachen nicht negativer Kodaira-Dimension iibereinstimmen. Lei-
der konnten fiir Flachen hoherer Kodaira-Dimension keine generellen Resul-
tate erzielt werden.

5.1 Kodaira-Dimension —oo

Flachen mit Kodaira-Dimension —oco sind entweder rational oder Regel-
flichen. Die minimalen Modelle sind innerhalb einer birationalen Aquiva-
lenzklasse nicht eindeutig, aber es reicht uns, eins zu betrachten.
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Rationale Flichen sind solche, die birational dquivalent zu P? sind, und
wir hatten in Korollar 1.16 gesehen, dass alle Vektorbiindel mit holomor-
phem Zusammenhang auf P schon trivial und somit auch flach sind.

Eine Regelflache ldsst sich als Faserung iiber einer Kurve darstellen, bei
der mindestens eine Faser isomorph zu P! ist. Jede dieser Flichen ist biratio-
nal dquivalent zu einer geometrischen Regelfléche, i.e. einer glatten Faserung
X — C iiber einer Kurve mit Faser P!. Diese besitzt einen Schnitt ([11],
Chapter 5, Theorem 9), so dass wir Satz 4.10 anwenden kénnen.

Auf Flichen mit Kodaira-Dimension —oo sind Vektorbiindel mit ver-
schwindender Atiyah-Klasse also immer flach.

5.2 Kodaira-Dimension null

Auch auf allen Flichen mit Kodaira-Dimension null impliziert das Ver-
schwinden der Atiyah-Klasse schon die Flachheit eines Biindels. Die mi-
nimalen Modelle sind hier eindeutig. Wir werden die einzelnen Klassen kurz
beschreiben und auf die entsprechenden Resultate verweisen.

Projektive Tori Tori sind Flichen der Gestalt C2/T fiir ein Gitter I'. Tori
haben triviales kanonisches Biindel und wir kénnen Korollar 3.5 an-
wenden. Einen anderen Beweis gibt der Artikel von A. Morimoto [20].

K3-Fliachen K3-Flachen sind Flachen mit trivialem kanonischen Biindel
und erster Betti-Zahl b;(X) = 0. Wieder konnen wir Korollar 3.5
anwenden.

Enriques Flichen Dieses sind Flichen mit b1(X) = 0 und Kx # 0 aber
Kg( = 0. Enriques Flachen werden 2-1 von K3-Flédchen {iberlagert und
das Resultat folgt mit dem oben gesagten aus Korollar 4.8.

Hyperelliptische Flichen Hyperelliptische Flichen werden von Produk-
ten von Kurven endlich tiberlagert (vgl. [3], V.5.). Nach Korollar 4.15
sind Vektorbiindel mit verschwindender Atiyah-Klasse auf Produkten
von Kurven flach und wir kénnen wieder Korollar 4.8 anwenden.

5.3 Kodaira-Dimension eins und zwei

Flachen mit Kodaira-Dimension eins sind elliptische Faserungen, d.h. Fase-
rungen X — C' {iber einer Kurve, deren generische Faser eine glatte ellipti-
sche Kurve ist. Flachen mit Kodaira-Dimension zwei heiflen von allgemeinem
Typ.

Auf einzelne Flachen aus diesen beiden Klassen lassen sich unsere Er-
gebnisse anwenden, zum Beispiel auf Produkte von Kurven entsprechenden
Grades. Es ist jedoch nicht gelungen, fiir grofiere Klassen allgemeine Resul-
tate zu erzielen.
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A Anhang

A.1 Kohirente Garben mit holomorphem Zusammenhang

Wie in Abschnitt 3 angekiindigt, wollen wir noch zeigen:

Bemerkung 3.7 — Jede kohiéirente Garbe mit einem holomorphen Zu-
sammenhang ist lokal frei.

Das ist eigentlich nichts anderes als die Erweiterung eines Lemmas, das
in [6] fiir D-Moduln bewiesen ist.

Lemma A.1 — Sei F eine kohdrente O,-Garbe, die einen holomorphen
Zusammenhang besitzt, das heifit eine Abbildung

D:F-Q\aF,
die die Leibnizregel erfillt. Dann ist F lokal frei

Beweis. Sei x ein Punkt in X, und sei sq, ..., s, eine Basis fiir F,.. Naka-
yamas Lemma besagt nun, dass diese Schnitte F in einer kleinen Umgebung
um x erzeugen.

Um zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind, nehmen wir an, es géibe
eine nicht triviale Relation ;

Z ¢is; =0
i=1

mit gewissen lokalen Funktionen ¢;. Sei v die minimale Ordnung, zu der ein
¢; in z verschwindet. Da die s;(z) eine Basis von F, sind, ist v > 0. Wenn
wir aus einer solchen Relation eine neue Relation der s; konstruieren kénnen,
die zu echt kleinerer Ordnung verschwindet, so erhalten wir induktiv eine
Relation mit v = 0 - ein Widerspruch.

Sei ohne Einschrinkung v = ord,¢;. In einer kleinen Umgebung gibt es
nun ein holomorphes Vektorfeld &, so dass d¢¢1 in x mit kleinerer Ordnung
als v verschwindet. Dann gilt mit der Leibnizregel

0=De(d> ¢isi) =Y chi@si+ Y diDesi.

Die Faktoren vor s; im zweiten Summanden verschwinden alle mindestens
zur Ordnung v in z, so dass insgesamt der Faktor vor s; mit echt kleinerer
Ordnung, némlich mit der von d¢¢; in x verschwindet. Also kann es keine
nicht triviale Relation geben, und F ist lokal frei. O
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A.2 Parallelverschiebung mit holomorphen Zusammenhéingen

In Abschnitt 4.5 haben wir das aus der Differentialgeometrie bekannte Kon-
zept des Paralleltransports auf einen holomorphen Zusammenhang ange-
wandt. Dies soll nun naher erklirt werden.
Zunéchst erinnern wir kurz an den reellen Fall (vgl. z.B. [26] oder [18]):
Sei € ein differenzierbares Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M. Eine Kurve 7 : [a,b] — M heifit Integralkurve zu £, wenn in
jedem Punkt

V() =€E(v(1)) (9)

gilt. Wir wollen diese Gleichung in lokalen Koordinaten betrachten.

Seien dafiir x = (z1,...,2,) eine lokale Karte um mo = v(0) und £ =
> §ia%i die Darstellung von £ in diesen Koordinaten. Die Gleichung (9)
iibersetzt sich dann

d B d(x; 07)
" <dt}t) - z; dt (93!:Z ~(t) Z& 8361 y(t)

Schreiben wir v; = x; 0 7, so ist v genau dann Integralkurve zu £ durch
mg, wenn jeweils ~; die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

B —gor D) m®) w0 =milme)  (10)

ist.

Sei mg ein Punkt in M. Die Standardsitze iiber Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen stellen nun
die Existenz einer eindeutigen, maximalen Integralkurve v mit (0) = myg
sicher.

Der entscheidende Punkt ist hierbei, dass fiir zwei Integralkurven v : I —
M und +/ : I' — M mit v(0) = 7/(0) = mg der gemeinsame Definitionsbe-
reich I N I’ zusammenhéingend ist. Da die beiden Kurven in einem Punkt
libereinstimmen, stimmen sie dann schon auf dem ganzen Durchschnitt iibe-
rein.

Sei nun E ein differenzierbares Vektorbiindel auf M mit einem Zusam-
menhang V. Ein Schnitt s von E heifit parallel beziiglich des Vektorfeldes &,
falls Ves = 0. Sei v eine Integralkurve zu & mit v(0) = mg. Wir wollen nun
ein Element sg in der Faser E,,, iiber mq parallel verschieben, das heift, wir
suchen einen Schnitt s von E | Bitdry (1) 5° dass

Verr)s © 1(t) = Vis 0(t) = 0 und s(0) = so.

Lokal entspricht das wieder einer Losung einer Differentialgleichung:
Schreiben wir in einer Trivialisierung V. = d + A mit einer Matrix von
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1-Formen A, so ist das gesuchte s die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

507(0) = so,

%8 oy(t) =4()(s 0(t)) = dsypys 0 y(t) = —A(§(t)) - s 0 ().

Die Losung lédsst sich nun eindeutig als Schnitt iiber die ganze Kurve
fortsetzen.

Wir mochten die gleiche Technik fiir einen holomorphen Zusammenhang
auf einem holomorphen Vektorbiindel anwenden. Das Problem ist, dass es zu
einem holomorphen Vektorfeld im Allgemeinen keine eindeutig bestimmte,
maximale (komplexe) Integralkurve im obigen Sinne gibt. Zum Beispiel ist
fiir das Vektorfeld %d% auf C* jeder Zweig des Logarithmus eine komplexe
Integralkurve; zwei verschiedene Zweige stimmen jedoch niemals in ihrem
gemeinsamen Definitionsgebiet {iberein.

Weiterhin gibt es oft keine globalen, holomorphen Vektorfelder. Wir wer-
den uns deshalb auf die lokale Situation beschrinken.

Der folgende Satz, eine natiirliche Erweiterung von Satz 8.1 in [25], gibt
uns Auskunft iiber die Losungen holomorpher Differentialgleichungen. Wir
schreiben jeweils | - | fiir die euklidische Norm.

Satz A.2 — Seien «, 3,7,0 > 0 und sei U C CxC"™ x C eine offene Menge,
die die abgeschlossene Polydisk

B = Ba(0) x By (0) x B+(0)

=(B+6,...,58+96)

enthdlt. Sei f = f(t,u,\) : U — C" eine in allen Variablen holomorphe
Funktion und [f|gz| < M. Sei a < min(a, 8/M). Dann hat das vom Para-
meter A abhdngige Anfangswertproblem

du(t)
dt

= f(t’u(t)’ A)a U(O) = 20 (11)

fiir jedes zy € BS:(&,...,&) (0) € C™ eine Losung u(t, \, zo). Diese ist holomorph
in allen Variablen und existiert mindestens auf B, (0) x B, (0) x B;(0).
Zwei Losungen u und v von (11), definiert auf offenen Umgebungen W,
und Wy, stimmen auf der Zusammenhangskomponente der Null von W,,NW,,
tberein.
Ist W einfach zusammenhdngend und ist f(t,u, \) auf W x C"* x B,(0)
definiert, so ldsst sich die Ldosung auf ganz W fortsetzen.

Beweis. Auf B,(0) x EB(O) x B,(0) ist f nach u insbesondere stetig
differenzierbar und erfiillt somit eine Lipschitzbedingung

|f(t,ur, A) = f(t ug, A)| < Llug — ug|. (12)
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Das Anfangswertproblem (11) ist dort dquivalent zu der Integralgleichung

u(t) = 20 + /0 £(Cu(0), N,

Das Integral ist als Wegintegral iiber einen beliebigen Weg, der 0 und ¢
verbindet, zu verstehen. Da B,(0) einfach zusammenhingend ist, ist das In-
tegral unabhéngig von der Wahl des Weges wegen des Cauchy-Integralsatzes.
Sei B der Raum der auf B, (0) beschriankten, holomorphen Funktionen u(t).

Mit der Norm
o2t

[ull = sup |u(?)
teB,.(0)

wird B zum Banachraum.
Wir fixieren zunéchst zg € B5(0) und A € B,(0). Sei

D., ={u € B |u(t) — 2| < p fiir alle t € B,(0)}.

Eine Funktion u € D, nimmt Werte in Bj(0) an (Dreiecksungleichung),
und der Operator

Tu= 2+ /0 F(Cu(C), Ndc (13)

ist wohldefiniert. Die Losungen des Anfangswertproblems (11) sind gerade
die Fixpunkte von T

Wir wollen nun den Banachschen Fixpunktsatz auf 7' anwenden. Dafiir
zeigen wir:

(i) T bildet D, in sich ab.
(i) T geniigt in D, einer Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante %

Zu (7). Fir w in D, ist
t
Tu(t) — 0] = \ [ rcuto), A)dc‘ < MJt| < Ma < 5.
Zu (7). Sind u,v € D, so berechnen wir
t
(Tut) - To(t)] = \ [ a0 - f(C,v(C),A)dC’

Wir wihlen ¢(z) = ze®8! (0 < x < |t|) als Integrationsweg und erhalten

It

(f(¢(x), u(¢(2)), A) = F(¢(), v(¢ (), A))e™™® da

0
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und mit (12)

It]
<L / u(¢() — v(C(@))| e 2H e dn
0
|t| 2L 1 2L
<\|u—v\|/ L < flu— v
0

Nun folgt (ii), ||[Tu — Tv|| < %|lu — v| fiir u,v € D, aus der Definition der
Norm.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt T"in D, genau einen Fix-
punkt u(t, A, z9), und die Folge

t
wolt, A 720) = 20, tUns1 = Tum = 20 + /0 F(Cun(C), N)dC

konvergiert gleichméBig gegen u(t, A, z9). Jedes der w,, ist holomorph von A
und 2y abhéngig, und damit gilt dies auch fiir den gleichméfigen Limes u.

Sind nun w,v zwei Losungen von (11) in einer zusammenhingenden,
offenen Menge V, die zy enthélt, so ist nach dem oben gesagten {t € V |
u(t) = v(t)} offen und abgeschlossen und damit ganz V.

Ist f auf W xC" x B, (0) definiert und ist W einfach zusammenhéngend,
so konnen wir die lokale Losung u(t, A, z) wegen der lokalen Existenz und
Eindeutigkeit entlang jeder Kurve « : [0,1] — W analytisch fortsetzen.
Aus dem Monodromiesatz folgt, dass die Fortsetzung unabhéngig von der
gewihlten Kurve v ist und wir erhalten eine Losung auf ganz W. U

Betrachten wir jetzt die lokale Situation. Seien E ein holomorphes Vek-
torbiindel auf einer komplexen Mannigfaltigkeit X und D ein holomorpher
Zusammenhang auf E. Zu einem lokalen holomorphen Vektorfeld ¢ finden
mit dem obigen Satz wir eine kleine Umgebung Bs(0) =2 U C X und eine
holomorphe Funktion u(t, z) : B,(0) xU — X, die fiir festes z eine komplexe
Interalkurve durch z ist, ndmlich

u(0,z) = z und %u(t, z) = &(u(t, 2)).

Wir kénnen nun einen lokalen Schnitt s : U — E v entlang dieser In-
tegralkurven parallel verschieben. Nehmen wir dazu an, dass E in einer
geeigneten Umgebung trivial ist, und schreiben D = 0 + A fiir eine Matrix
von holomorphen 1-Formen A. Gesucht ist nun ein lokaler Schnitt 5(¢, z) von
E mit

De(u(t,2))5(t, 2) = 0 und 5(0, 2) = s(2), (14)

und dies entspricht einer Losung der (parameterabhiingigen) Differential-
gleichung

d

%(5 o u(ta Z)) = a&(u(t,z))g © u(t7 Z) = _A(g(u(ta Z))) : §(t7 Z)
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mit der gleichen Anfangsbedingung.
Wenden wir hierauf nun Satz A.2 an, so erhalten wir mit U; = {u(¢, z) |
reU}:

Proposition A.3 — In der obigen Situation g¢ibt es zu jedem Schnitt sg
genau eine Lisung 5(t,z) = 5(t,z,50) des Anfangswertproblems (14), die
auf ganz B, (0) x U definiert ist. Sie hingt holomorph von t und sy ab und
ist fiir ein festes t ein holomorpher Schnitt in I'(Uy, E), wobei 5(t, z) € Ey .
15t.

Da die lokalen Losungen eindeutig sind, funktionieren die gleichen Ar-
gumente auch, falls E in der entsprechenden Umgebung nicht trivial ist.
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