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Achtung! Dieses Dokument sollte nicht mit einem Vorlesungsskript verwech-
selt werden. Vielmehr handelt es sich um eine Sammlung der wichtigen Defini-
tionen und S&tze aus der Vorlesung mit gelegentlichem Fliefitext. Die meisten
Beispiele oder Beweise werden entweder ausgelassen oder nur skizziert. An an-
deren Stellen werden Bemerkungen aus der Vorlesung weiter ausgefiihrt. Die
Nummerierung wird mit der Vorlesung {ibereinstimmen. In den Anh&ngen wer-
den zusétzlich einige Grundbegriffe und Sétze aus der Topologie und Analysis
wiederholt.

Noch einmal ausdriicklich: diese Notizen sind nicht zum Selbststudium konzi-
piert, sondern als Ergdnzung zur Vorlesung und als Referenz fiir die Losung der
Ubungsaufgaben. Der Besuch der Vorlesung und das anfertigen einer eigenen
Mitschrift sind ausdriicklich empfohlen. Empfehlenswerte Biicher zu den The-
men Differentialtopologie und Mannigfaltigkeiten allgemein sind [BJ82], [Wall6],
[Bre93] und [Leel3].
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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und Abbildung

1.1 Motivation

In der klassischen Mechanik und der angewandten Mathematik begegnen einem hiufig fol-
gende Objekte.

Definition 1.1. Eine Teilmenge M C R" heift k—dimensionale regulére lokale Nullstel-
lenmenge falls es fiir jedes p € M eine offene Umgebung U C R™ und eine C*° Abbildung
F: U — R** gibt, so dass

MNU=F0) und DF(p): R" — R" % ist surjektiv.

Intuitiv beschreiben die Komponenten von F' = (f;,..., fn—r) Zwangsbedingungen der
Form f;(z1,...,2z,) = 0, die den Bewegungsraum lokal auf M N U einschrinken. Die For-
derung an DF(p) stellt sicher, dass diese Bedingungen unabhingig sind, und genau wie
in der linearen Algebra sollten n — k unabhingige Gleichungen einen k—dimensionalen Lo-
sungsraum haben. Formal wird die Benutzung des Begriffs Dimension durch folgenden Satz
gerechtfertigt.

Satz 1.2. Sei M C R™ eine k—dimensionale reguldre lokale Nullstellenmenge. Dann gibt es
fiir jedes p € M eine offene Umgebung U C M, eine offene Teilmenge U’ C R* und einen
Homdomorphismus ¢: U — U’.

Beweis. Sei ‘N/NC R"™ eine offene Umgebung von p und F': V — R"* eine Coo Abbildung,
so dass M NV = F~1(0) und DF(p) surjektiv ist. Die Spalten der Jacobi Matrix von F
sind gegeben durch %’ i =1,...,n. Da DF(p) surjektiv ist, hat die Matrix Rang n — k, so
dass es n — k linear unabhéngige Spalten gibt. Eventuell nach Umsortieren der Koordinina-
ten konnen wir annehmen, dass dies die ersten n — k Spalten sind. Folglich ist die Matrix
Jn_k = (gﬂ’:; )i,j=1,...,n—k invertierbar. Wir betrachten nun die Funktion

ﬁ:i}—)Rn7 ﬁ:(fla"'7fn—k,mn—k+17~-~71‘71)-

- _ Jn—k *
DFw) = (T
wobei 1y die k-dimensionale Einheitsmatrix ist. Offensichtlich ist DF (p) invertierbar, so
dass der Satz iiber lokale Umkehrbarkeit eine kleine Umgebung U C V garantiert, so dass

Dann gilt

F‘f] ﬁ — (7/
ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge U’ C R" ist. Nun gilt nach Annahme, dass
F(MNU) = ({0} xR NU c R x RF =R™.

Per Definition der Unterraumtopologie ist U = M N U eine offene Teilmenge von M und
F(U) = F(M NU) wird unter der Projektion p: R* — R* auf die letzten k—Koordinaten
homdomorph auf eine offene Teilmenge U’ C R* abgebildet. Folglich ist po F': U — U’ ein
Homdoomorphismus. O

Satz 1.2 liefert ein wichtiges Indiz fiir eine intrinsische Beschreibung reguldrer lokaler
Nullstellenmenge, das heifst eine Beschreibung, die nicht auf einen umgebenden Raum an-
gewiesen ist. Dies war eine zentrale Motivation in der Entwicklung des modernen Begriffs
differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.



1.2 Lokal Euklidische Rdume und topologische Mannigfaltigkeiten
Zundchst machen wir die Konsequenz von Satz 1.2 zu einer Definition.

Definition 1.3. Sei X ein topologischer Raum. Ein Homdomorphismus ¢: U — U’ von
einer offenen Menge U C M auf eine offene Menge U’ C R* heift eine k-dimensionale
Karte von X. Die Menge U C M heifit Kartengebiet.

Definition 1.4. X heiflt lokal Euklidisch falls jeder Punkt in einer Kartenumgebung
enthalten ist.

Wir stellen nun eine Liste von Forderungen auf, die eine “differenzierbare Mannigfaltig-
keit” erfiillen sollte:

(1) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sollten lokal Euklidische Rédume sein.

(2) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sollten nicht notwendigerweise Unterriume eines RY
sein.

(3) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sollten sich dennoch bei Bedarf in einen RY einbet-
ten lassen.

(4) Differenzierbare Mannigfaltigkeiten eine Differenzialrechnung wie in R" zulassen.

Wir wenden uns zunéchst den Punkten (1) bis (3) zu. Punkt (3) bedeutet insbesondere,
dass die gesuchten “differenzierbare Mannigfaltigkeiten” homéomorph zu Unterrdumen von
Euklidischen R&umen sein sollten. Letztere haben allerdings einige besondere Eigenschaften.
Tatséchlich ist R™ ein separabler metrischer Raum (mit z.B. Q™ als dichter Teilmenge)
und man priift leicht nach, dass sich diese Eigenschaft auf Unterrdumen vererbt. In der
Praxis stellen sich jedoch Metriken als schwierig zu konstruieren heraus, weswegen es sich
durchgesetzt hat mit folgenden Begriffen zu arbeiten.

Definition 1.5. Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist ein lokal Euklidischer Haus-
dorff Raum mit abzdhlbarer Basis der Topologie.

Bekanntermafsen ist jeder metrische Raum automatisch Hausdorffsch und man iiberzeugt
sich leicht, dass jeder separable metrische Raum eine abzéhlbare Basis der Topologie besitzt.
Auch wenn dies iiberhaupt nicht klar ist, stellt sich heraus, dass jede topologische Man-
nigfaltigkeit separable metrisierbar ist; dies folgt aus dem Urysohnschen Metrisierungssatz
(siehe [Bre93, Theorem 9.10]). Auferdem ldsst sich zeigen, dass jede topologische Mannig-
faltigkeit unserer Forderung (3) entspricht und homdomorph zu einem Unterraum von RY
fiir hinreichend grofies N ist. Darauf werden wir in spiter zuriickkommen.

1.3 Differenzierbare Strukturen

Als nichstes wenden wir uns der Forderung (4) unserer Liste zu. Als Voriiberlegung betrach-
ten wir eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei lokal Euklidischen Rdumen. Seien U C X
und V C Y Gebiete von Karten ¢: U — U’ C R™ und ¢: V — V' C R", so dass f(U) in V
enthalten ist. Die Komposition
R™ > U’ % V' CcR"”

nennt man eine Kartendarstellung von f. Dabei handelt es sich um eine Abbildung zwi-
schen offener Teilmengen Euklidischer Rdume. In diesem Kontext sind bereits diverse Mafe
fiir Regularitiat aus der Analysis bekannt, wie zum Beispiel C'*°, die wir gerne global fiir f
definieren wiirden.

Man sieht leicht, dass f genau dann in p € U stetig ist wenn 9 o f o o™+ in p(p) stetig
ist. Der Kern der Forderung (4) ist, dass wir Differenzierbarkeit von f analog definieren
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mdochten. Leider ist dies nicht ohne weiteres moglich. Wéhlen wir ndmlich andere Karten
Pp: U — U fiir M undq/} VoV fiir N mit p € U und f(U ) C V so gilt in einer Umgebung
von p die Beziehung

Yofodt=@oy ) o(ofop)o(pop™) (1)
zwischen den entsprechenden Kartendarstellungen von f.

Definition 1.6. Seien ¢: U — U’ und ¢: U — U’ zwei Karten eines topologischen Raum X.
Als Kartenwechsel bezeichnen wir die Kompositionen

pogt: @(Uﬂ(}) —><p(Uﬂ(7) und
Gop ti(UNU) — UNT).

Per Konstruktion sind Kartenwechsel Homdomorphismen und Komposition mit Homdéo-
morphismen erhélt bekanntermafien Stetigkeit. Allerdings ist es eine durchaus verstérende
Erkenntnis, dass Komposition Homdomorphismen nahezu jede Eigenschaft ruinieren kann,
die nicht schon aus Stetigkeit folgt. Ein relevantes Beispiel: angenommen die Kartendarstel-
lung Yo foyp ~! sei unendlich oft differenzierbar in (p). Dann ist es ein Leichtes, Karten ¢
und 1/) zu finden, so dass z/J o f o~ ! nicht ein einziges mal in $(p) differenzierbar ist. Dabei
kann man zum Beispiel die Funktion z — ¥/ benutzen, die einen Homéomorphismus R — R
darstellt, der in = 0 nicht differenzierbar ist.

Die Moral von dieser Geschichte ist, dass wir nicht mit vollig beliebigen Karten arbeiten
konnen, wenn wir im Kontext von lokal Euklidischen R&umen verniinftig von Differenzier-
barkeit sprechen moéchten. Als Ausweg wahlen wir die klassische Methode, das Probelem
“wegzudefinieren”.

Definition 1.7. Sei X ein lokal Euklidischer Raum.

(a) Zwei Karten ¢ und ¢ von X heifen C vertriiglich falls die Kartenwechsel ¢ o ¢!

und @ o ¢~ ! unendlich oft differenzierbar sind.

(b) Eine Menge von Karten A = {¢4: Uy — Ul }oca heilit Atlas von X falls die Karten-
gebiete ganz X iiberdecken, das heifst (J,c 4 Ua = X

(c) Ein Atlas A von X heiflt differenzierbar falls alle Karten aus .4 paarweise C*° ver-
traglich sind.

(d) Ein differenzierbarer Atlas S heift differenzierbare Struktur auf X falls jede Karte
von X, die C'*° vertriglich mit denen aus S ist, schon in S enthalten ist.

Um eine differenzierbare Struktur festzulegen, geniigt es, einen beliebigen differenzier-
baren Atlas anzugeben. Die differenzierbare Struktur entsteht durch Hinzunahme aller C>°
vertraglichen Karten. In der Praxis bemiiht man sich darum, Atlanten moglichst klein zu
halten.

Nach all diesen Voriiberlegungen landen wir bei folgenden Definitionen.

Definition 1.8. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, S) bestehend
aus einer topologischen Mannigfaltigkeit M und mit einer differenzierbaren Struktur S
auf M. Die Karten der differenzierbaren Struktur nennen wir differenzierbare Karten
von M.

Ublicherweise spricht man nur von “einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M7, ohne die
differenzierbare Struktur explizit zu erwdhnen. Dieser Mangel an Prézision fiihrt in der
Praxis duferst selten zu Missverstdndnissen.

Die differenzierbare Struktur erlaubt nun wie geplant differenzierbare Abbildungen in
folgendem Sinn zu betrachten.



Definition 1.9. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

(a) Eine Abbildung f: M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und N
heifit differenzierbar in einem Punkt p € M wenn es differenzierbare Karten ¢: U — U’
von M und ¢: V — V' von N mit p € U und f(U) C V gibt, so dass die Kartendar-
stellung ¢ o f o ¢! in p(p) unendlich oft differenzierbar ist.

(b) Wenn f: M — N in jedem Punkt von M differenzierbar ist sprechen wir von einer
differenzierbaren Abbildung. Die Menge aller differenzierbaren Abbildungen von M
nach N wird mit C*° (M, N) bezeichnet.

(c¢) Im Spezialfall N = R sprechen wir von einer differenzierbaren Funktion f: M — R
und schreiben kurz C*° (M) statt C*°(M,R).

1.4 Der Begriff der Dimension

Bisher ist das Wort Dimension nur nebenbei gefallen, und das nicht ohne Grund. Zunéchst
die gute Nachricht: jede nicht leere, zusammenhingende Mannigfaltigkeit hat eine wohldefi-
nierte Dimension, ndmlich die Dimension einer beliebigen differenzierbaren Karte. Dies folgt
unmittelbar aus dem néchsten Lemma.

Lemma 1.10. Sei h: U — U’ ein Diffeomorphismus zwischen nicht leeren, offenen Teil-
mengen U C R™ und U’ C R™. Dann gilt m = n.

Beweis. Die Ableitung Dh(p): R™ — R™ ist fiir beliebiges p € U ein linearer Isomorphismus
und folglich m = n. Dies folgt aus der Kettenregel angewandt auf h o h~' = idy und
h/ oh= idU/. O

Sei nun M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M. Indem wir Lemma 1.10
auf die Kartenwechsel anwenden, sehen wir, dass alle differenzierbaren Karten, die p ent-
halten, die gleiche Dimension haben. Wir konnen also eine beliebige differenzierbare Kar-
te p: U — U’ C R™ mit p € U wahlen und erhalten eine wohldefinierte lokale Dimension

dim, (M) :=m,

die zunichst noch von p abhingen koénnte. Aus der Definition ist klar, dass die Dimensi-
onsfunktion p — dim,(M) auf dem Kartengebiet U konstant ist. Falls M als topologischer
Raum zusammenhéngend ist, liefern elementare topologische Argumente, dass die Dimensi-
onsfunktion konstant auf ganz M ist. Im allgemeinen Fall ist sie auf jeder Zusammenhangs-
komponente konstant.

Konvention: Im Folgenden beschrinken wir uns im wesentlichen auf zusammen-
h&ngende Mannigfaltigkeiten oder zumindest auf solche, deren Komponenten alle
die selbe Dimension haben. Wir schreiben also nur noch dim(M) und diese Zahl
stimmt mit der Dimension einer beliebigen Karte iiberein. Ein Sonderfall ist
die leere Menge ). Da diese fiir beliebiges n in R™ enthalten ist, kann sie jede
beliebige Dimension annehmen.

Die Frage, ob topologische Mannigfaltigkeiten oder lokal Euklidische Raume (lokal) wohl-
definierte Dimensionen haben ist iiberraschend subtil. Tatséchlich sollte man sich bewusst
machen, dass die Dimension einer Karte ¢: U — U’ C R™ per Definition die Vektorraum-
dimension von R". Letztere ist a priori rein algebraischer Natur und hat iberhaupt nichts
mit Topologie zu tun. Im differenzierbaren Kontext liefert die Ableitung einen Zusammen-
hang zwischen Topologie und linearer Algebra her. Fiir Abbildung, die lediglich stetig sind,
fehlt ein solches Bindeglied. Dennoch gelang es Brouwer mit Methoden der algebraischen
Topologie, das stetige Analogon zu Lemma 1.10 zu beweisen.



Satz 1.11 (Brouwer, 1911). Sei h: U — U’ ein Homdéomorphismus zwischen nicht leeren,
offenen Teilmengen U C R™ und U’ C R™. Dann gilt m = n.

Heutzutage beweist man dieses Resultat iiblicherweise mit Homologietheorie (siehe zum

Beispiel [Bre93, IV.19.10]).

1.5 Elementare Beispiele und Eigenschaften

Nachdem wir uns mithsam die Definitionen erarbeiten haben, betrachten wir einige elemen-
tare Beispiele und ziehen einfache Schliisse aus den Definitionen.

(1)

Der Euklidische Raum R™ wird auf kanonische Art und Weise zu einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit indem wir die Identitat id: R" — R™ als differenzierbaren Atlas mit
einer Karte auffassen. Etwas allgemeiner sei V' ein endlich dimensionaler normierter
Vektorraum. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass V' als Vektorraum isomorph
to R™ ist. Konkret liefert jede Basis B von V einer linearen Isomorphismus ¢p: V — R™.
Aus der Analysis ist ferner bekannt, dass ¢ ein Homdomorphismus ist. Die folgt sofort
aus der Tatsache, dass alle Normen auf R™ dquivalent sind. Wir haben also wieder einen
Atlas mit einer einziger Karte pi. Wahlen wir eine andere Basis C sind die Kartenwechsel
und pp und ¢ linear, also insbesondere differenzierbar. Folglich gehoren sie zu derselben
differenzierbaren Struktur auf V', die wir fortan die lineare differenzierbare Struktur
auf V' nennen.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U C M offen. Die Hausdorff Eigen-
schaft und die abzdhlbare Basis vererben sich von M zu U. Indem wir differenzierbare
Karten ¢: V — V' von M auf UNV einschrinken erhalten wir zusitzlich eine induzierte
differenzierbare Struktur auf U. Man iiberlegt sich leicht, dass die Inklusion U — M
und die Einschrinkungen differenzierbarer Abbildungen von M auf U differenzierbare
Abbildungen sind.

Als Kombination von (1) und (2) sehen wir, dass offene Teilmengen U C R™ auf ka-
nonische Art und Weise differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind. Ferner ist klar, dass
Abbildungen F': U — R"™ genau dann differenzierbar im Sinne von Definition 1.9 sind
wenn sie im klassischen Sinn differenzierbar sind, da wir zum testen einfach die Identi-
tidsabbildungen als Karten wahlen konnen. F' ist also seine eigene Kartendarstellung.

Das kartesische Produkt M x N zweier differenzierbarer Mannigfaltigkeiten M und N
ist mit der Produkttopologie wieder ein Hausdorff Raum mit abzdhlbarer Basis und
die kartesischen Produkte differenzierbarer Karten von M und N liefern einen diffe-
renzierbaren Atlas fiir M x N. Wieder ist sofort klar, dass das kartesische Produkt
fxg: M x N — PxQ zweier differenzierbarer Abbildungen f: M — Pund g: N — @
wieder differenzierbar ist. Es ist eine einfache Ubung, sich zu iiberzeugen, dass die dif-
ferenzierbare Struktur auf R™ mit dem n—fachen Produkt von R iibereinstimmt.

Durch ausschreiben der Definitionen sieht man leicht, dass die Identitidtsabbildung fiir
jede differenzierbare Mannigfaltigkeit differenzierbar ist, und dass Kompositionen dif-
ferenzierbarer Abbildungen wieder differenzierbar sind. Ebenso ist offensichtlich, dass
konstante Abbildungen differenzierbar sind, da ihre Kartendarstellungen ebenfalls kon-
stant sind.

Nun zu einigen konkreteren Beispielen.

(6)

Die n-dimensionale Sphire S™ C R"*! ist als Unterraum von R"*! automatisch ein
Hausdorff Raum mit abzihlbarer Basis. Auf den offenen Teilmengen

Uj: =5"N {l’n+1 7é :Fl}
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sind durch stereografische Projektion

1

m(l‘l,...’xn)

©4: Us —HR”, (p:t(l‘l,...,anrl):
Karten gegeben, die einen differenzierbaren Atlas bilden. (Nachrechnen!) Wir benutzen
diesen Atlas, um S™ zu einer n—dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit zu ma-
chen. Mit der Produktstruktur wird auch der n-dimensionale Torus 7" = (S')™ zu einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Man sieht leicht, dass die Inklusion S™ < R"*! eine
differenzierbare Abbildung ist. Falls S C U C R"*! eine offene Umgebung von S™
und f: U — N eine differenzierbare Abbildung ist, ist die Einschrankung f|s» differen-
zierbar.

Die projektive Raum RP™ hat einen differenzierbaren Atlas mit den Kartengebieten
Ui={lzo: - :ay||z; #0}, i=0,...,n.

Hierbei sind [zg : - - : 2] die homogenen Koordinaten der Ursprungsgerade durch den
Punkt (zo,...,z,) € R\ {0}. Die Karten sind gegeben durch

Zo LTi—1 Ti4+1 T
(pi:Ui—>Rna @i([ﬂfo:"'ll’n])—(,..., ) a"'a>
T e Z; T

und man rechnet leicht nach, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind. Um die Haus-
dorff Eigenschaft von RP™ nachzuweisen, iiberlegt man sich, dass man fiir je zwei Ur-
sprungsgeraden in R"T! disjunkte offene Kegel in R"*!\ {0} finden kann. Eine ab-
zéhlbare Basis liegt vor, weil RP™ einen endlichen Atlas hat. Allgemeiner hat jeder
lokal Euklidische Raum, der einen abzéihlbaren Atlas besitzt, eine abzihlbare Basis der
Topologie. Man priift leicht nach, dass die Abbildung

S — RP™, (xgy...,Tpn) = [To -+ Xy
differenzierbar ist.

Man kann zeigen, dass die Karten aus Satz 1.2 einen differenzierbaren Atlas fiir die
reguléren lokalen Nullstellenmengen aus Definition 1.1 bilden. Letztere konnen somit
als differenzierbare Mannigfaltigkeiten im Sinne von Definition 1.8 aufgefasst werden.

Zerlegungen der Eins

Mit den sogenannten Zerlegungen der Eins lernen wir eines der zentralen Werkzeuge der
Differentialtopologie kennen. Im Folgenden sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fiir
eine gegebene Funktion f: M — R ist der Triiger' definiert als

supp(f) = {& € M|f(z) # 0} = Abschluss({z € M|f(x) # 0}).

Eine Familie { M, },ca beliebiger Teilmengen von M heifit lokal endlich wenn jeder Punkt
aus M eine Umgebung besitzt, die nur endlich viele der M, schneidet.

Definition 2.1. Eine differenzierbare Zerlegung der Eins ist eine Familie {p, }aca dif-
ferenzierbarer Funktionen p,: M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1)
(2)

Die Familie der Tréger {supp pa }aca ist lokal endlich.

Fiir alle p € M gilt Y4 pa(p) = 1.

I Englisch: support



Die Bedingung (1) garantiert, dass die Summe in (2) an jedem Punkt endlich ist. Wir nen-
nen {pq }aca subordiniert zu einer offenen Uberdeckung i = {Ug}gep wenn fiirallea € A
ein § € B existiert, so dass supp po, C Ug.

Satz 2.2 (Existenz"von Zerlegungen der Eins). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Zu jeder offenen Uberdeckung {Up}pep von M ezistiert eine subordinierte Zerlegung der
FEins {pataca. Die Indexmenge A kann abzihlbar gewdhlt werden.

Bevor wir uns dem Beweis widmen halten wir fest, dass Satz 2.2 die Existenz einer
Vielzahl differenzierbarer Funktionen garantiert.

Korollar 2.3 (Existenz von Abschneidefunktionen). Sei A C M eine abgeschlossene Teil-
menge und U C M eine beliebige offene Umgebung von A. Dann gibt es eine differenzierbare
Funktion f: M — R, so dass fla =1 und supp f C U.

Beweis. Durch M = UU(M \ A) ist eine offene Uberdeckung gegeben. Sei {ps} se 5 eine sub-
ordinierte Zerlegung der Eins und sei By = {8 € B|supppg C U}. Dann hat f =3 5.5 pp
die gewiinschten Eigenschaften. O

2.1 Konstruktion von Zerlegungen der Eins

Der Beweis von Satz 2.2 erfolgt in drei Lemmata. Das Erste konstruiert differenzierbare At-
lanten mit praktischen Eigenschaften. Das Zweite liefert Abschneidefunktionen fiir Euklidi-
sche Balle. Das Dritte und letzte benutzt diese praktischen Atlanten Abschneidefunktionen,
um schliefslich Zerlegungen der Eins zu konstruieren. Wir folgen dabei im wesentlichen der
Darstellung aus [BJ82, Ch. 7].

Lemma 2.4. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und {U,}aca eine offene Uber-
deckung von M. Dann gibt es einen abzihlbaren differenzierbaren Atlas {¢,: V, — V) }oen
von M mit folgenden FEigenschaften:

(i) {Vi,},en ist eine lokal endliche Verfeinerung® von {Us}aca-
(i) V), = Bs(0) = {x € R" | [z] < 3}
(iii) Die Mengen W, = ¢;;1(B1(0)) bilden eine Uberdeckung von M.
Einen lokal endlichen Atlas, der die Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt, nennen wir praktisch.

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine kompakte Ausschopfung von M, das heift, eine Fol-
ge kompakter Mengen A,, C M, n € N, so dass A, C /oln_H und M = Upen gilt. Sei dazu B
eine abzihlbare Basis der Topologie von M. Da M lokal Euklidisch, also insbesondere lokal
kompakt ist, kénnen wir eine abzihlbare Uberdeckung M = U;enB; mit B; € B finden,
so dass der Abschluss B; fiir jedes i kompakt ist. Wir definieren nun induktiv zunichst
A, = Bj. Falls A,, bereits definiert ist wihlen wir wihlen wir eine endliche offene Uber-
deckung A,, UB, 41 = B;, U---UB,;_ und setzen A,,; = B;, U---U B;, . Wir halten fest,
dass die Mengen der Form /in+2\An_1 eine lokal endliche offene Uberdeckung von M bilden,
wobel wir Ag = 0 setzen. _ _

Als néchstes wihlen wir um jeden Punkt p € M eine differenzierbare Karte ¢,: V, — V)

mit p € I~fp. Eventuell nach Verkleinerung des Kartengebiete kdnnen wir annehmen, dass es
fiir jedes p € M ein a € A so dass

‘71) cUyN (fclzurz \ 4i—1),

2siehe Definition A.5



wobei i € N eindeutig durch p € A;11 \ A; bestimmt ist. Per Definition ist ‘71,’ C R™ offen
und enthélt somit einen offenen Ball B, (¢, (p)). Durch Verschieben und reskalieren erhalten
wir so eine neue differenzierbare(!) Karte

3 - ~
p: Vo = B3(0), a> —(3p(a) = & (p))
P
wobei V, = ¢ (Be, (#p(p))). Weiterhin setzen wir W, = ¢, *(B1(0)). Offensichtlich ist
durch {¢,: V,, = B3(0)},en ein differenzierbarer Atlas von M gegeben, der die Bedingun-
gen (ii) und (iii) erfiillt. Auerdem gilt

Wp C VZD cU,N (AZ’+2 \ Aifl) (2)

fiir & und ¢ wie zuvor. Insbesondere ist {V,},en eine Verfeinerung von {Uy}aca-
Schlieflich benutzen wir die kompakte Ausschopfung, um einen abzihlbaren und lokal
endlichen Teilatlas auszuwiahlen. Jede der Mengen A, 11\ A, ist kompakt und ldsst sich somit
durch endlich viele Mengen der Form W), {iberdecken. Insgesamt gibt es also abzéhlbar viele
Punkte p,, v € N, so dass die Mengen W,, = W, eine offene Uberdeckung von M bilden, und
durch {¢,: V,, = B3(0)},eny mit V,, =V, und ¢, = ¢, ein abzdhlbarer differenzierbarer
Atlas gegeben, der fast alle der gewiinschten Eigenschaften hat. Es bleibt lediglich zu zeigen,
dass die Uberdeckung {V;,}, ey lokal endlich ist. Die Bedingung (2) garantiert allerdings, dass
jede der Mengen /in+z \ A,,—1 nur endlich viele der V,, schneiden kann. O

Lemma 2.5. Fiir alle 0 <r < R gibt es eine differenzierbare Funktion

1, x| <7
Pv:R* = [0,1] mit ¥(z)=¢€(0,1), |z|>r
0, |z] > R.

Beweis. Das zentrale Werkzeug ist die Funktion A: R — R gegeben durch

1 t>0
At = o) 1>
0, t<0

von der (hoffentlich) aus Analysis I bekannt ist, dass sie unendlich oft differenzierbar ist.
Fiir 6 > 0 ist dann durch

A(t)
A(t) + A6 —t)
eine ebenfalls unendlich oft differenzierbare Funktion gegeben. Offenbar gilt 0 < ¢5(t) < 1
fiir alle ¢ € R und man iiberzeugt sich leicht, dass ¢5'(0) = (—o0,0] und ¢5'(1) = [, 0)
gelten. Die Funktion

¢5: =

Ys: R" = R, ths(z) =1 — ¢s(|x]* —r?)

erfiillt dann fiir 6 = R% — r? die gewiinschten Bedingungen. O

Lemma 2.6. Fir jeden praktischen Atlas {¢,: V,, = V!},ca von M existiert eine diffe-
renzierbare Zerlegung der Eins {p,},ca mit derselben Indexmenge, so dass supp(p,) C V,
fir alle v € A.

Beweis. Sei m = dim(M) und ¢: R™ — [0, 1] wie in Lemma 2.5 mit r =1 und R = 2. Wir
definieren zunéichst Abschneidefunktionen

7/1113 M — [0, 1], 'l/]y(p) — {g(@y(p))a i; “jyl (3)

Offensichtlich ist die Kartendarstellung von v, bezliglich ¢, durch ¢ gegeben. Somit ist
¥, in jedem Punkt von V, differenzierbar und es gilt supp(¢,) C V,. Letzteres garantiert
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einerseits, dass die Fortsetzung durch Null auf ganz M differenzierbar ist, und andererseits,
dass die Familie {supp ¥, },ca lokal endlich ist. Insbesondere ist die Summe

balp) =Y 1u(p)

veA
fiir alle p € M endlich und definiert eine differenzierbare Funktion ¥ 4: M — [0, c0). Ferner
gilt o
Uyt (1) = 9 (Bi(0) = W, (4)
und da die Mengen W, per Annahme eine Uberdeckung von M bilden, gibt es fiir jedes p € M
ein v mit ¢, (p) = 1. Insbesondere gilt also ¥ 4(p) > 1 fiir alle p € M. Somit ist durch

Pu ::&: M — 10,1, ved
Ya
eine Familie differenzierbarer Funktionen gegeben, die offensichtlich eine Zerlegung der Eins
mit den gewiinschten Eigenschaften liefert. O

Beweis von Satz 2.2: Die Existenz subordinierter Zerlegungen der Eins folgt nun,indem wir
zunéchst zu einer vorgegebenen offenen Uberdeckung mit Hilfe von Lemma 2.4 einen prak-
tischen Atlas finden und dann die Zerlegung der Eins wie in Lemma 2.6 konstruieren. [

3 Einbettungen und Untermannigfaltigkeiten

Auf Seite 4 hatten wir eine Liste von Forderungen aufgestellt, die differenzierbare Mannig-
faltigkeiten erfiillen sollten. Die Punkte (1) und (2) sind per Definition gewahrleistet. Der
Punkt (4) ist zu diesem Zeitpunkt noch etwas holprig implementiert, aber durch Kartenwahl
koénnen wir uns auf die Differentialrechnung im R™ zuriick ziehen. In diesem Kapitel zeigen
wir, dass auch Punkt (3) erfiillt ist. Wir zeigen zunéchst, dass jede differenzierbare Mannig-
faltigkeit eine sogenannte Einbettung in einen Euklidischen Raum besitzt und insbesondere
homdomorph zu einem Unterraum eines Euklidischen Raums ist. Danach zeigen wir, dass
das Bild einer solchen Einbettung eine sogenannte Untermannigfaltigkeit ist. Schlieflich stel-
len wir fest, dass die ominosen reguliren lokalen Nullstellenmengen aus Definition 1.1 genau
die Untermannigfaltigkeiten von R" sind.

3.1 Einbettungen

Zunichst miissen wir erkliren, was wir unter dem Begriff Einbettung verstehen wollen.
Dafiir fithren wir etwas Sprechweise ein. Fiir eine differenzierbare Abbildung f: M — N,
differenzierbare Karten ¢: U C U’ von M und ¢: V — V' von N mit f(U) CV und p € U
nennen wir die lineare Abbildung

D(yo fop™)(p(p): R™ — R™
eine lokale Ableitung von f in p. Die differenzierbare(!) Abbildung
D(ofop™t): U— Hom(R™R"), pr D(yofop™)(p(p))

nennen wir die lokale Ableitung von f beziiglich ¢ und . Die Tatsache, dass f nicht
nur eine, sondern viele lokale Ableitungen besitzt macht die Theorie im Moment noch etwas
unhandlich. Spéiter werden wir noch eine globale Ableitung konstruieren, die elegantere
Formulierungen ermdglicht.

Definition 3.1. Sie f: M — N eine differenzierbare Abbildung.

(a) f heifst Immersion falls alle lokalen Ableitungen von f an jedem Punkt injektiv sind.
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(b) f heifit (differenzierbare) Einbettung wenn f eine injektive Immersion und die indu-
zierte Abbildung M — f(M) ein Hom6omorphismus ist.

Bemerkung. (i) Eventuell ist der Begriff Einbettung schon aus der Topologie bekannt als
eine stetige Abbildung, die ein Homoomorphismus auf ihr Bild ist. Um Verwirrung
zu vermeiden sprechen wir in diesem Fall explizit von einer topologischen Einbet-
tung. Eine differenzierbare Einbettung ist demnach eine differenzierbare Abbildung,
die gleichzeitig eine topologische Einbettung und eine Immersion ist.

(ii) Die Bedingung, dass alle lokalen Ableitungen iiberall injektiv sind, ist bereits erfiillt
wenn fiir jeden Punkt eine lokale Ableitung injektiv ist. Dies folgt wie {iblich aus der
Kettenregel.

Wir wenden uns nun der Einbettungsfrage zu.

Satz 3.2 (Einfacher Einbettungssatz). Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Dann es fiir geniigend grofles n > 0 eine differenzierbare Einbettung f: M — R™.

Beweis. Die Kompaktheit von M und Lemma 2.4 garantieren die Existenz eines endlichen
praktischen Atlas
{pv: Vi, = B3(0)}p=1,.. -

Sei ¢, : M — [0,1] wie in (3). Wir definieren

fo: M — R™T!

)

_ Yu(p) - pu(p), PEVL
folo) = {07 P&V,

Die Kartendarstellung beziiglich ¢, ist dann fiir € B3(0) gegeben durch

foopy (@) =(a) -2
Dies zeigt wie zuvor fiir ¢, dass f, auf ganz M differenzierbar ist. Wir definieren nun

gu:M%Rm—Ha gu:(fuawu)

und schliefflich
g: M — Rr(m“), g=1(91,---,9r)

Wir wollen nun zeigen, dass g eine Einbettung ist. o
Um zu zeigen, dass g injektiv ist, seien p # ¢ € M mit p € W,,. Falls ¢ ¢ W, gilt wegen (4)
¥, (p) = 1 > 1,(q), also insbesondere g, (p) # g.(q)- Falls ¢ € W, gilt ¥, (p) = 1 = ¥, (q)

und somit,
90(p) = (pu(p), 1) # (pu(9), 1) = gu(9),

da die Kartenabbildung ¢, injektiv ist. In beiden Fallen gilt insbesondere g(p) # g(q), was
7ZU zeigen war.

Zu diesem Zeitpunkt wissen wir, dass g: M — R"("+1) injektiv und differenzierbar
ist, also insbesondere auch stetig. Da M kompakt ist und R"™*1 ein Hausdorff Raum
ist, garantiert ein Satz aus der Topologie, dass die induzierte Abbildung M — g(M) ein
Homoomorphismus ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass g eine Immersion ist. Dies folgt aber leicht aus der obigen
Kartendarstellung von f,. Fir p € W, gilt ndmlich wegen ), (p) = 1 fiir € B;(0)

fv O(pljl(x) =z

Insbesondere ist D(f, o, !)(x) die Identitéitsabbildung und somit injektiv. Da jeder Punkt
in einer der Mengen W, enthalten ist und jedes D(f, o ¢, !)(x) in einer Komponente
von D(go ¢, 1)(z) auftritt, ist D(go ¢, 1)(z) fiir alle v und x € B;(0) injektiv. O
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Bemerkung. (i) Satz 3.2 gilt auch fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten. Der gegebene
Beweis funktioniert allerdings nicht ohne weiteres.

(ii) Spiter werden wir zeigen, dass jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R?™*! ein-
gebettet werden kann. Tatsiichlich kann man zeigen, dass eine Einbettung in R?™
existiert, was allerdings deutlich schwieriger ist.

(iii) Die Frage, was fiir eine gegebene m-dimensionale Mannigfaltigkeit M der niedrigste
Wert von n ist, so dass eine Einbettung M — R" existiert ist, ist hochgradig nicht
trivial. Mit Methoden der algebraischen Topologie kann man zeigen, dass RP? nicht
in R? eingebettet werden kann. Folglich ist n = 2m die optimale universelle Schranke.

3.2 Untermannigfaltigkeiten

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten konnen gewissermafsen als nichtlineare Versionen von
(reellen) Vektorrdumen und linearen Abbildungen aufgefasst werden. Lokale Resultate in
der Differentialtopologie beruhen oft auf linearer Algebra. Im Prinzip ist das keine grofe
Uberraschung, da schlieklich lineare Approximation die zentrale Idee von Differenzierbarkeit
ist. Wir verdeutlichen diese Analogie, in dem wir das Konzept von Untermannigfaltigkeiten
einfithren und ihren Zusammenhang mit Immersionen und Einbettungen herstellen. Dabei
behalten wir folgende einfache Fakten aus der linearen Algebra im Hinterkopf. SeiT: V' — W
eine injektive lineare Abbildung zwischen reellen Vektorraumen. Dann gilt:

e T'(V) ist ein Untervektorraum von W.
e T(V) erbt von W eine Vektorraumstruktur (die a priori nichts mit V' zu tun hat!)
e T induziert einen Isomorphismus V = T(V).

Ahnliches gilt fiir differenzierbare Einbettungen. Wir streben folgende Analogie an:

Lineare Algebra ‘ Differentialtopologie
Vektorraum differenzierbare Mannigfaltigkeit
Untervektorraum Untermannigfaltigkeit

lineare Injektion differenzierbare Einbettung

linearer Isomorphismus | Diffeomorphismus

Allgemein haben viele Konzepte und Sétze aus der linearer Algebra eine nicht-linearer Ver-
sion in der Welt der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Hier das Analogon fiir Untervek-
torraume:

Definition 3.3. Sei N eine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Teilmen-
ge S C N ist eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit von N falls es jedes p € S eine
offene Umgebung U C N und eine differenzierbare Karte ¢: U — U’ von N gibt, so dass

©(SNU) c R¥ x {0} % c R".
Wir nennen solche Karten von N adaptiert zu S.

Untervekttorrdume sind selbst wieder Vektorrdume. Das gleiche gilt fiir Untermannigfal-
tigkeiten.

Lemma 3.4. Sei S C N eine Untermannigfaltigkeit.

(i) Die zu S adaptierten Karten von N legen eine differenzierbare Struktur auf S fest.
Insbesondere ist S selbst auf natirliche Weise eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(ii) Die Inklusionsabbildung v: S — N ist eine differenzierbare Einbettung.
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Beweis. (i) Als Unterraum von N ist S automatisch ein Hausdorff Raum mit abzdhlbarer
Basis. Ein differenzierbarer Atlas von S ist durch Karten der Form

s =prerop: SNU — prex (p(SNU)) C R

gegeben, wobei ¢ eine zu S adaptierte Karte von N ist und pres : R” — RF die Projektion
auf die ersten k Koordinaten. Man iiberzeugt sich leicht, dass die C*° Vertriglichkeit zweier
adaptierter Karten von NN, die C' Vertréglichkeit der entsprechenden Karten von S zur
Folge hat.

(ii) Die Inklusionsabbildung ¢ ist per Definition injektiv und ein Homéomorphismus auf
ihr Bild. Um zu sehen, dass ¢ eine Immersion ist, betrachten wir eine zu S adaptierte Karte ¢
von IV und die zugehdrige Karte g von S. Per Konstruktion hat die Kartendarstellung von ¢
die Form

poropg (z1,...,x1) = (T1,...,21,0,...,0). (5)

Folglich ist ¢ differenzierbar und hat iiberall injektive lokale Ableitungen. O

An dieser Stelle blicken wir kurz zuriick und stellen fest, dass wir Untermannigfaltigkeiten
von R™ schon einmal gesehen haben.

Beispiel. (i) Die omindsen reguléren lokalen Nullstellenmengen M C R™ aus Definiti-
on 1.1 sind nichts anderes als die Untermannigfaltigkeiten von R™. Tatséchlich haben
wir im Beweis von Satz 1.2 zu einer reguldren lokalen Nullstellenmengen M adaptierte
Karten von R™ konstruiert. Umgekehrt ist jede Untermannigfaltigkeit M C R™ lokal
die Nullstellenmenge der Abbildungen prgn— o ¢: U — R ™% wobei ¢: U — U’ eine
zu M adaptierte Karte von R™ und prgn—« : R” — R*~* die Projektion auf die letzten
n — k Koordinaten ist. Die Regularitatsbedingung priift man leicht nach.

(ii) Insbesondere sind S™ und 7™ Untermannigfaltigkeiten von R"*! und R?".

(iii) Aus Satz 3.2 und Korollar 3.6 aus diesem Abschnitt folgt, dass tatséchlich jede (kom-
pakte) Mannigfaltigkeit sich als Untermannigfaltigkeit von R™ fiir hinreichend grofes n
darstellen l&sst.

Das entscheidende Resultat, um die Konzepte von Einbettungen und Untermannigfaltig-
keiten miteinander in Verbindung zu bringen, ist das folgende lokale Normalformenresultat.

Satz 3.5 (Normalform fiir Immersionen). Sei f: M — N eine Immersion und p € M
beliebig. Dann gibt es differenzierbare Karten o: U — U’ C R™ von M und+: V — V' C R"
von N mitp € U und f(U) C V, so dass die Kartendarstellung 1o fop=1: U — V' folgende
Gestalt hat:

pofop tay,...,xm) = (21,...,2m,0,...,0) € R" (6)

Den Beweis reichen wir am Ende von Abschnitt 3.3 nach, wo wir in Satz 3.14 eine
Normalform fiir eine allgemeinere Klasse von Abbildungen herleiten. Zunfchst ziehen wir
einige Schliisse aus Satz 3.5.

Korollar 3.6. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und S C N eine Teilmenge. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) S ist eine Untermannigfaltigkeit von N.
(i) S ist das Bild einer Einbettung f: M — N.

Beweis. Laut Lemma 3.4 ist fiir jede Untermannigfaltigkeit S C N die Inklusion ¢: S — M
eine Einbettung mit Bild S. Umgekehrt liefert Satz 3.5 fiir jede Einbettung f: M — N
zu f(M) adaptierte Karten von N. Somit ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit von N. O
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Fassen wir zusammen: wir haben gesehen, dass das Bild einer Einbettung die Struktur
einer Untermannigfaltigkeit besitzt (Korollar 3.6), und dass Untermannigfaltigkeiten selbst
Mannigfaltigkeiten sind (Lemma 3.4). Um die Analogie zur linearen Algebra komplett zu
machen, fehlt noch eine Vokabel, namlich das differenzierbare Analogon zu linearen Isomor-
phismen.

Definition 3.7. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine bijektive Ab-
bildung f: M — N heift Diffeomorphismus falls sowohl f als auch die Umkehrabbil-
dung f~! differenzierbare sind. Falls ein Diffeomorphismus existiert nennen wir M und N
diffeomorph.

Die Normalform fiir Immersionen liefert eine niitzliche Charakterisierung.

Korollar 3.8. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten derselben Dimension und
f: M — N differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f ist ein Diffeomorphismus.
(ii) f ist eine bijektive Immersion.

Beweis. Jeder Diffeomorphismus f: M — N ist bijektiv und die Kettenregel angewandt auf
idgn = (po fTHY™ o (pofop™)

zeigt, dass D(1o fop~!) an jeder Stelle invertierbar, also inbesondere injektiv, ist, so dass f
eine Immersion ist. Umgekehrt liefert Satz 3.5 fiir jede bijektive Immersion f: M — N
Karten um beliebige Punkte von M und N Karten, so dass die Kartendarstellungen von f
und f~! die Identitiitsabbildungen sind. Insbesondere ist f~! differenzierbar und somit f
ein Diffeomorphismus. 0

Damit kénnen wir die eingangs beschriebene Analogie zur linearen Algebra komplett
machen.

Korollar 3.9. Sei f: M — N eine Einbettung. Dann ist die induzierte Abbildung M — f(M)
ein Diffeomorphismus.

Wir beenden schliefsen das Kapitel mit zwei Lemmata iiber differenzierbare Abbildungen
aus und in Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 3.10. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, S C M und T C N
Untermanmnigfaltigkeiten, und f: M — N differenzierbar.

(i) Die Einschrankung f|s: S — N ist differenzierbar.
(i) Falls f(M) C T, so ist die induzierte Abbildung M — T differenzierbar.

Beweis. Die Aussage (i) folgt aus der Differenzierbarkeit der Inklusion :: S — N, da
fls = tof gilt. Fiir (ii) betrachtet man eine zu T adaptierte Karte von N. Die Kartendarstel-
lung von M — T erhélt man aus der von f durch Komposition mit der Projektion R® — R¥,
was wieder eine differenzierbare Abbildung liefert. O

Basierend auf Lemma 3.10 erhalten wir eine alternative Charakterisierung fiir Differen-
zierbarkeit von auf Untermannigfaltigkeiten definierten Abbildungen.

Lemma 3.11. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, S C M eine Untermannig-
faltigkeit und f: S — N eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist differenzierbar.
(i) Fiir alle p € S gibt es eine offene Umgebung U C M und eine differenzierbare Abbil-
dung f: U = N, so dass f(s) = f(s) fir alle s € S ist.
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Beweis. Die Folgerung (i) = (i) ist ein Spezialfall von Lemma 3.10. Die andere Richtung
ist etwas komplizierter

Sei f: S — N differenzierbar. Wir wéhlen Karten ¢: U — U’ C R™ von M und
¥: V — V' CR"™von N, wobei ¢ adaptiert zu S. Per Definition ist der Zielbereich der indu-
zierten Karten ¢g: Ug — Ug gegeben durch die Projektion von U auf die ersten k = dim(.S)
Koordinaten. Insbesondere stellt diese Projektion in den Karten ¢ und ¢g eine differenzier-
bare Abbildung

m:U—=9SNU

dar, die 7(s) = s fiir alle s € S erfiillt. Die Komposition f = for: U — N ist somit
als Komposition differenzierbarer Abbildungen differenzierbar und liefert die gesuchte lokale
Fortsetzung von f. O

3.3 Der Rangsatz

Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung. Fiir p € M betrachten wir eine lokale
Ableitung

D(po fop ) (p(p): R™ — R™

Es folgt aus der Kettenregel, dass der Rang® von D(v o f o ™) (¢(p)) nicht von der Wahl
der Karten abhéngt. Wir kdnnen also definieren:

Definition 3.12. Der Rang von f an der Stelle p ist gegeben durch

rk(f,p) =tk D(¢ o f oo™ ") (p(p)).

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass es Basen von R™ und R™ gibt, in denen die
lokale Ableitung D(¢) o f o ¢~ 1)((p)) die Form

(T1,...,2m) — (21,...2%,0,...,0)

annimmt, wobei k = rk(f,p) =. Unter einer gewissen Voraussetzung gilt dies auch lokal
fiir differenzierbare Abbildungen. Um die Voraussetzung zu verstehen, miissen wir uns kurz
Gedanken dariiber machen, wie der Rang sich von Punkt zu Punkt verindert kann. Das
Fazit vorweg: der Rang kann, sofern er Rang nicht schon maximal ist, lokal beliebig nach
oben springen, aber nicht fallen. Illustrieren lsst sich das Phinomen an der Abbildung

[iR? SR f(z,y) = (2%, 2y°)

Wie iiblich wihlen wir fiir R? die Identitit als Karte, so dass die entsprechende lokale
Ableitung mit der iiblichen Ableitung von f iibereinstimmt. Letztere ist gegeben durch

und wir sehen

0, z=y=0
rk (f, (z,y)) =<1, x#0odery#0
2, z#0#y.

Insbesondere enthélt jede Nullumgebung Punkte, in denen f Rang 0, 1 oder 2 hat. Ande-
rerseits hat aber jeder Punkt vom Rang k € {0, 1,2} eine Umgebung, in der der Rang von f
mindestens k ist. Dies ist ein allgemeines Phinomen.

Lemma 3.13. Sei f: M — N differenzierbar. Fir p € M gelte rk(f,p) > k. Dann gibt es
eine Umgebung U C M won p, so dass rk(f,q) >k fir alle g € U.

3Der Rang einer linearen Abbildung ist definiert als die Dimension des Bildes.
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Beweis. Sei F' = ¢po fopy ' eine Kartendarstellung mit ¢ (p) = 0 und F(0) = 1o(f(p)) = 0,
so dass der erste k x k—Block der Jacobi Matrix von F' invertierbar ist. Sei Uy C M das
Kartengebiet von ¢g. Die Abbildung

OF;
i Uy — By prsdet G0 (an(a))
J

4,j<k
ist stetig, da ¢, alle Koordination von F' und deren partielle Ableitungen sowie die Determi-
nantenfunktion stetig sind. Die Stetigkeit von my und die Annahme my(p) # 0 garantieren,

dass my, auf einer kleineren Umgebung U C Uy von p von Null verschieden bleibt. Insbeson-
dere ist der Rang von f iiberall in U mindestens k. O

Der nichste Satz stellt die versprochene Verallgemeinerung der Normalform von Immer-
sionen aus Satz 3.5 dar. Er beschreibt differenzierbare Abbildungen in Gebieten, in denen der
Rang nicht springt. Grob gesagt sind differenzierbare Abbildungen dort lokal nichts anderes
als “verzerrte” lineare Abbildungen.

Satz 3.14 (Rangsatz). Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung, die auf einer offenen
Teilmenge U C M konstanten Rang k hat. Dann gibt es fiir jedes p € U differenzierbare
Karten ¢ von M und ¢ von N, so dass

Yo fop Hay,...,xm) = (21,...,2,0,...,0).

Beweis. Seil p € U. Wir beginnen mit einer Kartendarstellung F' = woofogogl wie im Beweis
von Lemma 3.13, wobei wir zusitzlich annehmen, dass das Kartengebiet Uy in U enthalten
ist, so dass f iiberall in Uy Rang = k hat. Die Idee ist, die gewiinschten Karten durch
Vor- und Nachschaltung gewisser Diffeomorphismen ¢; und 1; von Nullumgebungen in R™,
bzw. R™ zu erhalten. Um den Beweis iibersichtlich zu halten, sei es dem Leser iiberlassen,
geeignete Definitions- und Zielgebiete anzugeben.

Zunichst betrachten wir die Transformation in R™

(,01(.’1,'1,...7:L‘m) = (Fl,...,kakH,...,xm).

Das vorgehen ist vollig analog zum Beweis von Satz 1.2. Offensichtlich gilt ;(0) = 0 und
wie im Beweis von Satz 1.2 sieht man, dass D1 (0) ein linearer Isomorphismus ist. Der Satz
iiber lokale Invertierbarkeit (Satz B.2) liefert Nullumgebungen in R™, die von ¢; diffeomorph
ineinander iiberfiithrt werden. Per Konstruktion gilt dann

Fowfl(xh...,:vn) = (ml,...,xk,Gk+1,...,Gn)7

wobei G; = F;; o gpl_l, wann immer die Komposition definiert ist.

Um die storenden Komponenten Gg1, ..., G, zu eliminieren betrachtet suchen wir nun
eine geeignete Transformation in einer Nullumgebung von R™. Dabei ist es hilfreich, zu
iiberlegen, was eventuell schon {iber die Funktionen G; bekannt ist. An dieser Stelle kommt
die Bedingung ins Spiel, dass f und damit auch F und F o apfl iiber alle Rang = k haben.
Die ersten k Spalten der Jacobi Matrix

1y 0
D(Fopr')= |7, [ (ec
9% )i j>k

sind offensichtlich linear unabhéingig. Da die gesamte Jacobi Matrix Rang k hat, lassen
sich die letzten m — k Spalten als Linearkombinationen der ersten k schreiben. Wegen dem
Nullblock rechts oben kommen aber nur die trivialen Linearkombinationen in Frage. Mit

anderen Worten, die letzten m — k Spalten sind allesamt Null und es gilt gg? =0fiirs,j > k.
Insbesondere sind die Funktionen G; beziiglich der Koordinaten xy1, ... :wn konstant und
somit gilt

Gi(xl,...,a:n):Gi(xl,...,mk,o,...,O), i=k+1,...,n (7)
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fiir alle (x1,...,2,) im Definitionsbereich von F o ¢;'. Mit dieser Information setzen wir
nun G = (0,...,0,Ggy1,...,Gy) und betrachten fir y = (y1,...,yn)

wl(y) :ny(yla"'vykaov"'vo)'
Wegen (7) gilt dann
T oFocpl_l(xl,...,xm) = (x1,...,2x,0,...,0)

wann immer die Komposition definiert ist. Die designierten Karten von M und N sind
also ¢ = @1 0o und ¥ = 1 o .

Es bleibt zu zeigen, dass 1; einen Diffeomorphismus zwischen geeigneten Nullumge-
bungen in R™ beschreibt. Man sieht leicht, dass 1; in einer Nullumgebung definiert ist
und 91 (0) = 0 erfiillt. Aufierdem ist die Ableitung

Dy1(0) =1, — DG(0) = 1,, — (2 | 0— (82) ) = (1{; 10 >
‘ — \ 9z, iG>k — n—k

offensichtlich invertierbar und wir konnen wie zuvor den Satz iiber lokale Invertierbarkeit
anwenden. O]

Abschliefsend kommen wir noch einmal auf Immersionen zuriick. Die Bedingung, dass die
lokalen Ableitungen einer Abbildung f: M — N in p injektiv ist, bedeutet nichts anderes
als rk(f,p) = dim(M). Insbesondere haben also Immersionen per Definition iiberall kon-
stanten Rang dim(M ), und der Rangsatz liefert die Normalform in Satz 3.5. Tatséchlich gilt
sogar etwas mehr. Falls rk(f,p) = dim(M) fiir ein p € M gilt, liefert ndmlich Lemma 3.13
eine Umgebung U von p, in der f mindestens Rang dim(M) hat. Andererseits kann der Rang
unmoglich grofer sein als dim(M), so dass f auf U konstanten Rang hat. Die Normalform
in Satz 3.5 lasst sich also in U erreichen, unabhingig davon, was die lokalen Ableitungen f
aufserhalb von U machen.

4 Approximation stetiger Abbildungen und Homotopien

Im folgenden sind M und N stets differenzierbare Mannigfaltigkeiten, auch wenn an einigen
Stellen topologische Rédume geniligen wiirden. Wir betrachten allerdings nicht nur differen-
zierbare, sondern auch stetige Abbildungen f: M — N. Wir werden unter anderem zeigen,
dass sich jede stetige Abbildung beliebig gut durch differenzierbare Abbildungen approximie-
ren ldsst. Dabei fithren wir das Konzept von Homotopie ein, was den Schliissel zur algebrai-
schen Topologie darstellt, und sehen, dass die approximierende Abbildung sogar homotop
zur urspriinglichen Abbildung gew#hlt werden kann. Abschliefend fithren wir die sogenann-
ten Homotopiegruppen ein, die in der algebraischen Topologie eine zentrale Rolle spielen.
Im weiteren Verlauf werden wir diese an diversen Stellen aufgreifen, um das Zwischenspiel
von Differentialtopologie und algebraischer Topologie zu illustrieren.

4.1 Approximation R"-wertiger Abbildungen

Wir betrachten zunéichst Abbildungen mit Werten in R™. In dem Fall liefert die Existenz
von Zerlegungen der Eins (Satz 2.2) folgendes Resultat.

Satz 4.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und f: M — R™ stetig. Ferner sei
fiir jedes p € M ein €(p) > 0 vorgegeben, dass stetig von p abhdngt. Dann existiert eine
differenzierbare Abbildung g: M — R™, so dass

|f(p) —g(p)| < e fiir alle p € M.

Falls f in einer offenen Umgebung einer abgeschlossenen Teilmenge A C M bereits diffe-
renzierbar ist, so kann g so gewdhlt werden, dass gla = f|a gilt.
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Beweis. Das Beweiskonzept ist im Prinzip denkbar einfach. Es beruht auf zwei Ideen:

(1) Jede stetige Abbildung f: M — R™ lésst sich — im Prinzip per Definition — lokal durch
konstante Abbildungen approximieren. Fiir gegebene ¢ € M und e > 0 gibt es ndmlich
eine Umgebung U, so dass |f(p) — f(q)| < e fir alle p € U,. Anders ausgedriickt gilt
|f(p) — kq(p)| < € wobei k,: M — R™ die konstante Abbildung k, = f(q) ist.

(2) Die zweite Idee ist, eine geeignete Auswahl von konstanten Abbildungen k,: M — R"
zu treffen, und diese mit Hilfe einer Zerlegung der Eins zu einer globalen Approximation
von f zusammenzufiigen.

Wie so oft ist die technische Umsetzung leider etwas frickelig. Sei also f: M — R"
stetig und e: M — (0, 00) beliebig vorgegeben. Ferner sei A C U C M mit A abgeschlossen
und U offen, so dass f auf U differenzierbar ist. Wir wéhlen zunichst eine lokal endliche
Uberdeckung {Vj3} se g von M\ A, so dass Vj fiir alle 3 in M\ A enthalten ist und kompakten
Abschluss in M hat. Fiir jedes ¢ € M\ A wihlen wir nun eine offenen Umgebung W, in M\ A,
die nur endlich viele der Vp trifft und setzen

e = min{e(p)[p € Vg} >0 und &, = min{es|W, NVz # 0} > 0.

Dabei garantieren die Stetigkeit von € und die Kompaktheit von V5 die Existent des Mini-
mums eg. Die Stetigkeit von f liefert eine kleinere offene Umgebung U, C W, von ¢, so dass

[f(p) = F(@)] = |F(p) — kq(p)| < 0y fiir alle p € Uy. (8)
Wir betrachten nun die offene Uberdeckung

M=vu |J U,
geE M\ A

und wéhlen eine subordinierte Zerlegung der Eins {p)}rca, deren Existenz durch Satz 2.2

gesichert ist. Wir setzen
Ao = {X € Alsupp(pr) C U}

und wihlen fiir jedes A € A\ Ag einen Punkt gy, so dass supp(px) C Uy, . Fiir beliebiges
A € A definieren wir nun Abbildungen

f, AEAO

g M — R, g\=
{qu_f(q,\) A ¢ Ao

und fiigen diese schlieflich zu g: M — R™

9= 0= > oaf+ Y paka,.

AeA AEAQ A Ao

Da f auf U differenzierbar ist und konstante Abbildungen ebenfalls differenzierbar sind,
ist g differenzierbar. Fiir p € A und X\ € Ag gilt aulerdem py(p) = 0, da per Konstruktion
supp(px) C Uy, C M\ A gilt, und somit folgt

9®) = Y ox(®) ) = (D ra() f(p) = f(p)-

AEAQ AEA

Also stimmt g auf A mit f iiberein. Es bleibt zu zeigen, dass f auf ganz M durch g appro-
ximiert wird. Zunéchst gilt fiir beliebiges p € M

1F(0) = 9@ = | Y ox ) F(0) = D pa@)ar®)] < Y pa)If(p) — 9 (p)]

A€A A€A A€A
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Weiterhin erhalten wir fiir p € supp(ps) C Uy, aus (8) die Abschitzung

1f(p) — ax(p)| = [f(p) — f(ar)] < dgy < e(p).

Beide Abschiatzungen zusammen liefern schlieflich

1£(P) = 9@ <D palp)e(p) = €(p). O

AEA

Bemerkung. Die Moglichkeit, die Approximationsgiite in Form einer Funktion € zu beschrei-
ben, ist fiir kompakte Mannigfaltigkeiten irrelevant, im nicht kompakten Fall jedoch wesent-
lich.

4.2 Homotopie und differenzierbare Homotopie

Wie schon zu Beginn der Vorlesung bemerkt, war die Suche nach einem geeigneten Mannig-
faltigkeitsbegriff eine wesentliche Motivation bei der Entwicklung der mengentheoretischen
Topologie. Ebenso ist die algebraische Topologie inklusive all ihrer Maschinerie nicht zuletzt
dazu entwickelt worden, um Fragen iiber Mannigfaltigkeiten zu beantworten. Es folgt die
entscheidende Definition, die den Ubergang von Topologie zu Algebra erlaubt.

Definition 4.2. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

(a) Eine stetige Abbildung H: M x[0,1] — N heift Homotopie. Fiir festes ¢ € [0, 1] setzen
wir hy = H( ,t): M — N.

(b) Eine stetige Abbildung H: M xR — N heifit technische Homotopie falls es ein € > 0
gibt, so dass
hy =hg firt<eund h;=hy firt>1—¢

wobei hy = H( ,t): M — N wie in (a).

(c) Eine technische Homotopie H: M x R — N, die als Abbildung differenzierbar ist, heifst
differenzierbare Homotopie.

(d) Zwei Abbildungen f,g: M — N heifen (differenzierbar) homotop falls es eine (dif-
ferenzierbare) Homotopie H gibt, so dass f = hg und g = hy. Wir schreiben f ~ ¢ fiir
homotope Abbildungen und f ~, g im differenzierbaren Fall.

Bemerkung. (i) Die Abbildungen h;: M — N sind fiir (technische) Homotopien stetig und
im differenzierbaren Fall differenzierbar. Dementsprechend sind Homotopie und differen-
zierbare Homotopie Relationen auf den Mengen C'(M, N) und C*°(M, N) der stetigen und
differenzierbaren Abbildungen von M nach N.

(ii) Alternativ kann man sich eine Homotopie H: M x [0,1] — N auch als eine Familie
von stetigen Abbildungen

he=H( ,t): M > N, tel0,1]

vorstellen. Tatséichlich gibt es eine natiirliche Topologie? auf dem Raum C(M, N) der steti-
gen Abbildungen, beziiglich welcher die Abbildung ¢ — h; stetig ist, und eine Homotopie ist
nichts anderes als ein stetiger Weg h: [0, 1] — C(M, N). Ahnliches lisst sich iiber technische
und differenzierbare Homotopien sagen.

(iii) Wie der Name andeutet, ist die Existenzgrundlage von technischen Homotopien ein
(kleineres) technisches Problem im differenzierbaren Kontext, dass uns uns gleich im Beweis
von Lemma 4.3 begegnen wird. Fiir stetige Abbildungen macht es keinen wesentlichen Un-
terschied, ob man mit technischen oder gewhnlichen Homotopien arbeitet. Jede technische

4Die sogenannte kompakt—offen Topologie auf C(M,N) wird erzeugt von den Mengen der Form
{f €C(M,N)|f(K) C O} wobei K C M kompakt und O C N offen ist.
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Homotopie H: M x R — N liefert durch Einschrankung auf M x [0, 1] eine gewShnliche
Homotopie. Umgekehrt kann man aus jeder gewthnlichen Homotopie H: M x [0,1] — N
leicht eine technische Homotopie gewinnen, indem man fiir ein beliebiges ¢ € (0,1/2) die
Abbildung

H(p,0), t<e
H:MxR—N, (pt)—H(p,{t—e)/(1-26)), e<t<l—e (9)
H(p, 1), t>1—e¢

betrachtet. Anschaulich 1auft hier folgender Film ab. Bevor die technische Homotopie H
den durch H beschriebenen Weg in C(M, N) durchlduft wartet sie schon seit —oo am Start-
punkt hg. Durch das lange Warten verpasst sie den Einsatz und lduft erst zur Zeit € los.
Nun beeilt sich die technische Homotopie, um den Riickstand aufzuholen, iiberholt dabei
sogar die urspriingliche Homotopie und kommt schon zur Zeit 1 — € bei h; an. Nach dieser
Anstrengung ruht sie sich bis co bei h; aus.

Wir zeigen gleich, dass Homotopie und differenzierbare Homotopie Aquivalenzrelationen
sind. Die entsprechenden Aquivalenzklassen heiffen (differenzierbare) Homotopieklassen
von Abbildungen. Die Mengen der jeweiligen Homotopieklassen bezeichnen wir mit

[M,N]=C(M,N)/ ~ und [M,N]®=C®(M,N)/~e .

Lemma 4.3. Homotopie und differenzierbare Homotopie sind Aquivalenzrelationen auf den
Mengen C(M,N), bzw. C*°(M,N).

Beweis. Der Beweis funktioniert in allen Féllen gleich, mit einer kleinen zusétzlichen Kom-
plikation im differenzierbaren Fall. Zunéchst ist jede Abbildung f: M — N ist iiber die
stationire Homotopie H (p,t) = f(p) zu sich selbst homotop. Falls ferner H(p, t) eine Homo-
topie von f zu g ist, ist durch H(p, 1—t) eine Homotopie von g zu f gegeben Sei schlieflich G
eine Homotopie von f zu g und H eine weitere Homotopie von g zu h. Dann ist die Verket-
tung

G(p,2t), t<1/2

H(p,2t—1), t<1/2 (10)

G« H(p,t) = {
eine Homotopie von f nach h. Alle Argumente funktionieren Wort fiir Wort fiir techni-
sche Homotopien und differenzierbare Homotopien. Der einzige Punkt, der genaueres Hin-
schauen erfordert, ist die Differenzierbarkeit der Verkettung differenzierbarer Homotopien
nahe t = 1/2. Falls G und H differenzierbar sind, also insbesondere auch technisch, so sieht
man leicht, dass G * H nahe ¢t = 1/2 stationér ist. Gilt namlich G(p,t) = g(p) fiir t <1—26
und H(p,t) = g(p) fiir t < 24, so gilt

G H(p,t)=g(p) firte (1/2-46,1/2+9).
Damit ist die Differenzierbarkeit an der Nahtstelle gewéhrleistet. O

Da differenzierbare Abbildungen und Homotopien insbesondere stetig sind, induziert die
Inklusion C*°(M, N) — C(M, N) eine wohldefinierte Abbildung

[M, N]>*° — [M, N].

Wir zeigen nun, dass diese bijektiv ist. Im Beweis benutzen wir so ziemlich alles, was wir bis-
her bewiesen haben, und dariiber hinaus noch ein weiteres Resultat, das wir spater beweisen
werden.

Lemma 4.4. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und S C N eine Unterman-
nigfaltigkeit. Dann gibt es eine offene Umgebung U C N wvon S und eine differenzierbare
Abbildung 7: U — S, so dass w(s) = s fir alle s € S.
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Dieses Lemma wird eine direkte Konsequenz aus der Existenz sogenannter Tubenum-
gebungen sein, die wir in einem spéteren Abschnitt besprechen. Lemma 4.4 ist eine allge-
meinere Form eines Phinomens, das wir schon im Beweis von Lemma 3.11 gesehen haben.
Dort hatten wir mit gewissen lokalen Projektionen auf eine gegebene Untermannigfaltigkeit
gearbeitet. Tatsachlich gibt es diese in “semi-globaler” Form, das heifit global beziiglich S
aber lokal beziiglich N.

Satz 4.5. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
(i) Jede stetige Abbildung f: M — N ist homotop zu einer differenzierbaren Abbildung.

(ii) Differenzierbare Abbildungen f,g: M — N sind genau dann homotop wenn sie diffe-
renzierbar homotop sind.

Insbesondere ist die Abbildung [M, N> — [M, N] bijektiv.

Beweis. Die Bijektivitat der Abbildung [M, N]|*® — [M, N] folgt sofort aus (i) und (ii):
laut (i) ist sie surjektiv und nach (ii) injektiv. Um (i) und (ii) zu beweisen, kénnen wir
ohne Beschriinkung annehmen, dass N C R* als Untermannigfaltigkeit von R* gegeben ist.
Diese Annahme ist durch Satz 3.2 und Korollar 3.6 gerechtfertigt. Dariiber hinaus wéahlen
wir eine offene Umgebung U C R von N und eine differenzierbare Abbildung 7: U — N
wie in Lemma 4.4. Von hier an liefert der Approximationssatz 4.1 alles weitere.

(i) Sei f: M — N stetig, aufgefasst als Abbildung M — RF. Satz 4.1 liefert fiir gege-
benes ¢: M — (0, 00) eine differenzierbare Approximation g.: M — R¥. Innerhalb von R¥
haben wir ein offensichtliche Homotopie von f zu g. gegeben durch die Gerade Verbindungs-
linie im Vektorraum C(M,R¥):

H(p,t) = (1 —1)f(p) +tge(p)

Da U C RF offen ist, kénnen wir € so withlen, dass H(M x [0, 1]) C U gilt. Durch Komposition
mit 7: U — N erhalten wir dann eine Homotopie

H=7moH:Mx[0,1]] = N

von f zu der Abbildung 7 o g, die als Komposition differenzierbarer Abbildung ebenfalls
differenzierbar ist.

(ii) Seien nun f,g: M — N differenzierbar und H: M x[0,1] — N eine stetige Homotopie
von f zu g. Zunichst deformieren und erweitern wir H wie in (9) zu einer technischen
Homotopie H: M xR— N, so dass I:f( ,t) = f fiir t < 26 und I;T( ,t) =g firt>1—26.
Insbesondere ist H differenzierbar auf der offenen Teilmenge M x (R \ [26,1 — 25]). Wir
wihlen nun nach Satz 4.1 fiir geeignetes ¢ eine Appromimation H.: M xR — Rk mit, die
auf der abgeschlossenen Teilmenge M x (R\ (4,1 — 24)) mit H iibereinstimmt. Wieder gilt
fiir kleines ¢, dass PNIG nach U abbildet und die Komposition

WOI:'[ESMXR*}N

ist dann eine differenzierbare Homotopie von f nach g. O

Der Beweis liefert nebenbei auch die noch ausstehende Approximation stetiger Abbil-
dungen zwischen beliebigen Mannigfaltigkeiten.

Korollar 4.6. Sei f: M — N stetig und N C R* als Untermannigfaltigkeit gegeben. Dann
gibt es fiir jede stetige Funktion e: M — (0,00) eine differenzierbare Abbildung g und sowie
eine Homotopie H: M x [0,1] — N von f zu g, so dass

|f(p) — he(p)| < e(p) fiir alle (p,t) € M x [0,1].
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Bemerkung. Nach dem Einbettungssatz ist die Beschrénkung auf Untermannigfaltigkei-
ten N C R* in Korollar 4.6 unwesentlich. Die Einbettung wird lediglich dazu benutzt,
um die Approximationsgiite zu quantifieren. Mit Hilfe der kompakt—offen Topologie kénnte
man die Aussage auch wie folgt ausdriicken, ohne auf eine Einbettung angewiesen zu sein:

(1) Jedes f € C(M,N) besitzt eine Umgebung Uy C C(M, N), so dass jedes g € Uy zu f
homotop ist.

(2) Jede Umgebung von f € C'(M, N) enthilt differenzierbare Abbildungen. Insbesondere
ist C°°(M, N) dicht in C'(M, N).

4.3 Differentialtopologie und algebraische Topologie

Satz 4.5 schligt gewissermafien eine Briicke zwischen Differentialtoopologie und der algebrai-
schen Topologie. Auf der einen Seite haben die differenzierbaren Homotopiemengen [M, N|>°
und ihre Elemente oft interessante geometrische Beschreibungen. Auf der anderen Seite kann
man die stetigen Homotopiemengen [M, N| in vielen Féllen effizient mit algebraischen Me-
thoden studieren. Dies funktioniert in der Regel nach folgendem Schema: jedem topologi-
schen Raum M ordnet man ein algebraisches Objekt F'(M) (z.B. eine Gruppe) zu und jeder
stetigen Abbildung f: M — N einen Homomorphismus F(f): F(M) — F(N). Dabei ach-
tet man darauf, dass die Zuordnung f — F(f) Identitdtsabbildungen und Kompositionen
auf ebensolche abbildet, und dass F'(f) nur von der Homotopieklasse von f abhingt. Kurz
gesagt, es soll gelten

F(d) =id, F(fog)=F(f)oF(9) und f~g = F(f)=F(g).

Eine solche Zuordnungsvorschrift F' nennt man einen homotopieinvarianten (kovarianten)
Funktor. Jedes solche F' liefert dann eine Abbildung

[M,N] — Hom(F (M), F(N))

deren Bild man sich als algebraischen Schatten von [M, N] vorstellen kann. Beide Aspekte,
Geometrie und Algebra, gehen oft Hand in Hand. In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns
hauptséchlich mit der geometrischen Seite. Dennoch werden sich allerdings diverse Beriih-
rungspunkte mit der algebraischen Topologie ergeben.

Wir besprechen nun eine wichtige Reihe von Beispielen von homotopieinvarianten Funk-
toren. In der algebraischen Topologie arbeitet man hdufig mit einer leicht verscharften Form
von Homotopie.

Definition 4.7. (a) Ein punktierter Raum (X, *x) ist ein topologischer Raum X mit
einem ausgezeichneten Basispunkt xx € X.

(b) Eine punktierte Abbildung f: (X,*x) — (Y,*y) ist eine Abbildung f: X — Y
mit f(xx) = *y.

(c¢) Eine punktierte Homotopie ist Homotopie H: X x [0,1] = Y, fiir die H(xx,t) = *y
fir alle ¢ € [0, 1] gilt.

Bemerkung. Die genauen Basispunkte ergeben sich meist aus dem Zusammenhang oder sind
zu einem gewissen Grad irrelevant. Sie werden deswegen oftmals pauschal fiir alle Raume
mit x bezeichnet. Zum Beispiel ist in R™ der Nullpunkt die naheliegende Wahl fiir den
Basispunkt. Fiir S wéhlen wir den Nordpol (0, ...,0,1), aber jede andere Wahl wére genau
so niitzlich.

Die Menge der punktierten Homotopieklassen punktierter Abbildungen bezeichnen wir
mit [X,Y]o. Vollig analog definiert man fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten M, N mit
ausgezeichneten Basispunkten differenzierbare Homotopiemengen [M, N]3° und eine mini-
male Modifikation des Beweises von Satz 4.5 liefert eine Bijektion [M, N|5° = [M, N]o.
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Definition 4.8. Sei X ein punktierter Raum. Fiir n > 0 definieren wir die nte Homoto-

piegruppe
ﬂ'k;(X) = [Sn, X]O

Fiir eine stetige punktierte Abbildung f: X — Y definieren wir
fermn(X) — mp(Y), [M:S" =5 X]—[foA: S =Y.

Es ist relativ offensichtlich, dass die Zuordnung F(X) = m,(X) und F(f) = f. die oben
beschriebenen Eigenschaften hat. Hier einige knappe Bemerkungen zu der algebraischen
Natur der Homotopiegruppen:

e Die Menge m(X) = [S°, X] ist nicht mehr als eine komplizierte Beschreibung der
Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X. Eine kanonische Bijektion ist
dadurch gegeben, dass man A\ € mo(X) reprisentiert durch eine punktierte Abbil-
dung A: S° — X die Wegzusammenhangskomponente von A(—1) € X Zuordnet. (Zur
Erinnerung: es ist S° = {1} C R mit 1 € S° als Basispunkt.) Hierbei handelt es sich
tatséchlich nicht um eine Gruppe.

e Die Menge 7 (X) =[S, X]o ist auch als Fundamentalgruppe von X bekannt. Die
Gruppenstruktur ist durch das Verketten von geschlossenen Wegen gegeben. Diese
wird iiblicherweise in der Vorlesung Geometrie und Topologie behandelt.

e Fir n > 2 ist m,(X) sogar eine Abelsche Gruppe. Die Gruppenstruktur lasst sich
grob wie folgt beschreiben. Gegeben seien punktierte Abbildungen A, p: S™ — X.
Sei S§~! = {x € 8" |z, =0}. Dann besteht der Quotietenraum S™/S; ™! intuitiv
aus zwei Kopien von S", die an ihre Basispunkten zusammengeklebt sind. In der
Topologie bezeichnet man diese Basispunktsumme mit S™ v S™. Nun definieren man
eine Abbildung A A p: S™V 8™ — X, in dem man auf der einen Sphére A und auf
der anderen p anwendet. Schliefilich definiert man die Summe A + p: S™ — X als die

Komposition

Sn < gn/spTlagny gn 2 x

wobei ¢: S™ — S"/S;~! die Quotientenabbildung ist.

Selbstversténdlich muss man noch nachweisen, dass die skizzierten Konstruktionen tatsich-
lich fiir n > 1 wohldefinierte Gruppenoperationen auf m,(X) liefern. Fiir diese Nachweise
und mehr sei auf die Vorlesung Algebraische Topologie und [Bre93| verwiesen.

Eine besondere Rolle spielen die Homotopiegruppen von Sphiren 7,,(S™), die in der
algebraischen Topologie eine dhnlich zentrale Rolle einnehmen wie die natiirlichen Zahlen in
der Zahlentheorie. Die Methoden der Differentialtopologie liefern einige geometrische Mdg-
lichkeiten, Homotopiegruppen teilweise zu verstehen oder zumindest zu beschreiben. Hier
einige Beispiele, die wir in spateren Kapiteln niher betrachten werden:

o Fiir m < n gilt 7, (S™) = 0.
o Firn > 1 gilt m,(S") = Z
e Es gilt m3(5?) = {gerahmte Verschlingungen in S®}/gerahmter Bordismus & Z.

Insbesondere der letzte Punkt liefert eine schéne Illustration des Zwischenspiels von
Geometrie und Algebra. Aufserdem kommen in dieser Korrespondenz alle differentialtopolo-
gischen Werkzeuge zum Einsatz, die wir besprechen werden.
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5 Tangentialvektoren und Differentiale

Ein zentraler Aspekt der Differentialtopologie und -geometrie ist das Zwischenspiel von
globalen, lokalen und infinitesimalen Eigenschaften differenzierbarer Mannigfaltigkeiten und
Abbildungen. Bisher haben wir hauptsichlich globale und lokale Aspekte behandelt. In
die Kategorie global fallen zum Beispiel die Existenz von Zerlegungen der Eins und der
Einbettungssatz, wihrend der Rangsatz und seine Folgerungen zu der Kategorie lokal zihlen.
Der infinitesimale Aspekt ist uns bisher nur in Form der lokalen Ableitungen begegnet. Dabei
ist ein gewisser Mangel an Eleganz nicht von der Hand zu weisen. Um diesen zu beseitigen
fehlt uns eine infinitesimale Version von Mannigfaltigkeiten.

‘ Mannigfaltigkeit M ‘ Abbildung f: M — N
global ganz M ganz f
lokal Kartengebiet U ¢ M Kartendarstellung v o f o o~}
infinitesimal 777 lokale Ableitung D (v o f o ¢)(¢(p))

Die infinitesimale Version einer m—dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
in einem Punkt p € M nennt man den Tangentialraum 7}, M. Dies ist ein m-dimensionaler
Vektorraum und seine Elemente v € T, M heifien Tangentialvektoren. Tangentialvektoren
sind — wie vieles in der Mathematik — eine Manifestation einer intuitiven Idee, die sich auf
mehrere Arten und Weisen formalisieren ldsst. Wir besprechen vier Beschreibungen und
ihre Zusammenhénge. Mit Hilfe der Tangentialriume kénnen wir die Vielzahl der globalen
Ableitungen einer Abbildung f: M — N in p € M zu dem Differential von f in p

df|p TpM — Tf(p)N

zusammenfassen. Die disjunkte Vereinigung aller Tangentialriume heifit das Tangential-
biindel
TM =,emT, M

und die punktweisen Differentiale von f: M — N setzen sich zum (globalen) Differential
df: TM — TN, df|r,;m = df]p

zusammen. Wir werden spéter noch sehen, dass T'M in natiirlicher Weise eine 2m—dimen-
sionale Mannigfaltigkeit bildet, und dass df selbst wieder eine differenzierbare Abbildung
ist,.

5.1 Vier Arten, Tangentialvektoren zu beschreiben

Es gibt im Wesentlichen vier geldufige Moglichkeiten, Tangentialvektoren v € T, M zu be-
schreiben, die wir im Folgenden besprechen:

e iiber Einbettungen: als Elemente eines ,tangentialen* Untervektorraums in einem R¥
e Lokal: als ,Richtungsvektoren” in Kartendarstellungen

e Geometrisch: als ,Geschwindigkeitsvektoren” von Kurven

e Algebraisch/Analytisch: als ,Richtungsableitungen von Funktionen

Dabei miissen die Begriffe in Anfiihrungszeichen allesamt noch mit Sinn gefiillt werden.
Zumindest fiir endlich dimensionale Mannigfaltigkeiten sind alle Sichtweisen dquivalent. Jede
hat ihre Vor- und Nachteile und es ist niitzlich, alle zu beherrschen.
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Tangentialriume von Untermannigfaltigkeiten von R*

Wir betrachten zunichst eine Untermannigfaltigkeit M C R¥. Es ist anschaulich einleuch-
tend, dass es fiir jeden Punkt p € M einen m~dimensionalen Untervektorraum TP M C RF
gibt, so dass der affine Raum p + 7T, M tangential an M anliegt. Intuitiv gilt

mb . . . . . .
T;™" M = {Richtungen, in die man sich von p aus in M bewegen kann}.

Selbstverstindlich ist dies nicht im Ansatz eine prizise Definition. Wir werden spéter sehen,
wie man diese eingebetteten Tangentialriume konkreter beschreiben kann. Fiir den
Moment nehmen wir die beschriebene Idee lediglich als Motivation. Hier zwei anschauliche
Beispiele:

Beispiel 5.1. (a) Fiir p € S C R"*! sollte offensichtlich
T;mbSN ={veR""|(p,v) =0}
gelten. Wir werden spéter sehen, wie diese Identifikation aus der Theorie entsteht.
(b) Fiir eine offene Teilmenge p € U’ C R™ sollte T,,U’ = R™ gelten.

Die angedeutete Beschreibung von T;mbM héngt offensichtlich zunichst von der kon-
kreter Lage von M in R* ab. Auch wenn dies vielleicht etwas iiberraschend ist, existieren
Tangentialrdume auch unabhéngig von jeglicher Einbettung.

Lokale Tangentialvektoren

Sei nun M eine abstrakte m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, die a priori
nicht in einen Euklidischen Raum eingebettet ist, und p € M ein fest gewdhlter Punkt. Wir
betrachten die Menge

Séw := {differenzierbare Karten p: U — U’ C R™ von M mit p € U}.

Ein hypothetischer Tangentialvektor v € T, M sollte in jeder Karte ¢ € SZ],” einem Vek-
tor v, € R™ entsprechen, den wir uns als Pfeil mit Startpunkt ¢(p) denken, und v sollte
durch die Darstellung v, eindeutig festgelegt sein. Insbedondere sollte fiir jede weitere Kar-
te @ € S[{W der entsprechende Vektor vz € R™ durch v, beschreibbar sein.

Wie sollte dieser Zusammenhang aussehen? Wir geben v, € R™ vor und suchen einen
Kandidaten fiir vz. Wir betrachten dazu fiir hinreichend kleines € > 0 die differenzierbare
Kurve

vi(—€€) — U, (1) =¢(p) +tv,

im Bildbereich U’ C R™ von . Den Parameter ¢ stellen wir uns ein Zeit vor. Die Kurve v be-
schreibt ein Segment der Gerade durch ¢(p) mit Richtungsvektor v,,. Wir erinnern uns kurz
daran, dass der Richtungs- oder Geschwindigkeitsvektor einer Kurve v in R™ zur Zeit ¢t = 0
als zeitliche Ableitung

. dy m

$(0) = 21(0) = Dy(0) € R
gegeben ist.

Bemerkung. Hierbei erlauben wir uns, die Ableitung D~(0): R — R™, die a priori eigentlich
gar kein Vektor ist, implizit mit dem Bild des kanonischen Basisvektors e; = 1 € R zu
identifizieren. Formal korrekt miissten wir eigentlich 4(0) = D~(0)e; oder 4(0) = D~(0)1
schreiben.

Im konkreten Fall v(t) = ¢(p) + tv,, fiir gegebenes v, € R™ gilt

10) = plp) md 5(0) = T (0) =,
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1

Durch Komposition mit dem Kartenwechsel gop ™" erhalten wir eine weitere differenzierbare

Kurve

F=fop loy: (e e) — U CR™, F(t) =Fop  (pp) +tvy,).

Offensichtlich gilt ¥(0) = @(p) und der Geschwindigkeitsvektor dieser Kurve in ¢ = 0 ist
ein natiirlicher Kandidat fiir vz. Letzteren konnen wir mit der Kettenregel berechnen und
erhalten

Diese Beobachtung machen wir nun zu einer Definition.

Definition 5.2. Sei M eine m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit Fiir p € M
definieren wir den lokalen Tangentialraum als

TZI,OkM = {v: SZ],VI — R™ ‘ vy = D(Fop ") (p(p))v, fiir alle p, 5 € S, } .
Die Elemente von T;OkM heifen lokale Tangentialvektoren.

Ein lokaler Tangentialvektor v: Szﬂw — R™ ordnet also jeder differenzierbaren Karte um p
auf systematische Weise einen Vektor in R™ zu. Aus dem eingebauten Transformationsver-
halten unter Kartenwechseln folgt sofort, dass v durch die Auswertung in einer einzigen
Karte vollsténdig festgelegt ist. Aufserdem ist T;OkM per Definition eine Teilmenge des R—
Vektorraums Abb(S,, R™).

Lemma 5.3. T)°*M ist ein Untervektorraum von Abb(S,, R™) und fiir jede Karte ¢ € S,
ist die Auswerungsabbildung

. lok m
evy: T,M — R™, v vy,
ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Die Bijektivitdt von ev, ergibt sich, wie eben erldutert, aus der Konstruktion
von T)°*M. Die lineare Natur von T,°*M und ev,, folgt hingegen leicht aus der Lineari-

tét der Ableitungen D (@ o o™ 1)(o(p)). o

Die lokalen Tangentialraume sind auch dafiir geeignet, um die ganzen lokalen Ableitungen
einer differenzierbaren Abbildung f: M — N zu einem einzigen Objekt zusammenzufassen.

Lemma 5.4. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung und p € M. FEs gibt eine
eindeutig bestimmite lineare Abbildung d;fkf: Tllf’kM — T}‘E;)N, so dass das Diagramm

o, (11)

fiir alle ¢ € SZZ,” und P € S}\Ep) kommutiert.

Wir nennen dg’k f das lokale Differential von f in p.
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Beweis. Wir definieren d;’k f durch (11) fiir eine feste Wahl von ¢ und . Damit dies wohl-
definiert ist, muss folgendes Diagramm kommutieren:

D(wOfow_l)(w(p))
R —— % R"
lok lok
Tp M ~ Tf(p)N
T pm D(Gofop™) (&) . .

Um dies zu sehen, sei v € T)°*M vorgegeben und w € T}‘ZI;)N der eindeutig bestimmt lokale
Tangentialvektor mit

wy =D(Wo fop™)(p(p))ve.
Aus den Definitionen und der Kettenregel folgt dann

=D($ o) ($(f(p)wy
= Do ) W(f(P)ND(Wo foe™)(wp))v,
=D($ o) W(f))D (%o for ) (@) D(pod 1) (@(p)vs
=D(do fod ) (Ep))vs,
was zu zeigen war. O

Die lokalen Tangentialrdume und Differentiale liefern letzendlich nichts anderes als einen
systematischen Formalismus, die Information aller méglicher Karten auf einmal zu betrach-
ten, und sich bei Bedarf auf eine einzelne Kartenwahl einzuschrénken. Fiir praktische und
theoretische Zwecke ist diese Beschreibung sehr niitzlich. Sonderlich anschaulich ist sie al-
lerdings nicht.

Geometrische Tangentialvektoren

Um eine geometrische Perspektive auf Tangentialvektoren zu bekommen, lenken wir nun
das Scheinwerferlicht auf Kurven statt auf Karten. Fiir M und p wie im vorigen Abschnitt
betrachten wir die Menge

M._ .. : : _
Ky = {y: (—€,¢) = M|e >0, v differenzierbar, v(0) = p}

aller differenzierbaren Kurven durch p. Genau wie in R™ sollte jede Kurve aus ICZ])W sollte
eindeutig einen Tangentialvektor festlegen, den wir uns als Geschwindigkeitsvektor vorstellen
wollen. Da es das Konzept von Vektor allerdings in, bzw. an M a priori nicht gibt, miissen
wir uns iiberlegen, wie wir es sinnvoll erkldren konnten. Dazu benutzen wir Karten, die hier
allerdings die Nebenrolle einnehmen.

Lemma 5.5. Fiir v,5 € K) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt D(¢ 0 7)(0) = D(¢07)(0) fiir eine Karte p € S).
(it) Es gilt D(p0~)(0) = D(¢07)(0) fiir alle Karten ¢ € S)'.
(iii) Es gilt (f o) (0) = (f o7¥)'(0) fir alle f € C>(M).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt sofort aus der Kettenregel. Die Aquivalent
von (i) und (iii) ist weniger offensichtlich. Da wir jede Karte ¢: U — U’ C R™ als m—
Tupel p = (2¥,...,z%,) der Komponentenfunktionen z; € C*(U) auffassen konnen. Mit
Hilfe einer geeigneten Abschneidefunktion p: M — [0, 1] die Trager in U hat und in einer
Umgebung von p konstant 1 ist, kénnen wir pz; zu Funktionen ¥ € C*°(M) auf ganz M

fortsetzen. Falls (iii) fiir alle #7 gilt dann (i) fiir ¢, da die auftauchenden Ableitungen in
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beliebig kleinen Umgebungen von p bestimmt sind. Schlieflich gelte (ii) Fiir beliebig ¢ € S;,W
und f € C>*(M) gilt dann

(f o) (0)=D(f o ") () D(pov)(0).

Falls die lokale Ableitung D(foy~')(¢(p)) verschwindet, ist die Bedingung in (iii) trivial er-
fiillt. Andernfalls kann man zeigen, dass eventuell nach umsortieren der Komponenten von ¢
durch ¢ = (f,z35,...,x¥%) in einer Umgebung von p eine differenzierbare Karte gegeben ist.
Die Bedingung in (ii) fiir ¢ liefert dann insbesondere die in (iii) fiir f. O

Wir nennen zwei Kurven 7,7 € IC]],W tangential in p, im Zeichen v ~, 7, falls eine
(und damit alle) der Bedingungen in Lemma 5.5 erfiillt ist. Aus dieser Definition ist sofort
ersichtlich, dass ~, eine Aquivalenzrelation auf IC}J,V[ ist.

Definition 5.6. Wir definieren den geometrischen Tangentialraum als
M
TEOM =K, ) ~p

Elemente von T5°° M heiflen geometrische Tangentialvektoren. Den durch y: (—¢,¢) — M
dargestellten Vektor bezeichnen wir mit v., [v], oder ¥(0).

Der Name Vektor muss bei dieser Konstruktion allerdings noch gerechtfertigt werden.
Sei dazu ¢ € SII)” eine Karte um p. Fiir v € R™ ist dann durch

Yo(t) = o (e(p) + tv)
eine Kurve v € IC;,V[ gegeben. Wir betrachten die Abbildung
Kp: R™ — TM,  ky(v) = 75(0).

Lemma 5.7. Es gibt eine eindeutig bestimmte Vektrorraumstruktur auf TS*°M, so dass ki,
fiir alle ¢ € SZZ,” ein linearer Isomorphismus ist.

Beweis. Wir zeigen zunéichst, dass k, bijektiv ist. Offensichtlich gilt ¢ o 7{(t) = ¢(p) + tv
und somit

Dy oy (0) =wv.
Fiir w # v gilt insbesondere Dy o v2'(0) # Dy o v, (0) und somit k,(w) # k,(v) # 0, so
dass k, injektiv ist. Fiir die Surjektivitat sei v € IC;DV[ gegeben. Dann gilt

v:=D(pov)(0)=D(yp O’Y;)(O)

und somit ¥(0) = k,(0).

Mit dem Wissen, dass x,, fiir jedes ¢ bijektiv ist, definieren wir eine Vektorraumstruktur
auf T8°°M indem wir r,, fiir ein einzelnes ¢ zu einem linearen Isomorphismus erkldren.
Explizit sind die Vektorraumoperationen wie folgt gegeben:

e+ [ = Ky (5;1([7]17) + "f;l(h]p))
=[p 7 Hpor+yoT)],
A [V]p P =Ry ()‘ : "3;1([7]11))
=[p7 (A por)],.
Wir miissen zeigen, dass gz auch fiir jedes andere ¢ ein linearer Isomorphismus ist. Dies
folgt aus der Identifikation
1

k' okg=D(poe ") (@(p)),
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die wir nun herleiten. Der Kiirze halber sei A = D(¢ o ¢~ 1)(4(p)). Wir miissen dann fiir
beliebiges v € R™ zeigen, dass

v Av
Yo ~p Vo

gilt. Wir testen dies in der Karte ¢ und erhalten

D(p073°)(0) = D(po @ "o (t— &(p) + tAv))(0)
= D(po @ ")(@(p)) D(t— &(p) + tAv))(0)
=A-1
= A" Av = v = D(poy)(0),

was zu zeigen war. O

Waihrend das lokale Differential eine wiiste Sammlung von lokalen Ableitung ist, entsteht
das geometrische Differential

geo f . geo geo
dEeof: TEOM — T50 N

sehr natiirlich aus der offensichtlichen Beobachtung, dass durch Komposition
(—e,€) > M SN

einer differenzierbaren Kurve v in M mit einer differenzierbaren Abbildung f: M — N eine
differenzierbare Kurve f o in N entsteht. Diese Konstruktion liefert eine Abbildung

for KM KN fey) = Fon,
Mit Hilfe der Kettenregel sieht man leicht, dass
Yep Y = foy~pp foy
gilt, so dass wir das geometrische Differential wie definieren kénnen als
a5 (3(0)) = (£e1)(0) = (f ©7)(0)

Das geometrische Differential schickt also im wesentlichen Kurven auf Kurven, wobei es sich
in Urbild- und Bildbereich nur die ,Richtung* merkt, die durch die Relation ~, modelliert
wird. Von diesem Standpunkt ist es vielleicht etwas iiberraschend, dass auch das geometrische
Differential alle lokalen Ableitungen einer Abbildung biindelt.

Lemma 5.8. Sei f: M — N differenzierbar. Folgendes Diagramm ist fiir alle Karten ¢ € SZJ,V[
und P € SZ],V kommutativ:

dgCOf
eo ___® -, 8o
TgeoM Tf(p)N
%T %) (12)
D(wOfw_l)(w(p))
RrR™ R"™
Beweis. Der Beweis ist ahnlich wie der von Lemma 5.7. O

Algebraische Tangentialvektoren

Der Vollstdndigkeit halber betrachten wir noch einen weit verbreiteten Zugang zu Tan-
gentialvektoren. Dieser basiert weder auf Karten noch auf Kurven, sondern auf der Alge-
bra C*°(M) der differenzierbaren Funktionen auf M.
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Definition 5.9. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M. Eine Deriva-
tion bei p von C*°(M) ist eine R-lineare Abbildung §: C*°(M) — R, so dass fiir al-
le g,h € C°°(M) gilt

dlg - h] = g(p) - 6] + dlg] - h(p).

Der algebraische Tangentialraum T;lgM ist die Menge aller Derivationen bei p.

Fiir differenzierbares f: M — N ist das algebraische Differential

lg . 1 alg
dEfTHEM — THE N

dhnlich wie das geometrische Pendant definiert iiber die Komposition
[T CF(N) — C=(M), [ (g9)=go,
die dieses mal allerdings an der anderen Seite stattfinden. Es gilt
1 *
a5 f(8) = 5o f

Konkret ist der Wert von d3'¢ f(6) an einer Funktion g € C°°(M) gegeben als

A2 £(5)[g] = blg o f].

Man rechnet leicht nach, dass dglg f(9) wieder eine Derivation ist. Folgendes Lemma ist
relativ offensichtlich.

Lemma 5.10. T28M ist ein Untervektorraum von Hom(C™(M),R) und d3'8f ist eine
lineare Abbildung.

Was allerdings weniger offensichtlich ist, ist die Tatsache, dass T;lgM endlich dimensional

ist, und was d;lg f mit den lokalen Ableitungen zu tun haben sollte. An dieser Stelle réacht
sich die Eleganz der Definitionen und wir miissen arbeiten. Da wir im weiteren Verlauf
hauptséchlich mit den geometrischen und lokalen Beschreibungen arbeiten, skizzieren wir
nur die Argumente

Wir schlagen zuniichst die Briicke zu den anderen Konstruktionen. Sei v € K eine
Kurve und v = 4(0) der entsprechende geometrische Tangentialvektor. Dann ist durch die
Richtungsableitung

Dy: C(M) — R, 9,[g] = (g07)'(0)

eine wohldefinierte Derivation bei p gegeben, was sofort aus den Ableitungsregeln aus Ana-
lysis 1 folgt. Diese Konstruktion liefert eine Abbildung

0: TEOM — TY8M, v 0,.
Ahnlich erhilt man aus einer Karte ¢ € SZ])V[ und einem Vektor v € R™ eine Derivation
52: C(M) — R, 8¢lg) = D(gow )
und somit eine Abbildung
0% R™ — T8M, v 6F.

Fiir die Standardbasisvektoren v = e; schreiben wir kurz 8;" . Fiir diese Derivationen sieht
man auch hiufig die Notation

0 dg
of = W , und 97 [g] = %f(?)
wobel ¢ = (27, ..., 2¥,) die Karte in Komponenten geschrieben ist.
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Satz 5.11. Sei M eine m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und f: M — N
differenzierbar.

(i) Die Abbildung 0¥ ist fiir jede Karte ¢ € Sé” ein linearer Isomorphismus. Insbesondere
15t T;lgM ein m—dimensionaler Vektorraum.

(i) Die Abbildung O ist ein linearer Isomorphismus.

(iii) Folgende Diagramme sind kommutativ:

TgeoM dgeof Tgeo N dalgf
po T ) T2l N : T}E N
al . la 34 Taw
ax'e D(vofop™?t
eispy 20, T N o (wofor™) (¢ (p) o

Beweis. Der schwierige Teil ist der Beweis von (i), alles andere sind léngliche Routinechecks.
Wir skizzieren nur das Argument. Seip = (z¥,...,2%) € Séw eine Karte um p mit Kom-
ponentenfunktionen x¥. Wie im Beweis von Lemma 5.5 seien 7 € C°°(M) auf ganz M
definierte Funktionen, die in der Nihe von p mit den z¥ iibereinstimmen. Folgende Schritte
sind notig:

(1) Wenn g konstant ist gilt fiir jede Derivation d[g] = 0.
(2) Wenn ¢ und h ein einer Umgebung von p iibereinstimmen gilt d[g] = J[h].

(3) Es gibt eine Umgebung Uy C U von p, so dass es fir alle ¢ € C°°(M) Funktio-
nen g; € C*°(Uy), so dass auf Uy gilt

(4) Fir 8:” = 82 gﬂt 8:9 [ff] = 57;]‘.

Die Schritte (1) und (4) sind einfach. Fiir (2) muss man geschickt mit Abschneidefunktionen
arbeiten. Fiir (3) benutzt man, dass die Beobachtung, dass

1
o) — o(p) = / 4 (f o) (tp(g) + (1 — )o(p))

fiir alle ¢ gilt, so dass das Streckensegment zwischen ¢(q) und (p) ganz im Bildbereich von ¢
enthalten ist. Schlieflich kann man auf all dem aufbauend zeigen, dass die Derivationen 9,
eine Basis von 728 M bilden. Mehr Details sind bei [BJ82] und [Leel3] zu finden. O

Definition 5.12. Die Derivationen 95 ,...,0%, € T;}lgM heifsen die Koordinatenvektoren
der Karte ¢. Zusammen bilden sie die Koordinatenbasis von T;lgM .

Bemerkung. Die Definition des algebraischen Tangentialraums funktioniert in der komplexen
und algebraischen Geometrie, allerdings in einer leicht modifizierten Form. Statt Derivatio-
nen auf der Algebra C°°(M) der global definierten Funktionen zu betrachten, hitten wir
auch sogenannte Funktionskeime betrachten kénnen. Die Algebra £(p) der Funktionskeime
bei p € M besteht aus Aquivalenzklasse [f, U] von Paaren, wobei U C M eine offene Um-
gebung von p ist und f € C°°(U). Per Definition gilt [f,U] = [g, V] genau dann wenn es
eine kleinere offene Umgebung W C U NV von p gibt, so dass f|lw = g|w. Offensichtlich
hat jedes f € C*°(M) einen Keim [f, M] € £(p). Umgekehrt zeigen die angedeuteten Fort-
setzungsargumente fiir lokal definierte Funktionen, dass jeder Keim einen global definierten
Reprisentanten besitzt. Dies ist in der komplexen Geometrie nicht wahr! Die vermeintlich
korrekte Art und Weise, T;lgM zu definieren, wire daher der Vektorraum der Derivationen
auf £(p). Dieser Zugang wird in [BJ82| verfolgt.
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Zusammenfassung

Nachdem wir uns nun die Miihe gemacht haben, Tangentialrdume und Differentiale nicht nur
einmal, sonder dreimal zu konstruieren, iiberlegen wir uns wie die verschiedenen Konstruk-
tionen zusammenhingen. Sei also M eine m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
und p € M. Sobald wir eine Karte ¢ € SII)V[ wéhlen, erhalten wir folgendes Diagramm von

linearen Isomorphismen:
T1°kM
J{n‘p oeN

¥ oev, TpgeoM

l@‘pon; !

al
TN

Rm

R| &

Insbesondere sind alle drei Modelle von Tangentialrdumen isomorph. Aber die Situation ist
noch besser. Wéhrend jeder der einzelnen Kartenisomorphismen ev,, x, und 0¥ von der
Wahl der Karte abhéngt, gilt iiberraschenderweise:

Die Kompositionen ev,, k., 0 ev, und 9% o Ky, 1 sind unabhingig von der Wahl
von ¢!

Der Nachweis ist eine gute Ubung, sich mit den verschiedene Definitionen vertraut zu ma-
chen. Die Konsequenz ist, dass die Tangentialrdume TII,OI‘M , T°°M und TpalgM nicht nur
isomorph, sondernkanonisch isomorph sind. Das heifsit es gibt einen ausgezeichneten Iso-
morphismus, der unabhéngig von irgendwelchen Wahlen abhéngt. Und es wird noch besser.
Fiir jede differenzierbare Abbildung f: M — N haben wir folgendes kommutative Dia-
gramm:

lok
)" f lok

lok P
T, M f (») N

T8 M _ BT paeo
f(p)
Ky K
- dz's f B »
R™ 3T> TeM —y T;ég)N «—Z—R"

D(pofor™)((p))

Zum einen sagt dieses Diagramm, dass alle drei Differentiale simtliche lokalen Ableitungen
von f in jeweils einem Objekt biindeln. Zum anderen sagt es, dass die kanonischen Isomor-
phismen ev,, k, o ev, und 9% o /@;1 die verschiedenen Differentiale ineinander iibersetzten.
Wir werden gleich sehen, dass jede der drei Konstruktionen von Tangentialrdumen und
Differentialen funktoriell sind, das heifit, sie ordnen Mannigfaltigkeiten Vektorrdume und
differenzierbaren Abbildungen linear Abbildungen zwischen den entsprechenden Vektorréu-
men, so dass Identitdtsabbildungen und Kompositionen auf ebensolche abgebildet werden.
Die Kompositionen ev,, k, o ev, und 9% o m;l liefern in der Sprache der Kategorientheorie
jeweils einen natiirlichen Isomorphismus zwischen je zwei der drei Tangentialfunktoren.

Die Moral von all dem ist, dass wir die drei Konstruktionen guten Gewissens als drei
Beschreibungen von ein und demselben Objekt beschreiben kénnen. Wir schreiben also von
nun an nur noch 7,M und d,f und arbeiten je nach Situation in dem Modell, dass uns
am einfachsten zum Ziel bringt. Zum Abschluss noch ein kleines Wort der Warnung. Die
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Notation fiir Differentiale ist ndmlich in der Literatur alles andere als einheitlich. Neben
unserer Notation d, f findet man auch oft folgende Schreibweisen:

T, f fap dfy (Geometrie/Topologie)

Dy f af(p) f'(p) (Analysis)

Die erste Zeile ist tendenziell eher in der Geometrie und Topologie anzutreffen, und die
zweite eher in der Analysis auf Mannigfaltigkeiten. Diese Vielfalt an Notation hat leider zur
Folge, dass es hier nicht reicht, Notation wieder zu erkennen. Stattdessen muss man das
Konzept wieder erkennen konnen!

5.2 Eigenschaften des Differentials

Nach den langwierigen Konstruktionen wenden wir uns einigen Eigenschaften der Differen-
tiale und Tangentialrdume zu.

Satz 5.13. (i) Fir jede differenzierbare Mannigfaltigkeit M und fir alle p € M gilt
dpidpr = idr,ar -
(i) Seien f: M — N und g: N — P differenzierbar. Dann gilt fir alle p € M
dy(go f) =dspygodyf.

(iii) Sei f: M — N ein Diffeomorphismus. Dann ist d,f: T,M — Ty, N fiir alle p € M
ein Isomorphismus.

(iv) Sei f: M — N konstant. Dann gilt d,f =0 fir allep € M.

Beweis. Wir fithren die Beweise im geometrischen Modell. Sei v: (—¢,¢) — M eine differen-
zierbare Kurve, p = v(0) und v = [y], € T, M.

(i) Es gilt d,ida(v) = [idas o], = [v]p = v-
(ii) Es gilt
dp(g © f)('U) = [(g S f) © 'ﬂgOf(p) = [g o (f © 7)]g(f(p))
=dsp9(lf 0lp) = dypg o dpf(]p) = dypyg © dpf (v).
(iii) Folgt aus (i) und (ii) angewendet auf f o f=1 = idy,.

(iv) dpf(v) = [f o], = 0, da f o~y eine konstante Kurve ist und somit den Nullvektor
darstellt.

O

Alle dieser Aussagen lassen sich mit dhnlich geringem Aufwand in den anderen Modellen
beweisen.

34



Einige abstrakte Beispiele

(1)

Sei U C M eine offene Teilmenge einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und ¢: U — M
die Inklusionsabbildung. Dann ist dp¢: T,U — T, M fiir jedes p € U ein Isomorphismus.
Tatséchlich ist einerseits jede Kurve in U via ¢ eine Kurve in M und andererseits liefert
jede Kurve in M durch Einschrinkung des Definitionsintervalls in eine Kurve in U. Da
die Einschrankung die Tangentialklasse der Kurve nicht dndert, sind beide Konstruktio-
nen auf den Aquivalenzklassen invers.

Sei S C M eine Untermannigfaltigkeit und ¢: § — M die Inklusion. Nach Korollar 3.6
ist ¢ eine differenzierbare Einbettung, also insbesondere eine Immersion. Dies bedeutet
allerdings nichts anderes, als dass d,t: T,U — T, M fiir alle p € S injektiv ist. Insbeson-
dere gilt T,,S = d,.(T},S) C T, M.

Sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum, versehen mit der linearen differen-
zierbaren Struktur. Die Vektorraumstruktur liefert dann fiir jedes p € V einen kanoni-

schen Isomorphismus
Ap: V—T,V.

Die Multiplikation liefert zunéchst die Abbildung
A:V — To‘/, )\0(7}) = [t — t’l}]()7

die jedem Vektor die entsprechende parametrisierte Gerade zuordnet. Fiir jede lineare
Karte ¢: V — R" stimmt die Komposition A\go¢ ! mit dem Isomorphismus £, iiberein.
Folglich ist Ay selbst ein Isomorphismus. Schlieflich liefert die Addition fiir festes p € M
die Translationsabbildung 7,,: V' — V mit 7,(¢) = p+¢. Offenbar sind 7, und 7_,, invers
und beide differenzierbar. Nach Satz 5.13 ist das Differential

doTpZ ToV — TpV

fiir jedes p € M ein Isomorphismus. Die Komposition A, = do7p, 0 Ag: V' — T,V ist der
gesuchte kanonische Isomorphismus.

Achtung! Die drei beschriebenen Isomorphismen
T,U=T,M, T,S=du(T,S) und T,V=V

werden iiberall und stindig benutzt, ohne dabei explizit genannt zu werden. In
der Regel findet man Aussagen wie T,U = T,M, T,S C T,M und T,V =V, die
streng genommen falsch sind. Es herrscht allerdings die Stille Ubereinkunft, dass
an diesen Stellen stets die beschriebenen Isomorphismen benutzt werden.

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, ¢: U — U’ C R™ eine differenzierabre
Karte, und p € U. Dann sind U und U’ als offene Teilmengen differenzierbarer Mannig-
faltigkeiten selbst differenzierbare Mannigfaltigkeiten und wir kénnen ¢ nachtraglich(!)
als Diffeomorphismus auffassen. Wir erhalten dann ein Diagramm von Isomorphismen

dpp = m
.U 513" Tsa(p)U/ 5 ’ Tsa(p)R

%(1) 0]

o

T,M = R™

evp, kit (09) 71

und durch ausschreiben der Definitionen lassen sich die Kartenisomorphismen ev.,, /{51
und (9¥)~! nachtriiglich iiber eine Reihe von kanonischen Isomorphismen mit dem Dif-

ferential d,¢ identifizieren.
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Abbildung 1: Das Bild von R — R2, t s (2cos(t),sin(2t)).

(5) Sei schlieflich S C R™ eine Untermannigfaltigkeit von R™ und ¢: S — R” die Inklu-
sion. Uber die Isomorphismen aus (1) und (3) kénnen wir 7,,S dann als Unterraum
von R™ auffassen. Dieser Unterraum enthilt alle Richtungsvektoren von Kurven in R",
die innerhalb von S verlaufen und erfasst somit das eingangs beschriebene Intuition von
Tangentialrdumen.

5.3 Kritische Punkte und regulire Werte

Wir wenden uns nun der folgenden Frage zu: Wie gut funktioniert ,Urbild nehmen® in der
Differentialtopologie? Aus der linearen Algebra ist man gewohnt, dass Bilder und Urbilder
von linearen Abbildungen wieder Vektorrdume sind. Bei differenzierbaren Abbildungen sieht
die Sache etwas anders aus. Wie in Abbildung 1 zu sehen, ist das Bild einer differenzierba-
ren Abbildung nicht immer eine Mannigfaltigkeit. Fiir Urbilder gilt das gleiche, wie man an
der Abbildung f: R? — R, f(x,y) = zy sehen kann. Das Urbild f=1(0) ist das Koordina-
tenkreuz, das in der Nihe des Ursprungs keine Mannigfaltigkeit ist. Fiir ¢ # 0 ist f~1(q)
allerdings eine Hyperbel, die tatsichlich eine Untermannigfaltigkeit von R? darstellt. In die-
sem Beispiel sind also ‘"die meisten” Urbilder wieder Mannigfaltigkeiten. Dieses Phianomen
lasst sich allgemeiner verstehen.

Definition 5.14. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung.

(a) Ein Punkt p € M heifit regulédrer Punkt von f fallsd, f: T,M — T f(p)N surjektiv ist.
Andernfalls heifit p ein kritischer Punkt. Die Menge aller kritischen Punkte bezeichnen
wir mit Crit(f).

(b) Ein Punkt ¢ € N heifit regulidrer Wert von f falls

fYq) N Crit(f) = 0. (13)
Andernfalls heifst ¢ kritischer Wert.

Bemerkung. Die Definition von reguldren Werte enthélt eine kleine Subtilitéit, die man leicht
iibersieht. Gilt niimlich f=1(q) = 0, so ist die Bedingung (13) automatisch erfiillt. Das
bedeutet, dass ,Werte“, die von f iiberhaupt nicht angenommen werden, immer regulére
Werte sind. Auf den ersten Blick mag dies etwas sinnfrei wirken, aber wir werden bald eine
iiberraschend interessante Anwendung sehen.

Beispiel. (1) Sei f: M — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist jedes lokale Minimum
oder Maximum?® ein kritischer Punkt von f. Ist némlich v: (—¢,e) — M eine Kurve
mit y(p) = 0, so hat die Funktion f o~y: (—¢,e) — R ein lokales Minimum /Maximum
bei 0. Bekanntermafen gilt somit (f o )’(0) und die geometrische Interpretation des
Differentials liefert

0=(f0o7)(0) =dpf(vq),
wobei v, = [7], = 7(0). Da ~ beliebig war, gilt d,f = 0.

5Globales Maximum/Minimum: es gibt eine Umgebung U von p, so dass f(q) < f(p) bzw. f(q) > f(p)
fiir alle ¢ € U.
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(2) Sei M kompakt. Dann besitzt jede differenzierbare Funktion f: M — R als stetige
Funktion globale Minima und Maxima. Falls M mehr als einen Punkt enthilt, gibt es
also immer mindestens zwei kritische Punkte.

(3) Als Beispiel betrachten wir die Funktion h: S? — R gegeben durch h(z,y,z) = z, die
wir uns als Hohenfunktion vorstellen. Als Einschrinkung der differenzierbaren Funktion
h:R® = R, h(z,y,z) = z, ist h differenzierbar (siche Lemma 3.10). Offensichtlich ist
die Ableitung von h iiberall von Null verschieden, so dass h keine kritischen Punkte hat.
Nach (2) muss h allerdings mindestens zwei haben. Aus der Definition von S™ ist klar,
dass h eindeutige globale Maxima und Maxima bei N = (0,0,1) und S = (0,0,—1)
hat. Dies sind in diesem Fall auch die einzigen kritischen Punkte. Um dies zu sehen,
betrachten wir die Karte

QO:SZ\{N}—)R2’ go(x,y,z):

T (@)
und stellen fest, dass S? \ {N, S} diffeomorph® auf R? \ {0} abgebildet wird. Somit
deckt diese Karte das ganze Gebiet, an dem wir interessiert sind, komplett ab. Die
Umkehrabbildung der Karte ist gegeben durch

_ 2z 2y 24y -1
@ 1(ﬂc,y)=< ,

2?24+ y2 4+ 122+ 2+ 1722 +y2 + 1
die entsprechende lokale Darstellung von h sowie deren Ableitung als

2 +y? -1

2rgger D(hoe™")(z,y) =

hoo Na,y) = (z,y).

22 +y?+1
Letztere ist aber fiir (x,y) # 0 niemals Null. Folglich ist d,h fiir alle p € S\ {N, S}
surjektiv und wir schliefen Crit(h) = {N, S}.

Satz 5.15 (Satz vom reguldren Wert). Sei f: M — N differenzierbar und q € N ein
regulirer Wert. Dann ist f~1(q) C M eine Untermannigfaltigkeit und es gilt

T,f (@) = ker(d,f) C T,M.
Insbesondere gilt dim f~(1) = dim M — dim N.

Beweis. Sei p € f~1(q) und wie iiblich m = dim M und n = dim N. Da p per Annahme ein
reguldrer Punkt ist, hat das Differential d,, f Rang n, was der maximal mogliche Wert ist. Aus
der lokalen Interpretation des Differentials ist auch klar, dass rk(d,f) = rk(f,p) gilt. Lem-
ma 3.13 garantiert eine offene Umgebung von p in M, in der f {iberall Rang mindestens, und
somit gleich n hat. In dieser Umgebung liefert der Rangsatz 3.14 Karten ¢: U — U’ C R™
von M und ¢: V. — V' C R™ von N, so dass

vofop Hay, ... xm) = (21,...,2). (14)

Des weiteren kénnen wir ¢(0) =0, ¢¥(¢) =0 und f(U) C V annehmen.
Wir behaupten, dass die Karte ¢ zu f~!(q) adaptiert ist. Zunichst halten wir fest, dass

fHa)nU=@wo )7 (0)nU
gilt. Ahnlich erhalten wir

e(f M) NU)=¢((Wo /y"0)NU) = (o for ) (0).

6Zur Erinnerung: differenzierbare Karte sind a priori nur Hom&omorphismen, aber a posteriori Diffeo-
morphismen.
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Aus der Normalform (14) erhalten wir
(60 fop™)(0) = U N ({0}" x R™™") C R™,
was zu zeigen war. Daraus kénnen wir auch direkt ablesen, dass
dim f~'(q) =m —n

gilt, und somit insbesondere auch dim T}, f~'(q) = m — n. Aus der linearen Algebra wissen
wir andrerseits, dass
rk(d, f) + dimker(d, f) = dim T, M =m

und die Annahme rk(d, f) = n liefert dimker(d,f) =m — n.

Um die gewiinschte Identifikation des Tangentialraums dim 7}, f ~!(q) zu erhalten, geniigt
es also die Inklusion

dim T, f~*(q) C ker(d,f)

zu zeigen. Sei dazu v: (—e,€) — f71(q) eine differenzierbare Kurve in f~1(q) mit y(0) = p
und v = [v], € T, M. Per Definition gilt f o v(t) = ¢ fiir all ¢t € (—¢, €). Da diese konstante
Kurve den Nullvektor in T, N darstellt, gilt wie behauptet

dpf(v) =[forly=0. O]

Das Satz vom reguldren Wert ist eins der niitzlichsten Werkzeuge, um differenzierbare
Mannigfaltigkeiten zu konstruieren, oder gegebene Riume als solche zu beschreiben. Die
zugehorige Identifizierung der Tangentialrdume ist auch oft praktisch. Meistens wendet man
den Satz in folgender Form an:

Beispiel. Seien V, W endlich dimensionale reelle Vektorrdume und F': V' — W differenzier-
bar, zum Beispiel ' = R™ und W = R". Die kanonischen Isomorphismen V = T,V und
W = T,W machen folgendes Diagramm kommutativ

d
TV~ Ty W

/\pT’z gTAF(p)

Vv DF(p) W

Die Surjektivitdt und der Kern des Differentials d,F' lassen sich also mit Hilfe der gewthn-
lichen Ableitung DF(p) untersuchen.

Beispiel. (1) Kommen wir zum anfangs erwihnten Beispiel f(x,y) = xy zuriick. Um die
Menge der reguliren Werte zu bestimmen, suchen wir zunéchst die kritischen Punk-
te von f. Da jede lineare Abbildung in einen eindimensionalen Vektorraum entweder
surjektiv und Null ist, gilt

Crit(f) = {p e R*|d,f =0} = {p e R*| Df(p) = 0},

wobei die zweite Gleichheit die Identifikation aus dem obigen Beisiel benutzt. Nun gilt
offenbar Df(z,y) = (y,x), woraus wir sofort ablesen, dass Crit(f) = {0}. Da weiter-
hin £(0) = 0 gilt, ist ¢ = 0 € R der einzige kritische Wert. Fiir alle ¢ # 0 ist dann f~!(q)
eine Untermannigfaltigkeit von R2.

(2) Als nichstes betrachten wir die Sphiire S® C R"*!. Mit der Abbildung F: R**! — R,
F(p) = |p|?, gilt dann F~1(1) = S™ und wir wollen zeigen, dass 1 ein regulirer Wert
von F' ist. Dazu berechnen wir zunéchst

DF(p)v = %|t:0F(p+tv)
= %|t=0 (p+tv,p+tv)
= %‘t:o(‘pﬁ + 2t (p,v) + t2|v|2)
=2(p,v).
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Offensichtlich gilt DF(0) = 0 und fiir p # 0 liefert v = p die Ergebnis DF (p)p = 2|p|? # 0.

Wir schlieften daraus Crit(F') = {0} und somit ist F'(0) = 0 der einzige kritische Wert
von F. Insbesondere ist F~1(1) = S™ eine Untermannigfaltigkeit, was zwar nichts Neues
ist, allerdings kénnen wir nun auch den Tangentialraum beschreiben. Das Ergebnis ist

wie erwartet:
T,5" = {v e R"" | (p,v) =0} .

Seien M, der Vektorraum der reellen (n x n)-Matrizen, S,, der Untervektorraum der
symmetrischen Matrizen und

On)={AeM,|A'A=1}

die multiplikative Untergruppe der orthogonalen Matrizen, genannt orthogonale Gruppe.
Um zu zeigen, dass O(n) eine Untermannigfaltigkeit von M,, ist, betrachten wir die
Abbildung

F: M, — S,, F(A)=AA.

Offensichtlich gilt O(n) = F~!(1) und wir wollen zeigen, dass die Einheitsmatrix 1 € S,,
ein regulidrer Wert ist. Der Grund, warum S,, statt M,, als Wertebereich auftaucht, wird
spater klar werden. Da F' zwischen Vektorrdumen abbildet, kdnnen wir das Differenti-
al d o F kanonisch mit der gewohnlichen Ableitung DF(A) identifizieren. Diese berechnen
wir flir A € M,, und B € M,,(2 TaM,,) wie folgt:

DF(A)B = 4|,_ F(A+tB)
=4 ]tZO(AtA +t(A'B + B'A) + t*B'B)
= A*B + BA.

Nun sei F'(A) =1 und S € S, beliebig vorgegeben. Um zu zeigen, dass DF(A) surjektiv
ist, miissen wir die Gleichung DF(A)B = S fir B € M, 16sen. Eine Losung ist gegeben
durch B = %AS , wie man leicht nachrechnet.

An dieser Stelle sieht man auch, warum M, als Wertebereich nicht funktionieren wiirde.
Die Ableitung DF(A)B = A'B + B'A nimmt némlich nur Werte in den symmetrischen
Matrizen an. Folglich wire die Gleichung DF(A)B = C fiir B € M, \ S,, nicht lésbar.

Nach dem Satz vom reguldren Wert ist O(n) also eine Untermannigfaltigkeit von M,
der Dimension

dim O(n) = dim M,, = dim S,, = n* — in(n+1) = in(n - 1).
Wir halten auch fest, dass der Tangentialraum an die Einheitsmatrix gegeben ist als
T10(n) 2 ker DF(1) = {B € M, | B' + B =0} := o(n).

Damit hat es folgendes auf sich. Eine Gruppe, die gleichzeitig eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit ist, so dass die Gruppenoperation und die Inversion differenzierbare Abbil-
dungen sind, nennt man Lie Gruppe. Dies ist fiir O(n) der Fall, da Matrixmultiplikation
und Transposition auf ganz M,, differenzierbar sind, und die Inversion fiir A € O(n) per
Definition A=! = A? gilt. Der Tangentialraum an das neutrale Element heifit die Lie Al-
gebra der jeweiligen Lie Gruppe. Die Lie Algebra o(n) von O(n) ist also als Vektorraum
der antisymmetrischen Matrizen gegeben. Allerdings ist es damit nicht getan. Die Lie
Algebra hat eine feiner algebraische Struktur, die erstaunlich viel Aufschluss iiber die
Lie Gruppe gibt. Diese zu untersuchen wiirde uns allerdings zu weit weg vom Thema
flihren.
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6 Der Satz von Sard und seine Anwendungen

Wir kommen zuriick auf die Frage, wie gut Urbilder nehmen in der Differentialtopologie
funktioniert. Zunéchst die schlechte Nachricht: ohne Einschrankungen ist die Situation so
schlecht, wie sie nur sein konnte. Jede differenzierbare Abbildung f: M — N ist insbe-
sondere stetig. Da einzelne Punkte in Mannigfaltigkeiten abgeschlossen sind, ist f~!(q) fiir
jedes ¢ € N a priori zumindest abgeschlossen. Abgeschlossene Teilmengen von Mannigfaltig-
keiten kénnen aber immer noch sehr garstig sein. Instinktiv wiirde man eventuell erwarten,
dass die Differenzierbarkeit etwas mehr liefert als Stetigkeit. Das ist leider nicht der Fall.

Lemma 6.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und A C M abgeschlossen. Dann
gibt es eine Funktion f € C°°(M) mit A= f~1(0).

Beweis (Skizze): Man betrachtet zunichst den Spezialfall M = U’ C R™ einer offenen
Teilmenge in R™. Man wiihlt eine abzihlbare Uberdeckung {B, },en von U’ \ A durch offene
Bille B, und Funktionen %, : U’ — R mit

(a) ¢, > 0 und ¢, (z) > 0 genau dann, wenn x € B,,, und

(b) 8,671"(1;)’ <27%firallez € U und k < v.

8111 Bsz

Die Eigenschaft (b) garantiert, dass die Reihe ¢ (x) = > 77 ¢, (z) sowie alle Ableitungen
lokal gleichmé&fig in = konvergieren, und somit eine unendlich oft differenzierbare Funkti-
on : U' — R definiert. Eigenschaft (a) liefert schlieRlich )=1(0) = A.

Fiir allgemeines M fiihrt man das Problem durch Wahl eines Atlas und einer subordinier-
ten Zerlegung der Eins auf den Spezialfall zuriick. Mehr Details findet man bei [BJ82, (14.1)]
und [Leel3, Theorem 2.29]. O

Dieser Satz zeigt, dass man nicht ohne weiteres auf Regularitdtsbedingungen wie im Satz
vom reguldren Wert verzichten kann, wenn man ungestraft Urbilder nehmen will. Die gute
Nachricht ist allerdings, dass in der Differentialtopologie ,fast alles“ regulér ist. Dies ist der
Inhalt des Satzes von Sard.

6.1 Der Satz von Sard

Der Begriff ,fast alle ist aus der Lebesgue’schen Mafs- und Integrationstheorie importiert.
Wir erinnern uns:

e Eine Teilmenge Z C R™ heifst (Lebesgue) Nullmenge wenn es fiir beliebiges € > 0
abzéhlbar viele Quader {Q,, }nen gibt, so dass Z C |J,, @n und >, vol(Qy,) < e.

e Abzidhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.
e Diffeomorphismen bilden Nullmengen auf Nullmengen ab.

Da unsere Mannigfaltigkeiten abzdhlbare differenzierbare Atlanten besitzen, ist die folgende
Definition sinnvoll:

Definition 6.2. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge Z C M heifst
Nullmenge falls fiir jede differenzierbare Karte ¢: U — U’ € R™ von M das Karten-
bild ¢(T'NU) C R™ eine Lebesgue Nullmenge ist. In dem Fall sagen wir auch, dass M \ Z
fast alle Punkte von M enthélt.

Bemerkung. Um von der Maftheorie zuriick zur Topologie zukommen, iiberlegen wir uns
kurz, dass Komplemente von Nullmengen dicht sind. Sei dazu Z C M eine Nullmenge
und p € M gegeben. Wir miissen zeigen, dass jede offene Umgebung V' C M von p einen
Punkt aus M \ Z enthélt. Sei p: U — U’ C R™ eine differenzierbare Karte mit p € U. Dann
ist (U NV) C R™ nicht leer und offen, und hat somit positives Lebesgue Maf. Allerdings
hat o(ZNUNV) als Teilmenge der Nullmenge o(ZNU) Mafs Null. Folglich hat o((UNV)\ Z)
positives Maf und ist damit nicht leer. Insbesondere ist V'\ Z nicht leer, was zu zeigen war.
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Satz 6.3 (Satz von Sard). Sei f: M — N differenzierbar und C = Crit(f) C M. Dann
ist f(C) C N eine Nullmenge. Insbesondere ist die Menge N \ f(C) der requldren Werte
von f nicht leer und dicht in N wann immer N # (.

Der Beweis ist etwas ldnglich und benutzt im Prinzip nur Standardmethoden aus der
Maftheorie, die fiir diese Vorlesung nicht weiter relevant sind. Wir belassen es daher bei
einer schemenhaften Skizze. Detaillierte Beweise findet man zum Beispiel in [BJ82, Ch. 6],
[Leel3, Ch. 6] und [Mil65, Ch. 3].

Beweis (Skizze): Zunéchst reduziert die Wahl von Atlanten das Problem sofort auf den
Spezialfall einer differenzierbaren Abbildung f: U C R™ — R™. Man betrachtet die Mengen

Ge={pet|m2h—m=0vj<k}.

Diese bilden eine absteigende folge abgeschlossener Mengen C' O Cy D C3 D - - -. Der Beweis
hat von hier an drei Schritte:

(1) f(C\ C1) ist eine Nullmenge.
(2) f(C;\ Ciqq) ist fiir alle i eine Nullmenge.
(3) f(C%) ist fiir hinreichend grofses k eine Nullmenge.

Die ersten beiden Schritte beweist man iiber Induktion nach m. Das wesentliche Werk-
zeug ist dabei der Satz von Fubini, der besagt, dass Z C R™ eine Nullmenge ist falls
Zy ={y e R™71|(t,y) € Z} fiir alle t € R cine Nullmenge in R™~! ist. Im letzten Schritt

werden von Hand geeignete Uberdeckungen durch Wiirfel konstruiert. O

Bemerkung. (i) Der Satz von Sard garantiert zwar die Existenz regulérer Werte, ist aber in
dieser Hinsicht nicht konstruktiv. Wenn man einen konkreten reguléren Wert braucht,
muss man sich also selbst auf die Suche machen.

(ii) Der Satz von Sard und der Satz vom reguldren Wert sind im Zusammenspiel beson-
ders niitzlich. Viele Existenzsitze in der Differentialtopologie lassen sich nach folgen-
dem Prinzip beweisen. Zunéchst formuliert man das gegebene Existenzproblem auf die
Existenz reguldrer Werte einer geeigneten Abbildung zuriick. Der Satz von Sard erle-
digt dann den Rest. Wir werden dieses Prinzip beim Beweis des noch ausstehenden
Einbetungssatz fiir nicht kompakte Mannigfaltigkeiten in Aktion sehen.

(iii) Der Satz von Sard gilt nicht nur fiir C°>° Abbildungen, sondern fiir C* Abbildun-
gen f: M — N sofern k > max{0,dim M —dim N}. Diese Grenze ist allerdings scharf,
wie ein Beispiel in Sard’s Artikel [Sar42, Ch. 8] zeigt.

Anwendung: Die ersten Homotopiegruppen von Sphéren

In Abschnitt 4.3 hatten wir die Homotopiegruppen 7, (S™) = [S™, S™]p von Sphéren einge-
fiihrt. Der Satz von Sard erlaubt es, diese Gruppen fiir m < n zu verstehen.

Satz 6.4. Sei f: S™ — S™ stetig, m < n und pg € S™ ein beliebiger Basispunkt. Dann
ist f punktiert homotop zu der konstanten Abbildung p — f(po). Insbesondere gilt

Tm(S™) =[S™,8"0 =0 firm <n.

Beweis. Nach Satz 4.1, beziehungsweise der in Abschnitt 4.3 angedeuteten punktierten Ver-
sion, kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass f differenzierbar ist. Der Satz von Sard
garantiert dann die Existenz eines reguldren Wertes ¢ € S™. Nun kann allerdings das Dif-
ferential d,f: T,,S™ — Ty(y) fiir kein p € S™ surjektiv sein, da nach Voraussetzung m <n
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gilt. Folglich muss ¢ € S™ \ f(S™) gelten, was nichts anderes bedeutet, als dass f selbst
nicht surjektiv ist. Wir schreiben f (etwas pedantisch) als Komposition

s™ 5"\ {g) > 57,
wobei ¢ die Inklusion ist und f die eindeutig bestimmte Abbildung mit f = ¢ o f. Der Satz

folgt nun aus zwei einfachen Lemmata:

Lemma 6.5. Sei g € S™ beliebig. Dann ist S™\ {q} ist diffeomorph zu R™.

Beweis. Sei N = (0,...,0,1) € S™ der Nordpol. Wir wissen bereits, dass S™ \ {N} als
Kartengebiet diffeomorph zu R" ist. Es geniigt also einen Diffeomorphismus D,: S™ — S
mit Dy(q) = N zu finden. Nun ist es eine leichte Aufgabe in linearer Algebra, eine orthogo-
nale Abbildung von R"*! zu konstruieren, die ¢ auf N abbildet. Die Einschrinkung auf S™
liefert das Gewdiinschte. O

Lemma 6.6. Sei g: M — R™ differenzierbar und py € M. Dann ist g differenzierbar
punktiert homotop zu der konstanten Abbildung p — g(po)-

Beweis. Sei 7: R — [0, 1] eine differenzierbar Funktion mit 7(¢) = 1 fiir ¢ < e und 7(¢) =0
fiir t > 1 — € wobei 0 < € < 1/2. Dann ist durch die Formel

H: M xR—R",  H(pt)=r(t)g(p)+ (1 —7(t))g(po)
eine differenzierbare Homotopie gegeben und es gilt

H(p,0) = g(p), H(p,1)=g(po) und H(po,t) = g(po)
fiir alle (p,t) € M x R. O
Um den Beweis von Satz 6.4 zu beenden wihlen wir
e cinen Diffeomorphismus ¢: S™ \ {¢} — R™ wie in Lemma 6.5 und

e cine Homotopie H: S™ xR — R™ von @o f zu der konstanten Abbildung p — ¢(f(po))
wie in Lemma 6.6.

Dann ist durch
H:S™xR— 8", H(p,t)=10¢ 'oH(p,t)=¢ '(H(p,1))

eine punktierte, differenzierbare Homotopie gegeben mit

H(p,0) =109 oo f(p) = f(p)

H(p,0) =109 " oo f(po) = f(po)

und Satz 6.4 ist bewiesen. O

6.2 Exkurs: Das Tangentialbiindel als Mannigfaltigkeit

Fiir die nichste Anwendung des Satz von Sard miissen wir uns etwas Gedanken dariiber
machen, wie die verschiedenen Tangentialriume einer Mannigfaltigkeit zusammenhéngen.
Einerseits ist anschaulich klar, dass die Tangentialr&ume nahe beieinanderliegender Punkte
irgendwie miteinander verbunden sind. Die Tangentialriume der Sphire S? C R3, gedacht
als Unterrdume von R3, variieren offensichtlich kontinuierlich mit ihrem Basispunkt. An-
dererseits sind fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M die Tangentialréume 7, M und T,M
fiir p # ¢ vollig unabhingig voneinander beschreibbar. Schliefslich garantiert die Hausdorff
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Eigenschaft disjunkte Umgebungen U von p und V von ¢, und wir wissen, dass die Inklusio-
nen Isomorphismen T,U = T,M und T,V = T,M liefern. Wir miissen uns also iiberlegen,
wie wir das ,kontinuierliche Variieren“ der Tangentialriume im Beispiel von S? in unseren
abstrakten Modellen von Mannigfaltigkeiten und Tangentialrdumen formal erfassen koénnen.
Was wir dafiir brauchen ist eine geeignete Topologie auf der Gesamtheit aller Tangential-
rdume. Zunéichst etwas Terminologie:

Definition 6.7. (a) Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Tangentialbiindel
von M ist definiert als die Menge

™ = [[ T,M
pEM

zusammen mit der Projektion
mvm: TM — M, T,M>vw— mp(v) =p.

Fiir p € M nennt man 7, (p) = T, M die Faser von (T'M, 7)) iiber b. Fiir eine beliebige
Teilmenge A C M definieren wir

TM|s=my(A) =[] T.M.
a€A

(b) Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten. Das (globale) Differential von f ist die Abbildung

df: TM — TN, T,M v s df(v) = d,f(v) € Ty N.

Die Eigenschaften der punktweisen Differentiale aus Satz 5.13 nehmen folgende globale
Form an. Der zweite Punkt ist wahrscheinlich die eleganteste Art und Weise, die Kettenregel
zu beschreiben.

Lemma 6.8. (i) Fir jedes M gilt d(idys) = idra -

(ii) Fir eine Komposition M LS p gilt d(go f) =dgodf.
(iii) Falls f: M — N ein Diffeomorphismus ist, ist df bijektiv mit (df)~* = d(f~1).

Aus den Definitionen ist ersichtlich, dass fiir jede differenzierbare Abbildung das Dia-
gramm

™ -4 TN
Wi f lmv
M —— N

kommutiert. Vom theoretischen Standpunkt aus, sollte jede sinnvolle Topologie auf T'M
und T'N alle Abbildungen in diesem Diagramm stetig machen. Blofie Stetigkeit zu fordern,
wire allerdings etwas unnatiirlich, da wir schliefslich mit Differenzierbaren Objekten starten.
Wir versuchen also direkt, TM und T'N zu differenzierbaren Mannigfaltigkeiten zu machen.
Wir machen uns zunichst einige Gedanken iiber den Spezialfall M = R™. Wie wir in
Abschnitt 5.2, Beispiel (3) gesehen haben, liefert die Vektorraumstruktur von R™ kanonische
Isomorphismen A,: R™ — T,R™. Sei 75,: T,R™ — R™ der inverse Isormophismus und

7 TR™ 2L R T,R™ 30— 1(v) = (p, 7(v)).
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Wir nennen 7 die kanonische Trivialisierung von TR™. Man iiberzeugt sich leicht, dass 7
eine Bijektion ist und fiir jede offene Teilmenge U’ C R™ das folgende Diagramm kommu-
tativ ist:

TR™|y —— U’ x R™

o | [pror
v ————U.
Nun sei M eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢: U — U’ C R™ eine
differenzierbare Karte von M. Wir definieren eine Abbildung
®: 7 (U) — U x R™
als Komposition

mh(U) = TM|y —25 TR™|y —Z U’ x R™,

P

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist dy bijektiv, was sofort aus Lemma 6.8 folgt. Folglich
ist ® bijektiv und wir haben erhalten aufferdem ein kommutatives Diagramm

i (U) =25 U x R™

wMJ( lprul (15)

Uv—=——vu.

Die Abbildungen der Form & sind natiirliche Kandidaten fiir Karten von T'M. Sei ndmlich
$: U — U’ C R™ eine weitere differenzierbare Karte und ®: 7,/ (U) — U’ x R™ die
entsprechende Abbildung, so ist die Komposition

dod ! pUNU)xR™ — (UNT) x R™
gegeben durch den offensichtlich differenzierbaren Ausdruck

Fod 1 (z,0) = (Fow  (x), DFow ) (a)).
Satz 6.9. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(i) Es gibt eine eindeutige Topologie auf TM, so dass fir jede differenzierbare Karte
¢0: U — U C R™ von M die entsprechende Abbildung ®: my,(U) — U’ x R™ ein
Homdomorphismus ist. Diese Topologie ist Hausdorffsch mit abzihlbarer Basis.

(ii) Die Abbildungen der Form ® bilden einen differenzierbaren Atlas von TM und legen
somit eine differenzierbare Struktur auf TM fest. Beziiglich dieser ist die Projekti-
on wyr: TM — M differenzierbar und fir jede differenzierbare Abbildung f: M — N
ist das Differential df : TM — TN differenzierbar.

Beweis. (i) Wir nennen eine Teilmenge V' C TM offen wenn fiir jede differenzierbare Kar-
te p: U — U’ die Menge ®(V N W;j(U)) C R?*™ offen ist. Man priift leicht nach, dass
dadurch eine Topologie auf T'M gegeben ist. Um zu sehen, dass jedes @ wljfl(U) — U xR™
ein Hom6omorphismus (beziiglich der Unterraumtopologien) ist, stellen wir zunéchst fest,
dass ® per Definition offene Teilmengen von 7, (U) auf offene Teilmengen von U’ x R™
abbildet.Da ® bijektiv ist, erhalten wir so die Stetigkeit von <I>:1. Es bleibt zu zeigen, dass ¢
selbst stetig ist. Dazu sei V' C U’ x R™ offen und ¢: U — U’ eine weitere differenzierba-
re Karte von M und ®: ’/TX;(U) — U’ x R™ die entsprechende Abbildung. Um zu zeigen,
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dass ®71(V) offen ist, miissen wir zeigen, dass &)((I)’I(V) N 7@[1((7)) offen in R?™ ist. Nun
iiberlegt man sich leicht, dass

(V)N (0) =@( (VU NT)))
~ ~
=2od ' (VNeUNU))
stetig offen

gilt. Da wir bereits wissen, dass die Kompositionen dod! differenzierbar, also insbesondere

stetig sind, folgt die Stetigkeit von ®. Die Hausdorff Eigenschaft und die Existenz einer

abzédhlbaren Basis der Topologie folgt leicht aus den entsprechenden Eigenschaften von M.

Die Eindeutigkeit der Topologie ist ebenfalls nicht schwer zu sehen.

(ii) Es ist klar, dass alle Abbildungen der Form & einen Atlas fiir TM bilden. Da die
Kompositionen ® o &1 differenzierbar sind, liegt ein differenzierbarer Atlas vor. Die Diffe-
renzierbarkeit von mas und df sieht man sofort in Kartendarstellungen. Das Diagramm (15)
liefert o mpr 0 @~ ! = prys und fiir df erhalten wir

Vodf o® }(z,0) = (Yo foyp!(z), D(wofop™)(z)v).
wobei ¢ eine Karte von N ist. O

Somit haben wir zumindest eine sinnvolle differenzierbare Struktur auf 7'M gefunden.
Der folgende Satz fasst das Ergebnis der Konstruktion zusammen und charakterisiert die
gefunden differenzierbare Struktur.

Satz 6.10. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann hat das Tangentialbiin-
del TM eine eindeutige Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so dass folgende
Eigenschaften erfillt sind:

(i) Die Projektion mwpr: TM — M ist differenzierbar.

(i) Falls f: M — N differenzierbar ist, ist df : TM — TN ebenfalls differenzierbar.
(14i) Die kanonischen Trivialisierungen 7: TR™ — R™ x R™ sind Diffeormorphismen.
Falls dim(M) = m, so gilt dim(TM) = 2m.

Beweis. Es ist klar, dass unsere Konstruktion alle genannten Eigenschaften erfiillt. Umge-
kehrt folgt aus den drei Eigenschaften, dass fir jede Karte p: U — U’ von M

e aus (i), dass 7, (U) C TM offen ist,

1

e aus (ii), dass dp und dyp~* inverse Diffeomorphismen sind, und

e aus (iii), dass die Komposition ® = 7 o dy ebenfalls ein Diffeomorphismus ist.

Das heifst, fiir jede Topologie auf T M, die eine differenzierbare Struktur mit (i), (ii) und (iii)
zulasst, sind die Abbildungen ® notwendigerweise differenzierbare Karten. Aus Satz 6.9 folgt
dann allerdings, dass die Topologie mit er von uns konstruierten Ubereinstimmen muss. So-
mit landen wir notwendigerweise bei der konstruierten Mannigfaltigkeitsstruktur. Die Aus-
sage iiber die Dimensionen ist offensichtlich, dass jedes ® in R?*™ abbildet. O

So iiberzeugend Satz 6.10 auch darlegt, dass es gewissermafsen eine und nur eine ,richtige”
Art und Weise gibt, T'M zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit zu machen, so berechtigt
ist die Frage, was all dies mit der eingangs erwahnten Intuition zu tun hat. Auf diesen Punkt
werden wir spater zuriickkommen.
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6.3 Der Einbettungssatz von Whitney

In Satz 3.2 haben wir gesehen, dass jede kompakte, differenzierbare Mannigfaltigkeit sich
fiir hinreichend grofses n in R™ einbetten ldsst. Im Beweis haben wir ausgehend von einer
endlichen Zerlegung der Eins eine konkrete Einbettung konstruiert. Der resultierende Wert
von n wichst bei diesem Argument linear mit der Dimension von M sowie der Anzahl von
Funktionen in der Zerlegung der Eins. A priori kann n also beliebig grofs werden. Mit Hilfe
des Satzes von Sard konnen wir einige der {iberfliissigen Dimensionen eliminieren. Die Idee
ist dabei denkbar einfach. Wir komponieren eine gegeben Einbettung in R™ einfach mit
orthogonalen Projektionen auf Untervektorrdume und hoffen, dass die Komposition wieder
eine Einbettung ist. Das folgende Lemma ist entscheidend.

Lemma 6.11. Sei M C R" eine kompakte Untermannigfaltigkeit der Dimension m. Fiir
festes x € S"1 betrachten wir die orthogonale Projektion

fe: M =R, fo(p) =p— (p,r) .

auf das orthogonale Komplement (a:)J‘ Falls n > 2m + 1, so ist f, fir fast alle x € S™~!
eine differenzierbare Einbettung.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass f, fiir fast alle © € S"~! injektiv ist. Fiir beliebige
p,qg € M und x € S gilt

fo@) = fole) =(p—q) —(p—q,2) 2.

Folglich ist f, genau dann injektiv, wenn die Differenzen p—q € R" fiir verschiedene p,q € M
niemals auf der Gerade Rx liegen. Insbesondere ist f, injektiv, wenn z nicht im Bild der
Abbildung

5 (M X M)\A =, dpa) ==
liegt, wobei A = {(p,p)|p € M} C M x M die Diagonale ist. Nun ist § offensichtlich
differenzierbar und es gilt

dim((M x M)\ A) =2m <n— 1.

Auf Grund der Dimensionen besteht das Bild von § ausschlieflich aus kritischen Werten,
und ist somit nach dem Satz von Sard eine Nullmenge in S™~!.

Als néchsten iiberlegen wir uns, dass f, fiir fast alle z € S"~! eine Immersion ist, das
heiftt, dass das Differential d,f;: T,M — T,R™ fiir alle p € M injektiv ist. Sei p € M
und ¢: M — R" die Inklusion. Wir fassen 7, M als Unterraum von R" auf, in dem wir
v € TyM mit ¥ = 7,(dpe(v)) € R™ identifizieren. Da f, die Einschrinkung der linearen
Abbildung f,: R" — R", gegeben durch die selbe Formel f, (p) =p— (p,x) z, ist, gilt

dpfe(0) =0 <= Df(0)=0— (B,a)z=0 <= o¢cRa.

Das heifit, f, ist genau dann eine Immersion, wenn die Vektoren ¢ = 7,(d,¢(v)) niemals auf
der Gerade Rz liegen. Wir wollen dies wieder mit Hilfe einer Abbildung beschreiben. Wir
halten zunéchst fest, dass durch

| |:TM — R, T,M>3vw—|v] =3 =]|r(dp(v))]
eine stetige Abbildung gegeben ist. Die abgeschlossene Menge
z(M)={veTM|jv|=0}CTM

besteht genau aus den Nullvektoren aller Tangentialriume. Wir betrachten die Abbildung

‘@1

v:TM\ 2(M) — S™ ', §(v) =

=
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und halten fest, dass f, injektiv ist falls = nicht im Bild von v liegt. Nun ist v differenzierbar
und es gilt
dim(TM\ z2(M)) =2m <n —1.

Wie zuvor ist das Bild von v nach dem Satz von Sard eine Nullmenge.

Da die Vereinigung zweier Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, wissen wir nun, dass f,
fiir fast alle z € S"~! eine injektive Immersion ist. Da M kompakt ist, ist f, in diesem Fall
automatisch eine Einbettung. O

Satz 6.12. (Whitney) Sei M eine kompakte m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Dann gibt es eine Einbettung v: M — R?™T1,

Beweis. Satz 3.2 liefert eine Einbettung g: M — R™ fiir ein n. Falls n > 2m + 1 kdnnen wir
mit Hilfe von Lemma 6.11 ein 2 € S~ ! finden, so dass die Komposition

fo: M — <1:>L >~ Rr-l

wieder eine Einbettung ist. Nach insgesamt (n—2m+1)-facher Anwendung dieses Arguments,
kommen wir bei einer Einbettung in R?™+! an, O

Die Ideen in den Beweisen von Satz 3.2 und Satz 6.12 kann man mit etwas technischer
Raffinesse noch um einiges weiter treiben. Zum einen kann man die Forderung der Kom-
paktheit fallen lassen. Wir skizzieren das Argument.

Satz 6.13. Jede m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M besitzt eine Einbet-
tung f: M — R?>™TL 50 dass f(M) C R*™*! eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Beweis. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins konstruiert man eine differenzierbare
Funktion h: M — [0, 00) mit der Eigenschaft, dass Urbilder kompakter Teilmengen kompakt
sind. Nun betrachtet man fiir 0 < § < € < 1/2 die Mengen

U=h'i—6i+1+)Ch i—ei+l+e)=C;

Wie in den Beweise von Satz 3.2 und Lemma 6.11 konstruiert man nun differenzierbare
Abbildungen g;: M — R?™t! g0 dass g; eingeschrinkt auf U; eine Einbettung ist und
aufserhalb von C; verschwindet. Mit etwas technische Geschick setzt man diese Abbildungen
zunéchst zu einer Einbettung in R*"*3 zusammen und wendet dann Lemma 6.11 an. Das
vollstéindige Argument kann man in [Bre93, I1.10.8] nachlesen. O

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten kann man folgenden Approximationssatz beweisen.
Eine Anleitung dazu findet man in den Hausaufgaben.

Satz 6.14. Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m. Ferner
sei g: M — R?™F1 stetig und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es eine differenzierbar Einbettung
f: M — R?>™HL 50 dass

|f(p) —g(p)| < e fiir alle p € M.

Fiir hinreichend kleines € ist f zu g homotop.

7 Vektorfelder, Fliisse und Isotopien
7.1 Vektorfelder

Das Wort Vektorfeld ist eventuell schon in anderen Veranstaltungen gefallen, vermutlich
in folgendem Kontext. Fiir eine offene Teilmenge U’ C R™ nennt man differenzierbare
Abbildungen V: U’ — R™ hiufig Vektorfelder. Die Vorstellung dabei ist, dass in jedem
Punkt p € U’ ein Vektor V(p) € R™ angeheftet ist, von dort in eine Richtung weist, und
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dass die Vektoren V(p) differenzierbar mit p variieren. Formal ist so ein Vektorfeld jedoch
nichts anderes als eine vektorwertige Abbildung, beziehungsweise ein Tupel von Funktionen,
mit dem sich praktisch gut arbeiten lisst. Die intuitive Vorstellung ,an jedem Punkt ein
Pfeil“ 1asst sich mit Hilfe des Tangentialbiindels sofort auf Mannigfaltigkeiten iibertragen.

Definition 7.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld auf M ist
eine differenzierbare Abbildung X: M — TM, so dass X (p) € T, M fiir alle p € M (oder
dquivalent: my; 0 X = idys). Die Menge aller Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit T'(T'M).

Bemerkung. Die Vektorraumstrukturen der Tangentialrdume erlaubt es, Vektorfelder punkt-
weise zu addieren und mit Funktionen zu multiplizieren. Fiir X, Y € I'(TM) und f € C>*(M)
setzen wir

(X+Y)(p)=X(p) +Y(p) und (fX)(p)=f(p)X(p).

Die Differenzierbarkeit dieser Konstrukte sieht man leicht in Kartendarstellungen. Die Vek-
torfelder bilden also insbesondere einen R—Vektorraum, in dem wir uns auf konstante Funk-
tionen beschrénken, und allgemeiner einen Modul tiber der Algebra C'*°(M).

Wie schon bei Tangentialvektoren gibt es mehrere, recht verschiedene Moglichkeiten,
iiber Vektorfelder nachzudenken. Hier die drei prominentesten:

lokal: als Tupel lokal definierter Komponentenfunktionen,

algebraisch/analytisch: als Derivationen/Differentialoperatoren auf der Funktionenalge-
bra C*°(M) und

geometrisch: als infinitesimale Bewegungen von Mannigfaltigkeiten.

Aus Zeitgriinden beschrinken wir uns auf die lokalen und geometrischen Perspektiven.
Fiir die lokale Komponentenbeschreibung betrachten wir zun#chst wieder den Fall einer
offenen Teilmenge U’ C R™. Dort stimmt Definition 7.1 im wesentlichen mit der eingangs
erwdhnten Beschreibung als Vektorwertige Abbildung iiberein.

Lemma 7.2. Fir U C R™ offen gibt es eine kanonische Bijektion
c> U, R™) L4 1(TU).

Beweis. Aus der Konstruktion der differenzierbaren Struktur des Tangentialbiindels ist kalr,

dass die kanonische Trivialisierung 7: TU’ = U’ x R™ ein Diffeomorphismus ist. Wir er-
halten die gewiinschte Bijektion, in dem wir V € C°°(U’,R™) die Abbildung

Xy: U = TU', Xv(p)=7"(p,V(p))

zuordnen. Offensichtlich gilt Xy (p) € T,U’ fiir alle p € U’. Um die Differenzierbarkeit
von Xy zu priifen, kénnen wir die globalen Karten idy- fiir U’ und 7 fiir TU’ verwenden.
Die lokale Darstellung von Xy ist dann nichts anderes als die Abbildung p — (p, V(p)), also
differenzierbar. Umgekehrt erhalten wir aus jedem Vektorfeld X : U’ — TU’ durch Komposi-
tion mit 7 und der Projektion prg, U’ x R™ — R™ eine differenzierbare Abbildung U’ — R™.
Man iiberzeugt sich leicht, dass beide Konstruktionen zueinander invers sind. O

Sei nun M eine m—dimensionale differenzierbare Mannnigfaltigkeit und X: M — T M
eine zundchst nicht notwendigerweise differenzierbare Abbildung mit X (p) € T, M fiir al-
le p € M. Wir betrachten eine differenzierbare Karte ¢: U — U’ C R™ von M und erinnern
uns an das Diagramm

P

/\)

TM|y —25 TR™|y —T= U’ x R™

T Ml J/’TT U’/
Prpm
%2}

U———U
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mit dem wir die differenzierbaren Karten ®: TM|y — U’ x R™ definiert hatten. Die Kom-
position

X¥#(p) := prgm o ® o X|y(p)
liefert eine Abbildung X¥: U — R™, deren Kompomentenfunktionen X{,...,X?: U — R
wir die lokalen Komponenten von X beziiglich ¢ nennen. Die Kartendarstellung von X
beziiglich ¢ und @ ist dann gegeben als

PoXop LR 5 R*™, zm (z, X¥op Hz)).
Insbesondere ist X genau dann differenzierbar auf U wenn X¢ differenzierbar ist.”

Lemma 7.3. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und o: U — U’ C R™ eine
differenzierbare Karte.

(i) Seiey,...,en € R™ die Standardbasis. Dann sind durch
07U —=TMly, 0f(p)=2""(¢(p)e:)
Vektorfelder auf U gegeben.
(ii) Fir jedes p € U bilden 05 (p), ...,0% (p) eine Basis von T,M.

(iii) Sei X: M — TM eine Abbildung mit X (p) € T,M fir alle p € M. Dann gilt fir
allepe U

X(p) =Y X7 (p) 0 (p).
i=1

Insbesondere ist die Finschrinkung X|y eindeutig durch die lokalen Komponenten
XY, ..., X¢ bestimmt, und dort differenzierbar genau dann wenn dies fiir die Kompo-
nenten der Fall ist.

Beweis. (i) ist trivial, man teste die Differenzierbarkeit in den Karten ¢ und ®. (ii) folgt
aus der Beobachtung, dass die Komposition prg. o ® eingeschrénkt auf 7, M einen linearen
Isomorphismus T, M = R™ liefert, der 97 (p) auf e; schickt. (iii) folgt sofort aus (ii) und den
Definitionen. O

Die 97 heifien die Koordinatenvektorfelder von der Karte ¢. Fiir diese sieht man
auch hiufig die ausschweifendere Notation

0
a:@(p): Wp,

die den Derivationsaspekt besonders betont, den wir hier nur kurz ansprechen.

Bemerkung. Fiir jedes Vektorfeld X € T'(T'M) konnen wir den Wert bei p € M als Derivation
X(p): C*°(M) — R auffassen. Fiir ein festes f € C°°(M) erhalten wir durch punktweise
Auswertung dieser Derivationen eine neue Funktion

X[fl: M — R, X[f](p) = X(p)[f].

Wenig {iberraschend stellt sich diese als differenzierbar heraus. Das Vektorfeld liefert also
eine Abbildung
X:C®(M) — C*(M), [~ XI[f]

Diese erfiillt X[f-g] = f- X[g]+ X|[f]g. Derartige Abbildungen nennt man (globale) Deri-
vationen der Algebra C°°(M). Man kann zeigen, dass das Vektorfeld X eindeutig durch die
beschriebene Derivation bestimmt ist, und dass jede Derivation durch ein Vektorfeld indu-
ziert wird. Das hat die iiberraschende Konsequenz, dass man im Prinzip von Vektorfeldern
sprechen kann, ohne sich jemals iiber das Tangentialbiindel Gedanken gemacht zu haben.
Dieser zugegebenermafien elegante Zugang verschleiert allerdings komplett die anschauliche,
geometrische Intuition, die in der Differentialtopologie steckt.

"Nachtrag vom 7.1.2020: Dieser Absatz wurde nachtriiglich etwas verindert.
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7.2 Fliisse

Nun wenden wir uns der geometrischen Interpretation von Vektorfeldern als infinitesimale
Bewegungen zu. Sei wie zuvor M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m
und X € I'(T'M) ein Vektorfeld. Aus der geometrischen Interpretation der Tangentialrdume
wissen wir, dass es fiir jedes p € M eine Kurve v: (—¢,¢) — M mit v(0) = p gibt, die
den Vektor X (p) € T, M darstellt. Es stellt sich heraus, dass wir diese Kurven systematisch
fiir alle p € M auf einmal wihlen kénnen. Genauer werden wir eine differenzierbare Abbil-
dung ¢X: UX — M konstruieren, wobei UX C M x R eine offene Umgebung von M x {0}
ist, so dass die Abbildung ¢ — ¢ (p,t) eine Kurve ist, die X (p) darstellt. Intuitiv kénnen
wir uns diese ¢~ also als differenzierbare Kurvenschar vorstellen.

Richtungsvektoren und Integralkurven. Zunichst machen wir uns noch einmal Ge-
danken tiber Richtungsvektoren von Kurven. Sei v: (a,b) — M eine differenzierbare Kurve.
Fiir jedes s € (a,b) erhalten wir einen Richtungsvektor oder auch Geschwindigkeits-
vektor

’Y(t) € T'Y(t)-
Dieser lasst sich auf mehrere Arten und Weisen beschreiben:

Y(s) = [t = (s + t)](s) (geometrisch)

m

= > (9 07)i(s) 87 (4(s)) (lokal)

i=1
= dsy(04(s)).
Hierbei ist ¢ eine Karte von M um ~(s) und 9, ist das kanonische Koordinatenvektorfeld

auf R. Des weiteren bezeichnet (¢ o)} die Ableitung der iten Komponente der Kartendar-
stellung p o y: (a,b) — R™.

Definition 7.4. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und X € I'(T'M) ein Vektor-
feld. Eine Kurve v: (a,b) — M heifst Integralkurve von X falls

A(t) = X(v(t)) fiir alle t € (a,b). (16)
Falls 0 € (a,b) nennen wir v(0) € M den Startwert von ~.

Eine Kurve 7: (a,b) — M ist also genau dann eine Integralkurve von X, sie zu jedem
Zeitpunkt die durch X vorgegebene Geschwindigkeit hat. Um Integralkurven zu finden,
schauen wir uns die Bedingung (16) mit Hilfe einer Karte ¢ von M um einen Punkt ~(s¢)
fiir ein festes sg € (a,b) an. Einerseits haben wir fiir s nahe s

m

(s) =D (9 o)i(s) 9 (v(s))-

i=1

Andererseits haben wir fiir X die Darstellung

X(1(p)) = Y- X7 (7()) 97 (1(5))

=2 XF o9 (v 0)(5) O (4(5))-

Da die Koordinatenvektoren 9 an jedem Punkt eine Basis bilden, miissen alle Komponen-
tenfunktionen tibereinstimmen. Die Bedingung +(s) = X (+(s)) ist also nahe sy dquivalent
7u

(po)i(s) = (XF o™ )((po)(s), i=1,...,m (17)
Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung. Fiir diese steht eine
relativ umfassende Losungstheorie zur Verfiigung.
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Exkurs: Gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung. Unter einer gewohnliche
Differentialgleichung 1. Ordnung verstehen wir eine formale Gleichung @ = F(z), wobei F’
eine auf einer offenen Teilmenge U C R™ definierte Abbildung mit Werten in R™ ist. Wir
nehmen wie immer an, dass F': U — R" unendlich oft differenzierbar ist. Eine Lésung
von & = F(z) ist eine differenzierbare Abbildung g: I — U, definiert auf einem offenen
Intervall I C R, so dass ¢'(t) = F(g(t)) fiir alle ¢t € I gilt (oder dquivalent: ¢’ = F o g).
Falls g: I — U eine weitere Losung ist, so dass I C I und g = g|1 gelten, nennt man g eine
Fortsetzung von g. Eine Losung heifft maximal wenn sie keine echte Fortsetzung besitzt.
Der folgende fundamentale Satz, der iiblicherweise in Analysis IT behandelt wird, stellt die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu gegebenen Startwerten sicher.

Satz (Picard-Lindel6f). Sei U C R™ offen und F: U — R" differenzierbar.

(i) Seien g: I — U und §: I — U Lésungen von & = F(z). Falls g(so) = g(so) fiir
ein so € IN1, so stimmen g und g auf ganz I N I tiberein.

(ii) Fir jedes x € U gibt es eine offenen Umgebung V, C U, ein €, > 0 und eine differen-
zierbare Abbildung g: V, X (—€z,€,) = U, so dass

99,y 5) = Flg(y,s) und g(y,0) =y fiir alls (y,5) € Vo X (—eorca).

ot
Insbesondere gibt es fiir jedes x € U eine eindeutige mazimale Lésung g,.: I, — U mit0 € I,
und g,(0) = x.

Beide Aussagen haben direkte Konsequenzen fiir die Existenz von Integralkurven von
Vektorfeldern auf Mannigfaltigkeiten.

Anwendung auf Integralkurven. Sei nun wieder M eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit und X € I'(T'M) ein Vektorfeld. Wie bei Losungen von gewdhnlichen Differential-
gleichungen nennen wir eine Integralkurve ~: I — M eine Fortsetzung von v: I — M
falls I C I und ~v = 7|7. Ebenso nennen wir eine Integralkurve maximal falls sie keine echte
Fortsetzung zul&sst.

Satz 7.5. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und X € T'(TM) ein Vektorfeld.

(i) Fiir jedes p € M existiert eine eindeutige mazimale Integralkurve 7;(: Ilf( - M
mit 0 € I¥ und ~,X(0) = p.

(ii) Die Menge UX = Uperr{p} % IX st eine offene Umgebung von M x {0} in M x R
und die Abbildung
X. 71X X _ X
ist differenzierbar.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir Integralkurven analoge Aussagen wie im Satz von
Picard-Lindeldf gelten.

Behauptung 1: Seien v1: I; — M und v,: I — M Integralkurven von X, so
dass 71(s0) = v2(so) fiir ein so € I1 N 15 gilt. Dann stimmen v; und o auf I; N 1o
iiberein.

Sei I15 C 11N> die Menge der s € I; N1y, an denen 71 (s) = v2(s) gilt. Da Integralkurven ste-
tig sind, ist I1o abgeschlossen in I1 N 15 (beziiglich der Unterraumtopologie!). Wir behaupten,
dass I15 ebenfalls offen ist. Um dies zu sehen sei s € I15. Wir wahlen eine Karte o: U — U’
von M mit v(s) € U. Dann sind ¢o~y; und po~vs nach (17) Lésungen von 4 = (X¥op~1)(x).
Da diese in s {ibereinstimmen miissen sie nach Picard-Lindelof auf dem Schnitt ihrer Defi-
nitionsbereiche iibereinstimmen. Da dieser eine offene Umgebung von s enthalten muss, gilt
dasselbe von I;5. Da Ij5 nicht leer ist und Iy NIy als Schnitt zweier offener Intervalle wieder
ein solches, insbesondere als zusammenhéngend ist, folgt 1o = I; N I5.
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Behauptung 2: Fiir jedes p € M existieren eine offene Umgebung V},, €, > 0 und
eine differenzierbare Abbildung phi,: V, x (—ep,€p) = M, so dass t — ¢,(q, 1)
fiir festes g € V,, eine Integralkurve von X mit ¢(gq,0) = 0 ist.

Fiir p € M wahlen wir eine Karte p: U — U’ mit p € U und betrachten die die Diffe-
rentialgleichung i = (X% o ¢~ 1)(z). Teil (ii) von Picard-Lindeldf liefert eine offene Umge-
bung V) C U’ von ¢(p), ein €, > 0 und eine differenzierbare Abbildung g: V) x(—¢p,€,) — U,
so dass g(y,t) fiir festes y eine Losung mit g(y,0) = y ist. Wir setzen V, = ¢~ !(V))) und
definieren

bp: Vo X (—ep &) — U, @(p,t) = 0 (g(e(p),1)).

Wegen (17) ist ¢p(q,-): (—€p,€p) — M fiir festes g € V,, eine Integralkurve von X.

Nun konnen wir (i) und (ii) simulatan folgern. Die gesuchte maximale Integralkur-
ve 77 : IX — M erhalten wir, indem wir zunéichst X als Vereinigung aller Definitions-
intervalle von Integralkurven v: I — M von X mit 0 € I und v(0) = p definieren, und
dann 'yff |r = v setzen. Die Wohldefiniertheit und Eindeutigkeit von 'yz)f folgt aus dem Ana-
log Behauptung 1, die Existenz aus Behauptung 2. Ebenso folgt aus Behauptung 1 fiir die
Abbildung ¢X: UX — M, dass die offene Menge V), x (—¢p,€,) in UX enthalten ist, und
dass ¢X dort mit ¢, iibereinstimmt. Insbesondere ist U* also offen in M x R, die Abbil-
dung ¢X ist differenzierbar. O

An dieser Stelle haben wir die in der Einleitung dieses Abschnitts erwdhnte Kurven-

schar X : UX — M gefunden. Man nennt ¢~ den Fluss von X.

Ein Perspektivwechsel. Bisher haben wir uns den Fluss ¢~ : UX — M, indem wir fiir
festes p € M die Abbildung ¢*(p, ) = ;( betrachtet haben, als Kurvenschar vorgestellt. Es
stellt sich allerdings als mindestens genauso sinnvoll heraus, fiir festes t € R die Abbildungen

So{peMte X} — M, ¢f(p)=¢ (p.t) = (1)

zu betrachten. Der Definitionsbereich {p eM ’ te I;(} ist eine offene Teilmenge von M
und wir stellen uns vor, dass sie von ¢;X entlang der Integralkurven von X bewegt wird.
Im Idealfall ist ¢;* auf ganz M definiert, so dass die ganze Mannigfaltigkeit bewegt wird.
Allerdings ist diese nicht immer gewahrleistet, wie wir spéter sehen werden.

Satz 7.6. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und X € T(TM) ein Vektorfeld.

(i) Seien p € M und s,t € R. Es gilt ¢{ (p) = p und wann immer beide Seiten definiert
sind gilt
e (p) = 63 0 97 (p). (18)

(ii) Falls UX = M xR, so ist ¢;<: M — M ein auf ganz M definierter Diffeomorphismus.

(iii) Falls es ein € > 0 gibt, so dass M x (—e, €) in UX enhalten ist — das heifit, falls alle ma-
zimalen Integralkurven von X mindestens fiir |t| < e definiert sind — gilt UX = M x R.

(iv) Falls M kompakt ist oder X kompakten Triger hat, so gilt UX = M x R.

Beweis. (i) Zunéchst gilt per Definition ¢g (p) = ~;° (0) = p. Die Identitéit (18) folgt aus der
Beobachtung, dass s — ¢, (p) und s — ¢ (¢7* (p)) beides maximale Integralkurven von X
mit Startwert ¢;X (p) sind.

(ii) Mit (i) erhalten wir nun

o™, (67 (p)) = ¢ (p) = pfiir alle (p,t) € M x R.

Folglich sind ¢;* und ¢, inverse Diffeomorphismen von M.
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(iii) Dies folgt mit einem netten Trick ebenfalls aus (i). Angenommen jede maximale
Integralkurve ~,X ist fiir [t| < e definiert. Durch Iterierung von (i) erhalten wir

(1) = 67 (D) = diya(D7y2(P)) = -+ = (¢15,)" (D)

fiir beliebiges n € N. Die rechte Seite ist nun allerdings fiir |¢| < ne definiert und beschreibt
ebenfalls eine Integralkurve mit Startwert p. Daraus folgt aber, dass jede maximale Integral-
kurve auf ganz R definiert sein muss, was zu zeigen war.

(iv) Fiir p € supp(X) wihlen wir V,, C M offen und ¢, > 0, so dass V,, x (—¢,, €,) C UX.
Dies ist moglich, weil UX nach Satz 7.5 offen ist. Falls supp(X) kompakt ist, geniigen
endlich viele Mengen V,,,...,V,, , um supp(X) zu iiberdecken. Es folgt, dass X fiir al-

P
le p € supp(X) mindestens fiir |[{| < € = minep,,...,€p,. > 0 definiert sind. Fir p € M
auRerhalb von supp(X) gilt X (p) = 0, so dass ;° konstant und somit auf ganz R definiert
ist, insbesondere also auf (—e, €). Somit folgt UX = M x R aus (iii). O

Definition 7.7. Sei U C M X R eine offene Umgebung von M x {0}. Eine differenzier-
bare Abbildung ¢: U — M heifit (lokaler) Fluss auf M falls folgende Eigenschaften fiir
alle p € M erfiillt sind:

(1) Die Menge I = {t € R (p,t) € U} ist ein offenes Intervall.
(2) Es gilt ¢g(p) = ¢(p,0) = p und fiir alle s,t € Iz‘f’ mit s+t € Ig gilt

bsyt(p) = bs 0 e (p).

Ein Fluss ¢: U — M heifit maximal falls es keinen Fluss (E: U— M mit U g U gibt, der
auf U mit ¢ iibereinstimmt. Falls U = M x R spricht man von einem globalen Fluss.

Aus Satz 7.5 und Satz 7.6(i) folgt , dass der Fluss ¢~ eines Vektorfeldes X € T'(T'M) ein
maximaler Fluss im Sinne von Definition 7.7 ist. Die Eigenschaften (ii)—(iv) in Satz 7.6 gelten
analog fiir lokale Fliisse, mit dem selben Beweis. Umgekehrt ldsst sich aus jedem lokalen
Fluss ¢: U — M ein Vektorfeld X? gewinnen, indem wir die ,Integralkurven® 'yf,’ = ¢(p, )
betrachten und

ogpo 1 -1y,
x(p) = 3g(0) = Y2 XX i) 0) o7 () € 10

i=1

definieren. Die zweite Beschreibung benutzt eine Karte ¢ um p und macht die Differenzier-
barkeit von ¢ ersichtlich. Die erste Beschreibung macht offensichtlich, dass wir so aus ¢X das
Vektorfeld X zuriick gewinnen. Der Fluss von X¢ ist hingegen eine maximale Fortsetzung
von ¢, die a posteriori eindeutig bestimmt ist. Wir erhalten somit inverse Bijektionen:

XpX

T

{Vektorfelder auf M} +——1:1—— {maximale Fliisse auf M}

\_//

Pp—X?

Bemerkung. Fiir ein kompakt getragenes Vektorfeld X € T'(T'M) ist der Fluss ¢X : M xR — M
nach Satz 7.6 auf ganz M x R definiert und es gilt ¢f' = idy und ¢, = ¢ o ¢ fiir al-
le s,t € R. Fiir diejenigen, die diese Sprache kennen: somit ist X eine Gruppenwirkung der
Gruppe R auf M.
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Einige Beispiele. Nach all der Theorie betrachten wir nun einige einfache Beispiele, die
verschiedene Aspekte verdeutlichen.

(1)

Zunidchst betrachten wir die durch f(z,y) = 3 (2% + y?) gegebene Funktion f: R* —» R
und ihren (klassischen) Gradienten V f(z,y) = (x,+y). Letzteren kénnen wir mit Hilfe
von Lemma 7.2 als Vektorfeld

X =20, +y09, € '(TR?)

auffassen. Hierbei sind 0, und 9, die Koordinatenvektorfelder der kartesischen Koordi-
natenfunktionen z,y: R? — R. Die Integralkurven von X entsprechen dann genau den
Losungen des System von Differentialgleichungen

=2z und y=+4y.
Dies sind bekanntermafen Exponentialfunktionen und wir erhalten fiir p € R?

Vf(t) = ¢X(pat) = (.%‘(p) e, y(p) eit)'

Es ist instruktiv, sich die Integralkurven und Vektorfelder bildlich zu veranschaulichen.
Insbesondere stellen wir fest, dass der Fluss ¢X auf ganz R? x R definiert ist, obwohl X
keinen kompakten Tréger hat. Letztere Bedingung ist also nicht zwingend notwendig,
um einen globalen Fluss zu garantieren. Eine praktikable Charakterisierung, welche Vek-
torfelder globale Fliisse erzeugen ist dem Autor nicht bekannt.

Als nachstes betrachten wir das Vektorfeld

X = —2%9, € T(TR)

auf der reellen Gerade. Dies entspricht der gewShnlichen Differentialgleichung & = —a2,

deren Losungen von der Form ¢+ = sind. Wir erhalten also:

7T P#0

) =¥ (.t) = {O L

Der Definitionsbereich von ;X ist gegeben durch

(71/1)7 OO), p> 0

Ig( = (—OO, OO), p=0

(_007_1/]7), p< 07
so dass der Definitionsbereich UX der Flusses X genau die offene Umgebung des Ko-
ordinatenkreuzes in R x R ist, die durch die Hyperbel ¢ = —1/p eingeschlossen wird.

Hierbei féllt auf, dass der Fluss von X zumindest auf (0, c0) in global bis in alle Ewigkeit
vorwérts fliefst, jedoch nur eingeschriankt riickwérts.

Schlieflich betrachten wir ein Beispiel eines Flusses, zuniichst auf R? und dann auf S2.
Durch die Formel

bo(z,y,2) = d(x,y,2,0) = (zcos® — ysinb, xsinf + ycosh, z)

wird eine Drehung um die z—-Achse mit Drehwinkel § beschrieben. Die Eigenschaften
¢o = id und ¢, © pg = @4 sind fiir Drehungen hinlénglich bekannt. Die Drehungen

beschreiben also einen globalen Fluss q~5 auf R3. Da Drehungen auRerdem lingenerhaltend
sind, gilt ¢(S?) C S? und wir erhalten durch Einschrinkung einen globalen Fluss

¢ =d|g2: 2 xR — S2.
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Das erzeugende Vektorfeld X von 5 kénnen wir in kartesischen Koordinaten berechnen,
indem wir die gewthnliche partielle Ableitung nach 6 bilden und fiir § = 0 auswerten.
Wir erhalten

]
00

und daraus ergibt sich anders geschrieben

(z,y,y,0) = (—xsimO—ycosO7 zcos0 — ysin0, 0) = (—y,z,0).

X = —yd, + 29, € T(TR?).

Da die Integralkurven mit Startwerten p € S? innerhalb der Sphére Verlaufen liegt X (p)
im Tangentialraum 7,5 der Sphire, den wir wie iiblich mit seinem Bild in 7},R?
unter dem Differential der Inklusion identifizieren. Somit koénnen wir die Einschrén-

kung X|g2: $2 — TR? mit dem Erzeugenden Vektorfeld X € I'(T'S?) von ¢ identifizie-
ren.

7.3 Isotopien

Wie mehrfach angedeutet, konnen wir uns einen (globalen) Fluss ¢: M x R — M als eine
Bewegung von M vorstellen. Die Flusseigenschaft ist fiir diese Vorstellung allerdings nicht
unbedingt wesentlich. Verzichten wir darauf, landen wir bei einem allgemeineren Konzept.
Im Folgenden schreiben wir kurz I = [0, 1] fiir das Einheitsintervall.

Definition 7.8. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit

(a) Eine Isotopie von M ist eine differenzierbare Abbildung ¢: M x I — M, so dass
ot = ¢(-,t): M — M fiir jedes t € R ein Diffeomorphismus ist und ¢ = ida;.

(b) Wir nennen zwei Untermannigfaltigkeiten S, S’ C M (ambient) isotop in M, im Zei-
chen S ~p; ', falls es eine Isotopie ¢ von M gibt, so dass S' = ¢(9).

Hierbei bedeutet Differenzierbarkeit in einem ,Randpunkt der Form (p,r) € M x {0,1},
dass es eine offene Umgebung U von (p,r) in M x R und eine differenzierbare Abbil-
dung ¢: U — M, die auf U N (M x I) mit ¢ libereinstimmt.

Die Vorstellung bei ambienter Isotopie ist hierbei, dass S = ¢(S) mit Hilfe von ¢
durch eine Familie von Untermannigfaltigkeiten S; = ¢;(S) in S’ verformt wird, und das
auf differenzierbare Art und Weise. Insbesondere miissen S und S’ als Mannigfaltigkeiten
diffeomorph sein, um {iberhaupt in M isotop sein zu kénnen. Ambiente Isotopie ist (wenig
iiberraschend) eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untermannigfaltigkeiten von M
und beschreibt gewissermafen den stirksten Ahnlichkeitsbegriff in der Differentialtopologie.
Ambient isotope Untermannigfaltigkeiten werden in der Regel als ,s0 gut wie identisch“
behandelt und viele Objekte stellen sich als ,eindeutig bis auf (ambiente) Isotopie heraus.
Diese Philosophie werden wir im néchsten Kapitel bei der Diskussion von Tubenumgebungen
besser verstehen lernen.

Zunichst sollten wir uns allerdings kurz iiberlegen, dass ambiente Isotopie tatsichlich
eine Aquivalenzrelation ist. Offensichtlich ist jede Untermannigfaltigkeit S C M zu sich
selbst via der stationdren Isotopie ¢(p,t) = p (d.h. ¢, = idys) isotop. Falls S ~p; S’ via
einer Isotopie ¢, gilt aulerdem S’ ~,; S via der Isotopie %(p7 t) = ¢; ' o ¢p1_4(p). Beim
Nachweis der Transitivitdt treten dhnliche Probleme auf wie bei Homotopien. Naiv wiirde
man Isotopien ¢ und ¢ von M gerne wie folgt verketten:

~ P2t t<1/2
¢ ®d(p,t) =9 - (19)
$or—10¢1, t>1/2.
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Bemerkung. Die Verkettung von Isotopien und Homotopien sind formal dhnlich, aber nicht
identisch. Beim Vergleich von (19) mit (10) fallen zwei Unterschiede auf. Da wire zunéchst
die unterschiedliche Reihenfolge, die allerdings nur eine Frage der Konvention ist. Etwas
wesentlicher ist das Auftreten der Komposition mit ¢; in (19). Der Grund liegt darin, dass
Isotopien, aufgefasst als Wege in Diff (M), immer bei der Identitatsabbildung beginnen. Erst
durch die Komposition erhilt man Wege, die man nacheinander durchlaufen kann.

Leider ist die Konstruktion in (19) bei ¢ = 1/2 nicht ohne weiteres Differenzierbar. Dieses
Problem ldsst sich genau wie bei Homotopien umgehen: man definiert zunéchst technische
Isotopien als differenzierbare (also insbesondere technische) Homotopien ¢: M x R — M
mit ¢9 = idpy; und ¢, € Diff (M) fiir alle ¢. Jede technische Isotopie liefert durch Ein-
schrénkung auf M x I eine Isotopie im Sinne von Definition 7.8. Umgekehrt erhélt man aus
einer Isotopie ¢: M x I — M eine technische Isotopie ¢**": M x R — M mit ¢f" = ¢y
und ¢! = ¢, indem man eine differenzierbare Funktion 7: R — [0,1] mit 7(t) = 0 fiir
t < eund 7(t) = 1 fiir t > 1 — ¢ withlt und ¢**P(p,t) = ¢(p, 7(t)) setzt. Foglich kann
man ambiente Isotopie von Untermannigfaltigkeiten genau so gut mit technischen Isotopien
erklédren, die sich problemlos wie in (19) verketten lassen.

Der folgende Gedankengang ist einer der Grundpfeiler der Differentialtopologie:

e Isotopien sind oft niitzlich, um Dinge ,zurecht zu ricken®.
e Vektorfelder liefern (spezielle!) Isotopien.
e Vektorfelder lassen sich verhéltnisméifig einfach konstruieren.

Die Konstruktion von Vektorfeldern 1auft oft nach dem Prinzip ab, dass auf einer offenen
Teilmenge U C M, zum Beispiel ein Kartengebiet, ein Vektorfeld X : U — T M |y mit guten
Eigenschaften gegeben ist. Nun wihlt man eine geeignete Abschneidefunktion p: M — [0, 1]
mit Tréger in U, setzt das Vektorfeld pX durch Null auf ganz M fort. Wir illustrieren dieses
Prinzip mit einer harmlos wirkenden, aber niitzlichen Beobachtung, die es erlaubt, einzelne
Punkte ,zurecht zu ricken”.

Lemma 7.9. Sei M eine zusammenhdngende differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir belie-
bige p,q € M gibt es eine Isotopie ¢: M x I — M mit ¢1(p) = q. Mit anderen Worten, alle
Punkte in M sind paarweise ambient isotop zueinander.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall M = R™ und zg,yo € R™. In diesem Fall
ist die Losung des Problems offensichtlich. Translation mit yg — xg liefert eine geeignete
Isotopie:
PV R™ X T 5 R™, @Y7 (z,t) = z + t(yo — o)

Wir beobachten, dass diese Isotopie die Einschriankung des Flusses des Vektorfelds auf R™
ist, dass der konstanten Abbildung R™ — R™ mit Wert yo — xo ist. Diese Beobachtung
benutzen wir im allgemeinen Fall, um geeignete ,konstante Vektorfelder lokal mit Hilfe von
Karten auf allgemeine Mannigfaltigkeiten zu verpflanzen.

Sei nun M eine beliebige zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Fiir p € M betrachten
wir die Isotopieklasse

[p] ={q€ M|q~wmp}

Wir miissen zeigen, dass [p] = M gilt. Da ambiente Isotopie eine Aquivalenzrelation und M
zusammenhingend ist, geniigt es zu zeigen, dass [p] offen ist. Seien also p beliebig aber fest
und pg € [p] gegeben. Wir wéhlen in einer Umgebung von pg eine Karte der Form

©: U —» B3(0) CR™ mit ¢(pg) =0
und eine differenzierbare Abschneidefunktion

1, || <1

k: R™ —[0,1] mit &(z)=
0, |z|>2.
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Wir wollen nun zeigen, dass jeder Punkt der offenen Menge U; = ¢! (B;(0)) ambient isotop
zu po und somit auch zu p ist. Da py € [p] beliebig war, folgt daraus die Offenheit von [p].
Fiir gegebenes qg € Uy betrachten wir das Vektorfeld X € T'(T M) gegeben durch

m
X(q) =Y rle(q) (o) 0 (q).
i=1
Fiir ¢ € Uy gilt dann X (q) = 1", ¢(qo): 07 (r), was dem konstanten Vektorfeld auf B (0)
mit Wert ¢(qo) entspricht. Per Konstruktion verschwindet X aufierhalb der relativ kom-
pakten Menge ¢~ !(Bz(0)), hat somit kompakten Triger und erzeugt nach Satz 7.6 einen
globalen Fluss ¢X : M xR — M. Einschréinkung auf M x [0, 1] liefert eine Isotopie von M und

wir behaupten, dass ¢:%(pg) = qo. Dazu stellen wir fest, dass fiir hinreichend kleines ¢ > 0
durch

vi(—e14e), 7(t) =¢  (te(q))

eine Integralkurve von X gegeben ist. Dies sieht man sofort aus der Kartendarstellung

30 =Y 220y o) = Y X ) g2 )

tp(qo)i 0F (v(1)) = X (7(1))-

Il
—

i

Offensichtlich gilt v(1) = go und 7(0) = »~1(0) = po, also ¢;(po) = v(1) = qo, was zu
zeigen war. O

Das Beweisschema ist, typisch fiir die Differentialtopologie. Um eine gesuchte Isotopie zu
finden, konstruiert man mit Hilfe von Abschneidefunktionen oder Zerlegungen der Eins ein
geeignetes Vektorfeld und betrachtet dessen Fluss.

8 Tuben und Kragen

In diesem Kapitel lernen wir eine subtile, aber dufserst wichtige Eigenschaft differenzierba-
rer Untermannigfaltigkeiten kennen. Es stellt sich heraus, dass fiir jede Untermannigfaltig-
keit S C M eine offene Umgebung vS C M und eine differenzierbare Abbildung r: vS — S
gibt, so dass r eingeschrankt auf S die Identitit auf S ist, und die Komposition ¢ o r mit
der Inklusion ¢: S — vS homotop zur Identitdt auf S ist. Etwas hochtrabender: jede dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit ist ein Umgebungsdefortmationsretrakt. Insbesondere
erhalten wir den noch ausstehenden Beweis von Lemma 4.4, das wir wir fiir die Appro-
ximation stetiger Abbildungen und Homotopien benutzt hatten. Fiir kompaktes S ist das
Paar (vS,r) sogar eindeutig bis auf ambiente Isotopie in M. Wir betrachten zunéchst den
wichtigen Spezialfall, in dem S der Rand einer ,Mannigfaltigkeit mit Rand“ ist. Zunéchst
miissen wir allerdings kurz erkldren, was wir damit iberhaupt meinen wollen.

8.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Einige Réume, denen man recht regelméfig begegnet, wie zum Beispiel abgeschlossene Inter-
valle [a, b] oder die Einheitsballe D™ = {z € R™ | || < 1} weigern sich leider Mannigfaltigkei-
ten im bisherigen Sinn zu sein, obwohl sie sicherlich etwas mannigfaltigkeitigen an sich haben.
Das Problem sind die offensichtlichen ,Randpunkte“ (in den Beispielen {a,b} und S"~1),
die keine zu offenen Teilmengen des entsprechenden R™ homdomorphen Umgebungen be-
sitzen.® Es ist aus vielerlei Griinden sinnvoll, die Mannigfaltigkeits Begriff ein Stiick weit

8In dieser starken Form in dieser Aussage allerdings shnlich nicht trivial wie die topologische Invarianz
der Dimension.
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zu verallgemeinern, um R&umen wie [a,b] und D™ mit in die Theorie aufzunehmen. Die
Verallgemeinerung lduft im wesentlich nur darauf hinaus, die Euklidischen Rdume R™ als
lokale Modelle durch sogenannte Halbrdume zu ersetzen.

Halbrdume. Unter dem m—dimensionalen Halbraum verstehen wir die Menge
H™ = {z € R"|z; <0} C R™,

versehen mit der Unterraumtopologie. Wir betrachten aufferdem das Innere und den Rand
des Halbraums

H" = {z e R™ |z; <0} CR™ und OH™ = {z € R™ |z, =0} C R™.

Dies sind auf kanonische Art und Weise differenzierbare Mannigfaltigkeiten im urspriingli-
chen Sinn, H™ als offene Teilmenge von R™ und OH™ als linearer Unterraum von R". Man
iiberzeugt sich leicht, dass H™ und OH™ diffeomorph zu R™, beziehungsweise R"~! sind.
Konkrete Diffeomorphismen sind zum Beispiel gegeben durch

R™ =5 H™, (T1, ) = (—e7 " 2o, Ty

3HmiRmfl7 (071‘2,_,,’Im)f—>(,IQ,”-,xm,)'

Fiir eine offene Teilmenge U C H™ definieren wir analog
U=UNH" und U =UNJH™.

Als offene Teilmengen der Mannigfaltigkeiten H™ und OH™ sind dies wieder Mannigfaltigkei-
ten. Eine Abbildung F': U — H" nennen wir differenzierbar in p € U falls es fiir jedes p € U
eine offene Umgebung U, C R" und eine differenzierbare Abbildung Fj,: U, — R" gibt,
die auf U, N U mit F iibereinstimmt. Fiir p € U ist dies der iibliche Differenzierbarkeitsbe-
griff. Alle relevanten Aussagen der mehrdimensionalen Differentialrechnungen gelten auch
im Halbraumkontext, insbesondere die Kettenregel und der Satz iiber lokale Invertierbarkeit.
Fiir die Theorie der Mannigfaltigkeiten mit Rand ist aulerdem folgende Aussage wichtig,.

Lemma 8.1. (Invarianz des Randes) Seien U,V C H™ offen und ®: U — V ein Diffeo-
morphismus. Dann gilt ®(OU) C 0V. Insbesondere ist die Einschrinkung ®|sy: OU — OV
ein Diffeomorphismus.

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der Ersten, welche fquivalent ist zu ®(U) C V.
Um dies zu zeigen, sei p € U und U, C U eine Umgebung von p, die sowohl in U als auch
in R? offen ist. Dann ist ® aufgefasst als Abbildung U, — R™ differenzierbar im klassischen
Sinn und es gilt det D®(q) = 0 fiir alle ¢ € Up. Mit Satz iiber lokale Invertierbarkeit folgert
man, das das Bild ®(U,) offen in R™ ist. Per Annahme gilt aufferdem ®(U,) C V, und die
Offenheit in R? garantiert ®(U,) C V. Insbesondere gilt ®(p) € V, was zu zeigen war. [

Die Theorie der Mannigfaltigkeiten mit Rand. Indem wir in der bisherigen Theorie
iberall R™ durch H™ ersetzen, erhalten wir die gewiinschte Verallgemeinerung.

Definition 8.2. Sei M ein topologischer Raum. Eine m—dimensionale Karte mit Rand
von M ist ein Homdomorphismus ¢: U — U’, wobei U € M und U’ C H™ offene Teilmengen
sind.

Wie zuvor nennen wir zwei Karten mit Rand ¢, @ von M differenzierbar vertrig-
lich falls die Kartenwechsel ¢ o @~ und @ o ¢! differenzierbar (im obigen Sinn) sind.
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind nun véllig analog definiert wie in Abschnitt 1.3.
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Definition 8.3. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ein Hausdorffraum M
mit abz&hlbarer Basis der Topologie, zusammen mit einem maximalen differenzierbaren At-
las bestehend aus Karten mit Rand. Wir definieren den Rand von M als

OM ={peM|3peS): o(p) c OH™}
z{p€M|ch€S£/]:cp(p)€8Hm}

wobei S;}W die Menge aller differenzierbaren Karten mit Rand um p ist und m die Dimension
von M. (Die Gleichheit folgt aus Lemma 8.1.)

Nahezu die gesamte Theorie, die wir bis dato entwickelt haben, iibertrigt sich wortwort-
lich oder mit offensichtlichen Modifikationen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Hier eine
Zusammenfassung;:

o Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten mit Rand wird wie
gehabt iiber Kartendarstellungen definiert.

e Differenzierbare Zerlegungen der Eins und Abschneidefunktionen lassen sich genau so
konstruieren wie in Abschnitt 2.

e Die Begriffe Einbettungen, Immersionen und Untermannigfaltigkeiten definiert man
vollig analog und es gelten die gleichen Zusammenhéngen wie in Abschnitt 3.

e Der Rangsatz, der Satz vom reguldren Wert und der Satz von Sard gelten analog fiir
Mannigfaltigkeiten mit Rand.

e Mit leichten Modifikationen der Argumente kann man Einbettungen von Mannigfal-
tigkeiten mit Rand in Halbraume konstruieren, mit diesen dhnliche Approximations-
resultate fiir stetige Abbildungen und Homotopien wie in Abschnitt 4 beweisen.

e Die lokale und die algebraische Beschreibung von Tangentialvektoren und Differen-
tialen iibertragen sich wortwortlich. Die geometrische Beschreibung wird leider etwas
unhandlich und muss dahingehend erweitert werden, dass man auch Kurven mit halb-
offenen Definitionsbereichen (—e, 0] und [0, €) zulésst.

e Wie im Fall ohne Rand, definiert man Vektorfelder und Integralkurven, und erhélt die
Existenz maximaler Integralkurven. Letztere konnen nun allerdings beliebige Inter-
valle (offen, halboffen, abgeschlossen) als Definitionsbereich haben. Dementsprechend
komplizierter werden auch die Definitionsbereiche von Fliissen.

Aufgabe 13.1. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Beweisen Sie die
Existenz einer differenzierbaren Einbettung f: M < H?>™*! mit f(OM) C OH?>™*! und
f(M\OM) C H?m+L,

Einige Beispiele.

(1) Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit im Sinne von Definition 1.8 ist eine differenzierba-
re Mannigfaltigkeit mit Rand, da jede R™-wertige Karte durch Komposition mit einem
Diffeomorphismus R™ = H™ zu einer H™—wertigen Karte mit Rand wird.

(2) Jedes Intervall I C R ist eine eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand 01
besteht aus den in I enthaltenen Intervallgrenzen. Zum Beispiel gilt fiir ein halboffenes
Intervall d[a,b) = {a}.

(3) Der n—dimensionale Einheitsball D™ = {z € R™||z| < 1} ist eine Mannigfaltigkeit mit
Rand D™ = S™~!. Ein differenzierbarer Atlas ist zum Beispiel gegeben durch

{xeD"|xx; <0} = H", z— (x; — V1 — |yl u),

wobel y; = (T1, .+, Xie1, Tit1, .-y Tn)-
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(4) Sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, f: M — R differenzierbar, und a € R ein
reguldrer Wert. Dann ist {f < a} eine Mannigfaltigkeit mit Rand, wie man leicht aus
dem Rangsatz folgern kann.

Aufgabe 13.2. Beweisen Sie Aussage (4). Gilt sie auch falls M eine Mannigfaltigkeit mit
Rand OM # 0 ist?

8.2 Kragen und Verkleben von Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir betrachten nun den Rand einer Mannigfaltigkeit mit Rand etwas nidher. Zunéchst stellen
wir fest, dass der Rand selbst eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand) ist.

Lemma 8.4. Sei M eine m—dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist der Rand OM
eine (m — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von M.

Beweis. Falls ¢: U — U’ C H™ eine Karte mit Rand ist, ist ¢|gy eine Karte von M mit
Werten in OH™ = R"~! wobei die Identifikation durch die Projektion auf die letzten (m—1)
Koordinaten gegeben ist. Aus Lemma 8.1 folgt, dass diese Konstruktion differenzierbar ver-
tragliche Karten auf ebensolche schickt. O

Definition 8.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Ein Kragen von M ist eine
differenzierbare Einbettung x: OM x [0,1] — M, so dass x(p,0) = p fir alle p € OM.

Was wir hier definiert haben, sollte man streng genommen einen abgeschlossenen Kragen
nennen. In der Literatur sind Kragen oft als offene Umgebungen des Randes diffeomorph
zu OM x [0,¢€) definiert. Beide Konzepte sind dquivalent. Wir wollen nun folgenden Satz
beweisen.

Satz 8.6. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit kompaktem Rand.
(i) Jede offene Umgebung von OM enthdlt einen Kragen.

(ii) Je zwei Kragen kg, r1: OM x [0,1] = M sind ambient isotop in M, das heifit, es gibt
eine Isotopie ¢p: M x [0,1] = M, so dass k1 = ¢1 0 Kg.

Die Konstruktion von Kragen ist eine weitere Anwendung von Vektorfeldern und Inte-
gralkurven. Wir beschreiben zunichst die relevanten Vektorfelder.

Definition 8.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Ein Vektorfeld X € I'(T M) ist
bei p € OM nach innen gerichtet, falls es um p eine Kartendarstelltung der folgenden
Form besitzt:

X(p) =) X7(p) 07 (p) mit X7 (p) <0 (20)
i=1

Man {iiberzeugt sich leicht, dass diese Bedingung (20) fiir alle Kartendarstellungen gilt,
sobald sie fiir eine einzige erfiillt ist.

Lemma 8.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und U eine offene Umgebung von OM.
Dann gibt es ein tberall nach innen gerichtetes Vektorfeld X € T'(T' M) mit supp(X) C U.

Beweis. Sei {¢a: Uy — Ul}aca und {p}aca eine Zerlegung der Eins mit supp p, C U,
gewihlt, dass jedes Kartengebiet U,, das OM trifft, in U enthalten ist. Sei 0A die Menge
der « € A mit U, N OM # 0. Dann ist durch X = > 54 —pa0f® Vektorfeld mit Trager
in U gegeben, dass entlang OM iiberall nach innen gerichtet ist. O

Aufgabe 13.3. Zeigen Sie, dass die Bedingung (20) wie behauptet unabhéngig von der
Wabhl der Karte ist. Folgern Sie, dass das im Beweis von Lemma 8.8 konstruierte Vektorfeld
tatsdchlich iiberall nach innen gerichtet ist.
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Beweise von Satz 8.6. Wir beschrianken uns auf den Beweis von (i), der Existenz von Kra-
gen, da es uns fir die Eindeutigkeitsaussage (ii) etwas an Technik fehlt. Wir verweisen
auf [Wall6, Prop. 2.5.7]. Sei U C M eine offene Umgebung von dM. Durch Verkleinern
kénnen wir annehmen, dass der Abschluss U in M kompakt ist, und dass jede Zusam-
menhangskomponente von U genau eine Randkomponente von OM enthélt. Mit Hilfe von
Lemma 8.8 wihlen wir ein iiberall nach innen gerichtetes Vektorfeld X € T'(T'M) mit Tréger
in U. Insbesondere hat X kompakten Triger und alle maximalen Integralkurven 'y;( mit
p € OM sind auf [0, 00) definiert und verlaufen in U. Der Satz von Picard-Lindelof liefert
die Differenzierbarkeit der Abbildung
1 OM x [0,00] = M, ¢(p,t) = X ().
Nun ist fiir p — ¢(p,0) fiir p € OM die Inklusionsabbildung des Randes ist, und wir haben
eine kanonische Spaltung
T,M = T,0M & RX(p)

Es folgt, dass das Differential von ® bei (p,0) fir alle p € OM ein Isomorphismus ist.
Insbesondere ist die Einschrankung von ¢ auf M X [0, €] fiir hinreichend kleines € > 0 eine
Einbettung. Durch Reskalieren erhalten wir einen Kragen

Kk: OM x [0,1] — M, &(p,t) = é(p,et) = )\I)f(et). O

Bemerkung. (i) Falls OM nicht kompakt ist, liefert eine leichte Modifikation des obigen
Arguments ebenfalls die Existenz von Kragen. Bei der Eindeutigkeit muss man aller-
dings gewisse Abstriche machen.

(ii) Falls der Rand mehrere Zusammenhangskomponenten hat, kann man selbstverstind-
lich auch Kragen fiir einzelne Randkomponenten betrachten.

Anwendung: Verkleben von Mannigfaltigkeiten mit Rand. Eine der Hauptanwen-
dungen von Kragen ist das Verkleben zweier Mannigfaltigkeiten mit Rand. Wir betrachten
folgende Ausgangssituation. Gegeben seien:

o differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand M; und My,
e kompakte Randkomponenten Q1 C dM; und Q C dM, und

e cin Diffeomorphismus 7: Q1 — Q>

Unter der Verklebung von M; und M entlang 7 versteht man den Quotientenraum
My Uy My = (My 11 M;) /p ~ 7(p) fiir alle p € Q1.

Routineverifikationen zeigen, dass M7 U, My ein Hausdorff Raum mit abzéhlbarer Basis ist,
und dass die Quotientenabbildung ¢: My II My — My U, Ms eingeschrankt auf M; und M,
jeweils eine topologische Einbettung ist. Das Bild der identifizierten Randkomponenten be-
zeichnen wir mit Q = q(Q1) = q(Q2).

Selbstverstindlich hitten wir gerne, dass M; U, My wieder eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit (ggf. mit Rand) ist, so dass M; und M, Untermannigfaltigkeiten mit Rand
sind. Dazu brauchen wir einen differenzierbaren Atlas von M7 U, Ms. Innerhalb der offenen
Teilmengen (M7 \ Q1) und g(M; \ Q2) erhalten wir Karten (mit Rand) durch Komposition
ebensolcher von M; und M, mit ¢~!. An der Nahtstelle @ ist die Situation allerdings we-
niger klar. Man koénnte naiv versuchen, H™-wertige Karten mit Rand um Punkte p € @,
und 7(p) € Q2 zu einer R™—wertigen Karte um ¢(p) = ¢(7(p)) € Q zusammen zu setzen.
Bei genauerer Betrachtung stellt man allerdings schnell fest, dass die Existenz hinreichend
kompatibler Karten nicht ohne weiteres gegeben ist. An dieser Stelle kommen Kragen ins
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Spiel, die letzendlich genau diese Probleme global fiir ganz @ l6sen. Wahlen wir ndmlich
Kragen k;: Q; x [0, 1], so ist durch

—t t <
kQ1 % (=1,1) — My U; M, k(p,t) = {lﬁ(p, )s 0

eine topologische Einbettung gegeben.
Aufgabe 13.4. Beweisen Sie diese Behauptung.

Das Bild von « ist eine offene Umgebung von @ in M;U, M3 und der Quellraum Q1 x(—1,1)
ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ohne Rand). Wir kénnen also x benutzen, um Kar-
ten von M7 U, M5 nahe @ zu erhalten. Da die Kragenabbildungen x; und ko differenzierbare
Einbettungen sind, sind die auf ¢(M; \ Q1), ¢(Mz \ Q2) und x(Q; x (—1,1)) konstruierten
Karten differenzierbar vertriglich. Man iiberzeugt sich leicht, dass beziiglich dieser differen-
zierbaren Struktur die Einschrinkungen von g auf M; und M, differenzierbare Einbettungen
sind, so dass wir M; und M; kanonisch als Untermannigfaltigkeiten von M7 U, My auffassen
konnen.

Schlieflich stellt sich noch die Frage, in wie fern die differenzierbare Struktur von der
Wahl der Kragen abhingen kann. Sei }: @Q; x [0,1] — M; fiir i = 1,2 ein weiteres Paar von
Kragen und £': Q1 x (—1,1) — M; U, M die entsprechende Einbettung. Seien S und &’ die
differenzierbaren Strukturen auf M; U, M,, die wie oben mit Hilfe von s und «’ definiert
sind. Per Definition ist die Komposition

Kokt k(Qr x (—1,1)) — & (Q1 x (—=1,1)) (21)

ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von (M; U, Mo, S) und (M U, M, S’).
Da die Randkomponenten (7 und ()2 per Annahme kompakt sind, liefert Satz 8.6(ii) Dif-
feomorphismen ¢; € Diff(M;) mit k; = ¢; o k;. Diese setzen sich via

o107 (p), peq(M\ Q)
(,251 U‘r ¢2:M1 U‘r MQHMl UT M27 ¢1 UT ¢2(p): D, peQ

d2(q7 ' (p)), peEq(Mz\Q2)

zu einem Diffeomorphismus zusammen, der (21) fortsetzt. Wir haben somit gezeigt:

Satz 8.9 (Verklebungssatz). Seien My, My Mannigfaltigkeiten mit Rand und 7: Q1 = Q2
ein Diffeomorphismus zwischen kompakten Randkomponenten Q1 C OMy und Qo C OMs.

(i) Die Verklebung My U, My besitzt eine Struktur als differenzierbare Mannigfaltigkeit
(eventuell mit Rand), so dass die kanonischen Inklusionen von My und My differen-
zierbare Einbettungen sind.

(ii) Die differenzierbare Struktur ist eindeutig bis auf Diffeomorphismus.

8.3 Normalenbiindel und Tubenumgebungen

Wir kommen nun zu dem unscheinbaren, aber duferst niitzlichen Konzept von Tubenumge-
bungen. Dies sind spezielle Arten von Umgebungen von Untermannigfaltigkeiten innerhalb
einer umgebenden Mannigfaltigkeit. Im Fall einer eingebetteten Kurve in R? kann man sich
eine Tubenumgebung als Schlauch vorstellen, der um die Kurve liegt. Allerdings haben Tube-
numgebungen mehr Struktur. Ein systematischer Zugang zu diesem Themengebiet erfordert
etwas Vorwissen iiber Vektorbiindel und elementare Riemannsche Geometrie, das uns nicht
zur Verfiigung steht. Wir folgen daher der ad hoc Darstellung in [Bre93, Ch. I1.11]. AuRer-
dem beschrénken wir uns der Kiirze halber auf kompakte Mannigfaltigkeiten ohne Rand.
Fiir alles weitere sei zum Beispiel auf [BJ82, Ch. 12] oder [Wall16, Ch. 2] verwiesen.
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Normalenbiindel. Wir betrachten zunéchst den Spezialfalll einer m—dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit M von R™. Wie iiblich identifizieren wir die Tangentialrdume an M mit
Untervektorrdumen von R™ und definieren den Normalenraum an p € M als

Ny(M,R*") ={veR"|v L T,M}.
Die Menge aller Normalenrdume l&sst sich zu dem Normalenbiindel zusammenfassen
N(M,R™) ={(p,v) e M xR" |v LT,M}.

Ahnlich wie das Tangentialbiindel kommt das Normalenbiindel zusammen mit einer Projek-
tion
m: N(M) — M, (p,v)—p.

Fiir p € M kénnen wir das Urbild 7—!(p) kanonisch mit N,(M,R™) identifizieren. Es ist
wichtig, im Hinterkopf zu behalten, dass das Normalenbiindel nicht nur von der abstrakten
Mannigfaltigkeit M abhingt sondern der auch von der konkreten Einbettung in R™.

Nun sei S C M eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit einer beliebigen m-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit M. In diesem Fall wihlen wir eine Einbettung M — R™ und
definieren das Normalenbiindel als

N(S,M)=A{(p,v) e SxR*"|veT,M, v LT,S}.
Wieder ist eine Projektion 7: N(S, M) — S durch 7(p,v) = p gegeben.

Lemma 8.10. Se: S € M C R" wie zuvor. Das Normalenbiindel eine m—dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R?". Die Projektion w: N (S, M) — S ist differenzierbar.

Beweis. Mit den iiblichen Argumenten kénnen wir Karten ¢: U — U’ C R™ von R™ konstru-
ieren, die gleichzeitig zu M und S adapiert sind, das heifit, es gelten p(MNU) C R™x{0}"~™
und p(SNU) C R¥ x {0}"~F. In Komponenten ¢ = (1, ..., ®,) geschrieben bedeutet dies,
dass durch

@M:((plg-..ywm)lMﬂU—)s@M(MﬁU>CR7n und
ps = (1) MOU — ps(SNU) C R

Karten gegeben sind von M und S gegeben sind. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist fiir
jeden Punkt p € U durch die Gradienten Vi (p), ..., Vi, (p) eine Basis von R™ gegeben.
Jeder Vektor v € R™ = T,R" lasst sich also eindeutig schreiben als

v= Zf“’(p,v) Vi (p)

und die Koordinatenfunktionen & : U x R™ — R sind differenzierbar in beiden Eintrégen.
Durch (¢1,...,¢n, &7y, %) U x R® — R" ist dann eine Karte von R?" gegeben. Man
iiberzeugt sich leicht, dass durch

D= (01, .., 00, &l 1, E0) T H(SNU) — ps(SNU)

eine Karte von N (S, M) gegeben ist, dass die so konstruierten Karten einen differenzierbaren
Atlas von N(S, M) bilden, und dass die Projektion 7 die Kartendarstellung

s 00 @Mty Uy Vi1, s U) = (U, )

hat, die offensichtlich differenzierbar ist. O
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Bemerkung. (i) Definiert man in der Notation des obigen Beweises =: 7= 1(UNS) - UNS
durch E(p,v) = (p, §,f+1, ..., &%), so erhilt man eine differenzierbare Abbildungen, die fiir
festes p linear Isomorphismen N, (S, M) — R™~F liefern. Dies gibt N (S, M) die Struktur
eines differenzierbaren, reellen Vektorbiindel iiber S.

(ii) Man kann zeigen, dass N(S, M) zwar von der Einbettung S < M, nicht aber von
der gewidhlten Einbettung M — R™. Dazu benutzt man die kanonischen Isomorphismen

N,(S, M) = T,M/T,5,

die durch die Einbettungen S C M C R™ und die Quotientenabbildungen T, M +— T,,M /T,S.
Der Ubergang zu den Quotienten eliminiert dabei die potentielle Abhingigkeit von der
zusétzlich gewihlten Einbettung. Dies fiihrt letztendlich zu einer intrinsischen Konstruktion
des Normalbiindels N(S, M) als ,Quotientenbiindel“ N (S, M) = TM|s/TS. Dieser Zugang
ist zum Beispiel in [BJ82, Chs. 3&4] nachzulesen.

Tubenumgebungen. Sei wie gehabt S C M eine Untermannigfaltigkeit mit Normalen-
biindel N (S, M), dass mit Hilfe einer Einbettung M < R™ beschrieben ist. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass weder S noch M einen Rand haben. Zusétzlich zu der Projekti-
on w: N(S, M) — S haben wir auch wieder einen Nullschnitt z: .S — N(S, M), der einen
Punkt p € S auf (p,0) € Np(S, M) schickt. Der Nullschnitt stellt eine kanonische Einbet-
tung von S in N (S, M) dar und wird haufig mit seinem Bild z(S) identifiziert, das wiederum
mit S selbst identifiziert wird. Wir betrachten folgende abgeschlossenen Umgebungen des
Nullschnitts
NS, Mir) = {(p,v) € N(S,M) o] <7}, 7 >0,

die man auch das normale Scheibenbiindel mit Radius » von S in M nennt. Dieses
stellt einer differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand dar. Unter einer Tubenumgebung
wollen wir eine abgeschlossene Umgebung v(S, M) C M von S verstehen, die das Bild einer
Einbettung

T: N(S,M;1) — M

des normalen Scheibenbiindels mit Radius 1 ist, deren Komposition mit dem Nullschnitt 7oz
die Inklusion tg: S — M ergibt. Die Komposition r = 7o 771: v(S, M) — S heift die
normale Retraktion von v. Die Einbettung 7 nennen wir eine parametrisierte Tube-
numgebung. Allgemein gilt folgende Aussage, die man als Analogon von Satz 8.6 verstehen
kann:

Satz 8.11 (Tubenumgebungen). Fir jede Untermannigfaltigkeit S C M ezistiert eine Tu-
benumgebung. Falls S kompakt ist, sind je zwei parametrisierte Tubenumgebungen 1y und T
ambient isotop in M.

Um die Eindeutigkeitsaussage zu beweisen fehlt uns wie im Fall von Kragen ein techni-
sches Hilfsmittel. Wir beschrénken uns daher auf die Existenz von Tubenumgebungen und
zeigen diese auch nur im Fall, dass sowohl S als auch M kompakt sind. Das Hauptwerkzeug
sind Einbettungen in Euklidische R&ume und die zentrale Idee ist in Lemma 8.13 enthalten.

Bevor wir in den Beweis einsteigen halten wir noch einen niitzlichen Fakt iiber Tangen-
tialriume an Punkten des Nullschnitts in N (S, M) fest. Die etwas aufwendig anmutende
Argumentation hat den Vorteil, dass sie sich direkt auf allgemeine Vektorbiindel iibertragen
l&sst.

Lemma 8.12. Sei S C M eine Untermannigfaltigkeit und p € S. Dann g¢ibt es einen
kanonischen Isomorphismus

Tip,oyN (S, M) = T,S & N,(S, M).

64



Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass das Differential der Projektion 7: N(S,M) — S
an jedem Punkt surjektiv ist, was zum Beispiel aus den Kartendarstellungen ersichtlich ist.
Die Normalenriume N, (S, M) = 7 1(p) sind also Urbilder regulirer Werte und der Satz
vom reguldren Wert identifiert die Tangentialraume T, N,,(.S, M) mit dem Kern von dp .
Die Vektorraumstruktur liefert eine weitere Identifikation N, (S, M) = T,,N,(S, N). Im Fall
von Punkten z(p) = (p,0) im Bild des Nullschnitts erhalten wir eine kanonische gespaltene
exakte Sequenz

dip,0)T

0 ——— Np(S, M) —— Tip0) N (S, M) 1,8 0,
—a
die den gewiinschten kanonischen Isomorphismus liefert. O

Wir wenden uns nun der Konstruktion von Tubenumgebungen zu.

Lemma 8.13. Sei M C R" eine kompakte Untermannigfaltigkeit. Die Einschrinkung der
Abbildung
0: N(M,R") — R", O(p,v)=p+v

auf N(M,R"; €) ist fir hinreichend kleines e > 0 eine differenzierbare Einbettung. Insbeson-
dere ist durch
7: N(M,R"; 1) — R", 7(p,v) = 0(t, ev)

eine parametrisierte Tubenumgebung von M in R™ gegeben.

Beweis. Der Zusatz folgt offensichtlich aus der ersten Aussage. Da M und somit auch N (M, R™;¢)
kompakt ist, geniigt es, zu zeigen, dass die entprechende Einschriankung von 6 fiir kleines €
eine injektive Immersion ist.

(1) Das Differential d(g p)0: T(p,0)N(M,R") — T,R™ ist fiir alle p € M ein Isomorphismus.
(2) 0 ist fiir kleines € injektiv auf N (M, R";e).
Behauptung (1) folgt aus der Kommutativitiat des folgenden Diagramms:

T o N(M,R™ dond 1 pn
poyN(M,R") ———— T,

4 4 (22)

~

n — n
T,S & N,(M,R™) —>(U7w)’_w+w R
Hierbei sind die vertikalen Pfeile die kanonischen Isomorphismen aus Lemma 8.12 und die
iiblichen Identifikationen der Tangentialrdumen von Vektorrdumen. Der untere Pfeil ist per
Definition von N,(M,R™) ein Isomorphismus. Der Nachweis der Kommutativitét des Dia-
gramms ist eine instruktive Ubung fiir den Umgang mit Tangentialriumen und Differentia-
len. Ergo:

Aufgabe 14.1. Zeigen Sie, dass das Diagramm (22) kommutiert.

Um (2) zu zeigen, folgern wir zunéchst aus (1), dass 6 fiir ein 6 > 0 ein lokaler Diffeo-
morphismus ist, also insbesondere in der Néhe eines jeden Punktes injektiv ist. Wir nehmen
nun an, dass @ fiir kein € < ¢ global injektiv ist. Dann finden wir Folgen (p;,v;) # (¢;, w;)
in N(M,R"™) mit 0(p;, w;) = 6(¢g;,w;) und |v;] — 0 und |w;| — 0. Da M eine kompakt
Teilmenge von R” ist, kénnen wir (eventuell nach Ubergang zu Teilfolgen und Umnumme-
rierung) annehmen, dass die Folgen p; und ¢; in M gegen p,q € M konvergieren. Mit der
Stetigkeit von 6 erhalten wir

p=0(p,0) =1lim O(p;, v;) = lim O(g;, w;) = 6(q,0) = q.
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Insbesondere sind (p;,v;) und (g;,w;) fiir groRes 7 beliebig nah an (p,0). Wie bereits be-
merkt, ist 6 allerdings in einer Umgebung von (p,0) injektiv. Dies widerspricht allerdings
(i, vi) # (45, wi) und 0(p;, w;) = 0(gi, w;). O

Beweis von Satz 8.11 (Ewzistenzaussage). Seien S C M C R™ kompakte Untermannigfal-
tigkeiten und sei v(M,R"™) eine Tubenumgebung von M in R™ mit normaler Retrakti-
on r: v(M,R™) — M; deren Existenz ist durch Lemma 8.13 gesichert. Fiir ¢ > 0 betrachten
ghnliche Abbildungen wie zuvor

Oo: N(S,M;e) - R"

und halten fest, dass 6 fiir kleines ¢ Werte im inneren von v(M,R™) annimmt. In diesem
Fall konnen wir die Komposition

0=roby: N(S,M;e) - M

betrachten. Ahnlich wie im Beweis von Lemma 8.13 iiberlegt man sich, dass das Differential
von 6 in allen Punkten der Form (p,0) ein Isomorphismus ist. Dazu ist die Beobachtung
nétig, dass das Differential von r nur Normalenvektoren zu N im Kern hat, die in der
Definition von N (S, M) ausgeschlossen werden. Von hier an tibertrigt sich der Beweis von
Lemma 8.13 wortwortlich und liefert, dass 6 fiir hinreichend kleines € eine Einbettung ist.
Durch Reskalieren erhélt man wieder eine parametrisierte Tubenumgebung 7(p, v) = 6(p, ev).

O

Bemerkung. (i) Die Kompaktheit von S und M taucht zwar an diversen Stellen in den
Beweisen auf, spielt aber letztendlich keine wesentliche Rolle. Ersetzt man in den Defini-
tionen von N(M,R"™;€) und N(S, M;e) das konstante e jeweils durch positive Funktionen
auf M oder S, so lassen sich die Argumente modifizieren, um ohne Kompaktheitsannahmen
auszukommen. Fiir viele Anwendungen in der Topologie ist der kompakte Fall aber bereits
ausreichend.

(ii) Als Konsequenz von Satz 8.11 erhalten wir direkt Lemma 4.4, dass wir bei der diffe-
renzierbaren Approximation stetiger Abbildungen und Homotopien benutzt hatten. Somit
haben wir nun auch den Approximationssatz 4.6 zumindest im kompakten Fall vollstindig
bewiesen.

9 Der Satz von Hopf und die Pontryagin Konstruktion

In der verbleibenden Zeit wollen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 9.1 (Hopf). Sei M eine m—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand.
Ferner sei M kompakt, orientiert und es gelte m >'. Dann ist der Abbildungsgrad

deg: [M,S"] — Z
eine Bijektion. Insbesondere gilt m,,(S™) = Z fir m > 1.

Zuerst miissen wir allerdings erklaren, was die Begriffe ,,orientiert” und ,,Abbildungsgrad‘
bedeuten. Wir folgen dabei der Darstellung in [Mil65], deren Lektiire wirmsten empfohlen
ist.

9.1 Orientierungen und der Abbildungsgrad

Definition 9.2. Sei V ein endlich dimensionaler R Vektorraum. Eine Orientierung von V

ist eine Aquivalenzklasse o = [by,...,b,] von geordneten Basen von V, wobei (b1, ...,by)
und (b}, ..., b)) dquivalent sind falls b; = 3, a;;b; mit det(a;;) > 0. Das Paar (V,0) nennen
wir einen orientierten Vektorraum und jede geordnete Basis (b1, ...,b,) mit 0 = [by, ..., b,]

eine orientierte Basis beziiglich o. Fiir den Euklidischen Raum R" verwenden wir die
Standardorientierung oy = [eq, ..., e,].
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Ist 0 = [by,...,b,] eine Orientierung von M, so nennen wir —o = [—by, ba, ..., b,] die um-
gekehrte Orientierung. Offensichtlich sind o und o verschiedene Orientierungen und jede
andere Orientierung stimmt mit einer von beiden iiberein. Jeder Vektorraum hat also genau
zwei Orientierungen. Falls T: V — W ein linearer Isomorphismus ist und o = [by, ..., by]
eine Orientierung von V ist durch T'(o) = [Thy,...,Tb,] eine Orientierung von W gegeben.

Definition 9.3. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (mit Rand).

(a) Eine Orientierung von M ist eine Familie 0 = {0,},en von Orientierungen o, der
Tangentialrdume 7,M, so dass es einen differenzierbare Atlas bestehend aus Karten
@: U —=U"CR™ (bzw. H™) gibt, so dass die linearen Isomorphismen

dpp: TyM — T,y R™ =R™, pelU
jeweils die Orientierung o, von 7,,M in die Standardorientierung von R™ iiberfiihren.

(b) M heifst orientierbar falls eine Orientierung existiert. In dem Fall heifst (M, 0) eine
orientierte Mannigfaltigkeit. In der Regel wird die Orientierung allerdings nicht
explizit angegeben.

Offensichtlich liefert die Standardorientierung von R™ als Vektorraum iiber die kanoni-
schen Isomorphismen T,R™ =2 R" eine Orientierung von R"™ als Mannigfaltigkeit. Folglich
ist R™ als Mannigfaltigkeit orientierbar und das selbe gilt fiir jede offene Teilmenge U C R"
und allgemeiner fiir jede n—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Insbesondere ist
die Einheitsscheibe D™ C R"™ orientierbar und durch die Standardorientierung von R™ kano-
nisch orientiert. Es stellt sich allerdings heraus, dass nicht jede Mannigfaltigkeit orientierbar
ist. Die einfachsten Beispiele sind die projektive Ebene RP? und das Mobiusband. Allerdings
ist es mit der gegebenen Definition etwas trickreich die Nichtorientierbarkeit nachzuweisen.

Aufgabe 14.2. Zeigen Sie, dass jede zusammenhingende, orientierbare Mannigfaltigkeit
genau zwel Orientierungen hat.

Orientierbarkeit bleibt erhalten unter Produktbildung und Ubergang zum Rand, wie
folgende Konstruktionen zeigen:

e Seien (M,o0ps) und (N,oy) zwel orientierte Mannigfaltigkeiten, von denen eine nicht
leeren Rand haben darf. Dann ist das Produkt M x N orientierbar und die Produk-
torientierung o,; x oy ist definiert als

(Om X ON)(p,q) = [v17...,vm7w1,...,wn}

wobei vy,...,v, € T, M und wy,...,w, € T'qy orientierte Basen sind. Hierbei identi-
fizieren wir Tip,yM x N mit dem Produkt T,M x T,N.

e Sei (M, o) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist der Rand 0M orien-
tierbar und wir definieren die Randorientierung 0do iiber die ,nach auflen zuerst“
Konvention: fiir p € OM wéahlen wir einen nach aufsen gerichteten Tangentialvek-
tor v; € T,M, eine Basis vs,...,v, € T,0M, so dass v1,v2,...,V, eine orientierte
Basis von T}, M bilden, und definieren

(90), = [v2s - ., V-

Der Nachweis, dass dies eine wohldefinierte Orientierung liefert erfordert zwar den ein
oder anderen Schritt, ist aber im wesentlichen trivial.

Insbesondere kénnen wir das Produkt M x [0, 1] fiir jede orientierte Mannigfaltigkeit M
wieder als orientierte Mannigfaltigkeit auffassen, und wir erhalten eine Orientierung von S™
als Rand von D"+1.
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Der Abbildungsgrad. Im Folgendem seien M, N orientierte Mannigfaltigkeiten dersel-
ben Dimension ohne Rand. Ferner sei M kompakt und N zusammenhéngend.

Definition 9.4. Fiir eine differenzierbare Abbildung f: M — N ist der Abbildungsgrad
definiert durch

deg(f) =Y sign(dyf),
pEF1(a)
wobei ¢ € N ein reguldrer Wert von f ist und sign(d, f) = 1 falls der lineare Isomorphismus
dpf: TyM — Ty, orientierungserhaltend ist, und andernfalls sign(d,f) = —1.

Der Abbildungsgrad ist also eine mit Vorzeichen gewichtete Zahlung der Urbilder eines
reguldren Wertes. A priori konnte der Abbildungsgrad von der Wahl des reguldren Wertes
abhéngen. Es gilt allerdings folgender Satz.

Satz 9.5. Der Abbildungsgrad ist wohldefiniert, das heifit, der Wert ist unabhdingig von der
Wahl des requldren Wertes. Ferner haben differenzierbar homotope Abbildungen f,g: M — N
denselben Abbildungsgrad deg(f) = deg(g).

Fiir den Beweis fehlt uns leider die Zeit. Wir werden im néchsten Kapitel allerdings den
Spezialfall N = S™ ausfiihrlich betrachten. Fiir den allgemeinen Fall sei auf [Mil65, §§4-5]
verwiesen.

Beispiel. (1) Die Abbildung S* — S, 2z + 2™, gegeben durch komplexe Potenzen hat
Grad m. Hierbei ist m € Z eine beliebige ganze Zahl.

(2) Falls f: M — N nicht surjektiv ist, gilt deg(f) = 0, da jedes ¢ € N\ f(M) ein regulérer
Wert ist. Insbesondere haben konstante Abbildungen Grad 0 falls N mindestens zwei
Punkte enthalt.

(3) Diffeomorphismen f: M — N haben Abbildungsgrad +1, je nachdem ob d,f fiir ein
(und damit fiir alle) p € M orientierungserhaltend ist oder nicht.

Aufgabe 14.3. Konstruieren Sie fiir n > 1 Abbildungen S™ — S™ mit beliebigem ganzzah-
ligen Grad.
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A Grundbegriffe der Topologie

In diesem Anhang sammeln wir kommentarlos einige Begriffe aus der Topologie, die im
Verlauf der Vorlesung auftauchen werden. Fiir alles weitere sei auf [Bre93] verwiesen.

Ein Basisvokabular

Definition A.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7) bestehend aus eine Men-
ge X und einer Menge 7 von Teilmengen von X, genannt offene Mengen, so dass

(1) X und 0 offen sind ,
(2) beliebige Vereinigungen offener Mengen offen sind und

(3) endliche Schnitte offener Mengen offen sind.

Eine solches Mengensystem 7 nennt man eine Topologie auf X. Die Komplemente offener
Mengen heifien abgeschlossen. Eine Teilmenge B C 7 heifit Basis der Topologie wenn
jede offene Menge sich als Vereinigung von Mengen aus B darstellen ldsst. Der Einfachheit
halber spricht man meist nur von einem “¢opologischen Raum X ” ohne die Topologie explizit
zu benennen.

Definition A.2. Seien X,Y topologische Raume. Eine Abbildung f: X — Y heifst stetig
wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Definition A.3. Seien A C N C X eine Teilmengen eines topolischen Raums X. Dann
heift N Umgebung von A falls es eine offene Menge U C X mit A C U C N gibt. Falls N
selbst offen ist, spricht man von einer offenen Umgebung.

Definition A.4. Sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge. Der Abschluss A
ist der Durchschnitt aller abgeschlossener Mengen, die A enthalten. Das Innere A ist die
Vereinigung aller offenen Mengen, die in A enthalten sind. Der Rand von A ist gegeben
durch rd(A) = A\ A. Falls A = X heifit A dicht in X, falls A =  heift A nirgends dicht.

Definition A.5. Eine System U = {U, }aca von Teilmengen U, C X, fiir das X = |J,c 4 Ua
gilt, heift Uberdeckung von X. Hierbei kann die Indexmenge A beliebig sein. Falls A
endlich ist spricht man von einer endlichen Uberdeckung und falls alle U, offen sind von
einer offenen Uberdeckung. SchlieRlich heift ¢/ lokal endlich falls jeder Punkt in X eine
Umgebung besitzt, die nur endlich viele U, schneidet. Ist A’ C A eine Teilmenge, so dass
ebenfalls X = (J, 4 Ua gilt, so nennt man {U,}acas eine Teiliiberdeckung von U. Eine
Uberdeckung V = {Vs}sep heifit Verfeinerung von U wenn es fiir jedes 5 € Bein a € A
gibt, so dass Vg C U,.

Einige Konstruktionen von Topologien
Definition A.6. Sei (X, d) eine metrischer Raum. Fiir x € X und € > 0 ist
Be(z) = {y € Xld(z,y) < e}

der metrische Ball um x mit Radius €. Eine Teilmenge U C X heifit d-offen falls es fiir
jeder z € U ein € > 0 gibt, so dass B.(x) C U. Die d—offenen Mengen bilden die metrische
Topologie auf X.

Definition A.7. Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Die Unter-
raumtopologie auf A ist gegeben durch die Mengen der Form ANU mit U C X offen.

Definition A.8. Seien X und Y topologische Ridume. Die Produkttopologie auf dem
kartesischen Produkt X x Y ist die kleinste Topologie, die alle Mengen der Form U x V
enthilt wobei U C X und V C Y offen sind.
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Definition A.9. Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und ¢g: X — Y eine surjektive
Abbildung. Wir erhalten die Quotiententopologie auf Y, indem wir eine Teilmenge V C Y
fiir offen erkliiren falls ihr Urbild ¢=!(V) offen in X ist.

Einige Eigenschaften von Radumen

Sei X ein topologischer Raum.

Definition A.10. X heifst Hausdorff Raum falls fiir alle Paare verschiedener Punkte
disjunkte offene Umgebungen existieren.

Definition A.11. X heifit kompakt wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche
Teiliiberdeckung enthélt. X heifit lokal kompakt wenn jeder Punkt eine kompakte Umge-
bung besitzt.

Definition A.12. X heift parakompakt wenn jede offene Uberdeckung von X eine lokal
endliche Verfeinerung besitzt.

Definition A.13. X heifit zusammenhingend, wenn X nicht die disjunkte Vereini-
gung nicht leerer, offener Teilmengen ist. X heifst wegzusammenhingend falls es fiir
je zwei Punkte p,q € X eine stetige Abbildung ~: [0,1] — X gibt, so dass v(0) = p
und (1) = ¢. Allgemein zerfillt jeder Raum in eine disjunkte Vereinigung maximaler (weg-
)zusammenhéngender Teilraum, die (Weg-)Zusammenhangskomponenten heifien. Fiir
topologische und differenzierbare Mannigfaltigkeiten stimmen beide Begriffe iiberein.

Einige Eigenschaften stetiger Abbildungen

Definition A.14. Eine bijektive stetige Abbildung f: X — Y heifst Hom6omorphismus
falls die Umkehrabbildung f~!: Y — X ebenfalls stetig ist. Falls solch ein Hom&omorphis-
mus existiert nennen wir X und Y homéomorph.

Definition A.15. Eine Einbettung ist eine injektive stetige Abbildung f: X — Y, die X
homdomorph auf f(X) C Y versehen mit der Unterraumtopologie abbildet.

Definition A.16. Eine stetige Abbildung f: X — Y heift. ..

(a) ...offen falls die Bilder offener Mengen offen sind.
(b) ...abgeschlossen falls die Bilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

(c) ...eigentlich falls die Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.
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B Erinnerungen an Analysis

Differentialrechnung in R”

Differenzierbarkeit und Ableitungen

Sei U C R™ offen. Eine Abbildung F': U — R"™ heifit differenzierbar in einem Punkt p € U
falls es eine lineare Abbildung DF(p): R™ — R™ gibt, so dass fiir alle 0 # v € R™ gilt

i P2+ 1) = F(p) ~ tDF(p)u

=0.
t—0 |t|

Die Abbildung DF(p) ist dann eindeutig bestimmt und heift Ableitung von f in p. Ferner
stimmt DF(p)v mit der Richtungsableitung

DF(p)v = 4|,_ F(p + tv)

iiberein. Fiir einen Standardbasisvektor v = e; erhalten wir die partiellen Ableitungen

OF
5301-

(p) = DF(p)e; = L|,_ F(p + te;).

Folglich wird DF(p) beziiglich der Standardbasen von R™ und R™ dargestellt durch die
Jacobi Matrix (?f? (p)) Falls die Ableitung in jedem Punkt von U existiert heifit f

Ox
schlicht differenzierba]r. In dem Fall heifst die Abbildung

DF:U — Hom(R™,R") 2 R™, p— DF(p)

die Ableitung von F. Falls DF zusitzlich stetig ist heift F stetig differenzierbar oder C!.
Dies ist aquivalent dazu, dass alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind. Falls DF’
wieder differenzierbar ist, existiert eine zweite Ableitung D?F und iterativ definiert man
k—fache Differenzierbarkeit und die k-te Ableitung D*F. Falls die Ableitungen beliebiger
Ordnung existieren spricht man von einer unendlich oft differenzierbaren Abbildung,
einer C'>° Abbildung oder einer glatten Abbildung. Diese Eigenschaft ist &quivalent
dazu, dass alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung existieren.

Konvention: In dieser Vorlesung interessieren wir uns ausschlieflich fiir un-
endlich oft differenzierbare Abbildungen. Das Wort “differenzierbar” ist stets in
diesem Sinn zu verstehen.

Einige wichtige Sétze aus Analysis II

Satz B.1 (Kettenregel). Sei F': U C R™ — R™ und G: V C R" — R* differenzierbar mit
F(U) C V. Dann ist G o F differenzierbar und es gilt fir alle p € U

D(G o F)(p) = DG(F(p)) o DF(p).

Zur Erinnerung: ein Diffeomorphismus ist eine bijektive differenzierbare Abbildung, deren
Umkehrabbildung auch differenzierbar ist.

Satz B.2 (Lokale Inverstierbarkeit). Sei F': U C R™ — R™ differenzierbar und fiir einp € U
sei DF(p) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V' C U wvon p, so dass die Ein-
schrinkung F|y: V — V' ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge V' C R™ ist.
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