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Eine Sammlung von Kommentaren und Ergidnzungen zur Lektiire von Bredon’s
»Topology and Geometry“ [Bre93]. Es handelt sich mehr oder weniger um die No-
tizen, die ich zur Vorbereitung fiir mich selbst mache. Das Dokument ist definitiv
mehr Flickenteppich als kohérenter Text. Ich hoffe, es ist trotzdem hilfreich.
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1 Woche 1

Siehe Videos.

2 Woche 2

2.1 Dienstag, 28. April
2.1.1 Basisbegriffe

Sei X ein topologischer Raum und 7 die Topologie, d.h. die Menge der offenen Teilmengen
von X. Fiir z € X sei N(z) die Mengen alles Umgebungen von z (siehe [Bre93, 1.2.3]).

B, Umgebungsbasis :<=- Jede Umgebunung von z enthilt eine Umgebung aus B,
B Basis :<= T = {Vereinigungen von B5—Mengen}
S Subbasis <= T = {Vereinigungen endlicher Durchschnitte von S—Mengen }

Mit B-Mengen sind hier die Elemente von B gemeint, analog fiir S. Paradebeispiele sind die
metrischen Bélle B.(x) fiir variierende x und € in metrischen Riumen.

Achtung! Die Begriffe Subbasis und Basis werden in der Literatur nicht einheit-
lich verwendet. Hier muss man vorsichtig sein, wenn man woanders nachliest.

2.1.2 Abziahlbarkeitsaxiome

Die Begriffe ,first/second countable® aus [Bre93, 1.2.9, 1.2.10] heien auf Deutsch traditionell
Abzdihlbarkeitsaxiome. Dazu einige Bemerkungen:

1. Abzihbarkeitsaxiom:

o Inhalt: Jeder Punkt besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

Interpretation: Die Topologie ist lokal nicht zu komplex.

Beispiele: Alle Metrischen Rdume und alle diskreten Riume.
e Gegenbeispiel: Die starke Whitney Topologie auf C>°(R™ R").

2. Abzihbarkeitsaxiom:

e Inhalt: Es gibt eine abzdhlbare Basis der Topologie.
e Interpretation: Die Topologie ist global nicht zu komplex.

e Beispiele: R™, L*(R™), C°([0,1]) mit der Supremumsnorm. Allgemeiner metrische
Réume, die eine dichte abzdhlbare Menge haben.

e (egenbeispiel: Die diskrete Topologie auf R, genauso jeder iiberabzihlbare dis-
krete Raum.

e Ich finde die Namen eher verwirrend als hilfreich und spreche meist direkt von Rdumen
,mit abzdhlbarer (Umgebungs-)Basis*.

e Die Bedeutung der abzdhlbaren Basen und Umgebungsbasen wird erst spéiter klar
werden. Allgemein gilt fiir viele Dinge in der Topologie grob gesagt:
— endlich ~~ gut
— abzdhlbar unendlich ~» in Ordnung

— {iberabzahlbar ~~ Alarm!



2.1.3 Erzeugte Topologien

Wie im Buch beschrieben ist jede Menge von Teilmengen S C P(X) Subbasis irgendeiner
Topologie, ndmlich der durch S erzeugte Topologie

7(8) = {Vereinigungen von endlichen Schnitten von S—Mengen}.

Diese hat noch eine andere Beschreibung. Hierzu hilft es, die Potenzmenge P(X) etwas sy-
stematischer auszunutzen. Fiir alle, die schon Mafs- und Integrationstheorie gehort haben,
ist diese Perspektive wahrscheinlich schon gewohnt. Ich will Sie hier aber nicht iiberstrapa-
zieren, da sie die Theorie noch formaler erscheinen ldsst als sie eh schon daher kommt.

Per Definition ist eine Topologie auf X eine Teilmenge 7 C P(X), die den drei Be-
dingungen aus [Bre93, 1.2.1] geniigt. Fiir beliebige Teilmengen A,B C P(X) sind wieder
Vereinigung A U I3, Durchschnitt A N B, und die Teilmengenrelation A C B erklirt, insbe-
sondere also auch fiir Topologien 7,7’ C P(X).

Achtung! An dieser Stelle muss man etwas aufpassen, dass man die Mengen-
operationen fiir Teilmengen von P(X) nicht mit denen fiir Teilmengen von X
verwechselt.

Falls T C T gilt, nennt man 7 gréfer als T, oder andersrum T kleiner als 7' (vgl. [Bre93,
1.2.14]). Wir halten zwei Eigenschaften fest, die trivial durch Ausschreiben der Definitionen
folgen.

e Fiir jede Topologie T auf X gilt {0, X} C T C P(X).
e Der Durchschnitt beliebig vieler Topologien auf X ist wieder eine Topologie auf X.

Insbesondere konnen wir fiir eine gegebene Teilmenge S C P(X) den Durchschnitt iiber
allen Topologien bilden, die S enthalten.

Lemma 2.1.1. Sei S C P(X) eine beliebige Teilmenge. Dann ist die von S erzeugte Topo-
logie 7(S) der Durchschnitt aller Topologien auf X, die S enthalten. Insbesondere ist 7(S)
beziiglich der Relation T C T’ die kleinste Topologie, die S enthiilt.

Beweis. Sei T der Durchschnitt tiber alle Topologien, die S enthalten. Da 7(S) eine sol-
che Topologie ist, gilt einerseits 7 C 7(S). Andererseits gilt S C 7, und weil T als
Topologie abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist,
folgt 7(S) C T. O

Achtung! Die Vereinigung zweier Topologien ist im Allgemeinen keine Topolo-
gie. Gegenbeispiele lassen sich leicht ergooglen.

Leider ist Bredon’s Definition der ,grifiten /kleinsten Topologie, so dass. .. “in [Bre93, 1.2.14]
etwas verwirrend bis falsch formuliert. Mehr dazu spéter.

2.1.4 Einschub: Die ,,Kategorie® der topologischen Riume

Hier ein kurzer Hinweis auf zwei Offensichtlichkeiten, die Bredon gar nicht erst explizit
nennt:

Lemma 2.1.2.
(i) Fiir jeden topologischen Raum X ist die Identitdtsabbildung idx: X — X stetig.
(i) Falls f: X - Y und g: Y — Z stetig sind, so auch die Komposition go f: X — Z.

Beweis. Beides folgt sofort aus der Definition. O



Achtung! Die Aussage (1) ist so zu verstehen, dass im Start- und Zielbereich so-
wohl dieselbe Menge X als auch dieselbe Topologie auftritt. Fiir verschiedene To-
pologien ist idx : (X, Tstars) — (X, Tzie1) genau dann stetig wenn Tzie1 C Tstart-

Die Eigenschaften (1) und (2) besagen, dass topologische Rdume zusammen mit stetigen
Abbildungen eine sogenannte Kategorie bilden. Sie kennen bereits einige andere Kategorien:

e Mengen und beliebige Abbildungen
o Vektorrdume und lineare Abbildungen
e Gruppen und Gruppenhomomorphismen

In allen Fallen gibt sogenante Objekte in Form von Mengen mit einer zusétzlichen Struktur
und Morphismen in Form von Abbildungen, die mit der zusétzlichen Struktur vertréglich
sind. Die Sprache der Kategorien ist er sehr niitzliches Organisationsprinzip in der (vor-
nehmlich reinen) Mathematik.

Zur Nlustration sei kurz der Begriff Homdomorphismus erwdhnt (siehe [Bre93, 1.2.7]).
Darunter versteht man ein bijektive, stetige Abbildung f: X — Y, deren Umkehrabbil-
dung f~': Y — Z ebenfalls stetig ist. Aquivalent ist eine stetige Abbildung f: X — Y
genau dann ein Hom@omorphismus wenn es eine stetige Abbildung ¢g: Y — X gibt, so
dass fog = idy und g o f = idx. Homdomorphismen sind also genau die invertierbaren
Morphimen, auch genannt Isomorphismen, in der Kategorie der topologischen Riume.

Achtung! Die Stetigkeit von f~! ist keine Selbstverstéindlichkeit! Beispiele fol-
gen.

In der modernen algebraischen Topologie ist die Sprache der Kategorien nahezu omniprésent.
Fiir den Moment reicht es allerdings, wenn Sie die Worte Kategorie, Objekt, Morphismus und
vielleicht noch Isomorphismus irgendwo im Hinterkopf behalten.

2.1.5 Unterrdume und stetige Abbildungen

Uber Unterriume habe ich in den Videos schon etwas erziihlt. Falls X ein topologischer
Raum ist, erhiilt jede Teilmenge A C X eine Topologie, genannt Unterraumtopologie oder
auch Relativtopologie. Die offenen Mengen sind wie folgt definiert (siehe [Bre93, 1.3.1])

V C A (relativ) offen <= V = ANV fiir eine offene Teilmenge U C X

Auch hierzu einige Offensichtlichkeiten:
Lemma 2.1.3. Sei A C X ein Unterraum und Y ein weiterer topologischer Raum.
(i) Die Inklusionsabbildung i: A — X ist stetig.
(ii) Falls f: X =Y stetig ist, so ist auch die Finschrinkung fla = foi: A=Y stetig.

(14i) Fine Abbildung f:Y — A ist genau dann stetig wenn die Kompositionio f: Y — X
stetig ist.

Beweis. (i) Fiir offenes U C X gilt i~ (U) = ANU.

(ii) Folgt sofort aus (i) und Lemma 2.1.2(ii).

(iii) Falls f stetig ist, ist ¢ o f als Komposition stetiger Abbildungen stetig (siche Lem-
ma 2.1.2). Ist umgekehrt i o f stetig, so ist fiir offen U C X das Urbild (i o f)~(U) offen.
Nun gilt aber

(o /)T U) = f1HU) = F7H(AND),

so dass f~1(V) fiir jede relativ offene Menge V = AN U offen ist. O



Die Aussagen in Lemma 2.1.3 wirken wahrscheinlich selbstversténdlicher als die De-
finition der Unterraumtopologie selbst. Letztendlich ist die Unterraumtopologie genau so
definiert, dass die Aussage gelten.

Achtung! Nicht jede stetige Abbildung A — Y ist die Einschrankung einer ste-
tigen Abbildung X — Y. Offensichtliches Beispiel: f: R\ {0} = R, f(z) =1/=z.
Mehr dazu spéter.

Beispiel 2.1.4. Die Konstruktion der Unterraumtopologie und Lemma 2.1.3 liefern auf
einen Schlag viele Beispiele topologischer Rdume und stetiger Abbildungen. Hier nur eins:
die Exponentialabbildung exp: C — C ist bekanntermafen stetig, und somit auch die Ab-
bildung f: R — C, f(t) = €'’. BekanntermaRen nimmt f nur Werte auf dem Einheitskreis
S c C an. Formal heift das nicht anderes, als dass es eine eindeutig bestimmte Abbil-
dung f: R — S? gibt, so dass f = i o f als Komposition mit der Inklusion i: S* — C
entsteht.

Abschlieftend zum Thema Unterraumtopologie noch kurz:

zu [Bre93, 1.3.7]: Sei Y C X als Unterraum topologisiert und B eine Basis der Topologie
von X. Dann ist jedes offene Menge in X von der Form U;c;B; mit B; € B. Folglich
ist jede relativ offene Menge in Y von der Form

Yn (Ui.g]Bi) = UiEI(Y N Bl)
Ergo ist {Y N B| B € B} eine Basis fiir die Unterraumtopologie auf Y.

zu [Bre93, 1.3.8]: Sei X ein topologischer Raum, Y C X ein Unterraum und Z C Y ein
Unterraum des Unterraums Y. Offene Mengen in Z haben dann die Form Z NV mit
V C Y offen. Letzteres bedeutet, dass V =Y NU mit U C X offen. Da Z C Y gilt

ZNV=ZAYNU)=2ZNU

so dass die Topologie auf Z mit der Unterraumtopologie beziiglich X iibereinstimmt.

2.1.6 Inneres, Abschluss und Rand

Sei X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge. In [Bre93, 1.3.3, 1.3.4] werden
implizit das Innere int(A) und der Abschluss A definiert. Etwas konkreter lassen diese sich
wie folgt beschreiben:

e int(A) ist die Vereinigung aller offenen Mengen U C X mit U C A.
e A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen C' C X mit A C C.

Der beliebige Vereinigungen offener (bzw. Durchschnitte abgeschlossener) Teilmengen wieder
offen (bzw. abgeschlossen) ist, folgt die Charakterisierung von int(A) als grofite offene Teil-
menge (bzw. A als kleinste abgeschlossene Obermenge) von A mit dem gleichen Argument
wie Lemma 2.1.1. Der Beweis von [Bre93, 1.3.5] ist mit dieser Beschreibung des Abschlusses
offensichtlich.

Proposition 1.3.9 und Problem 1(b) liefern die bekannte Beschreibung von Abschluss und
abgeschlossenen Mengen in metrischen Rdumen: eine Menge A C X ist abgeschlossen genau
dann wenn sie alle Grenzwerte von Folgen in A, die in X konvergieren, enthilt. Der Beweis
von Proposition 1.3.9 sollte versténdlich genug im Buch stehen.

Achtung! Diese Charakterisierung gilt nicht in allen topologischen Riumen.
Siehe [Bre93, 1.6.7] fiir eine Verallgemeinerung. Grundsétzlich ,sehen Folgen
nur genug von der Topologie wenn der Raum abzidhlbare Umgebungsbasen hat,
also das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt.



2.2 Donnerstag, 30. April
2.2.1 Grofte/kleinste Topologien, so dass. ..

Wie bereits bemerkt ist Bredon’s Definition der ,,grdfiten/kleinsten Topologie, so dass. .. “in
[Bre93, 1.2.14] zumindest verwirrend, wenn nicht gar falsch. Bredon schreibt von

wEigenschaften, die Teilmengen von X erfillen kénnen®.
Was er aber eigentlich meint (bzw. meinen sollte), sind
SEigenschaften, die Topologien auf X erfillen konnen®.

Das wird in den angegebenen Beispielen deutlich. Hier ein Korrekturversuch, verbunden mit
dem ausdriicklichen Hinweis, diese Begrifflichkeiten nicht zu wichtig zu nehmen.

Sei X eine beliebige Menge und
T(X) ={T Cc P(X)|T Topologie auf X} C P(P(X))

die Menge aller Topologien auf X. Statt von , Eigenschaften, die Topologien auf X erfiillen
konnen®, kann man dquivalent auch von Teilmengen Q C T(X) sprechen; die entsprechende
Eigenschaft ist dann 7 € Q.

Achtung! Die Situation ist hier etwas verschachtelt. Eine Menge von Topologien
auf X ist formal eine Menge von Teilmengen der Menge aller Teilmengen von X.
Autsch. Noch weiter treiben wir dieses Spiel aber nicht, versprochen.

Nun stellt sich heraus, dass jede Menge € von Topologien auf X beziiglich der Relati-
on T C T’ so etwas wie ein Infimum und ein Supremum hat, d.h. eine grofte untere und
eine kleinste obere Schranke. Etwas praziser:

Lemma 2.2.1. Sei Q C T(X) eine Menge von Topologien auf X. Dann sind durch

infQ= (| TeT(X) wnd swp=7(J7T)eTX)
TeQ TeQ

Topologien gegeben, die folgende Eigenschaften erfillen:
(i) Fiir alle T € Q gilt inf Q C T C sup Q.

(ii) Fir alle T, T* € T(X), die T. C T C T* fir alle T € Q erfillen, gilt T, C infQ
und sup Q) C T*.

Beweis. Eigenschaft (i) ist per Konstruktion erfiillt. Ebenso ist klar, dass jede Topologie T
mit 7, C T fiir alle 7 € Q in inf  enthalten ist. Ist schlieflich 7* eine Topologie mit 7 C T*
fiir alle T € Q, so folgt aus Lemma 2.1.1, dass supQ C T™. O

In den praxisrelevanten Beispielen gilt oft inf Q = {0, X} oder supQ = P(X) und in der
Regel kann man die jeweils andere Schranke explizit hinschreiben. Insofern kann man diesen
Abschnitt halbwegs guten Gewissens als Gedankenspielerei abtun. Wer mehr wissen mochte,
sollte nach ,Verband der Topologien® oder lattice of topologies” zu googlen.

Beispiel 2.2.2. Als Beispiel betrachtet Bredon (mit etwas anderer Notation) eine Abbildung
f:Z — X, wobei X eine noch untopologisierte Menge ist und Z bereits ein topologischer
Raum. Gesucht ist:

wdie grifite Topologie auf X, die f stetig macht“t

L. ..was nebenbei keine ,Eigenschaften, die Teilmengen von X erfillen kénnen“ wie in [Bre93, 1.2.14]

gefordert ist.



Die Bedingung entspricht der Menge
Qp ={T € T(X)] f stetig beziiglich T}
={T eT(X)|VU € T: f'(U) C X offen} C T(X).
Da f~!(0) = 0 und f~!(X) = Z offen in Z sind, gilt {0, X} € O und somit inf Q; = {0, X }.
Andererseits iiberzeugt man sich leicht, dass durch
{UcX|f(U)C Z offen}

eine Topologie gegeben ist, und offenbar die Grofite, beziiglich welcher f stetig ist. Die
Konstruktion liefert also die abstrakt garantierte Topologie sup €2¢ ganz konkret.

2.2.2 Die Quotiententopologie
Beispiel 2.2.2 beschreibt im wesentlichen schon die Konstruktion Quotiententopologie [Bre93,
1.13.1]. Zur Erinnerung:

e Input: Y Menge, X topologischer Raum, f: X — Y surjektive Abbildung

e Output: Topologie auf Y, genannt Quotiententopologie oder von f induzierte Topo-

logie:
Tr={UcCY | fY(U)CY offen}

Alternativ ldsst sich die Situation auch wie in [Bre93, 1.13.2] beschreiben:

e Input: X topologischer Raum, ~ Aquivalenzrelation auf X

o Zwischenschritt: Menge X/ ~= {[z] | € X} aller Aquivalenzklassen, surjektive
Abbildung 7: X — X/ ~

e Output: Quotiententopologie auf X/ ~

Mit dieser Topologie nennt man X/ ~ einen Quotientenraum von X.

Bemerkung. (Wird spéter erklart.) Offensichtlich ist die zweite Konstruktion ein Spezialfall
der Ersten. Hat man allerdings eine surjektive Abbildung f: X — Y gegeben, so ist fiir
z,y € X durch
z~py = f(@) = f(y)
eine Aquivalenzrelation auf X gegeben und man iiberzeugt sich leicht, dass durch
X/ ~p—Y, [z]— f(x)
eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Man kann nun Folgendes zeigen:
Beh: Die Abb X/ ~y— Y ist ein Homdomorphismus.

In diesem Sinne kann man die erste Konstruktion auch als Spezialfall der zweiten auffassen.
Der Beweis der Behauptung ist eine gute Ubung fiir das Verstidndnis der Quotiententopologie.

Sei wie gehabt Y eine Menge, X ein topologischer Raum, und f: X — Y surjektiv. Die
Quotiententopologie 7; auf Y hat folgende Eigenschaft (vgl. [Bre93, 1.13.5]):

Eine Abbildung g: Y — Z in einen beliebigen Raum Z ist genau dann stetig
beziiglich 7; wenn die Komposition go f: X — Z stetig ist.

Anders gesagt, um Stetigkeit von Abbildung aus einen Quotientenraum von X nachzuweisen,
muss man im Prinzip ,nur* die Stetigkeit einer Abbildung aus X selbst zeigen. Letzteres ist
oft bequemer, als direkt mit der Quotiententopologie zu arbeiten.

Tatséchlich charakterisiert diese Eigenschaft die Quotiententopologie vollstindig (siehe
[Bre93, 1.13.5]). Den Beweis kann und sollte man bei Bredon nachlesen. Bei Bedarf kann ich
dazu auch noch etwas erzdhlen. Vorerst nehmen wir das allerdings nur zur Kenntnis und
schauen uns in einigen Beispielen an, warum man sich iiberhaupt dafiir interessieren sollte.



2.2.3 Exkurs: Was ist iiberhaupt ein Produkt?

Wenn ich nach ,dem Produkt endlich vieler Mengen Xy, ..., X,,“ Frage, denke Sie wahr-
scheinlich alle an dasselbe:

X1 x--xX, :{(xl,...7xn)|xi GXZ}
Wir denken uns Elemente des Produkts als geeordnete n—Tupel.

Achtung! Mit dieser Beschreibung von endlichen Produkten lésst sich wunder-
bar arbeiten. Bei genauerer Betrachtung ergeben sich allerdings kleinere Unge-
reimtheiten.

Denn: fiir drei Mengen A, B, C gilt streng genommen
AXBxC # (AxB)xC # Ax (BxC).

Frage: Welche dieser drei Mengen ist das ,richtige Produkt?
Antwort: Gewissermafen alle, aber auch irgendwie keine.

Bessere Antwort: Es gibt kein eindeutiges Produkt, sondern viele. Aber alle Produkte
sind “kanonisch isomorph*.

Hier der Schliissel zur Losung der Verwirrung: Zuriick zu Xy, ..., X,,. Offensichtlich ha-
ben wir ein Reihe von Abbildungen

Xi XXX, 25X, firi=1,...,n,

nédmlich die Projektionen auf die einzelnen Komponenten. Fiir Abbildungen f;: T — X;,
i=1,...,n, gibt es eine Abbilung

f:T_> XiXi’ f(m>:(f1(x)7’fn(c)>

und es gilt f; = p; o f fiir alle 4. Tatséchlich ist f die einzige Abbildung mit dieser Eigen-
schaft. Letztendlich bedeutet das aber nichts anderes als die Selbstversténdlichkeit, dass eine
Abbildung in ein Produkt vollstédndig durch ihre Komponenten bestimmt ist. Der springende
Punkt ist, dass man fiir die ,anders geklammerten Produkte* ebenfalls von Komponenten
sprechen kann. Diese Einsicht fiihrt zu einer neuen Sichtweise Auf Produkte.

Definition 2.2.3 (Universelle Eigenschaften von Produkten). Sie {X,}ics eine beliebige
Familie von Mengen. Ein Produkt von {X; };cs ist eine Menge P zusammen mit Abbildungen
pi: P — X, 1 €I, so dass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jede Menge T und jede Familie von Abbildungen f;: T — X;, i € I, gibt es
eine eindeutige Abbildung f: T — P, so dass f; = p;o f.

Man sagt auch, f sei die Losung des universellen Problems:

P
3 ipi (i el

-

Tt x,

Der gestrichelte Pfeil bedeutet, dass nach eine Abbildung gesucht ist, die das Diagramm
kommutativ macht, und die Schreibweise 3! deutet an, dass es eine eindeutige solche Abbil-
dung gibt.

Der néchste Satz ist ein erstes Beispiel einer. ..
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Universalweisheit: Objekte, die eine gegebene universelle Eigenschaft charak-
terisieren, sind bis auf kanonische Isomorphie eindeutig.

Wie die Formulierung andeutet, kann man universelle Eigenschaften in beliebigen Kategorien
formulieren, aber das nur nebenbei.

Satz 2.2.4. Seien (P,{p;}icr) und (P',{p;}ic1) zwei Produkte einer Familie Sei {X;}icr
von Mengen. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bijektionen k: P — P’ und x': P’ — P,
so dass p; = pl; o k und p, = p; o k' fiir jedes i € I Anders gesagt, das folgende Diagramm
kommutiert fir alle i € I:

p_f,p _5.p

N P
X;

Beweis. Wir wenden die universelle Eigenschaft von (P’,pj, ;) auf die Familie von Abbil-
dungen p;: P — X; an und erhalten so eine eindeutig bestimmt Abbildung x: P — P,
so dass p; = p} o k. Das gleiche Argument mit vertauschten Rollen liefert eine eindeutig
bestimmte Abbildung x’': P’ — P, so dass p}, = p; o k. Nun stellen wir fest, dass

pio (K or) = (pior) ok =pjok=p

und analog pj o (ko k') = p}. Wir haben also fiir alle ¢ € I kommutative Diagramme:

’

k' ok KOK
P 2P P =
R 4 S 4
idp und idps
pi Pi p; p/i

Die universellen Eigenschaften der beiden Produkte besagen allerdings, dass es jeweils nur
eine solche Abbildung in der oberen Zeile geben darf. Folglich muss x o ¥ = idps und
k' ok =idp. O

Mit diesem Satz 16st sich schlieflich die Verwirrung um die Produkte A x B x C,
(Ax B) x C und A x (B x C) mit den jeweils offensichtlichen Projektionen auf A, B
und C. Es ist ziemlich egal, mit welcher Beschreibung wir arbeiten. Denn alle erfiillen die
universelle Eigenschaft aus Definition 2.2.3, so das Satz 2.2.4 quasi gottgegebene Bijektionen
liefert, die zwischen den verschiedenen Produkten iibersetzen.

Ein weiterer Vorteil dieser Sichtweise auf Produkte ist, dass sie auch fiir unendliche Pro-
dukte sinnvoll ist. In Zukunft schreiben wir Produkte als x;c;X; mit dem stillschweigenden
Einverstandnis, dass wir uns der Existenz der Projektionen p;: x;c; X; — X; bewusst sind.

Achtung! Eine formale Konstruktion eines Produkts innerhalb der Mengenlehre
ist wie folgt moglich. Fiir Mengen {X;};c; kann man als Produktmenge

Xier X ={f: I = Uier Xi | f(i) € X;Vi € I}

wahlen. Hierbei ist U;c7X; die abstrakte, axiomatisch postulierte Vereinigung
von Mengen. Als Projektionen p;: X;cr X; — X; kann man die Auswerteabbil-
dungen p;(f) = f(¢) wihlen. Man priift leicht nach, dass die universelle Eigen-
schaft aus Definition 2.2.3 erfiillt ist. Allerdings stellt man genauso leicht fest,
dass diese bequeme Konstruktion fiir endliche Produkte a priori nichts mit ge-
ordneten Tupeln zu tun hat. Argerlich, aber nichts dran zu dndern. Gut, dass es
die universelle Eigenschaft gibt!
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2.2.4 Die Produkttopologie

Sei nun {X,};e; eine Familie topologischer Raumen (also Mengen mit Topologien) und
X ic1X; ein Produkt mit Projektionen p;: Xx;c; X; — X;. Eins sollte mittlerweile klar sein:
was auch immer man fiir einen Topologie auf x;cX; betrachtet, die Projektionen sollten
besser stetig sein. Dies ist offenbar fiir die diskrete Topologie der Fall, weil de facto alle
Abbildungen aus diskreten Riumen offen sind. Dass alle Abbildungen aus Produkten stetig
sein sollten, klingt aber auch nicht wirklich sinnvoll. Hier empfiehlt es sich also, nach der
kleinsten Topologie zu suchen, die die Projektionen stetig macht. Diese findet man durch
folgende Uberlegung: fiir U; C X; offen gilt

p;1<Uj) = XieIUia wobei U; = {A[)](]“ 7; ?é:;

Nun stellt man fest, dass die von allen Mengen dieser Form erzeugte Topologie auf x ;¢ ist
genau das, was Bredon zu Beginn von Kap. 1.8 hinschreibt. Und den Beweis von Propositi-
on 1.8.1 haben wir direkt mit erledigt.

Fiir endliche Produkte ist die Definition sowieso genau das, was man erwarten wiirde.
Produkte offener Mengen sollten offen sein, also nimmt man einfach die von diesen Pro-
dukten erzeugte Topologie. Fiir unendliche Produkte ist allerdings nehmen wir allerdings
die vielleicht etwas iiberraschende Einsicht mit, dass Produkte unendlich vieler beliebiger
offener Mengen nicht offen sein miissen, um die Stetigkeit der Projektionen zu garantieren.
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3 Woche 3

3.1 Dienstag, 5. Mai
3.1.1 Beispiele fiir Unterrdume, Produkte und Quotienten
Es wird Zeit fiir einige Beispiele.

Beispiel 3.1.1 (R™ als topologisches Produkt). Die Euklidische Topologie auf R™ ist das
n—fache Produkt der Standardtopologie auf R. Um dies zu sehen betrachten wir folgende
Basen der zwei Topologien:

e fiir R?, , die Euklidischen Bille B.(z) = x + B(z) und
o fiir R”

prod

die Wiirfel We(x) =z + (—¢,€)™.

Es gilt dann B.(x) C W(z) C B, s(c), was zur Folge hat, dass die Topologien iibereinstim-
men (vgl. [Bre93, 1.1.3]).

Beispiel 3.1.2 (S* als Quotient, Teil 1). Wir kennen den Einheitskreis S' bisher als Un-
terraum von R? oder C. In Beispiel 2.1.4 haben wir gesehen, dass die Abbildung

frR—= S f(t)=e"
stetig beziiglich der Standardtopologie auf R und der Unterraumtopologie T, auf S ist.
Beh: S! trigt die Quotiententopologie 77 beziiglich f.

Zunichst ist f surjektiv, so dass die Grundvoraussetzung gegeben ist. Die Stetigkeit von f lie-
fert uns die Inklusion 7; C T,. Um 7T,, C T; zu sehen, sei V C S* gegeben, so dass f~1(V) C R
offen ist. Dann gibt es fiir jedes x = f(t) € V ein € > 0, so dass (t —€,t +¢) C f~1(V). Nun
ist fiir hinreichend kleines ¢

f(t—et+e) = {(1 +r)eltt) [ r s e (—6,6)}ﬂ51 cC

=:U,

und man kann z.B. mit dem Satz {iber die Umkehrfunktion aus Analysis 2 zeigen, dass
U C C offen ist. Folglich ist U, N S' € T; und da x € V beliebig war und U, N S C V gilt,
folgt schlieflich V' € 7;.

Beispiel 3.1.3 (S! als Quotient, Teil 2). S* 2 R/Z und S* = [0,1]/0 ~ 1 = [0,1]/{0,1}.
(Siehe virtuelle Tafel fiir mehr Details)

Beispiel 3.1.4 (Kein Homdomorphismus). Bleiben wir beim obigen Beispiel und betrachten
nun die eingeschrankte Abbildung

g: (0,21] — S, g(t) = €.
Diese Abbildung ist bekanntermaRen stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung g=*: St — (0, 27]

ist allerdings nicht stetig: es gilt ndmlich f(1/n) — 1 = f(2x), aber die Folge 1/n hat
in (0,27 keinen Grenzwert.
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3.2 Donnerstag, 7. Mai

Heute keine ausfiihrlichen Notizen. Hier nur die Punkte, die nicht detailliert bei Bredon
stehen (mit nachtraglichler Nummerierung).

3.2.1 Zusammenhang

Lemma 3.2.1 (vgl. [Bre93, L4, Problem 1]). Sei X ein topologischer Raum und A C X ein
zusammenhdngender Unterraum. Dann ist auch der Abschluss A C X als Unterraum von X
zusammenhdngend.

Beweis. Siehe virtuelle Tafel. O
Notation: Die Aquivalenzrelation aus [Bre93, 1.4.8] kiirze ich wie folgt ab:
T ~yy < z,y liegen in einer zusammenhdngenden Teilmenge von X
Fiir die Komponente eines Punktes = € X schreibe ich

Zy={yeX|yr~.a}= U m
z € M C X zshgd

3.2.2 Wegzusammenhang
Im wesentlichen hatte ich Problem 5 aus Kapitel 1.4 besprochen. Im Folgenden bezeichnet
I =0, 1] das Einheitsintervall und X ein topologischer Raum.

Definition 3.2.2. Ein Raum X heifst wegzusammenhdngend wenn es fiir alle z,y € X eine
stetige Abbildung v: I — X (genannt ,Weg“ in X) gibt, so dass 7(0) = z und v(1) = y. In
dem Fall schreiben wir x ~,, y.
Lemma 3.2.3. Durch x ~,, y ist eine Aquivalenzrelation auf X gegeben.
Beweis.

e Fiir alle z € X gilt « ~,, x via dem konstanten Weg ~(t) = x fiir alle t € 1.

e Falls v ein Weg von x nach y ist, ist durch 4™V(t) = v(1 — t) eine Weg von y nach z
gegeben.

o Sei 7, ein Weg von x nach y und 2 ein Weg von y nach z. Dann ist durch

7 (2¢), t€10,1/2]

71 % Y2(t) = {72(% —1), te[l/2,1]

ein Weg von x nach z gegeben. Diese Konstruktion nennt man Verkettung von Wegen.
Die Stetigkeit ist leicht zu sehen (z.B. mit Hilfe von Aufgabe 2.3). O

Die entsprechenden Aquivalenzklassen heifen Wegkomponenten von X. Die Wegkompo-
nente von x € X lasst sich beschreiben als

We={y € X|y~wax}= U (1)
YEP; X

wobei P,X = {y€ C(I,X)|~v(0) = 2} der sogenannte Wegraum von X mit Basispunkt
ist. Wegkomponenten und Komponenten sind im Allgemeinen nicht dasselbe. Beide Begriffe
sind aber eng verwandt. Hier ein Indiz:

Lemma 3.2.4. Wegkomponenten sind zusammenhdingend.

Beweis. Dies folgt aus der zweiten Beschreibung von W, zusammen mit der Tatsache, dass
Intervalle zusammenhéngend sind (siehe Aufgabe 3.1), aus [Bre93, 1.4.6 & 1.4.7]. O

Insbesondere ist jeder wegzusammenhingende Raum zusammenhéngend. Die Umkeh-
rung ist im Allgemeinen falsch (siehe néchste Sitzung). Dort werden wir auch sehen, dass
Wegkomponenten weder offen noch abgeschlossen sein miissen.
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4 Woche 4

4.1 Dienstag, 12. Mai
4.1.1 Wegzusammenhang ist nicht Zusammenhang

Wir iiberzeugen uns jetzt, dass die intuitiv motivierten Begriffe ,zusammenhingend* und
swegzusammenhingend® tatsdchlich verschieden sind. Das erschreckende dabei: das Parade-
beispiel ist kein vollig abstruser topologischer Raum, sondern ein durchaus anschaulicher
Unterraum von R2.

Beispiel 4.1.1. (Der Topologensinus) Die Topologensinuskurve (“topologist’s sine curve”)
kann man kurz und biindig als Abschluss des Graphen der Funktion x — sin(1/x) auf (0, co0)
definieren, oder auch konkret beschreiben:

X = {(z,sin(1/x)) |z > 0y U {0} x [-1,1] C R?.

=:5 =Xo

Dieses Beispiel zeigt, dass die Begriffe ,zusammenhéngend” und ,wegzusammenhfngend“ im
Allgemeinen nicht dquivalent sind. Des weiteren zeigt es, dass Wegkomponenten im Allge-
meinen weder offen noch abgeschlossen sein miissen. Naheliegenderweise spielt die starke
Oszillation von sin(1/z) nahe 2 = 0 eine Rolle.

X ist zusammenhingend: Wir iiberlegen uns zunéchst, dass X tatsédchlich der Ab-
schluss von S ist. Das sieht man wie folgt:

e Nach [Bre93, 1.3.9] ist S die Menge aller Grenzwerte in R? von Folgen in S.

e Leicht: Grenzwerte von Folgen in S miissen in entweder in S oder in X, liegen, es gilt
also S C X.

e Auch leicht: Jeder Punkte in Xy ist Grenzwert einer Folge in S, ergo X C S.
Daraus folgt nun, dass X zusammenhfngend ist:

e Nach [Bre93, 1.4.6] ist S als stetiges Bild des zusammenhéngenden Raumes (0, c0)
(siehe Ubungen) zusammenhéngend.

e X ist somit als Abschluss einer zusammenhéngenden Menge selbst zusammenh#ngend.

X ist nicht wegzusammenhéingend: Angenommen 7: I — X sei stetig mit y(0) € X
und (1) € S. Wir betrachten

t; =inf{t € I'|~([t,1]) C S}.

Nun ist S = X N {z > 0} als Schnitt mit einer offenen Menge in R? relativ offen in X.
Zusammen mit der Stetigkeit von v folgt

v((t1,1]) €S und  ~(t1) € Xo.

Fir t € (t1,t) gilt
Y(t) = (72(2),sin(1/72(t)))

und Stetigkeit liefert lim; ¢, v, (t) = 0. Der Grenzwert lim,_,o sin(1/x) existiert bekannter-
mafsen nicht. Somit kann « nicht stetig in ¢; sein.
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Die Wegkomponenten von X: Aus den Definitionen ist sofort klar, dass S und X
wegzusammenhéngend sind. Da kein Punkt aus S mit keinem Punkt aus X, durch einen
stetigen Weg verbunden werden kann (siehe oben), miissen S und X, die Wegkomponenten
von X sein. Wie bereits gesehen ist S offen in X, folglich ist Xy = X \ S abgeschlossen
in X. Allerdings ist S nicht abgeschlossen, da S # S, und genau so wenig ist X offen. Denn
jeder Euklidische Ball um einen Punkt in X enthélt notwendigerweise auch Punkte aus S.
Folglich miissen Wegkomponenten weder offen noch abgeschlossen sein.

4.1.2 Offenheit von Komponenten. Lokal zusammenhingende Riume.

Wir haben bereits gesehen, dass die Komponenten eines Raums X immer abgeschlossene
Teilmengen sind.

Beispiel 4.1.2. Falls X nur endlich viele Komponenten Zi,..., 7, hat, sind diese auch
offen, denn X \ Z; = U;%;Z; ist als Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen
wieder abgeschlossen.

Was allerdings wenn X unendlich viele Komponenten hat? Hier ein einfaches Beispiel:

Beispiel 4.1.3. Die Menge {1/n|n € N}U{0} C Rist als Unterraum von R v6llig unzusam-
menhingend, in dem Sinne, dass alle einpunktigen Mengen {1/n} und {0} Komponenten
sind. Das folgt als der Beobachtung, dass {1/n|n € N} als Unterraum von R? diskret ist.
Daraus folgt auch, dass {1/n} fiir alle n € N offen in X ist. Allerdings ist {0} nicht offen,
da jedes offene Intervall um 0 auch ein Elemente aus {1/n|n € N} enthélt.

Hier eine niitzlichen Bedingung, die die Offenheit von Komponenten garantiert.

Definition 4.1.4. Ein Raum X heifit lokal zusammenhdngend wenn es fiir jedes z € X
und jede Umgebung N von z eine Umgebung V von z gibt, die als Unterraum von X
zusammenhingend ist.

Lemma 4.1.5. Sei X lokal wegzusammenhdngend. Dann sind alle Komponenten von X

offen.

Beweis. Sel Z C X eine Komponente und x € Z. Da X lokal wegzusammenh&ngend ist,
gibt es insbesondere eine zusammenhingende Umgebung V' C X von N. Da jeder Punkt in
genau einer Komponente liegt, und jede zusammenhingende Teilmenge in einer Komponente
enthalten ist, muss V' C Z gelten. Insbesondere ist Z eine Umgebung von = und, da = € Z
beliebig war, ist Z als Umgebung all seiner Punkte offen (siehe Aufgabe 1.2). O

4.1.3 Quotienten und Produkte zusammenhingender Riume

Die besprochenen Beispiele zeigen, dass Unterrdume zusammenhingender Riume keines-
falls zusammenhéngend sein miissen. Fiir Quotienten und Produkte sieht die Sache hier
besser aus: beliebige Quotienten und Produkte (weg-)zusammenhingender Rdume sind wie-
der (weg-)zusammenhéngend. Anders gesagt: Zusammenhangseigenschaften ,yererben* sich
auf Produkte und Quotienten, jedoch nicht auf Unterrdume. Derartige Erbschaftsfragen wer-
den sich noch haufiger Stellen. Quotienten sind in Bezug auf Zusammanhang am einfachsten
zu verstehen.

Lemma 4.1.6. Sei X (weg-)zusammenhdingend und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann
ist der Quotientenraum X/ ~ (weg-)zusammenhingend.

Beweis. Per Konstruktion ist die Quotientienabbildung 7: X — X/ ~ surjektiv und stetig.
Falls X zusammenhéngend ist, ist X/ ~ nach [Bre93, 1.4.6] ebenfalls zusammenhangend.
Falls X wegzusammenhéngend ist, lassen sich Punkte in X/ ~ paarweise durch stetige Wege
verbinden, indem man Urbilder unter 7 wihlt, diese durch einen Weg verbindet, und letzteres
mit 7 komponiert. O
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Produkte sind etwas schwieriger zu verstehen.

Lemma 4.1.7. Sei {X;};cx eine Familie nicht leerer Raume. Eine Abbildung f: Z — X1 X;
ist genau dann stetig, wenn die Kompositionen p; o f: Z — X; fiir alle i € I stetig sind.

Satz 4.1.8. Produkte nichtleerer zusammenhdingender Riume sind zusammenhdngend.

Beweis. Wir gehen Schritt fiir Schritt vor und behandeln zunichst einfache Produkte, dann
endliche Produkte und schliefslich beliebige Produkte.

Einfache Produkte: Seien X und Y zwei zusammenhingende Ridume. Um zeigen dass
das kartesische Produkt X x Y zusammenhdngend ist, betrachten wir die Komponente Z;
eines fest gewidhlten Punktes (xg,yo) € X X Y. Fiir beliebige (z,y) € X x Y gilt dann:

e (z,y) und (xo,y) liegen in der Teilmenge X x {y}
e (z9,y) und (zo,yo) liegen in der Teilmenge {zo} x Y

Man sieht leicht, dass die Unterrdume X x {y} und {zp} x ¥ homéomorph zu X, bzw. Y,
und somit zusammenhingend sind. Es folgt, dass (z,y) und (z,yo) in der selben Kompo-
nente von X liegen. Da (z,y) beliebig war, gilt X x Y = Z,. Insbesondere ist X x Y ist
zusammenhingend.

Endliche Produkte: OBdA sei I = {1,...,n} und X = X; x --- x X,, das gewShnlichen
Produkt. Fiir n > 1 haben wir einen kanonischen Hom&omorphismus

Xy X x Xy = (X)X x Xpo1) X Xy

Per Induktion nach n erhilt man nun, dass X; x --- x X, zusammenhéngend ist.

Beliebige Produkte: Seinun {X;};c; eine beliebige Familie nicht leerer, zusammenhén-
gender Raume. Fir x € X = x;¢1X; sei z; = p;(z) € X;. Fiir eine endliche Teilmenge F C I
sei

XE@:{yEX|VZ¢Eyl:J}l}CX

Es ist nicht schwer, zu sehen, dass X, zusammen mit den Einschrdnkungen der Projek-
tionen p;, ¢ € E, ein Produkt der endlichen Familie x,cgX; ist. Insbesondere ist Xp , fiir
alle Wahlen von E und z als endliches Produkt zusammenhéngend. Nun sei fiir festes x

Z= |J X
E C I endlich

Da alle Mengen X , den Punkt z enthalten, ist Z als Unterraum von X nach [Bre93, 1.4.7]
zusammenhéingend. Wir zeigen nun:

Beh: 7 liegt dicht in X, das heift X = Z

Als Abschluss einer zusammenhéngenden Teilmenge ist X dann zusammenhingend. Um die
Behauptung zu beweisen, erinnern wir uns an die Beschreibung

Z={zeX|VUCXoffenizcU=UNZ+#0}.

Die Aussage X = Z bedeutet also nicht anderes, als dass jede nicht leere, offene Teilmenge
von X nicht leeren Schnitt mit Z hat. Eine Basis der Produkttopologie ist per Definition
gegeben durch Mengen der Form

U= ﬂpi_l(Uz‘)

i€l
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wobei £ C I endlich ist und U; C X; fiir jedes ¢ € E offen ist. Offensichtlich ist der
Durchschnitt B
UﬁXE’xZ{{L‘EXE’I|Vi€E2 x; € Ul}

nicht leer sofern alle U; nicht leer sind. Beliebige offene Teilmengen von X sind Vereinigungen
von Mengen der Form U und haben somit ebenfalls nicht leeren Schnitt mit Z sofern sie
nicht leer sind. O
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4.2 Donnerstag, 14. Mai

4.2.1 Trennungseigenschaften

Geometrische Objekte kdnnte man vage als “zusammenhdngende Gebilde mit interner Struk-
tur” beschreiben. Die interne Struktur sollte dabei gewé#hrleisten, dass man verschiedene
Punkte und/oder Bereiche des jeweiligen Objekts voneinander unterscheiden kann. Letzte-
res wird durch sogenannte Trennungseigenschaften realisiert, die in metrischen Raumen wie
selbstverstandlich gelten. Extreme Beispiele sind wie immer:

Diskrete Riume: Vollig unzusammenhéngende Punkthaufen.
R&ume mit trivialer Topologie: Klumpen ohne interne Struktur.

Diskreten Rdumen fehlt es an Zusammenhang und trivialen Rdumen fehlt es an Trennung.
Die eigentliche Herausforderung liegt darin, eine Balance zu finden.

Die Definitionen der Trennungseigenschaften Ty, Ty, To (Hausdorff), T5 (regulér) und Ty (nor-
mal) sind in [Bre93, Def. 1.5.1] nachzulesen. Bilder zur Veranschaulichung findet man auf
der virtuellen Tafel zur Sitzung. Es gelten offensichtlich die Implikationen

T, = 13 — 15 — T — 1o N

allerdings gilt im Allgemeinen keine der Umkehrungen. Wir zeigen zunéchst, dass metrische
Raume normal sind.

Lemma 4.2.1 ([Bre93, 1.5, Problem 9]). Sei X ein metrischer Raum.
(i) Fir jeden Punkt x € X ist die Finpunktmenge {x} C X abgeschlossen.

(ii) Seien A, B C X disjunkt und abgeschlossen. Dann gibt es disjunkte offene Teilmengen
UVCcXmitACU und BCV.

Mit anderen Worten: metrische Raume sind normal.

Beweis. Fiir (i) sei z € X gegeben und y # z. Fiir 0 < € < d(z,y) gilt dann B.(y) C X \{z},
so dass X \ {z} offen und somit {z} abgeschlossen in X ist. Fiir (ii) seien A,B C X
abgeschlossen und disjunkt. Dann ist X C B offen und es gilt A C X \ B. Folglich gibt es
fiir jedes a € A ein g, > 0, so dass By, (a) C X \ B, und analog fiir b € B ein &, > 0 mit
By, (b) C X \ A. Betrachte nun die Mengen

U= |]JB.(a) ud U=[] B, ().

acA beB

Als Vereiningung offener Mengen sind U und V offen und per Konstruktion gilt A C U
und B C V. Um zu zeigen, dass U und V disjunkt sind, seien a € A und b € B gegeben.
Nach Wahl von ¢, und ¢, gilt dann

d(a,b) > 2max{e,, e}

Sei nun z € B, (a) gegeben. Wir miissen zeigen, dass z nicht in B, (b) liegen kann.
Falls €, > €, so erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

2e, < d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) < e, + d(z,b)

und somit insbesondere d(z,b) > €. Der Fall ¢, < ¢, folgt mit einer &hnlichen Abschatzung.
O
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Interpretation der Trennungseigenschaften. Die Eigenschaften Ty und 73 sind in-
tuitiver als sie auf Anhieb wirken. Die Eigenschaften T3 und T} sind eher analytischer als
geometrischer Natur, die wichtigste Eigenschaft T5 ist ein Mittelding.

e Tp: Umgebungen unterscheiden Punkte (z #y < N(z) # N (x))

e Ty: Umgebungen bestimmen Punkte ({x} = Nyeprz) V)

o T»: “Grenzwerte sind eindeutig” (siehe néchstes Mal)

e T3, Ty: Haben mit der Existenz stetiger Funktionen zu tun (siehe [Bre93, 1.10]).
Beispiel 4.2.2.

(a) Riume mit der trivialen Topologie, die mehr als einen Punkt enthalten, erfiillen nicht
einmal Ty, da die einzige nicht-leere offene Menge, der ganze Raum, immer alle Punkte
enthilt.

(b) Diskrete Raume erfiillen trivial Ty, da jede abgeschlossene Teilmenge eine offene Umge-
bung von sich selbst ist.

(c) Etwas interessanter: auf der Menge £'([0, 1]) der integrierbaren Funktionen auf [0, 1] ist
durch

o(f. ) = / (@) - gla)|dz

eine sogenannte Pseudometrik gegeben, d.h. fast alle Eigenschaften einer Metrik sind
erfiillt, aus p(f,g) = 0 folgt lediglich nicht zwingend f = g. Metrische Bille und eine
davon erzeugt Topologie lasst sich wie mit einer Metrik definieren. Allerdings gilt die Tj
Eigenschaft nicht. Gilt ndmlich f(z) = 0 fiir alle bis auf endlich viele z, so gilt p(f,0) = 0,
so dass f in jeder offenen Umgebung der Nullfunktion enthalten ist.

(d) Beispiele fiir To—Raume, die nicht 77 sind, findet man in der algebraischen Geometrie.
Fiir einen kommutativen Ring R mit 1 definiert man das Spektrum Spec(R) als Menge
aller Primideale in R mit der Zariski Topologie. Die offenen Mengen haben alle die Form

U(I)={P € Spec(R)|I ¢ P}
wobei I C R ein beliebiges Ideal ist.

(e) Ein doppelt kurioses Beispiel ist die sogenannte “Gerade mit Doppelnull”. Formal ist sie
definiert als Quotient von X = R x {0,1} C R? beziiglich der Aquivalenzrelation

(a,0) ~ (a,1) fiir alle a # 0.

Ein Bildliche Veranschaulichung findet man auf der virtuellen Tafel zur Sitzung. Der
Quotient L = X/ ~ ist ein Ti—Raum, der nicht Hausdorff ist. Sei 7: X — L die
Quotientenabbildung. Die T;-Eigenschaft folgt aus der Beobachtung fiir (a,i) € X

X\ ({a} x{0,1}), a#0
X\ {(0,9)}), a=0.

Da endliche Mengen in X abgeschlossen sind, ist die Menge rechts in jedem Fall of-
fen. Insbesondere ist jede Einpunktmenge {[a,i|} in L abgeschlossen. Die Hausdorff—
Eigenschaft scheitert an den zwei Punkten [0, 0] # [0, 1]. Sind némlich U,V C L belie-
bige offene Umgebungen jeweils eines dieser Punkte, so iiberzeugt man sich leicht, dass
es ein € > 0 gibt, so dass

(—e,e) x {0} c 7 H(U) und (—¢,¢) x {1} c x }(V).

Folglich gilt U > [¢/2,0] = [¢/2,1] € V und somit U NV # (). Dieses Beispiel wird uns
in einigen Wochen noch einmal beschiftigen.

7 LA {[a,d}) ={
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5 Woche 5

5.1 Dienstag, 19. Mai
5.1.1 Konvergenz in topologischen Rdumen.

Der bekannte Konvergenzbegriff fiir Folgen in metrischen Rdumen ldsst sich gleich doppelt
verallgemeinern, zur Konvergenz von sogenannten Netzen in topologischen Rdumen.

Konvergenz von Folgen. Sei zunichst (x,),cn eine Folge in einem metrischen Raum X.
Die Folge heifft bekanntermafen konvergent gegen x € X falls die altbekannte Bedingung

Ve>0 dngeN VYn>ng:x, € B:(x)
erfiillt ist. Aquivalent kénnte man auch schreiben
YN eN(z) IngpeN Vn>ng:z, €N.

Die letzte Bedingung hat den Vorteil, keinen expliziten Bezug mehr zur Metrik zu haben.
Tatséachlich liefert sie einen sinnvollen Konvergenzbegriff fiir Folgen in beliebigen topologi-
schen Raumen. Wie sich herausstellt, sind Folgen allerdings zu “schwach”, um in beliebigen
R&aumen alles zu sehen, was sie in metrischen Rdumen sehen.

Gerichtete Mengen und Netze. Folgen in einem Raum X lassen sich mit Abbildun-
gen N — X identifizieren. Der Konvergenzbegriff benutzt dariiberhinaus die Ordnugnsrela-
tion < auf N. Die relevanten Eigenschaften dieser Relation sind wie folgt:

(1) z<axVzx
(2) 2<y<z=>x<z
(3) Va,y z:x<zAy<z

Ein Menge D zusammen mit einer Relation < mit diesen Eigenschaften nennt man eine
gerichtete Menge (vgl. [Bre93, 1.6.1]) und eine Abbildung ®: D — X heift Netz in X
(vgl. [Bre93, 1.6.2]). Dieses heifst schliefslich konvergent gegen x € X (vgl. [Bre93, 1.6.4]) falls

VN eN(z) Jage D VB> ap: ®(B) € N.

In Anlehnung an die fiir Folgen iibliche Notation schreibt man auch hiufig ®(«) = z,, und
bezeichnet das Netz ® mit {x4 }acp-

Achtung! Zweierler. Zum einen hat das Zeichen < hier je nach Zusammenhang
eine andere Bedeutung. Hier muss man als Leser etwas aufpassen. Zum anderen
sei darauf hingewiesen, dass Bredon implizit zusétzlich die Eigenschaft fordert,
dass aus z < y und y < z immer z = y folgt. Diese Bedingung gilt zwar in
allen im Buch auftretenden Situationen, sie ist aber weder nétig noch wird sie
benutzt.

Beispiele gerichteter Mengen. Neben den natiirlichen Zahlen sind Potenzmengen Bei-
spiele fiir gerichtete Mengen. Ist namlich X eine beliebige Menge, so erfiillen sowohl die
Teilmengenrelation C als auch die Obermengenrelation O die drei genannten Eigenschaften.
Fiir die letzte Eigenschaft bendtigt man A, B C AU B und A, B D AN B. Die wichtigsten
Beispiele fiir die abstrakte Topologie sind allerdings gewisse Teilmengen von Potenzmengen,
die abgeschlossen unter (endlicher) Durchschnittsbildung ist. Hier ein Beispiel: fiir einen
topologischen Raum X sei

T(z)={U Cc X|U offen, z € U}
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die Menge der offenen Umgebungen von z € X. Diese wird mit der Relation
U<U & UcU

zur gerichteten Menge. Man beachte hier die Reihenfolge: die Bedingung U < U’ bedeutet
hier, dass U’ enger um z liegt.

Beispiele von Netzen. Wie bereits beschrieben sind Netze im Spezialfall der gerichteten
Menge (N, <) nichts anderes als Folgen und der Konvergenzbegriff ist in metrischen Réumen
der {ibliche.

Ein weiteres bekanntes Beispiel sind die kontinuierlichen Grenzwerte lim;_,+, f(t) einer
Abbildung f: J — X aus einem Intervall J C R mit ¢, € J. Hierbei betrachtet man auf J
die Relation

s<pt = |t—to| <|s—tol,

die besagt, dass ¢ ndher an to liegt als s. Fasst man f als Netz in X auf, so ist lim;_¢, f(t)
nichts anderes als der Netzlimes beziiglich der Relation <i,.

Beispiele von Netzen, die auf Mengensystemen basieren findet man in den Beweisen von
Proposition 1.6.5, 1.6.6 und 1.6.7, die allesamt bekannte Aussagen fiir Folgen in metrischen
Raumen auf Netze in topologischen Rdumen verallgemeinern.

Warum iiberhaupt Netze? Laut [Bre93, 1.6.5] ist die Hausdorff-Eigenschaft dadurch
charakterisiert, dass konvergente Netze eindeutige Grenzwerte haben. Tatséchlich reicht es
nicht, dass nur konvergente Folgen eindeutige Grenzwerte haben.

Beispiel 5.1.1. Sei X eine {iberabzidhlbare Menge mit folgender Topologie:
UcC X offen: <= X\ U hochstens abzéhlbar

Anders gesagt: die abgeschlossenen Mengen sind genau die hochstens abzihlbaren Teilmen-
gen. Insbesondere ist X ein 7T7-Raum, da einpunktige Teilmengen abgeschlossen sind. Al-
lerdings ist X nicht Hausdorff, da fiir nicht-leere offene Teilmengen U,V C X

X\(UNV) = (X\D)UX\V)#X

abz&dhlbar

und somit UNV = () gilt. Nun stellt sich heraus, dass trotzdem jede konvergente Folge in X
einen eindeutigen Grenzwert hat.
Sei ndmlich (z,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert z € X. Dann ist die Menge

C={zp|zn#2}CX

abzdhlbar und somit abgeschlossen. Offensichtlich gilt x € X \ C, so dass X \ C eine offene
Umgebung von z ist. Die Konvergenz garantiert dann ein nog, so dass z,, € X\C, also z,, = z,
fiir alle n > ng. Anderes gesagt die Folge ist ab einen gewissen Schwellwert konstant x.

Nun koénnte man meinen, man wire fertig, da konstante Folgen sicherlich immer nur
einen Grenzwert hitten. Aber weit gefehlt! Hierzu ist tatsichlich die Th-Eigenschaft notig.
Andernfalls konnte es Punkte y € X geben, die in jeder Umgebung von « liegen, und die
dann ebenfalls Grenzwert der konstanten Folge z,z,z,... wiren. T} garantiert aber fiir
jedes = # y eine Umgebung von x, die y nicht enth&lt. Wir sehen, Konvergenz ist ohne T
ein ziemlich schwammiges Konzept.

Fazit: Folgen konnen in allgemeinen topologischen Ridumen nicht alles, was sie konnen
sollten. Sie sind gewissermafien zu kleine Werkzeuge. Netze haben eine grofere Durch-
schlagskraft.

Kern des Problems: Es stellt sich allerdings heraus, dass Folgen stark genug sind, so
lange man mit Raumen arbeitet, in denen alle Punkte abzdhlbare Umgebungsbasen
besitzen (siehe Ubungsblatt 5).
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5.1.2 Erbfragen bei Trennung

Hier eine kurze Ubersicht, wie sich die Trennungseigenschaften unter Bildung von Unterriu-
men, Produkten und Quotienten verhalt.

Unterrdume. Trennungseigenschaften vererben sich in der Regel gut auf Unterrdume.

Q: Sei X ein T;-Raum fir ¢ € {0,1,2,3,4} und A C X ein Unterraum. Ist A
dann auch ein T;—Raum?

e Ja fiir Ty, 71 und Ty (Hausdorff). Dies folgt sofort aus den Definitionen.
e Ja fiir T3 (reguldr). Einen Beweis findet man in [Bre93, 1.5.3].

e Fiir T} ist die Frage subtiler. Falls A abgeschlossen in X ist, ist die Antwort positiv und
der Beweis trivial. Im allgemeinen sind Unterrdume normaler Rdume allerdings nicht
normal. Ein wirklich drgerliches Gegenbeispiel findet man in [Bre93, 1.17.5, S. 59 {.].

Produkte. Fiir Produktraume sieht die Sache dhnlich aus

Q: Sei { X, }aca eine Familie von T;—Raumen. Ist das Produkt x ¢ 4 X, ebenfalls
ein T;—Raum?

e Ja fiir Ty, 71 und T» (Hausdorff). Wieder folgt diese sofort aus den Definitionen.
e Ja fiir T3 (regulédr). Dies lédsst sich leicht mit Hilfe von [Bre93, 1.5.2] beweisen.

e Fiir T} ist die Frage wieder subtiler. Zum Beispiel kann man zeigen, dass das R—fache
Produkt [0,1]® = x,ecg[0,1] des abgeschlossenen Eiheitsintervalls normal ist (siehe
niichste Woche), jedoch ist (0,1)® nicht normal.

Quotienten. Bei der Bildung von Quotienten kann einiges schief gehen. Als warnendes
Beispiel betrachte man R mit der Standardtopologie und die Aquivalenzrelation

z~Y = z—-yeQ.

Der Quotient R/ ~ ist {iberabzahlbar und trégt die triviale Topologie (Aufgabe!). Der Quo-
tient macht also aus einem normalen Raum einen Raum, der nicht einmal T erfiillt.

Fazit: Vorsicht bei Trennung in Quotienten!

5.1.3 Trennung in speziellen Quotienten.

Beispiel 5.1.2 (Reell projektive Riume). Der reell projektive Raum RP™ ist definiert als
Menge aller Ursprungsgeraden in R"*1. Formal lisst sich diese Menge beschreiben als

RP" = {R-z |z e R"™\ {0}}.
Offensichtlich haben wir eine surjektive Abbildung
7: R"\ {0} — RP", z—R.z

und wir versehen RP™ mit der entsprechenden Quotiententopologie. Diese Topologie fingt
die intuitive Vorstellung ein, dass Geraden durch naheliegende Punkte in R"*! auch als
Punkte in RP™ nahe beieinander liegen. Eine bildliche Veranschaulichung findet man auf
der virtuellen Tafel zur Sitzung.

23



Wir wollen uns nun kurz {iberlegen, dass RP” ein Hausdorff Raum ist. Vorweg etwas
Notation: fiir die Gerade durch einen Punkt = = (2, z1,...,2,) € R"T1\ {0} schreibt man
auch

] =[zo:x1: 2y =R-2=7(z) € RP™

Die Doppelpunktnotation nennt man auch homogene Koordinaten der Gerade. Seien also
[z] # [y] € RP™ gegeben. OBdA seien z,y € S™ (d.h. |z| = |y| = 1). Wir wéhlen ¢ > 0
hinreichend klein, dass die euklidischen Bille

Bs(x)’ BE(—x), Be(y)a Bs(*y) C R™H1

paarweise disjunkt sind und vollstéindig in R"*!\ {0} liegen. Nun iiberzeugt man sich leicht,
dass alle Paare von Vektoren v € B.(z) und w € Bc(y) linear unabhéngig sind, was zur
Folge hat, dass die Mengen

U=n(B:(z)) CRP" und V =n(B.(y)) C RP"

disjunkt in RP” sind und [z], bzw. [y]| enthalten. Ferner sieht man leicht, dass

“HU) = (R\{0}) - = [J A Bow) c R\ {0}

A#£0

Anschaulich ist dies ein offener Kegel in R™*! um die Gerade durch z. Da die Skalarmul-
tiplikation mit festem A # 0 ein Homdomorphismus von R™*1 \ {0} ist, ist X - B.(z) fiir
jedes X # 0, so dass 7~ 1(U) als Vereinigung offener Mengen wieder offen ist. Dasselbe gilt
fiir 7=1(V). Damit ist die Hausdorff-Eigenschaft nachgewiesen.

Beispiel 5.1.3 (Kollabierte Unterrdume, [Bre93, 1.13.7]). Sei X eine topologischer Raum
und A C X eine Teilmenge. Wir betrachten die Aquivalenzrelation
T~y = x,yEA,

deren Aquivalenzklassen genau die Einpunktmengen {z} mit z ¢ A und die Menge A selbst
sind. Den Quotientenraum bezeichnen wir mit X/A = X/ ~ 4. Die intuitive Vorstellung ist,
dass X/A aus X entsteht, indem A kontinuierlich zu einem Punkt zusammengezogen wird
(siehe Bilder auf virtueller Tafel).

Lemma ([Bre93, 1.13.8]). Sei X ein topologischer Raum und A C X abgeschlossen.
(i) Falls X regular ist, ist X/A Hausdorff.
(ii) Falls X normal ist, ist X/A normal.

Beweis. Wir beweisen nur (i), da der Beweis von (ii) &hnlich ablduft. Wir halten zunéchst
fest, dass die Quotientenabbildung

m X — X/A

eingeschrankt auf X \ A injektiv ist. Seien nun [z] # [y] € X/A gegeben und OBdA sei

y ¢ A

Fall 1: 2 € A Die Regularitit von X liefert disjunkte offene Mengen ﬁLT/ CXmit ACU
und y € V. Man priift leicht nach, dass U = 7(U) und V = = (V) disjunkt in X/A
sind und [z], bzw. [y] enthalten. Ferner gilt = € (U) = U und 7~ (V) = V, sodass U
und V offen in X/A sind.

Fall 2: v ¢ A. Da X regulér ist, also insbesondere auch Hausdorff, finden wir disjunkte
offene Mengen U,V C X mit z € U und Yy € V. Da A abgeschlossen in X ist, sind
auch U\ A und V \ A offen in X. Deren Bilder U = n(U \ A) und V = n(U \ A) sind
dann disjunkt in X/A und auch offen, da 7= 1(U) = U \ A, was aus der Bijektivitiit
von 7w auf X \ A folgt.

O
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5.2 Donnerstag, 21. Mai (Feiertag)

Keine Sitzung.
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6 Woche 6

6.1 Dienstag, 26. Mai
6.1.1 Kompaktheit und Uberdeckungen

Uberdeckungen. Eine Menge von Teilmengen {U;}icr, Ui C X, heikt Uberdeckung von X
(bzw. von A C A) wenn
X = UierU; bzw. A C U;erU;.

Falls jede U; offen ist, spricht man von einer offenen Uberdeckung. Eine Teiliiberdeckung ist
eine Teilfamilie {U;};ecs, J C I, die selbst eine Uberdeckung ist (siche [Bre93, L7.1]).

Kompaktheit. Kompaktheit ist eine Bedingung an Familien offener Mengen.
Slogan: Jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung.

Kompaktheit 1dsst sich sowohl mit offenen als auch mit abgeschlossenen Mengen beschrei-
ben. Sei {U,};cr eine Familie offener Mengen eines Raums X. Dann ist {A; = X \ U, }ier
eine Familie abgeschlossener Teilmengen. Der Raum X heifit kompakt wenn fiir alle solche
Familien die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jui=x = |JUi =X firein E CT endlich

i€l i€FE

(2) ()Ai=0 = [)Ai =0 fiirein E C I endlich
icl icE

(3) [)Ai#0 fiiralle EC Iendlich = ()4 #0
icE el

Bedingung (1) formalisiert den Slogan (siehe [Bre93, 1.7.2]), die Aquivalenz zu (2) ist offen-
sichtlich, und (3) ist nichts als die Kontraposition von (2) (vgl. [Bre93, 1.7.4]).

Niitzliche Konsequenzen von Kompaktheit. Kompaktheit macht das Leben in vie-
ler Hinsicht leichter, insbesondere im Zusammenspiel mit der Hausdorff Eigenschaft. Die
Beweise der folgenden Aussagen sind bei Bredon nachzulesen.

e Stetige Bilder kompakter Rdume sind kompakt (~ [Bre93, 1.7.6]).
e Abgeschlossene Teilmengen kompakter Raume sind kompakt (~ [Bre93, 1.7.7]).
e Kompakte Teilmengen von Hausdorff R&umen sind abgeschlossen (~ [Bre93, 1.7.5]).

e Sei f: X — Y stetig. Falls X kompakt und Y ein Hausdorff Raum ist, ist f ein
Homgomorphismus (~ [Bre93, 1.7.8]).

Vor allem die letzte Aussage ist in der Praxis extrem niitzlich, da sie einem oft erspart, die
Stetigkeit der Umkehrabbildung zu iiberpriifen.

Erbfragen fiir Kompaktheit (Ubersicht). Kompaktheit vererbt sich auf. ..
e ...abgeschlossene Unterrdume (~ [Bre93, L.7.7]).
e ...beliebige Quotienten (~» [Bre93, 1.7.6]).
e ...beliebige Produkte (~ [Bre93, 1.8.4,5,9], mehr dazu nichstes Mal).

Allgemeine Unterrdume sind in der Regel nicht kompakt. Denn wie gesehen sind kompakte
Unterrdume in Hausdorff Rdumen automatisch abgeschlossen (~ [Bre93, 1.7.5]).
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6.1.2 Kompaktheit in R™
Satz (|Bre93, 1.7.9]). Das Einheitsintervall I = [0, 1] ist kompakt.

Beweis. Sei {Uy}aca eine offene Uberdeckung von I. Wir betrachten die Teilmenge
S:={sel|[0,s] CUnep. U, mit E5 C Aiendlich C I'}

und setzten b = sup(S). Man sieht leicht, dass b > 0 und [0,b) C S. Es ist zu zeigen, dass
einerseits b € S gilt und andererseits b = 1. Beide Argumente sind sehr dhnlich. Das Erste
kann man bei Bredon nachlesen. Wir kiimmern uns um b = 1.

Angenommen es gelte b < 1. Wir wihlen ein 5 € A mit b € Ug. Da Upg offen ist, gibt es
0<a<b<ec<l,sodass [a,c C U Daa € |0,b) gilt insbesondere a € S, so dass [0, a
durch endlich viele Uberdeckungsmengen iiberdeckt wird. Allerdings gilt [0,c] C [0,a] U Ug
und somit auch ¢ € S, was ein Widerspruch zur Definition von b = supS ist. Folglich
gilt b = 1. O

Da jedes abgeschlossene Intervall [a, b] C R mit a < b hom6omorph zu [0, 1] ist, und Pro-
dukte kompakter Raume wieder kompakt sind (~ [Bre93, 1.8.5], nichstes Mal), ist insbe-
sondere [—m,m]™ C R fiir alle m,n > 0 kompakt. Daraus folgert man leicht den bekannten
Satz von Heine-Borel. Den Beweis kann man bei Bredon nachlesen.

Korollar (Heine—Borel, vgl. [Bre93, 1.8.7]). Eine Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

6.1.3 Einige Beispiele kompakter Riume und Homéomorphismen

Beispiel 6.1.1. Der Satz von Heine—Borel liefert sofort ein Vielzahl an Beispielen kompakter
Raume. Hier eine erste Auswahl:

D" ={zx e R"||z| <1} CR™ (die n—dimensionale Scheibe)
5" ={z e R""!||z| =1} CR™"! (die n-dimensionale Sphiire)

T" = (S)™ (der n—dimensionale Torus)

Korrektur: Hier hatte sich ein ungiinstiger Tippfehler eingeschlichen. Die Scheibe D™ lebt in R™
und nicht in R?+1,

Beispiel 6.1.2 (vgl. [Bre93, 1.13.6]). Die reellen projektiven Raume RP™ sind ebenfalls kom-
pakt. Aus der Beschreibung als Quotient von R"*1\ {0} ist dies allerdings nicht direkt ersicht-
lich, da R"™1\ {0} offensichtlich unbeschréinkt und daher nicht kompakt ist. Um trotzdem
mit Theorem 1.7.6 argumentieren zu kénnen nutzen wir die Tatsache, dass jede Ursprungs-
gerade in R"*! die Einheitsphiire S™ in genau zwei gegeniiberliegenden Punkten schneidet.
Ferner liegt mindestens einer dieser Punkte auf der oberen Hemisphéire S™ N {z,4+1 > 0}.
Letztere ist homGomorph zur Einheitsscheibe via der Abbildung

u: D" — S"M u(z) = (2, /1 — |z|2) € R® x R R™ T,

die invers zur der Projektion auf die ersten n Koordinaten eingeschréinkt auf S™N{z,,+1 > 0}
ist. Die Abbildung u und die Inklusion i: S™ — R"*1\ {0} liefern ein kommutatives Dia-
gramm

Dn u qn i Rn+1 \ {0}

D)~ —2s 5n)~n —L 5 RP"

Hierbei ist die Aquivalenzrelation auf S™ gegeben durch x ~ —z, das heift jeder Punkt wird
mit dem Gegeniiberliegenden identifiziert, wihrend auf D™ nur z ~ —z fiir alle x € ™!
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gefordert wird. Dies entspricht der Einsicht, dass u(S"~!) genau den Aquator in S™ (die
Punkte mit z,,+1 = 0) beschreibt, wo Geraden die obere Hemisphére in zwei gegeniiberlie-
genden Punkten schneiden. Die Abbildungen f und g sind so gewihlt, dass fom = moi
und gomy = 7 ou gelten. Man priift leicht nach, dass es jeweils genau eine solche Abbildung
gibt. Die Stetigkeit von f und g¢ folgt dann mit dem einfachen Teil von [Bre93, 1.13.5] aus
der Stetigkeit von 7 o4 und m; o u, die jeweils offensichtlich ist. Die Aquivalenzrelationen
und Abbildung sind letztendlich gerade so gewihlt, dass f und g bijektiv sind. Nun ist al-
lerdings S™/ ~ als Quotient eines kompakten Raums ebenfalls kompakt (~ [Bre93, 1.7.6]),
und RP™ ist ein Hausdorff Raum (~ Beispiel 5.1.2). Also greift [Bre93, 1.7.8] und f ist ein
Homd6omorphismus. Ferner wissen wir nun, dass S™/ ~ als homdomorphe Kopie von RP™
ebenfalls ein Hausdorff Raum ist. Da D™/ ~ wieder kompakt ist, ist auch g ein Hom&omor-
phismus.

Abschliefsend halten wir fest, dass wir RP™ als stetiges Bild der kompakten und zu-
sammenhangenden Scheibe D™ dargestellt haben. Dementsprechend erbt RP™ diese Eigen-
schaften. AuRerdem gewinnen wir die Anschauung, dass wir uns zum Beispiel RP? als eine
Scheibe vorstellen kénnen, bei der gegeniiberliegende Randpunkt identifiziert wurden.

Beispiel 6.1.3 (vgl. [Bre93, 1.13.10]). In Beispiel 5.1.3 haben wir das Konzept des Kolla-
bierens von Unterrdumen kennengelernt. Als konkretes Beispiel identifizieren wir hier den
Quotienten D™/S™~1 mit S™. Dazu betrachten wir die Abbildung

2c(l—r) r2—(1=r)? _
(Tzi(17;)2, :2+(17:)2) falls r = |£C| <1
N =(0,...,0,1) falls |z| =1,

f:D" — R f(a) = {

wobei r = |z| und N = (0,...,0, 1) der Nordpol der Sphére ist. Die obige Abbildung entsteht
aus zwel anderen Abbildungen:

e Stereografische Projektion (mehr dazu spiter) liefert einen Homéomorphismus
UNS"\{N}*}RT'" Jn(xl,...,l’n+1):ﬁ(ﬂj‘h...,zn)

mit Inversem a&l(y) = ﬁ@ya 1—[y?)

e Die Abbildung h: int D" — R™, h(x) = 7377 ist ebenfalls ein HomGomorphismus mit

Inversem h~1(y) =

I—fyl”
Man iiberzeugt sich leicht, dass die Komposition o' oh: int D" — S™\{N} eine Eindeutige

stetige Fortsetzung auf D" hat, die als Abbildung nach R"*! mit fﬁbereinstimmt. Daraus
lernen wir:

. ]?bildet D™ surjektiv und stetig auf S™ ab.
o f ist injektiv auf int D™ und bildet D" = S"~! auf den Nordpol ab.

Folglich gibt es genau eine Abbildung f: D"/S"~! — S", die das folgende Diagramm kom-
mutativ macht

D" ! Rn+l

Dn/Sn—l ! qn.
Diese Abbildung f ist bijektiv, stetig und bildet den kompakten Raum D"/S™~! in den
Hausdorff Raum S™ ab. Folglich ist f ein Homdomorphismus.

Was haben wir damit gewonnen? Bisher konnten wir nur S sowohl als Unterraum als
auch als Quotienten darstellen. Nun kénnen wir dies fiir alle Sphiren. Die Darstellung als
Unterraum ist niitzlich, um stetige Abbildungen nach S™ zu verstehen, wihrend die Quoti-
entendarstellung hilfreich ist, um stetige Abbildungen aus S™ heraus zu verstehen.
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6.2 Donnerstag, 28. Mai
6.2.1 Kompaktheit von Produkten
Wir sind im Wesentlichen den Beweis des Satzes von Tychonoff durchgegangen.

Satz ([Bre93, 1.8.5], Tychonoff endlich). Seien X1,...,X, kompakte topologische Riume.
Dann ist auch Produkt X; x --- x X,, kompakt.

Der Satz folgt per Induktion aus dem Spezialfall n = 2 (~~ [Bre93, 1.8.4]) Der Satz beruht
auf folgendem Konzept:

Definition ([Bre93, 1.7.12]). Eine Abbildung f: X — Y heift eigentlich (englisch: proper)
falls Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.

Beispiel 6.2.1. (1) Falls X kompakt und Y Hausdorff ist, so ist jede stetige Abbildung f: X — Y
stetig. Denn kompakte Teilmengen von Y sind abgeschlossen (~ [Bre93, 1.7.5]), deren
Urbilder unter f sind abgeschlossen in X und somit kompakt (~~ [Bre93, 1.7.7]).

(2) Die Projektion py: R? — R auf die zweite Komponente ps(z,y) = y ist nicht eigentlich.
Denn fiir jedes y € R ist {y} C R kompakt, aber pi; *(y) = R x {y} ist unbeschriinkt
und somit nicht kompakt (~ [Bre93, 1.8.7]).

Der wesentliche Schritt im Beweis von Satz von Tychonoff fiir endliche Produkte ist
dieser:

Satz ([Bre93,1.8.2&3]). Sei X kompakt undY beliebig. Dann ist die Projektion my : X xY — Y
abgeschlossen und eigentlich.

Beweis. Die Abgeschlossenheit wird in [Bre93, 1.8.2] direkt aus den relevanten Definitionen
hergeleitet. Mit der Beobachtung, dass X x {y} als hom&omorphe Kopie von X fiir je-
des y € Y kompakt ist, folgt die Eigentlichkeit mit [Bre93, 1.7.13]. Die Beweise der zitierten
Sétze sollte jeder bei Bredon nachlesen und durcharbeiten! O

Falls sowohl X als auch Y kompakt sind, ist einerseits die Projektion my eigentlich. Da
andererseits Y kompakt ist, ist dann auch das Urbild my*(Y) = X x Y kompakt. Damit ist
der Satz von Tychonoff fiir endliche Produkte bewiesen. Allgemeiner gilt:

Satz (|Bre93, 1.8.9]). Produkte X _, Xo beliebiger Familien kompakter Riume X, o € A
sind kompakt.

Den Beweis {ibergehen wir aus Zeitgriinden. Der Fall endlicher Produkte ist fiir alles
Weitere in dieser Vorlesung ausreichend. Interessierte konnen den Beweis bei Bredon nach-
lesen, der iiber sogenannte ,universelle Netze* 1auft. Alternativ findet man einen ebenfalls gut
nachvollziehbaren Beweis in dem Artikel [Che92].2 In beiden Quellen wird bemerkt, dass der
allgemeine Satz von Tychonoff dquivalent zum Auswahlaxiom ist. Dementsprechend fiihlen
sich die Beweis auch an.

Warum iiberhaupt? Der allgemeine Satz von Tychonoff ist fiir die mengentheoretische
Topologie nicht nur historisch wichtig, sondern liefert auch strukturell tiefe Einsicht in die
Welt der topologischen Ridume. Tychonoff hat urspriinglich nur Produkte des Einheitsin-
tervalls betrachtet. Um zu verstehen warum dies interessant sein konnte, betrachten wir
einen nicht leeren, ansonsten zunichst beliebigen topologischen Raum X und die Men-
ge F' = C(X,]0,1]) der stetigen Funktionen mit Werten in [0, 1]. Nach Tychonoff ist dann
das Produkt [0,1]F = XfeF[O, 1] kompakt, und als Produkt von Hausdorff Raumen eben-

falls ein Hausdorff Raum. Da F mindestens die konstanten Funktionen enthilt ist [0, 1]
nicht leer und wir haben eine Abbildung

d: X —[0,1]F, 2z &, O.(f) = f(z)

2Der Artikel [Che92] mit Uni VPN online verfiigbar: https://doi.org/10.2307/2324485
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Hierbei benutzen wir das Standardmodell [0, 1] = Abb(F, [0, 1]) fiir Produkte. Uber diese
Abbildung kann man zeigen:

Satz ([Bre93, 1.11.10]). Falls X wollstindig requlir ist (~ [Bre93, 1.9.5]), ist ® eine Fin-
bettung (siehe unten).

Ein dhnlicher Satz ist eventuell schon aus der linearen Algebra bekannt: falls V' ein
Vektorraum iiber einem Korper k ist, ist die Abbildung V' — V** in den Doppeldualraum,
die einen Vektor v auf die Abbildung schickt, die ein lineares A\: V. — k auf \(v) € k
abbildet, linear und injektiv. Die Bedingung der vollstindigen Regularitit garantiert die
Existenz hinreichend vieler stetiger Funktionen X — [0,1]. Mehr dazu in der nichsten
Sitzung.

6.2.2 Einbettungen

Eine Einbettung f: X — Y erlaubt es, den Raum X als Unterraum von Y aufzufassen.
Die formale Definition findet man bei Bredon etwas versteckt in [Bre93, 1.9.8]. Hier ist sie
explizit:

Definition 6.2.2. Eine injektive, stetige Abbildung f: X — Y heift (topologische) Einbet-
tung falls die induzierte Abbildung f: X — f(X) ein Homéomorphismus ist, wobei f(X)
als Unterraum von Y topologisiert ist.

Die Abbildung f ist eindeutig durch die Eigenschaft f = i o f charakterisiert, wo-
bei i: f(X) — Y die Inklusion ist. Als Diagramm:

De facto haben f und f ,die selbe* Werte, nur einmal aufgefasst in Y und einmal in f(X).
Diese vermeintliche Uberkomplikation ist allerdings fiir das formale Verstindnis hilfreich.

Achtung! Falls f nur stetig und injektiv ist, muss f kein Homdomorphismus
sein. Ein Beispiel kennen wir bereits: die Abbildung (0,27] — C, t — € aus
Beispiel 3.1.4.

Beispiel 6.2.3. Auf der virtuellen Tafel siecht man ein Bild einer etwas bizarren topologi-
schen Einbettung S — R®. Dabei handelt es sich um einen sogenannten wilden Knoten, der
unendlich oft mit sich selbst verschlungen ist (was auch immer das prézise heifen mag. . .).
Dieses Beispiel deutet an, dass der Stetigkeitsbegriff selbst im Kontext von R? eventuell
noch etwas zu flexibel ist, um intuitive geometrische Phinomene zu formulieren. An dieser
Stelle wird der Begriff der Differenzierbarkeit Abhilfe schaffen.

Unter gewissen Umsténden sind injektive stetige Abbildungen automatisch Einbettun-
gen. Das ist eine leichte Variation des ,kompakt-Hausdorff“ Arguments aus [Bre93, 1.7.8].

Lemma 6.2.4. Sei f: X — Y stetig und injektiv. Falls X kompakt und Y ein Hausdorff
Raum ist, ist f eine Einbettung.

Beweis. Die Abbildung f: X — f(X) ist stetig und bijektiv. Da f(X) als Unterraum von Y’
ein Hausdorff Raum ist, greift [Bre93, 1.7.8]. O
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6.2.3 Topologische Summen

Topologische Summen sind abstrakte Versionen der Vereinigung von disjunkten Unterrédu-
men. Das Konzept erlaubt es, beliebige Raume auf abstrakte Art und weise ,nebeneinander
zu legen®. Eine formale Definition steht in [Bre93, 1.8.11], eine etwas konzeptuellere Beschrei-
bung, die auch die Analogie zum topologischen Produkt herausstellt, ist im Anhang A.1.4
gegeben.

Definition 6.2.5 (Topologische Summen, Standardmodell). Sei {X,}aca eine beliebige
Familie topologischer Rdume. Das Standardmodell der topologischen Summe besteht aus
folgenden Daten:

Grundmenge: X, = {(zq,@)|a € A, 4 € Xa} = Uyca Xa x {a}
acA
Inklusionen: j,: Xo — Xo, Jao(Xa)
acA

Topologie U C X, offen :<= j 1(U) C X, offen fiir alle a € A.
acA

Folgende Eigenschaften weifst man leicht nach (siehe Satz A.1.13):

e Esgilt Xo =Upenjo(Xa) und jo(Xo) Nijg(Xs) = 0 fiir a # 8.
acA

e Die Inklusionen j,: X, — X, sind stetig, offen und abgeschlossen.
acA

Insbesondere sind die Inklusionen Einbettungen und verdienen somit ihren Namen.
Um die Summe X + Y zweier Rdume X und Y zu bilden wéhlen wir als Indexmenge
immer {0, 1}, explizit:
X+Y=(Xx{0hHhu(l x{1})

Beispiel 6.2.6. (1) Fiir disjunkte Unterrdume A, B C X eines gegebenen Raums ist durch
A+B— AUB, (a,0)—acA (bjl)—»beB

ein Homdomorphismus gegeben. Dies rechtfertigte die Interpretation als abstrakte dis-
junkte Vereinigung.

(2) Die Summe R + R ist homdomorph zu dem Unterraum R x {0,1} C R?. Genauso ist
sie homdomorph zu disjunkten Geraden in R? oder héherdimensionalen Euklidischen
Réaumen.

Das letzte Beispiel zeigt, dass es viele Modelle fiir die topologische Summe gibt. Eine
dhnliche universelle Eigenschaft wie beim Produkt garantiert allerdings, dass alle Modell
kanonisch homdomorph sind (siehe A.1.4).

6.2.4 Ankleben von Riumen
Ausgelagert in Abschnitt 7.2.1
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7 Woche 7

7.1 Dienstag, 2. Juni

7.1.1 Kompaktheit in metrischen Rdumen

Kompaktheit in metrischen Rdumen lasst sich dhnlich wie in R™ charakterisieren.

Satz (vgl. [Bre93, 1.9.4]). Sei X ein metrischer Raum und K C X ein Unterraum.

(1) K ist kompakt.

(2) Jede Folge in K hat eine konvergente Teilfolge.

(3) K ist vollstindig und total beschrankt.

Beweis. Es geniigt, den Fall K = X zu betrachten, der in [Bre93, 1.9.4] zu finden ist. O
Hierbei heifst K. ..

... vollsténdig falls jede Cauchy Folge in K konvergiert (~ [Bre93, 1.9.2&3]).

...total beschrinkt falls K fiir jedes € > 0 durch endlich viele e-Bélle iiberdeckt werden
kann. Anders gesagt:

Ve >0 Jay,...,2, € K : K C | JBo()
i=1

Die totale Beschrénktheit ist nichts anderes als die Heine-Borel Eigenschaft aus [Bre93, 1.7.2]
fiir Uberdeckungen durch metrischen Bille. Falls X selbst vollstindig ist, ist die Vollstin-
digkeit von K &quivalent zur Abgeschlossenheit.

Achtung! Totale Beschranktheit ist stirker als einfache Beschranktheit. In R™
sind sie zwar dquivalent, aber davon sollte man sich nicht tduschen lassen.

7.1.2 Metrisierbarkeit

Zu Beginne der Vorlesung hatten wir mit metrischen Riumen begonnen, um sie zu topo-
logischen Raumen zu verallgemeinern. Nachdem wir nun die wesentlichen Begrifflichkeiten
der Topologie kennengelernt haben, gehen wir nun der Frage nach, ob und wenn ja welche
topologische Eigenschaften die Existenz einer Metrik garantieren.

Definition 7.1.1. Ein topologischer Raum X heifit metrisierbar wenn die Topologie durch
eine Metrik induziert werden kann, das heifst falls es eine Metrik auf X gibt, deren ¢-Bélle
eine Basis der Topologie bilden.

Es gibt viele sogenannte Metrisierungssdtze, die hinreichenden oder dquivalente Bedin-
gungen fiir Metrisierbarkeit geben. Wir besprechen einen niitzlichen Klassiker.

Satz (Metrisierungssatz von Urysohn[Bre93, 1.9.10]). Sei X ein vollstindig requldrer Raum
mit abzdhlbarer Basis der Topologie. Dann ist X metrisierbar.

Die zentrale Rolle spielt eine weitere Trennungseigenschaft, die irgendwo zwischen regu-
lar (75) und normal (T}) liegt.

Definition ([Bre93, 1.9.5]). Ein Hausdorff Raum X heift vollstindig regulir (T55) falls
es fir jede abgeschlossene Teilmenge A C X und jeden Punkt € X \ A eine stetige
Funktion f: X — [0,1] gibt, so dass f|4 = 1 und f(z) = 0. Man sagt auch f trennt A
von x.
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Offensichtlich impliziert vollstindige Regularitéit gewohnliche Regularitét. Ist ndmlich f
eine trennende Funktion fiir A und z, so sind durch

Ac f7Y((3,1]) und ze f7'([0,1))
disjunkte offene Umgebungen in X gegeben.

Definition. Wir nennen eine Familie 7 C C(X, [0, 1]) stetiger Funktionen trennend falls es
fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C X und jeden Punkt z € X \ A ein f € F gibt, so
dass f|la =1 und f(z) =0.

Der in [Bre93, 1.9] gegebene Beweis von Urysohns Satz hat drei wesentliche Komponenten:

(1) Sei X vollstdndig reguldr und F C C(X,[0,1]) trennend. Dann gibt es eine Einbet-

tung ®: X — [0,1]F (~ [Bre93, 1.9.8]).
(2) Sei X vollstandig reguldr mit abzihlbarer Basis der Topologie. Dann gibt es eine ab-
zéhlbare trennende Familie 7 C C(X, [0, 1]). (~ [Bre93, 1.9.9]).
(3) Sei F abziihlbar. Dann ist [0,1]” metrisierbar (~ [Bre93, 1.9.6&7]).

Die Einbettung aus (1) angewandt auf die trennende Familie aus (2) liefert dann zusammen
mit einer Metrik aus (3) eine Metrik auf X.

Zum Beweis von (3). Die Aussage gilt allgemeiner fiir abzihlbarer Produkte metrischer,
bzw. metrisierbarer Rdume.

Lemma 7.1.2 (vgl. [Bre93, 1.9.6&7]). Abzdihlbare Produkte metrisierbarer Riume sind me-
trisierbar.

Beweis (Skizze): Es geniigt eine durch die natiirlichen Zahlen indizierte Familie {X,, }nen
metrisierbarer Radume zu betrachten. Sei d,, eine Metrik fiir X,,. Dann ist durch

<1
<1

0 (@ gn) = (T, Yn)s  dn(Tn,Yn)
17 dn(x’YL?yn)

ebenfalls eine Metrik gegeben, die dieselbe Topologie auf X,, induziert. Fiir z,y € XenXn
konvergiert dann die Reihe

o d! Tn,Yn
d(x,y) ::Z n( Y. )7

2TL
i=1

da jedes d}, nur Werte in [0, 1] annimmt. Die Metrikeigenschaften fiir d folgen leicht aus denen
der d},. Der Nachweis, dass d die Produkttopologie induziert ist bei Bredon nachzulesen. [

Zum Beweis von (2). Die Aussage ist etwas verwoben in [Bre93, 1.9.9] enthalten. Der
Beweis ist eine ziemlich geradlinige Ausnutzung einer abzidhlbaren Basis. Sei X vollstindig
reguliir und S eine abziihlbare Basis der Topologie. Fiir Paare U,V € S mit U C V wihlt
man, sofern existent, eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit f|y = 0 und f[x\y = 1. Die
Menge F dieser Funktionen ist dann hochstens abzihlbar und Bredon argumentiert, dass
sie fiir X # () nicht leer und trennend ist.

Zum Beweis von (1). Dies ist der interessanteste Teil des Beweises. Die Idee ist uns
schon am Ende von Abschnitt 6.2.1 begegnet. Sei F C C(X,[0,1]) eine trennende Familie
von Funktionen auf X. Wir arbeiten mit dem Standardmodell des Produkts

[07 1]]: = Abb(}—v [07 1])a Py: [Ov 1]}— - [Oa 1]v pf(g) =&(f)-

33



Die gesuchte Einbettung erhalten wir dann durch die Auswerteabbildung
X = (0,17, @@)(f) = f(a)

Diese Konstruktion tritt bei Bredon gleich an zwei Stellen auf, einmal in [Bre93, 1.9.8] und
nochmals in [Bre93, 1.11.10]. Wir fassen Sie wie folgt zusammen.

Lemma 7.1.3 (vgl. [Bre93, 1.9.8, 1.11.10]). Sei X ein Hausdorff Raum und F # 0 eine
trennende Familie. Dann ist die Auswerteabbildung ®: X — [0,1]” eine Einbettung.

Beweis. Drei Dinge sind zu zeigen:

® ist stetig: Per Definition gilt fiir die Kompositionen mit den Projektionen

(py o ®)(x) = 2(2)(f) = f(=).
Da diese stetig sind, folgt die Stetigkeit von f aus Lemma A.1.9.

® ist injektiv: Da Einpunktmengen in X abgeschlossen sind, gibt es fiir z # y ein f € F
mit
(2)(f) = f(z) =0# 1= f(y) = 2y)(f)-
Folglich gilt ®(z) # ®(y).

O ist ein Homdomorphismus auf ®(X): Sei C C X abgeschlossen. Es geniigt, zu zei-
gen, dass ®(C') abgeschlossen in ®(X) ist. Wir argumentieren mit [Bre93, 1.6.7] und
betrachten ein Netz {z,} in C, so dass {®(z,)} in ®(X) gegen ®(z) konvergiert.
Da [0, 1] ein Hausdorff Raum und @ injektiv ist, ist 2 € X eindeutig bestimmt. An-
genommen es gelte x ¢ C. Dann finden wir ein f € F mit f|¢ =1 und f(z) = 0. Nun
gilt allerdings wie bereits bemerkt

f(@) = (ps o ®)(x) = pr(lim @(za)) "2° lim (py 0 B(xa)) = lim f(z4) = 0

wobei wir die Stetigkeit von py ausgenutzt haben. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit von Grenzwerten in Hausdorff Rdumen. Folglich gilt € C' und ®(C)
ist abgeschlossen in ®(X).

O

Bemerkung. Fiir einen vollstdndig reguldren Raum X ist die Familie 7 = C(X,[0,1]) al-
ler stetiger Funktionen trennend. Den Abschluss des Bildes der entsprechenden Einbettung
d: X — [0,1)°010) nennt man die Stone-Weierstrass Kompaktifizierung 3(X) von X.
Tatséchlich ist 5(X) als abgeschlossener Unterraum des nach Tychonoff kompakten Produk-
traums [0, I]C(X’[O’l]) wieder kompakt. Unter einer Kompaktifizierung eines Raums X ver-
steht man allgemeiner einen kompakten Raum X zusammen mit einer Einbettung X — X
mit dichtem Bild. Die Stone-Weierstrass Kompaktifizierung wird im weiteren Verlauf keine
grofe Rolle spielen, sie ist jedoch in anderen Bereichen der Mathematik durchaus wichtig.
Mehr Details kann man in [Bre93, I.11, S. 34 {.] finden.

7.1.3 Normalitéit und Existenz stetiger Funktionen

Der Beweis des Metrisierungssatzes sollte gezeigt haben, dass stetige Funktionen niitzliche
Werkzeuge sein kénnen. Nun ist die Existenz stetiger Funktionen allerdings eine etwas indi-
rekte Bedingung an die Topologie eines Raumes, und im Gegensatz zu dem, was einem R"
vorgaukelt, fiir abstrakte topologische Riume keine Selbstverstandlichkeit. An dieser Stelle
entfaltet die Trennungseigenschaft der Normalitat (7y) ihre Wirkung.
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Das Lemma von Urysohn. Das Lemma von Urysohn garantiert die Existenz gewisser
»Abschneidefunktionen“ auf normalen Riumen.

Satz (Lemma von Urysohn, [Bre93,1.10.2]). Sei X normal, A C X abgeschlossen und U C X
offen mit A C U. Dann gibt es eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit fla = 0 und

flx\wwv =1

Eine direkte Konsequenz ist, dass normale Raume vollstéindig regulér sind (~ [Bre93,
1.10.3]). Der Beweis von Urysohns Lemma ist eine relativ direkte Anwendung der Norma-
liftseigenschaft in folgender Form:

Lemma 7.1.4 ([Bre93, 1.5, Problem 6]). Ein Hausdorff Raum X ist genau dann normal
wenn es fir alle A C X abgeschlossen und U C X offen mit A C U eine offene Menge V C X
gibt, so dass ACV CV CU.

Beweis. Sei zunéchst X normal und A C U wie oben gegeben. Dann ist B = X \ U Ab-
geschlossen und disjunkt von A. Normalitdt liefert disjunkte offene VW C X mit A C V
und B C W. Offenbar gilt dann V C X \W C X\ B=U.

Sei umgekehrt die zweite Bedingung erfiillt und A, B C X abgeschlossen und disjunkt.
Dann ist U = X \ B offen und A C U. Wir wiihlen dann V C X offen mit ACV CV CU
und erhalten durch W = X \ V eine offene Menge mit B C W und V NW = (). O

Fiir den Beweis von Urysohns Lemma reicht streng genommen die Hinrichtung von Lem-
ma 7.1.4. Die Details sollte man bei Bredon nachlesen (siehe [Bre93, 1.10.1&2]). Eventuell
hilft ein Blick auf die virtuelle Tafel oder in das entsprechende Video der Vorlesung, wo man
eine bildliche Veranschaulichung der Konstruktion finden kann.

Kompaktheit verbessert Trennung. In Anbetracht der Sitze von Urysohn werden die
etwas sperrigen Eigenschaft der vollstindigen Regularitit und Normalitét plotzlich interes-
sant. Wie sich herausstellt ist die Kombination und der schwiicheren Hausdorff Eigenschaft
und einer geeigneten Form von Kompaktheit allerdings genug, um diese stirkeren Tren-
nungseigenschaften sicherzustellen.

Satz ([Bre93, 1.7.11]). Kompakte Hausdorff Riume sind normal.
Beweis. Siehe Bredon. O

Definition ([Bre93, I.11.1]). Ein topologischer Raum heifst lokal kompakt falls jeder Punkt
eine kompakte Umgebung besitzt.

Satz 7.1.5 (vgl. [Bre93, 1.11.2]). Sei X ist lokal kompakter Hausdorff Raum.
(i) Jeder Punkt hat eine Umgebungsbasis aus kompakten Umgebungen.
(ii) X ist vollstandig reguldr.

Beweis. Der Beweis von (i) ist bei Bredon nachzulesen. Hier ein Beweis von (ii), den Bredon
aus unerklérlichen Griinden schuldig bleibt.

Sei A C X abgeschlossen und z € X'\ A. Da X\ A eine Umgebung von z ist, liefert (i) eine
kompakte Umgebung K mit x € K C X \ A. Als Unterraum eines Hausdorff Raums ist K
ebenfalls ein solcher, und somit nach [Bre93, 1.7.11] normal. Auferdem ist K nach [Bre93,
1.7.5] abgeschlossen in X, was zur Folge hat, dass 0K C K sowohl in X als auch in K
abgeschlossen ist. Da K eine Umgebung von z ist, gilt € K \ K und das Lemma von
Urysohn angewendet auf 0K und x im Raum K liefert f: K — [0, 1] stetig mit flox = 1
und f(z) = 0. Diese Funktion lsst sich durch

flx), zeK

J:X =0, {1 e XK
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stetig auf ganz X fortsetzen. Da 0K = 9(X \ K) gilt, ist f wohldefiniert und die Stetigkeit
folgt aus [Bre93, 1.2, Problem 8] (auch bekannt als Aufgabe 2.3 von Ubungsblatt 2). Offenbar
gilt f(z) =0und da A C X \ K erhalten wir f|4 = 1. O
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7.2 Donnerstag, 4. Juni
7.2.1 Anklebungen und Zellkomplexe

Die Anklebekonstruktion. Die Anklebekonstruktion aus [Bre93, 1.13.13] hatten wir be-
reits vor einer Woche kennen gelernt. Diese erlaubt es, an einen gegebenen Raum Y einen
anderen Raum X entlang einer stetigen Abbildung f: A — Y aus einem abgeschlossenen
Unterraum A C X ,anzukleben®. Die Intuition dabei ist, dass jedes a € A an den Punkt f(a)
geklebt wird. Formal wird dies als Quotient der topologischen Summe X + Y definiert:

YU Ai=(X+Y)/~= (X x{0}UY x {1})/(a,0)/ ~ (f(a),1)Va € A
Die Anklebekonstruktion kommt zusammen mit Abbildungen

kle—)YUf A, k‘y(y):[y,l]
kxiX%YUfA, k’x(.’L’):[l‘,OL

die wir auch etwas formaler iiber folgendes kommutative Diagramm beschreiben kénnen:

A / Y
i X+Y ky
X — Y Uy X.

Hierbei sind i: A — X die Inklusion von A, jx und jy die Inklusionen in die Summe und 7
ist die Quotientenabbildung. Wenn wir wie oben mit dem Standardmodell der Summe X +Y
arbeiten, gilt offensichtlich kx = 7o jx und ky = 7 o jy. Aus dieser Beschreibung ist die
Stetigkeit von kx und ky offensichtlich. Um die Notation {ibersichtlich zu halten schreiben
wir im Folgenden fiir gegebene A C X und B C Y

A+B=jx(A)Ujy(B)=(Ax{0}=UBx{1})c X+Y

und noch verkiirzter A = A+@ und B = ()+ B. Diese strenggenommen mehrdeutige Notation
ist gerechtfertigt, da wir X und Y nach Satz A.1.13 via jx und jy als Unterrdume von X +Y
auffassen konnen.

Lemma 7.2.1 (vgl. [Bre93, 1.13.14]). Seien Y, AC X und f: A — Y wie zuvor.
(i) Die Abbildung ky:Y — Y Uy X ist eine abgeschlossene Einbettung.
(ii) Die Einschrinkung von kx auf X \ A ist eine offene Einbettung.

Insbesondere ist Y Uy X die disjunkte Vereinigung der abgeschlossenen Teilmenge ky (Y)
und der offenen Teilmenge kx (X \ A).

Beweis. Die Stetigkeit von kx und ky haben wir bereits nachgewiesen. Aufierdem wissen
wir aus Satz A.1.13, dass die Inklusionen jx und jy offene und abgeschlossene Einbettungen
sind. Nun gilt fiir z € Y Uy X

r1(z) = {z} falls z = kx(z) mit z € X \ A
i(f7 (y) + {y} falls z = ky (y).

Dies sind nichts anderes als die Aquivalenzklassen in X + Y beziiglich der definierenden
Aquivalenzrelation. Insbesondere sehen wir fiir gegebene y € Y und z € X \ A

k' (ky (2) = j%' ({a}) = {«} kyt (ky () = 3y (6 (F 7 () + {w}) = {v},

37



was bedeutet, dass kx und ky injektiv auf X \ A und Y sind und dass Y Uy X die disjunkte
Vereinigung von ky (Y) und kx (X \ A) ist.
Wir zeigen nun, dass ky abgeschlossen ist. Fiir abgeschlossenes B C Y gilt

“Hky(B) =i(f(B) +B=jx(i(f '(B)))Ujy(B) C X +Y.

A priori ist f~!(B) abgeschlossen in A. Da A C X abgeschlossen ist, ist i(f~!(B)) ebenfalls
abgeschlossen in X. Folglich ist 7~*(ky(B)) abgeschlossen in X + Y und somit ky (B)
abgeschlossen in Y Uy X. Schlieflich sei U C X \ A offen. In diesem Fall gilt

“ex(U) =jix(U) Cc X +Y

Da A abgeschlossen in X ist, ist U auch offen in X. Somit ist 771 (kx (U)) = jx(U) offen
in X +Y, da jx offen ist Es folgt die Offenheit von kx(U) in Y Uy X. O

Die universelle Eigenschaft der Anklebekonstruktion. Streng genommen ist die
Anklebekonstruktion genauso mehrdeutig wie die topologische Summe. Der Ausweg ist wie
immer eine universelle Eigenschaft, die die Anklebung bis auf kanonischen Hom&omorphis-
mus charakterisiert. Den ersten Teil des n#chsten Satzes sollten Sie in Hausaufgabe 6.3
beweisen. Hier noch einmal die Losung.

Satz 7.2.2 (Universelle Eigenschaft der Anklebung). Die Anklebekonstruktion Y Uy X zu-
sammen mit den Abbildungen kx und ky folgendes universelle Problem lost:

/
Im Detail: fiir alle Paare von Abbildungen gy:Y — Z und gx: X — Z mit gy o f =gx o

gibt es genau eine stetige Abbildung g: YUy X — Z g¢ibt, so dass gx = gokx und gy = goky .
Fiir jede andere Losung

gibt einen eindeutig bestimmten Homdomorphismus: YU X — YOfX, so dass EX = Yokx
und ky = oky.

Beweis. Da Y Uy X die Vereinigung der Bilder von kx und ky ist, ist klar, dass es maximal
eine solche Abbildung g geben kann. Die universelle Eigenschaft der topologischen Summe
garantiert eine eindeutige Stetige Abbildung g: X +Y — Z mit gx = gojx und gy = gojy.
Die Annahme gx oi = gy o f hat zur Folge, dass § auf den Aquivalenzklassen 7~'(z)
fir z € Y Uy X konstant ist, denn fiir a € A mit f(a) = y gilt

9(jx (i(a)) = gx oi(a) = gy o f(a) = §(jv (¥))

und somit g(i(f~'(y)) + {y}) = 9(jv (y)) fiir alle y € Y. Folglich induziert g die gesuchte
stetige Abbildung g: Y Uy X — Z.



Falls (YU X, EX, %y) eine weitere Losung des universellen Problems ist, erhalten wir den
gesuchten Hom6omorphismus 1 aus dem Diagramm

wobei der inverse Homdomorphismus aus dem analogen Diagramm mit vertauschten Rollen
von Y Uy X und YUy X entsteht. O

Kollabierte Unterrdume als Spezialfall.

Beispiel 7.2.3. Im Anschluss an die Definition 1.13.13 behauptet Bredon, dass die Kollabie-
rung X /A ein Spezialfall einer Anklebung ist, ndmlich fiir einen einpunktigen Raum ¥ = {x}.
In diesem Fall gibt es offenbar nur eine einzige Abbildung A — {*}. Ein Homdomorphismus
lasst sich zwar leicht hinschreiben, allerdings ldsst sich an diesem Beispiel die Niitzlichkeit
von Satz 7.2.2 illustrieren.

Sei ndmlich 7: X — X/A die Quotientenabbildung und ¢: {*} — X/A die Abbildung,
die den einzigen Punkt * auf den Punkt [A] € X/A schickt, der der kollabierten Teilmen-
ge A C X entspricht. Wir zeigen nun, dass die universelle Eigenschaft der Anklebung erfiillt
ist, in dem wir dass universelle Problem 16sen:

{*} gy

9([z]) = g(n(2)) = gx (2)

zu setzen. Die Annahme gy oi = gy o f garantiert, dass gx auf A konstant mit Wert [A]
ist, so dass g wohldefiniert ist. Per Konstruktion ist dann 7 o g = gx stetig, so dass g
nach Lemma A.1.6 stetig ist. Satz 7.2.2 liefert dann einen kanonischen Homdomorphis-
mus ¢: {*} Uy X - X/Amit r =1 okx und ¢ = o ky.

Anklebungen von Zellen und Zellkomplexe. Einer der wichtigsten Spezialfélle ist das
Ankleben sogenannter Zellen. Dabei handelt es sich um nichts anderes als eine Scheibe D™,
die entlang einer Abbildung f: S"~! — Y an einen Raum Y angeklebt wird. Es handelt sich
also um die Anklebung im Spezialfall X = D" und A = S"~!. In diesem Zusammenhang
nennt man D", bzw. sein Bild in Y Uy D", gewohnlich eine n—dimensionale Zelle.

Definition 7.2.4. Man sagt, der Raum Y Uy D™ entstehe aus Y durch Ankleben einer n—
Zelle entlang f: S*~! — Y. Im Fall n = 0 setzt man per Konvention YUy DY =Y + DO, das
heifst, eine 0-Zelle anzukleben bedeutet, einen disjunkten Punkt hinzuzufiigen. Einen Raum,
der aus der leeren Mengen durch das sukzessive Ankleben endliche vieler Zellen entsteht
nennt man einen endlichen Zellkomplexz.
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Die Bedeutung von Zellkomplexen und insbesondere sogenannten CW Komplezen (sie-
he [Bre93, 1.8, S.194 fI.]) wird erst deutlich, wenn man sich mit der algebraischen Topologie
beschéftigt und insbesondere (Ko-)Homologietherien beschéftigt (siehe [Bre93, IV.6.1]). Mit
Hilfe von Abbildungen f: S™ — Y aus lésst sich jedem Raum Y eine Gruppe 7, (Y") zuord-
nen (siehe [Bre93, IT1.1]), die man n-te Homotopiegruppe von Y nennt. Den Spezialfall n = 1,
die sogenannte Fundamentalgruppe 71 (Y "), werden wir am Ende des Semester kennenlernen.

Beispiel 7.2.5. In diesem Beispiel wollen wir den Torus 72 = S' x S! als Zellkomplex
darstellen. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

(1) Beispiele 6.1.3 und 7.2.3 zusammen liefern fiir n > 1 Homdomorphismen
{*}f UD" ~ Dn/sn—l ~ S".

Insbesondere erhalten wir den Einheitskreis S, indem wir eine 1-Zelle an einen Punkt
ankleben, den wir wiederum als eine 0—Zelle auffassen kénnen.

(2) Nun denken wir uns S* C C als Einheitskreis in der komplexen Ebene und kleben eine
weitere 1-Zelle entlang der konstanten Abbildung c: S° — S mit ¢(+1) = 1 € C an.
Das Resultat ist hom&omorph zu der sogenannten Einpunktvereinigung

Stv st = (St x {1})u ({1} x 8h).
Um einen Homdomorphismus zu erhalten, betrachten wir die Abbildungen
g St — 8tV St (2) = (1)
h: D' — S'v S', h(t) = (1,em0D).
Offenbar gilt h(£1) = (1,1) = j(¢(£1)) und wir erhalten ein kommutatives Diagramm:

C

S() Sl

L lf

D' o 5ty st
Die universelle Eigenschaft der Anklebung liefert dann eine stetige Abbildung
f:S8*u. D' = stv st

Aus den Definitionen sieht man leicht, dass j und h injektiv auf ganz S bzw. D'\ S°
sind und dass die Vereinigung ihrer Bilder ganz S'V S' ist. Daraus kann man schliefien,
dass f bijektiv ist. Nun ist aber S*Vv S als Unterraum von S! x S! ein Hausdorff Raum
und S' U, D! als Quotient der kompakten Summe D! + S! kompakt. Somit ist f nach
[Bre93, 1.7.8] ein Homomorphismus.

Alternativ hatte man hier auch wieder die universelle Eigenschaft der Anklebung fiir
das Tripel (S V S!,j, h) nachweisen konnen. Es ist durchaus ratsam, dies einmal zu
versuchen, um sich mit verschiedenen Argumentationsmustern vertraut zu machen.

(3) Schlieflich betrachten wir die Abbildung

(274t 1) t€[0,1/4]
Le2m@t=1) ¢ e [1/4,1/2]
: St stvsth (1 j ’
v (6—271'2(4“*2)7 ]_) te [1/23 3/4]
(1,e-27i4=3)) ¢ € [3/4,1]

von deren Stetigkeit man sich leicht tiberzeugt. Wir kdnnen und « als eine geschlossene
Kurve in S x 8! vorstellen, zunéchst den eingebetteten Kreis S! x 1 in einer Richtung
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durch, dann den Kreis 1 x S, dann wieder S x 1 allerdings in umgekehrter Richtung,
und schlieflich noch einmal 1 x S ebenfalls in umgekehrter Richtung. Wir behaupten,
dass die Anklebung (S Vv S') U, D? homdomorph zu S x S! ist. Dazu konstruieren wir
ein kommutatives Diagramm

gl T 4 gty gl

I lﬂ'

D2 L glxg!

wobei j die Inklusion von S' Vv S' in S! x S! ist. Um die Abbildung I' zu erhalten,
benutzen wir als Hilfe die Abbildung

Teie

: D? - [-1,1]? 0y =
7 LA e(re™) max{| cosf|,|sind|},
die den Kreis radial auf das Einheitsquadrat streckt. Mit etwas Rechnerei kann man sich
iiberzeugen, dass ¢ ein Homdomorphismus ist. Die Abbildung I" erhalten wir dann als
Komposition von ¢ mit der Abbildung

[-1,1]7 — St x S, (s,1) — (671'2'(175)76m'(17t))'

Das Diagramm induziert dann zusammen mit der universellen Eigenschaft der Ankle-
bung eine Abbildung (S*V S')U, D* — S! x S! und ein &hnliches kompakt—Hausdorff
Argument wie zuvor zeigt, dass es sich um einen Homéomorphismus handelt.

Die Moral von dieser Geschichte ist, dass wir S x S! nach und nach aus einer 0-Zelle,
zwei 1-Zellen und einer 2—Zelle konstruiert haben. Die ganze Diskussion ldsst sich auch
sehr schon in dem Modell des Torus beschreiben, bei dem die gegeniiberliegenden Rander
eines Quadrats identifiziert werden. Die Abbildung ~ mach in diesem Bild nicht anderes
als den Rand des Quadrats in eine Richtung zu durchlaufen.

7.2.2 Lokal Euklidische Rdume und topologische Mannigfaltigkeiten

Nachdem wir jetzt alle notwendigen Begriffe aus der Sprache der abstrakten Topologie ken-
nen, wenden wir uns einer speziellen Klasse von Rdumen zu, die die Grundlage der modernen
Geometrie bilden. Diese sind unter dem Namen ,Mannigfaltigkeiten“ bekannt, meist deko-
riert mit diversen Adjektiven.

Was sollte eine Mannigfaltigkeit sein? Die Idee der Mannigfaltigkeit konnte nicht
alltdglicher sein: heute weif jedes Kind, dass die Erde ist eine Kugel ist, obwohl ihre Ober-
fliche durch unsere Augen betrachtet erstmal wie eine Scheibe aussieht. Auch innerhalb der
Mathematik und Physik gibt tauchen an vielen Stellen Rdume auf, die lokal so aussehen wie
ein Vektorraum, global allerdings weit davon entfernt sind. Die Idee der Mannigfaltigkeiten
ist also in erster Ndherung:

¢

Idee: ,Mannigfaltigkeiten“ sind Rdume, die nahe jedem Punk so aussehen wie

ein Euklidischer Raum R™.

Die Anfiihrungszeichen sind bewusst gesetzt, denn wie sich herausstellt, ist diese Idee nicht
genug, um eine verniinftige Theorie aufzubauen. Meistens begegnen einem diese Réume
als Unterrdume eines umgebenden Euklidischen Raums. Beispielsweise stellt sich fiir uns
die Erdkugel als Teil eines dreidimensionalen Anschauungsraums dar. Und letztendlich war
die Position relativ zu anderen Objekten wesentlich fiir die Erkenntnis, dass die Erde keine
Scheibe ist. Ein gut verstédndlicher umgebender Raum kann also sehr hilfreich sein. Allerdings
haben wir in der Vorlesung Beispielen von unendlich verknoteten Kreisen im dreidimensio-
nalen Raum gesehen, die man eigentlich nicht mehr guten Gewissens Kreis nennen kann.
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Wir miissen also unsere Wunschliste prézisieren. Also gehen wir noch einmal tief in uns und
stellen fest:
Mannigfaltigkeiten sollten. ..

e ...lokal aussehen wie Euklidische Rdume.

e ...nicht notwendig Unterrdume von Euklidischen Raumen sein, wobei es praktisch
wiére, sie bei Bedarf so darzustellen.

e ...zumindest lokal nahe jedem Punkt wiirden wir gerne Bewegungen und Richtungs-
dnderungen wie in R™ beschreiben kénnen. Wir hiitten also gerne die Moglichkeit, nahe
jedem Punkt eine Differentialrechnung dhnlich wie in R™ einzufiihren.

Lokal Euklidische Rdume und das Dimensionsproblem Mit allem, was wir bisher
gelernt haben, konnen wir zumindest die ersten anderthalb Forderungen in eine prézise
Definition umwandeln.

Definition 7.2.6. Ein topologischer Raum X heifst lokal Fuklidisch falls es fiir jedem Punk-
te x € X eine offene Umgebung und einen Homdomorphismus

¢o:U—-U CR"”

auf eine offene Teilmenge U’ C R™ gibt. Das Paar (U, ¢) nennen wir eine n—dimensionale
Karte von X um x.

Rein topologisch gesehen ist diese Definition nicht uninteressant und liefert eine Klasse
von Riumen, die deutlich bessere Eigenschaften haben, als allgemeine topologische Riume.
Als Hausaufgabe sollen Sie beispielsweise zeigen, dass die Begriffe Zusammenhang und Weg-
zusammenhang fiir lokal Euklidische Rdume {ibereinstimmen. Pathologische Beispiele wie
der Topologensinus sind also von vornherein ausgeschlossen.

Allerdings sind lokal Euklidische Rdume unzureichend in vielerlei Hinsicht unzulénglich,
um unsere intuitive Vorstellung von Mannigfaltigkeiten zufriedenstellend abzubilden. Ein
sehr subtiles Problem zeigt sich bei einer genauen Betrachtung der Definition der Dimen-
sion. Man ist im ersten Moment geneigt, die in Definition 7.2.6 auftretenden Zahl n als
Dimension von X zu betrachten. Diese unscheinbare Annahme erweist sich allerdings als
ein ernsthafter Stresstest fiir die mithsam entwickelte Sprache der topologischen Rdume und
stetigen Abbildungen.

Frage: Sei X ein lokal Euklidischer Raum. Kann ein Punkt x € X fiir m # n
sowohl m—dimesionale als auch n—dimensionale Karten haben? Oder anders ge-
fragt: konnen R™ und R" fiir m # n homdomorph sein?

Die Antwort sollte selbstverstdndlich klar und deutlich nein sein. Alles andere wire ein
unakzeptabler Glaubwiirdigkeitsverlust des Begriffs der Stetigkeit. Die Tatsache, dass Sie
heute immer noch {iber topologische Raume und Stetigkeit lernen, deutet vielleicht schon
an, dass die entwickelte Theorie den Stresstest letztendlich bestanden hat. Allerdings ist die
sogenannte Invarianz der Dimension alles andere als Selbstverstindlich. Diese und dhnli-
che Fragen lassen sich mit Methoden der algebraischen Topologie, inbesondere den schon
genannten Homologietheorien, behandeln (siehe [Bre93, IV.19.10]). Die Entwicklung der al-
gebraischen Topologie wire wiederum ohne die abstrakte Sprache der topologischen Réume
nahezu undenkbar.

Aber zuriick zur Suche nach einem geeigneten Mannigfaltigkeitsbegriff. Ein Punk an dem
lokal Euklidische Rdume deutlich offensichtlicher scheitern ist der Wunsch nach einen lokalen
Differentialrechnung. Sei némlich X ein lokal Euklidischer Raum und ¢: U — U’ C R"
eine Karte um einen Punkt x € X. Dann ist fiir eine gegebene Funktion f: X — R"die
Komposition

floogp™: U — R
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eine Funktion auf einer offenen Teilmenge von R™. Fiir solche Funktionen wissen wir, was
Differenzierbarkeit heifien sollte. Nehmen wir also einmal an, f o ¢! sei differenzierbar
in ¢(x). Nun sein ¢p: V' — V' eine andere Karte um x. Dann gilt fiir alle y € (U NV)

foyv ™ y)=Ffod to(poy ™) (y).

Die Komposition ¢ o ?)~! nennt man einen Kartenwechsel. Genauer handelt es sich dabei
um eine Abbildung

R™ > (U NV) -5 ¢(UNV) C R

zwischen offenen Teilmengen von R™ — vorausgesetzt wir nehmen die Invarianz der Dimensi-
on als gegeben hin. Wire ¢oty~! in () differenzierbar, so wiire fo1~! nach der Kettenregel
auch in ¢ (z) differenzierbar. Somit konnten wir, wenn auch mit Umweg iiber Karten, wohl-
definiert lokal von Differenzierbarkeit sprechen. Allerdings hat ¢ o ~! als Komposition von
Homoomorphismen iiberhaupt keinen Grund, differenzierbar zu sein. Tatséchlich kann man
falls n > 1 fiir jede Karte ¢, beziiglich der f o ¢ differenzierbar in ¢(z) ist, eine Karte 1
finden, so dass f o ~! nicht in 9 (z) differenzierbar ist. Hier ist die Lage also ausweglos:
Topologie allein ist nicht genug, um eine lokale Differenzialrechnung auf die Beine zu stellen.

Dariiber hinaus stellt sich heraus, dass einfach zu viele merkwiirdige topologische Raume
lokal Euklidisch sind. Beispielsweise ist die Gerade mit Doppelnull aus Beispiel 4.2.2(e) lokal
homéomorph zu R (und das sogar mit differenzierbaren Kartenwechseln!), aber nicht einmal
ein Hausdorff Raum. Da wir so etwas wie Analysis betreiben wollen, sollten Grenzwerte
allerdings besser eindeutig sein. Deutlich subtiler und gleichzeitig um einiges problematischer
gibt es Beispiele lokal Euklidischer Rdume, die keine abzdhlbare Basis haben. Warum das
ein Problem darstellt, ist &hnlich wenig offensichtlich wie die Invarianz der Dimension, aber
es stellt ein Problem dar. Mehr dazu spéter.

Wie wir sehen werden, lassen sich die Problemfliegen Dimension und Differenzierbarkeit
mit einer Klappe schlagen, nimlich der Forderung das die Kartenwechsel ¢ o 1y~! differen-
zierbar sein sollten — was wiederum neue subtile Fragen aufwirft. Um unnatiirliche Beispiele
auszuschlieffen hat sich folgende Definition als zufriedenstellend erwiesen:

Definition 7.2.7. Ein lokal Euklidischer Hausdorff Raum mit abzdhlbarer Basis der Topo-
logie heifst topologische Mannigfaltigkeit.

Mit dieser Definition endet der rein topologische Teil dieser Vorlesung vorerst. Als néch-
stes miissen wir uns Gedanken dariiber machen, wie wir Differenzierbarkeit, die letztendlich
nicht anderes bedeutet als lokale Linearisierbarkeit, mit der Sprache der Topologie in Ein-
klang bringen konnen.
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8 Woche 8

8.1 Dienstag, 9. Juni
8.1.1 Ein Beispiel vorweg

Sei U C RF offen und f: U — R¢ differenzierbar, der Sicherheit halber unendlich oft. Wir
betrachten den Graphen
M ={(u, f(v))|u € U} C R

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Projektion R**¢ — R* auf die ersten k& Komponenten
eingeschriankt auf M ein Homdomorphismus M — U liefert, der inverse zu der Abbil-
dung u — (u, f(u)) ist. Insbesondere ist M eine topologischen Mannigfaltigkeit. Bis hierhin
war die Differenzierbarkeit von f unerheblich. Welchen Mehrwert bietet sie also?

Fiir jedes u € U ist die Ableitung Df(u): R¥ — R’ eine lineare Abbildung. Fiir einen
Punkt z = (u, f(u)) € M betrachten wir dann den affinen Unterraum

T.M = {(u+v, f(u) + Df(u)v) |v € R}
=z + {(v,Df(u)v)|ve RF} c RFFHE

Fir £k = ¢ = 1 ist dies nichts anderes als die Tangente an den Graphen von f im Punkt z.
Allgemein nennt man T, M den Tangentialraum von M am Punkt x. Genau wie die Ablei-
tung D f(u) die bestmogliche ,lineare“ Approximation von f nahe u ist, sollte man sich den
Tangentialraum als ,lineare* Approximation von M nahe z vorstellen — ,linear* in Anfiih-
rungszeichen, weil eigentlich affin gemeint ist. Es stellt sich heraus, dass die lokale Struktur
von M nahe z im Wesentlichen durch T, M bestimmt ist, was es moglich macht, auf Metho-
den der linearen Algebra zuriick zu greifen.

Beispiel 8.1.1. Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion

fiB?={(z,9) eR?*|” + 9> <1} — R, f(z,y)=1—-2>—y>

In diesem Fall ist der Graph genau die offene obere Hemisphire in S2:
M= {(x,y,\/lf:z?fy?)’x2+y2 < 1} =52n{z >0} CR3.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass der Tangentialraum in einem Punkt p € S? N {z > 0} in
diesem Fall gegeben ist durch

TpM:p—i—{vERg‘(p,v):O},

was sich mit der Anschauung deckt, dass das orthogonale Komplement von p € S? in R? die
bestmdgliche lineare Approximation von S? liefert.

Das Problem mit dieser Beschreibung von Tangentialrdumen ist, dass Sie offensichtlich
stark von dem umgebende Euklidischen Raum abhéingt und zusétzlich noch von der Abbil-
dung f. Aufierdem haben wir im Fall von S? gesehen, dass nicht sich mit dieser Methode
nicht alle Tangentialriume auf einmal beschreiben lassen. Wir werden allerdings spéter se-
hen, dass die Tangentialrdume tatséchlich global und intrinsisch beschrieben werden kénnen.
Nichtsdestotrotz sollte man die obige Beschreibung von Tangentialrdumen stets im Hinter-
kopf behalten, da sie die nétige Anschauung liefert.

8.1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bredon gibt zwei verschiedene Beschreibungen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten. Beide
Beschreibungen basieren darauf, gewisse Objekte jeweils als ,differenzierbar zu erkliren:
einmal Karten, und einmal Funktionen auf offenen Teilmengen. Hier eine etwas ausfiihrli-
chere und kommentierte Version von Bredons sehr kompakt gehaltener Kartendefinition.
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Definition 8.1.2 (vgl. [Bre93, I1.2.1]). Sei X ein topologischer Raum.

(1)

Ein Homdéomorphismus ¢: U — U’ von einer offen Teilmenge U C X auf eine offene
Teilmenge U’ C R™ heikt (n—dimensionale Karte) von X. Aquivalent ist eine Karte ein
Paar (U, ¢) wobei U C M eine offene Teilmenge und ¢: U — R™ eine offen Einbettung
ist. Die Menge U heifit Kartengebiet oder Kartenumgebung. Falls x € U sprechen wir
von einer Karte um x.

Eine Familie von Karten {(Ua, ¢a)}taca mit X = UyecaU, heifit Atlas von X. Offen-
sichtlich existiert genau dann ein Atlas wenn X lokal Euklidisch ist.

Seien (U, ¢) und (V,v) zwei Karten von X mit U NV # @. Die Komposition

pop ™t
—
R™ D qb(U nv) w(U n V) C R™
R
Ppop~!

heiften Kartenwechsel. In der Regel werden die Definitions— und Wertebereiche von Kar-
tenwechseln nicht explizit notiert. Man schreibt einfach 1 o¢~! und ¢orp~! und iiberlisst
den Rest der Phantasie den Lesenden.

Zwei Karten (U, ¢) und (V1) heiRen CF vertriglich falls entweder U NV = () oder die
Kartenwechsel 1) o ¢~! und ¢ o ¢)~! beide k—fach stetig differenzierbar sind. Letzteres
ist moglich, da die Kartenwechsel Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von Eu-

klidischen Rdumen sind. Hierbei ist 1 < k < oo, wobei wir uns im Folgenden auf den
C* Fall beschranken.

Ein C*-Atlas von X ist ein Atlas A = {(Uy, da) }aca, s dass alle Kartenwechsel ¢go¢ !,
a,B € A, C* Abbildungen sind; das heit, alle Karten aus A sind paarweise C*—
vertréglich.

Eine C* Struktur auf X ist ein C*-Atlas S, der maximal ist in dem Sinne, dass jede
Karte von X, die C* vertriglich mit allen Karten aus S ist, bereits in S enthalten ist.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (auch C'*° Mannigfaltigkeit oder glatte Mannig-
flatigkeit) ist ein Paar (M, S) bestehend aus einem Hausdorff Raum M mit abzidhlbarer
Basis der Topologie und einer C'*° Struktur S auf M. Die C'*° Struktur wird in der Regel
nicht explizit notiert, genau wie die Topologie. Man spricht einfach von einer C'*° Man-
nigfaltigkeit M und nennt die Elemente der differenzierbare Struktur differenzierbare
Karten.

Noch einige Kommentare zur Definition:

o Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit ist automatisch eine topologische Mannigfaltig-
keit. Allerdings stellt sich heraus, dass nicht jede topologische Mannigfaltigkeit eine
C*° Struktur hat und dass ein und dieselbe topologische Mannigfaltigkeiten viele ver-
schiedene C'° Strukturen haben kann. Dies ist ein sehr subtiler Punkt, der lange
ibersehen wurde. Die moderne Definition differenzierbarer Mannigfaltigkeiten hatte
sich etwa in den 1920er Jahren etabliert. Aber erst 1957 entdeckte John Milnor, dass
die 7-dimensionale Sphére mehr als eine C*° Struktur hat [Mil56]. Tatséchlich gibt es
bis auf Diffeomorphismus (siehe unten) genau 28.

e Ein weiterer subtiler Punkt ist der Dimensionsbegriff, der in der obigen Definition nur
um Zusammenhang mit Wertebereichen von Karten auftritt. Wir zeigen nun, wie die
Differenzierbarkeit der Kartenwechsel garantiert, dass man fiir differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten verniinftig von der Dimension reden kann.
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Lemma 8.1.3 (C'-Invarianz der Dimension). Zwei C vertrigliche Karten, deren Karten-
gebiete sich schneiden, haben dieselbe Dimension.

Beweis. Seien ¢: U - U’ C R"und¢: V — V' C R™ Karten eines Raums X und z € UNV.
Die Ableitungen der Kartenwechsel sind dann lineare Abbildungen

Ly = D(¢poyp ) (¢(x)): R* — R™ und
Ly = Do ¢ )(é(x)): R" — R".
Nun liefert aber die Kettenregel

LyoLy=D(¢pov™")(¢(x) o D(yo¢™")(4(z))
=D(poy " opog ) (4(z))
= D(idgm )(¢(x)) = idgm

und analog Ly 0 Ly = idg». Mit anderen Worten, Ly und L, sind inverse lineare Isomorphis-
men. Dementsprechend gilt m = n, da isomorphe R—Vektorrdume nach einem grundlegenden
Satz der linearen Algebra dieselbe Dimension haben. O

Korollar 8.1.4. Sei M eine zusammenhdingende C*° Mannigfaltigkeit. Dann haben alle
differenzierbaren Karten dieselbe Dimension. Insbesondere kann man M eine wohldefinierte
Dimension dim(M) zuordnen.

Beweis. Fir x € M sei dim, (M) die Dimension einer beliebigen differenzierbaren Karte
um z. Nach Lemma 8.1.3 ist dim, (M) wohldefiniert. Offensichtlich ist die Funktion

M — NU{0}, =z~ dim,(M)

auf jedem Kartengebiet einer differenzierbaren Karte und somit stetig beziiglich der diskreten
Topologie auf N U {0}. Da M zusammenhingend, ist die Dimensionsfunktion auf ganz M
konstant (~-[Bre93, 1.4.5]). O

Achtung! Bredon handhabt das Dimensionsproblem etwas anders, in dem er
direkt “n—dimensionale Mannigfaltigkeiten definiert, das heifst, fiir jede vor-
gegebene Dimension wird ein Mannigfaltigkeitsbegriff erkldrt. Er beweist dann
nachtriglich, dass Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen nicht diffeo-
morph (bzw. homdomorph) sein kénnen. In der obigen Prisentation habe ich
diesen Schritt vorgezogen, um den Nutzen der Differenzierbarkeit hervorzuhe-
ben. Letztendlich sind aber beide Versionen im Wesentlichen Aquivalent. Der
einzig mogliche Unterschied wéren Mannigfaltigkeiten mit mehreren Komponen-
ten verschiedener Dimension. So etwas begegnet einem aber eher selten. Insbe-
sondere einigen wir uns auf die Konvention, dass wann immer von einer glatten
Mannigfaltigkeit die Rede ist, alle Komponenten dieselbe Dimension haben, es
sei denn es ist explizit die Rede von Komponenten verschiedener Dimension.

Mit Hilfe von Karten lésst sich der Differenzierbarkeitsbegriff von R™ auf C*° Mannig-
faltigkeiten iibertragen.

Definition 8.1.5 (Differenzierbare Funktionen und Abbildungen).

(1) Sei M eine C*° Mannigfaltigkeit und U C M offen. Eine stetige Funktion f: U — R
heifkt glatt oder C*° wenn fiir jede differenzierbare Karte (U, ¢) die Komposition fo¢~1,
genannt Kartendarstellung von f, glatt ist. Sei C*°(U) die Menge aller glatten Funktio-
nen auf U.

(2) Eine stetige Abbildung f: M — N zwischen C*° Mannigfaltigkeiten M und N heift
glatt falls die Kartendarstellung 1o fo¢p ™1 fiir alle differenzierbaren Karten (U, ¢) von M
und (V,4) von N glatt ist. Sei C*°(M, N) die Menge aller glatten Abbildungen von M
nach N.
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(3) Eine Abbildung f: M — N heifit (C*) Diffeomorphismus falls f bijektiv ist und so-
wohl f als auch f~! glatt sind. Falls ein so Diffeomorphismus existiert heifen M und N
diffeomorph.

Diffeomorphismus ist der natiirliche Aquivalenzbegriff fiir C>° Mannigfaltigkeiten. Allerdings
gibt es auch schwiichere Aquivalenzbegriffe, die sinnvoll sind. Um diese zu unterscheiden,
fiihren wir folgende Notation ein:

M = N M ist diffeomorph zu N
M ~ N M ist homdomorph zu NV
M ~ N M ist homotopiedquivalent zu N (~»[Bre93, 1.14.3])

Den Begriff der Homotopiedquivalenz werden wir spiter kennenlernen.

8.1.3 Funktionale Strukturen und Garben

Bredons zweite Beschreibung von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten beruht auf Eigen-
schaften der Zuordnung U — C*°(U). Die funktionalen Strukturen aus [Bre93, 1.2.2] findet
man allerdings heutzutage unter einem anderen Namen.

Definition 8.1.6 (Garben). Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe F von R-Algebren
besteht aus folgenden Daten:

e Fiir jede offene Teilmenge U C X eine R-Algebra F(U). Elemente von F(U) nennt
man Schnitte von F.

e Fiir jede Inklusion U C V offener Teilmengen einen Homomorphismus p};: F(V) — F(U),
so dass pY = idy und p); o pl¥ = p¥ wann immer U C V' C W. Die Abbildung p¥;
nennt man auch Einschrinkung und schreibt f|y = p¥; (f).

Diese Daten erfiillen zusitzlich folgende Bedingungen fiir jede Familie offener Teilmen-
gen {U; bier:

Lokalitét: Falls f,g € F(U;c;U;) und fly, = g|u, fir alle i € I, so gilt f = g.

Verklebung: Falls f; € F(U;) fiir alle i € I gegeben sind und fi|v,nv, = fjlu,nu; fiir
alle 4, j € I gilt, gibt es ein f € F(U;erU;) mit fly, = fi.

Garben sind in der Mathematik nahezu allgegenwértig. IThre Stirke liegt darin, das Zwi-
schenspiel zwischen lokaler und globaler Information effizient zu organisieren. Fiir uns sind
folgende Beispiele interessant:

Beispiel 8.1.7. e Sei X ein topologischer Raum. Fiir offenes U C X ist die Menge
der stetigen Funktionen C(U) eine R-Algebra und die Einschrinkungsabbildungen
C(V) — C(U) sind R-Algebra Homomorphismen. Man priift leicht nach, dass diese
Zuordnung eine Garbe auf X ist, die Garbe der stetigen Funktionen.

e Falls M eine C* Mannigfaltigkeit ist, ist C*°(U) fiir offenes U C M eine Unter-
algebra von C(U), die alle konstanten Funktionen enthilt. Man sieht leicht, dass
fir f € C®°(U) und V C U die Einschrdnkung f|y wieder glatt ist, und dass die
Lokalitéts- und Verklebungsbedingungen erfiillt sind. Die C>° Funktionen bilden also
auch eine Garbe, genauer eine Untergarbe der Garbe der stetigen Funktionen auf M.

e Die funktionalen Strukturen aus [Bre93, 1.2.2] sind in dieser Sprache genau die Un-
tergarben der Garbe von stetigen Funktionen, die alle konstanten Funktionen enthal-
ten.
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Achtung! Die Sprache der Garben nimmt in anderen Bereichen der Mathematik,
vornehmlich in der algebraischen Geometrie, teilweise eine sehr abstrakte Form
an. Insbesondere miissen Schnitte von Garben im Allgemeinen keine Funktionen
sein!

8.2 Donnerstag, 11. Juni (Feiertag)

Keine Sitzung.
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9 Woche 9

9.1 Dienstag, 16. Juni

Weniger ist mehr. Formal ist eine C*° Struktur zwar als ein mazimaler C> Atlas defi-
niert. In der Praxis ist man allerdings eher an mdglichst kleinen C°° Atlanten interessiert,
beziehungsweise an solchen, die niitzliche Eigenschaften haben. Die einfache, aber wichtige
Einsicht ist, dass durch jeden C* Atlas A eines Raums X genau eine C* Struktur festgelegt
wird. Ein einfaches Argument mit der Kettenregel zeigt namlich, dass durch

A = {(V, ) Karte von X | (V,1) ist C> vertréiglich mit allen Karten aus A}

ein maximaler C* Atlas gegeben ist, der A enthilt. Fiir einen anderen C* Atlas B auf X
gilt A=8 genau dann wenn jede Karte aus A mit jeder Karte aus B C* vertraglich ist,
oder dquivalent, wenn die Vereinigung A U B ein C* Atlas von X ist.

Auch beim Nachpriifen der Differenzierbarkeit von Abbildungen f: M — N zwischen
C° Mannigfaltigkeiten gilt, dass weniger mehr ist. Statt alle Kartendarstellungen 1o fog~!
zu betrachten, geniigt es, fiir jeden Punkte p € M eine C* Karte von M um p und eine
von N um f(p) zu finden, so dass die Kartendarstellung im klassischen Sinne differenzierbar
ist (siehe Ubungsblatt 9).

9.1.1 Einige abstrakte Beispiele von C>*° Mannigfaltigkeiten

Beispiel 9.1.1. (Vektorrdume als C*° Mannigfaltigkeiten) Sei V' ein endlich dimensionaler
reeller Vektorraum. Aus den Analysisvorlesungen ist bekannt, dass V' eine Norm zul&sst und
dass alle Normen die gleiche Topologie induzieren, die Normtopologie. Durch Wahl einer
Basis B = (by,...,by) erhalten wir einen lineare Isomorphismus

ép:V — R", ¢B(Z)\b> sy An).

Da lineare Abbildungen beziiglich der Normtopologie stetig sind, ist ¢p insbesondere auch
ein Homoéomorphismus. Anders gesagt, durch die Wahl einer Basis haben wir einen At-
las {(V, ¢p)} des topologischen Raums V' mit nur einer Karte gefunden. Da mit einer einzige
Karte keine nichttrivialen Kartenwechsel auftreten, handelt es sich um einen C* Atlas, der
wie oben beschrieben eine C* Struktur festlegt. Fiir jede andere Basis C' = (¢q,. .., ¢,) sind
die Kartenwechsel

ppods', pcogy't R — R”

lineare Isomorphismen und insbesondere C*° Abbildungen. Folglich ist die C*° Struktur,
die man durch Wahl einer Basis erhélt, tatséchlich unabhéngig von der konkreten Wahl der
Basis. Diese nennen wir die lineare C* Struktur auf V und betrachten im Folgenden aller
endlich dimensionalen R Vektorrdume als C*° Mannigfaltigkeiten, in dem wir sie mit der
Normtopologie und der linearen C* Struktur ausstatten.

Bemerkung (Exotische C* Strukturen auf R™?). Naiv wiirde man wohl erwarten, dass es
auf R™ eine eindeutige C*>° Struktur gibt, ndmlich die Lineare. An dieser Stelle wird es
allerdings ziemlich wild. Fiir # 4 gibt es tatséchlich bis auf Diffeomorphismus nur die lineare
C> Struktur auf R™. Allerdings hat R* sogar iiberabzéhlbare viele C> Strukturuen! Beide
Aussagen sind alles andere als einfach zu beweisen. Aufferdem stellt sich heraus, dass in
Dimension 4 ziemlich nichts so lduft, wie man erwarten wiirde. Wer einen Einblick in diese
Welt erhalten mochte, sei auf das Buch ,The Wild World of 4—-manifolds“ von Alexandru
Scorpan verwiesen [Sco05].

Beispiel 9.1.2 (Offene Teilmengen von C* Mannigfaltigkeiten). Offene Teilmengen von
C> Mannigfaltigkeiten lassen sich kanonisch als C*>° Mannigfaltigkeiten auffassen. Sei M
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eine C* Mannigfaltigkeit und U C M offen. Dann ist durch Einschrénkung der C* Karten
von M ein C* Atlas von U gegeben. Genauer:

{(UNV,¢luav) | (V,¢) C* Karte von M}

Ein konkretes Beispiel dieser Konstruktion sind die Matrixgruppen GL(n,R) und GL(n,C)
als offene Teilmengen der Vektorrdume der reellen oder komplexen n x n-Matrizen.
An dieser Stelle halten wir auch kurz fest:

e Fiir U C R™ offen haben wir nun zwei Definitionen von Coo(U,R™). Beide stimmen
mit den beschriebenen Konventionen tiberein.

e Fiir U C M offen hatten stimmt die Menge C*°(U) der C* Funktionen mit der Menge
der C* Abbildungen C*>(U,R) iiberein.

e Sei M eine C*° Mannigfaltigkeit. Dann ist jede C* Karte ¢: U — U’ C R"™ a posteriori
eine auch eine C>* Abbildung. Denn die Differenzierbarkeit der Kartendarstellungen
folgt sofort aus der der Kartenwechsel.

Beispiel 9.1.3 (Produkte von C*>° Mannigfaltigkeiten). Fiir gegebene C>° Mannigfaltigkei-
ten M und N ist durch

{(UxV,¢x)|(U,¢) und (V,4) sind C> Karten von M und N}

ein C*° Atlas von M x N gegeben.

9.1.2 Konkrete Beispiele fiir C>* Mannigfaltigkeiten

Niitzliche Notation: Fiir z = (21, ...,2,) € R" schreiben wir
(1, iy ey Tn) = (T2, oy i1, Tig 1y -+, Tyy) € R Y i=1,...,n

fiir den Vektor, der durch auslassen der iten Koordinate entsteht.

Beispiel 9.1.4. (Ein C> Atlas fiir S") Fiir die Sphire S* = {# € R"*! | |z| = 1} gibt es
mehrere C*> Atlanten, die man kennen sollte. In [Bre93, I1.4.3] wird einer {iber stereogra-
phische Projektion beschrieben. Ein weiterer ist gegeben durch

pF:UF ={zecS"|+x; >0} — B"={ycR"||jy| <1}, i=1,...,n+1
(1, Tng1) = (X1, Ty oy Tg1)-

Diese Abbildungen sind bijektiv mit Inversen
-1
(d)zi) (y):(y17"'7yi—17i 1_|y|27yi7~'-ayn)'

Offensichtlich ist (gbli)fl(y) als Abbildung B™ — R"*! stetig, und sogar C*°. Auferdem
kénnen wir qbii als Einschrinkung einer C*° Abbildung R"*! — R" auffassen. Insbesondere
erkennen wir die Kompositionen

o7/ 7o (67) " B — B

sofort als C* Abbildungen. Da jeder Punkt von S™ in einer der Mengen Uii liegt, ist durch
{(Uii, ¢'i)}i:1,...,n+1 also ein C* Atlas von S™ gegeben. Es ist leicht, zu sehen, dass dieser

?

Atlas dieselbe C*° Struktur wie die stereographische Projektion beschreibt.
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Beispiel 9.1.5 (Projektive Rdume). Sei K = R oder C und KP™ der Raum der eindimen-
sionalen K—Untervektorriume von K"*! topologisiert als Quotient von K"*1\ {0} unter der
Abbildung

7 KT\ {0} — KP™, xw[zg:---: 2]

wobei [zg : -+- : x,] fiir den durch x = (zo,...,z,) aufgespannten Unterraum von K"*+!
steht. Fiir diese sogenannten homogenen Koordinaten gilt

[o: - raxp]=[Axo: - Amy], firalle0#\ek

Einen Atlas fiir KP"™ erhalten wir durch

¢1U1:{[x0xn]G]KP”ml;éO}—)]K", 1=0,...,n
1 ~
gbi([a:o:---:xn]):;(ml,...,xi,...,xn).

2

Diese Abbildungen sind bijektiv mit Inversen

67 (Wise s yn) =y it iyt

Die Nachweise der Offenheit von U; C KP™ und der Stetigkeit von ¢; und ¢, L sollten mitt-
lerweile Routine sein. Im Fall K = R haben wir direkt einen Atlas gefunden, fir K = C
miissen wir noch C" mit R?" identifizieren. Die Kartenwechsel ¢; o ¢; entstehen alle durch
Kombination von hinzufiigen oder einer Koordinate, die 1 enthilt, weglassen einer Koor-
dinate und teilen durch eine Koordinate, die ungleich Null ist. All diese Operationen sind
differenzierbar.

Beispiel 9.1.6 (7" als C>* Mannigfaltigkeit, vgl. [Bre93, I11.4.2]). Um eine C* Struktur
auf dem Torus T™ = (S1)" zu erhalten, betrachten wir

¢:R" —T" (z1,...,2,) — (62””1, e 7627”'95").
Wir wissen bereits, dass ¢ stetig und offen ist. Fiir z € R™ ist ¢ aufterdem injektiv auf dem
offenen Wiirfel

W, =2+ (0,1)" C R™

Folglich ist U, = ¢(W,) C T™ offen und wir erhalten Karten durch
¢z = (qlw,) " : Up — W, CR™

Man priift nun leicht nach, dass die Kartenwechsel ¢, o ¢! durch Translationen in R"
gegeben sind und somit C*°.

9.1.3 Einige Nichtbeispiele
Beispiel 9.1.7. Wir betrachten die Menge

X = {(z,y) € R?||z| = |y},

die das um 45° gedrehte Koordinatenkreuz — also in etwa den Buchstaben X — beschreibt.
Hierbei sollte es sich offensichtlich nicht um eine Mannigfaltigkeit halten, da der Nullpunkt
im Gegensatz zu allen anderen Punkte nicht so aussieht als hitte er eine Umgebung, die zu R
homo6omorph ist. Aber wir konnten wir das formal zeigen? In diesem Fall kénnen wir mit
Zusammenhang argumentieren. Man iiberzeugt sich leicht, dass jede Umgebung von 0 € X
mindestens vier Komponenten hat. Allerdings hat R™ \ {z} fiir jedes 2 € R"™ maximal zwei
Komponenten. Folglich kann 0 € X keine Umgebung haben, die homéomorph zu einem
Euklidischen Raum ist.
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Beispiel 9.1.8. Wir erinnern uns kurz an die Gerade mit Doppelnull
L=Rx{0,1}/~, (z,0)~ (z,1)Vz #0.

Diese war ein Beispiel fiir einen 77 Raum, der nicht Hausdorff ist. Nichtsdestotrotz ist L
lokal Euklidisch und hat sogar einen C* Atlas. Ein C*> Atlas ist gegeben durch

¢i: L\{[0,i]} — R, [z,i] =z, i=0,1.

Bemerkung. Das letzte Beispiel zeigt insbesondere, dass die Existenz einer C°° Struktur nicht
notwendigerweise zur Folge hat, dass der Raum Hausdorff ist. Dies kénnte man vielleicht
erwarten, da jeder Punkt eine Hausdorff Umgebung hat. Fiir abzihlbare Basen gilt dasselbe.
Beispielsweise ist jeder iiberabzihlbare diskrete Raum eine 0-dimensionale C>*° Mannigfal-
tigkeit.

9.1.4 Ein Diffeomorphismus
Beispiel 9.1.9. Wir wollen zeigen, dass betrachten die Abbildung

[x+iy:1—2], z#1

. g2 1 =
f:8° — CP-, f(xvy’z)_{[l;oL z =1

ein Diffeomorphismus ist. Dazu brauchen wir geeignete C*—Atlanten von S? und CP!. Fiir
CP" withlen wir den Atlas aus Beispiel 9.1.5:

$0: Up=CP'"\{[0:1]} — C, ¢o([o:w]) =w/a

¢1: U =CP"\{[1:0]} —C, ¢1([a:w]) =a/w

Fiir S? schreiben wir die stereographische Prjektion in komplexer Notation:

JN;UN:SR\{(O,O,l}—)(C, UN(xay7Z):x1tlj
UsiUS:Sn\{(0,0,*l}—)(C, US(xayvz):ﬁ—:_Zj

Fiir die Kartenwechsel gilt dann
_ _ 1
$10 ¢ 1(w) = o0 ¢; 1(11)) ~w

o500y (w) =0y ooy (w) = [w}? ~ @
Nun stellen wir fest, dass fiir (z,y, z) € Un per Definition
THy 1]

1— 2 . :d)l_lOO'N(‘Tay7Z)

f(x,y,z):[oeriy:lfz}:[

gilt und somit ist die Kartendarstellung ¢ o f o ag,l = id¢ glatt. Auferdem bildet f Uy
homoomorph auf U; ab, und zusétzlich den fehlenden Punkt (0,0,1) auf den einzigen
Punkt [1 : 0], der nicht in U; liegt. Damit wissen wir, das f bijektiv ist. Um f in der
Nahe von (0,0,1) zu verstehen, betrachten wir die Kartendarstelung ¢ o f o o509 o f 0 0.
Wir erhalten

b0 o foos(w) =,

was ebenfalls eine C*° Abbildung ist. SchlieRlich ist f~! notwendigerweise gegeben durch

ot odi(fa:w]), w#0

7o) = {(0,0,1), °7

folgt die Differenzierbarkeit von f~! analog.
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9.2 Donnerstag, 18. Juni
9.2.1 Richtungsvektoren in R”

Ableitungen und Richtungsvektoren. Zur Erinnerung: Sei U C R™ offen und f: U — R"
eine glatte Abbildung (im klassischen Sinn). Dann ist fiir p € U die Ableitung

f(p): R™ — R"
die eindeutig bestimmte lineare Abbildung, so dass

i L0~ flp) — f'(p)v

v—0 |U|

=0.

Konkret ldsst sich f'(p)v fiir v € R™ als Richtungsableitung beschreiben:

f(p+tv) — f(p)

f'(p)v ;

f(p+tv) = lim (1)

~ ditli=o

Im Spezialfall der Standardbasisvektoren v = ¢; = (0,...,1,...,0) € R™ erhélt man die
partiellen Ableitungen
_of

f/(p)ei = o

Fiir Kurven ~v: (a,b) — R", definiert auf einem offenen Intervall (a,b) C R, identifiziert man
die lineare Abbildung ~/(t): R — R™ fiir gegebenes t € (a,b) tiblicherweise mit ihrem Wert
bei 1 € R (der kanonischen Basis von R) und schreibt

(1) = (RO, .. 7a() € R

fiir den sogenannten Richtungsvektor von v an der Stelle ¢ € (a, b).

(p) € R™. (2)

Richtungsvektoren als Tangentialvektoren Wir betrachten noch einmal die Situation
aus Abschnitt 8.1.1. Sei U C R offen, g: U — R’ glatt und M = {(u, g(u)) |u € U} C RF+*
der Graph von g. Fiir p = (u, g(u)) € M hatten wir den affinen Raum

TEHN = p+ T,M, wobei T,M ={(v,g'(u)v)|ve R} c RF

als anschauliches Modell fiir Tangentialrdume betrachtet. Wir stellen nun fest, dass sich alle
Elemente von T, M als Richtungsvektoren von Kurven in M beschreiben lassen. Genauer
gilt:

T,M = {~/(0) € R¥** | y: (—¢,e) — R** C> Kurve, ¢ > 0, im(y) C M, v(0) =p}. (3)

Denn Einerseits ist jeder Vektor der Form (v, ¢'(u)v) der Richtungsvektor der C*° Kurve
t— (u +tv, g(u —l—tv)) € M an der Stelle t = 0 gegeben. Andererseits sei v: (—¢,¢) — RFF
eine C*° Kurve, die nur Werte in M annimmt. Dann kénnen wir fiir alle ¢ € (—¢, €) schreiben

() = (3(1), 9(3(1)))

wobei 7(t) € R¥ die ersten k Koordinaten von 7(t) enthélt. Da diese C°° Funktionen sind,
ist 4: (—¢,&) — R¥ eine C°> Kurve in R¥. Fiir den Richtungsvektor von  ergibt sich damit

7'(0) = (7(0), (g2 9)'(0)) = (7'(0), g'(5(0))¥'(0))

und somit 7'(0) € T’y M.
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Ableitungen in Richtung von Kurven. Die Richtungsableitungen aus (1) lassen sich
allgemeiner und ohne direkten Bezug auf die lineare Struktur von R"™ beschreiben. Fiir
f: U C R™ — R" wir zuvor und eine C* Kurve 7: (—¢,6) — R™ definieren wir die
Ableitung in Richtung ~ als

d

D)= (o) = 2|

FOr(@))-
Mit v(0) = p und ~/(0) = v liefert die Kettenregel
Dy (f) = (f o) (0) = f'(7(0))7'(0) = f'(p)v- (4)

Die Formel aus (1) erhilt man im Spezialfall der linearen Kurve v, (t) = p + tv.

Der Schliissel fiir die Verallgemeinerung auf Mannigfaltigkeiten ist die Beobachtung, dass
die der Richtungsvektor 4/(0) und der Differentialoperator D, &dquivalente Informationen
enthalten: beide kodieren das Konzept der ,Richtung“ an der Stelle ¢ = 0, wenn auch auf
sehr verschiedene Art und Weise.

Lemma 9.2.1. Seien v1,7v2: (—¢,&) — R" differenzierbare Kurven mit v1(0) = v2(0). Dann
gilt:

N0)=7%(0) < Dy = < Dy
Beweis. Die Hinrichtung folgt sofort aus (4). Die Riickrichtung folgt, indem man die Auswer-

tung von D., fir die Koordinatenfunktionen (z1,...,z,) — =) betrachtet. Es gilt némlich
per Definition

Dy, (i) = (z1 0 %) (0) = (7:)1(0)-

Falls D,, = D,,, stimmen also alle Koordinaten der Vektoren ~{(0) und ~5(0) iiberein. [

Y22

Die Moral von der Geschichte. Der Sinn und Zweck dieser Voriiberlegungen sind fol-
gende Erkenntnisse:

o Tangentialvektoren an einen Graphen kann man sich intuitiv als Richtungsvektoren
von Kurven.

e Richtungen von Kurven kann man iiber die Richtungsableitung auch ohne Vektor-
raumstruktur beschreiben.

Dies ist der Startpunkt fiir die Beschreibung von Tangentialvektoren an Mannigfaltigkeiten,
die in [Bre93, II.5] gegeben wird.
9.2.2 Tangentialvektoren und Differentiale

Sei nun M eine m-dimensionale C* Mannigfaltigkeit und p € M Fiir eine C>* Kurve
~v: (—g,&) = M mit v(0) = p und eine C* Funktion f: U — R mit p € U C M offen
kénnen wir genau wir im Fall von R” eine Richtungsableitung

Dy (f) = (fo7)(0) f(y(#) R

~ dtli=o

definieren.
Definition (vgl [Bre93, I1.5.2&5]).

(a) Sei M eine C°° Mannigfaltigkeit und p € M. Die Menge aller Richtungsableitungen
entlang C> Kurven

T,M = {D |y C> Kurve in M mit v(0) = p}

heifit Tangentialraum von M an p. Die Elemente D., € T}, M heifien Tangentialvektoren.
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(b) Fiir eine C* Abbildung #: M — N zwischen C* Mannigfaltigkeiten M und N heifit
die Abbildung
Oc: TyM — Ty,) N, 0D, := Dy,

das Differential von 6 an der Stelle p € M.

Formal ist diese Definition leicht nachzuvollziehen. Die Schwierigkeit liegt eher in der geo-
metrischen Interpretation. Unsere Voriiberlegungen fiithren zu folgender Anschauung:

o Der Tangentialvektor D, misst die ,Richtung” oder ,Geschwindigkeit”, in der p von
der Kurve v durchlaufen wird.

e Das Differential 6, schickt die Richtung von ~ durch p auf die Richtung der C*° Kur-
ve f o~y in N durch 0(p).

Insbesondere sollte man sich an dieser Stelle bewusst machen, dass die Ableitung genau
dasselbe tut, namlich Richtungen auf Richtungen abzubilden. Dies folgt aus dem mittleren
Teil von (4), der besagt:

F (7(0)7'(0) = (f 2 ) (0).

Keime und Derivationen Bisher ist der Tangentialriume lediglich Mengen. Wie das mo-
tivierende Beispiel die Tangentialriume an Graphen schon andeutet, haben die Tangential-
rdume eine natiirliche Vektorraumstruktur. Um diese zu verstehen, ist folgende Sprechweise
niitzlich.

Definition 9.2.2. [vgl. [Bre93, I1.5.3]] Gegeben seien C* Mannigfaltigkeiten M und N und
ein Punkt p € M. Eine C* Abbildungskeim um p ist eine Aquivalenzklasse von C> Ab-
bildungen, die offene Umgebungen von p nach N abbilden, wobei zwei solche Abbildungen
denselben Keim darstellen falls sie in einer (kleineren) offenen Umgebung von p iiberein-
stimmen. Formal:

Epy(M,N):={(U,f)|peU C M offen, f € CM(U,N)}/N
wobei H
(Ui, f1) ~ (Ua, f2) <= 3dpeV C UinUs: filv = fo|v.

Wenn Prézision erforderlich ist, schreiben wir Keime als [U, f]. In der Regel schreibt man
aber einfach f und denkt sich den Definitionsbereich dazu. Im Gegensatz zu Abbildungen
hat ein Keim [U, f] € £,(M, N) nur einen einzigen wohldefinierten Wert [U, f](p) = f(p).

Die Sprache der Keime ist immer dann niitzlich, wenn es nur darauf ankommt, dass etwas
Ln der Nihe“ eines Punktes definiert ist, wobei es nebenséichlich ist wie nah genau man
dran ist. Das kennen wir bereits von Karten, deren genaue Definitionsbereiche fiir abstrakte
Argumente meistens eher storen als helfen. Dasselbe gilt fiir die Kurven und Funktionen in
der Definition von Tangentialvektoren und Richtungsableitungen: um D, (f) = (f o ~)'(0)
zu berechnen, reicht es, f und + nur in beliebig kleinen Umgebungen von 0, bzw. f(p) zu
kennen. Statt echten Kurven und Funktionen kénnen wir also Keime von Funktionen und
Kurven betrachten, genauer

gp(M) = 5p(Ma R)

Kp(M) = {y € &,(M,R) |7(0) = p},
und wir stellen fest, dass die Richtungsableitungen eine wohldefinierte Abbildung
Kp(M) x E(M) — R, (v, f) = Dy(f)
liefern und insbesondere fiir festes v erhalten wir

D,: (M) — R, [ Dy(f).
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Um die algebraische Struktur von 7, M zu verstehen, stellen wir fest, dass man Funktions-
keimen einige algebraische Operationen hat:

/\[Uv.ﬂ = [Uv /\f]
U, fl+ Vg :=[UNV, f+4]
[va][vvg] = [Uﬂ%fg]

Genauer gesagt ist £,(M) eine R-Algebra. Die Richtungsableitungen D., erfiillen folgende
Eigenschaften:

(1) D, ist R-linear.
(2) D, erfiillt fiir f,g € £,(M) die Leibniz Regel

D, (f - g9) = f(p) D+(9) + 9(p) D~ (f).

Diese Eigenschaften machen wir zu einer Definition.

Definition 9.2.3 (Derivationen). Eine R-lineare Abbildung D: &£,(M) — R, die Leibniz
Regel D(f - g) = f(p) D(g) + g(p) D(f) erfiillt, heifst Derivation von E,(M). Sei Der,(M)
die Menge aller Derivationen von &,(M).

Der Koordinatenformalismus

Fortsetzung folgt. . .
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10 Woche 10

10.1 Dienstag, 23. Juni
Wird bei Gelegenheit ausfiihrlicher nachgetragen.

10.1.1 Lokale Darstellung von Differentialen

10.1.2 Lokale Eigenschaften von C> Abbildungen

Definition 10.1.1. Eine C*> Abbildung 6: M — N heift. ..

(a) ...Immersion falls das Differential .|, an jeder Stelle injektiv ist.

(b) ... Submersion falls das Differential .|, an jeder Stelle surjektiv ist.

(c) ...C*> Einbettung falls 0 eine topologische Einbettung und eine Immersion ist.
Beispiel 10.1.2. Beispiele fiir Immersionen und Einbettungen (siehe virtuelle Tafel)

Definition 10.1.3 (Untermannigfaltigkeiten). Sei M eine n—dimensionale C* Mannigfal-
tigkeit. Eine Teilmenge S C M heifit (k—dimensionale) C*° Untermannigfaltigkeit falls es
fiir jeden Punkt p € S eine C*> Karte (U, ¢) von M gibt, so dass

p(SNU) C RF x {0} c R™.
In diesem Fall sagen wir, dass S flach in der Karte (U, ¢) ist.

Achtung! Bredon gibt in I1.5.7 eine etwas andere Definition. Dort definiert er
»embedded submanifolds® nicht als Teilmengen sonder als Einbettungen und ,,sub-
manifolds® als injektive Immersionen. Abgesehen davon, dass ich diese Begriffs-
bildung nicht iiberzeugend finde, verwendet Bredon selbst im weiteren Verlauf
das Wort ,submanifold“ fast ausschlieflich im Sinne von Definition 10.1.3. Meiner
Uberzeugung nach ist Definition 10.1.3 die ,richtige® Art, um iiber Untermannig-
faltigkeiten nachzudenken, wobei das natiirlich reichlich subjektiv ist. Die néch-
sten Resultate zeigen, dass Definition 10.1.3 dquivalent zu Bredons ,embedded
submanifolds® sind.

Lemma 10.1.4. Sei S C M eine Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es eine eindeutig C>° Struk-
tur auf S, so dass die Inklusion i: S — M eine C> Einbettung ist.

Korollar 10.1.5. Sei 0: M — N eine C> Finbettung. Dann ist (M) C N eine C* Un-
termannigfaltigkeit und 0 induziert einen Diffeomorphismus M — 0(M).
10.1.3 Kiritische Punkte und regulire Werte

Definition 10.1.6. Sei §: M — N eine C*° Abbildung. Die Mengen der kritischen Punkte
und reguldren Werte von 6 sind wie folgt definiert:

Crit(f) :=={pe M ‘ 0.: T,M — Ty( N nicht surrjektiv} C M
reg(0) := N \ 6( Crit(9)) C N

Satz 10.1.7. [Satz iber requlire Werte, vgl. [Bre93, I1.7.4]] Sei 6: M™ — N™ eine C* Ab-
bildung und q € N ein regulirer Wert. Dann ist 0~1(q) C M eine (m — n)-dimensionale
C* Untermannigfaltigkeit und es fiir alle p € 0=(q) gilt

1,0~ (q) 2 ker(0.: T,M — Tyyn) C TpM.

Der Isomorphismus ist durch das Differential der Inklusion 0~*(q)) < M gegeben.
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10.2 Donnerstag, 25. Juni
Wird bei Gelegenheit ausfiihrlicher nachgetragen.

10.2.1 Lokale Diffeomorphismen & Parametrisierungen
Definition 10.2.1.

(a) Eine C* Abbildung 6: M — N heilt lokaler Diffeornorphismus falls das Differenti-
al 0.: T,M — Ty, N fiir alle p € M ein Isomorphismus ist.

(b) Eine Parametrisierung einer C> Mannigfaltigkeit M ist ein lokaler Diffeomorphismus
P: U’ — M aus einer offenen Teilmenge U’ C R"™.

Beispiel 10.2.2. Polarkoordinaten in der Ebene und die zugehorigen Koordinatenvektoren
(siehe virtuelle Tafel).

Beispiel 10.2.3. Parametrisierung von S durch Polarkoordinaten (siehe virtuelle Tafel).

10.2.2 Beispiele fiir kritische Punkte und regulire Werte

Beispiel 10.2.4. S als reguliire Niveaumenge (siehe virtuelle Tafel).

Beispiel 10.2.5. Kritische Punkte der Hohenfunktion auf S? (siehe virtuelle Tafel).
Beispiel 10.2.6. Die orthogonale Gruppe O(n) als Untermannigfaltigkeit von R™*" (siehe
virtuelle Tafel).

10.2.3 Der Satz von Sard

Einige Fakten aus der Mafitheorie.

Definition 10.2.7.

(a) Eine Teilmenge S C R™ heifit (Lebesque) Nullmenge falls es fiir alle ¢ eine Uber-
deckung von S durch abzdhlbar viele Wiirfel W; (d.h. Produkte von Intervallen) gibt,
so dass ), vol(IW;) < e (wobei vol(W;) das Produkt der Intervalllingen ist).

(b) Eine Teilmenge S C N einer n—dimensionalen C*>° Mannigfaltigkeit M heifst Nullmenge
falls ¢(S NU) C R* fiir jede C> Karte von M eine Nullmenge in R™ ist.
Nullmengen in R™ haben folgende Eigenschaften:
1) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

3) Nichtleere offene Teilmengen sind keine Nullmengen

(1)
(2) Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
3)
(4) C! Diffeomorphismen bilden Nullmengen auf Nullmengen ab.

Wegen Eigenschaft (4) ist die Definition 10.2.7(b) iiberhaupt erst sinnvoll. Alle Eigenschaf-
ten (1)—(4) gelte analog auch fiir Mannigfaltigkeiten.

Lemma 10.2.8. Sei S C N eine Nullmenge. Dann ist N {S} dicht in N.
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Der Satz von Sard

Satz 10.2.9 (Satz von Sard, vgl. [Bre93, I1.6.2&3]). Sei 0: M — N eine C>° Abbildung und
C = Crit(d). Dann ist 6(C) C N eine Nullmenge. Insbesondere ist die Menge der reguliren
Werte von 6 nicht leer und dicht in N.

Korollar 10.2.10. Sei 0: M — N eine C>* Abbildung. Falls dim M < dim N, dann ist 0
nicht surjektiv.

Satz 10.2.11 (Peano). Fiir jedes n > 0 gibt es eine stetige Surjektion R — R™.

Definition 10.2.12. Eine dberabzdhlbare Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff Raum zusam-
men mit einer C*° Struktur.

Satz 10.2.13 (Kneser [Kne60]). Es gibt zusammenhdingende iberabzihlbare C* Mannig-
faltigkeiten V2 und W3 der Dimensionen 2 und 8, fir die eine C* Surjektion V2 — W3
existiert.
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11 Woche 11

11.1 Dienstag, 30. Juni
Wird bei Gelegenheit nachgetragen. Bis dahin siehe virtuelle Tafeln.

11.1.1 Klassifikationsprobleme

11.1.2 Homotpie und Homotopiedquivalenz

60



11.2 Donnerstag, 2. Juli
Wird bei Gelegenheit nachgetragen. Bis dahin siehe virtuelle Tafeln.

11.2.1 Beispiele fiir Homotopieiquivalenzen

11.2.2 Die Fundamentalgruppe
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12 Woche 12

12.1 Dienstag, 7. Juli
Wird bei Gelegenheit nachgetragen. Bis dahin siehe virtuelle Tafeln.

12.1.1 Abhéingigkeit der Fundamentalgruppe vom Basispunkt
12.1.2 Kategorien und Funktoren
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12.2 Donnerstag, 9. Juli
Wird bei Gelegenheit nachgetragen. Bis dahin siehe virtuelle Tafeln.

12.2.1 Kategorien und Funktoren (Fortsetzung)
12.2.2 Fundamentalgruppen von Produktriumen

12.2.3 Uberlagerungen
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13 Woche 13

13.1 Dienstag, 14. Juli
13.1.1 Hochhebungseigenschaften

Definition 13.1.1. Gegeben seien stetige Abbildungen p: X — Y und f: W — Y. Eine
stetige Abbildung f: W — X heift Hochhebung von f entlang p falls po f = f gilt. Mit
anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

X
.
w Ly

Die Frage, ob eine Hochhebung existiert, beschreiben wir als Diagramm durch

X

5o
L

wobei der gestrichelte Pfeil die gesuchte Abbildung andeutet.

Uberlagerungen zeichnen sich durch gewisse Hochhebungseigenschaften aus. Zunichst
stellen wir fest, dass Hochhebungen entlang von Uberlagerungen — sofern sie existieren — auf
Zusammenhangskomponenten eindeutig durch Werte an einzelnen Punkten festgelegt sind.
Genauer:

Satz 13.1.2. Seip: X — Y eine Uberlagerung und ﬁ,fz: W — X seien Hochhebungen
einer Abbildung f: W — Y. Falls W zusammenhdingend ist und fi(wy) = fo(wo) fir ein
wo € W gilt, so gilt f1 = fo auf ganz W.

Beweis. Sei Wy = {w eWw ’ fi(w) = ﬁ(w)} Per Annahme ist Wy nichtleer. Wir zeigen,
dass Wy offen und abgeschlossen ist und somit mit W iibereinstimmt (siehe [Bre93, 1.4.3]).
Die Abgeschlossenheit folgt im Wesentlichen aus der Hausdorff Eigenschaft von X. Letztere

ist dquivalent dazu, dass die Diagonale A = {(z,z)|z € X} in X x X abgeschlossen ist
(siehe [Bre93, 1.8, Problem 5]). Durch

F:W—XxX, Fw)=/(fi(w),fa(w))

ist dann eine stetige Abbildung gegeben und es gilt Wy = F~1(A). Um zu sehen, dass W
offen ist, sei w € Wy beliebig und U,, C Y eine gleichméfig durch p iiberlagerte Umgebung
von f(w). Sei U, C p~!(U,) via p homdomorph zu U, mit fi(w) = fo(w) € U,. Da fi
und fg stetig sind, finden wir eine Umgebung V,, C W von w mit E(Vw) c U, firi=1,2.
Nun gilt aber per Annahme

flv = o fi)lv, = @lg,) © filv.,
und p|5 ist ein Homdomorphismus. Wir erhalten also ein von i = 1,2 unabhéngige Be-

schreibung f; Vi = (p|l~]w)*1 o f|v,, - Insbesondere gilt V,, C Wy und da w € Wy beliebig war,
schlieften wir, dass Wy offen ist. O

Nun wenden wir uns der Existenz von Hochhebungen entlang von Uberlagerungen zu.

Satz 13.1.3 (Hochhebungen von Wegen). Sei p: X — Y eine Uberlagerung. Ferner sei
v: I = Y ein stetiger Weg und xo € p~1(v(0)). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Hochhebung vz, : I — X mit

POy =7 und g (0) = xo. (5)
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Wir nennen 7,, die eindeutige Hochhebung von ~ mit Startwert x.

Beweis. Wir konstruieren 7,,, indem wir das Intervall I in kleinere Teilintervalle zerlegen,
die von v in gleichmifig iiberlagerte Teilmengen von Y abgebildet werden. Die Eindeutigkeit
folgt dann aus Satz 13.1.2. Eine geeignete Zerlegung von [ liefert das sogenannte Lebesgue
Lemma, dessen Beweis kurz zuriickgestellt wird.

Lemma 13.1.4 (Lebesgue Lemma fiir I, vgl. [Bre93, 1.9.11]). Sei {U,}aca eine offene
Uberdeckung von I = [0,1]. Fir hinreichend grofles n € N gibt es fir jedes 0 < i < n
ein a(i) € A, so dass [%, %] C Ua(i)-

Die offenen Mengen v~ 1(U), wobei U C Y durch p gleichmiiRig iiberlagert ist, bilden
eine offene Uberdeckung von I. Lemma 13.1.4 liefert ein n € N und fiir jedes 0 < i < n
eine gleichméfig iiberlagerte Menge U; C Y, so dass v([£, “EL]) € U;. Sei Vo € p~*(Uy) die

offene Teilmenge, die via p homGomorph zu Uy ist und den Punkt zg enthélt. Dann ist
Yo: [0,2] — X, Fo=(plw) ‘o

eine stetige Abbildung gegeben, die p o Y9 = 7|jo,1/n) und 70(0) = zo erfiillt. Nun sei
Vi C p~1(Uy) via p hombomorph zu U mit 7o(1/n) € V4 und

?1: [%7%] _>X7 71:(1)\%)_107.

Vollig analog erhalten wir iterativ fiir jedes 0 < ¢ < n stetige Abbildungen
A’yii: [%a%] —>X7 ﬁi:(plvi)_lory,

wobei V; via p homéomorph zu U; ist und 7;_1(¢/n) enthalt, und es gilt ;(i/n) = ¥;—1(i/n)
und p o7; = «. Durch zusammenfiigen der ; erhalten wir einen stetigen Weg 7,,: I — X
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Beweis von Lemma 13.1.4: Fiir jedes ¢t € I gibt es ein a(t) € A und ein £(¢t) > 0, so dass
Byet)(t) C Ua@). Da I kompakt ist, finden wir ¢y,...¢, € I, so dass I durch die Bélle
{B.(t:)(ti)}j=1,..,r liberdeckt wird. Sei nun n so groR, dass + < min{e(t;)|t=1,...,7}.

Fiir 0 < < n und ein festes s; € [£, “1] wihlen wir ein j, so dass |s; — ;] < (t;). Fiir be-
liebiges t € [£, “E1] gilt aber |t—s;| < L und die Dreiecksungleichung liefert [t —t;| < 22(t;).
Folglich gilt [, %] C Uy,)- O

Wir kommen nun zu einer unscheinbaren, aber weitreichenden Verallgemeinerung der
Aussage von Satz 13.1.3. Wieder beginnen wir mit etwas Terminologie, die a priori nichts
mit Uberlagerungen zu tun hat.

Definition 13.1.5. Eine stetige Abbildung p: X — Y hat die Homotopiehochhebungseigen-
schaft (HHE) fiir einen topologischen Raum W falls es fiir jede Homotopie F': W x [ — Y
und jede stetige Abbildung f: W x {0} eine eindeutige Homotopie G: W x I — X gibt, so
dass Glwx{oy = f und po G = F'. Als Diagramm:

Wx{O}v—f;X

J 36, J (©)

Wxl —Y vy,

Falls die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir alle Rdume W erfiillt ist, nennt man p auch
eine (Hurewicz) Faserung.
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Satz 13.1.6 (vgl. [Bre93, I11.3.4]). Jede Uberlagerung p: X — Y hat die Homotopiehochhe-
bungseigenschaft fiir beliebige topologische Riaume, das heifit das Hochhebungsproblem in (6)
hat eine eindeutige Lésung. Falls I eine Homotopie relativ einer Teilmenge A C W ist,
ist G ebenfalls eine Homotopie relativ A.

Achtung! Bredon beweist die HHE in [Bre93, II1.3.4] nur fiir lokal zusammen-
hingende Raume, bemerkt aber im Anschluss, dass diese Annahme fallen gelas-
sen werden kann. Der folgende Beweis funktioniert im allgemeinen Fall.

Beweis. Die Hochhebungseigenschaft fiir Wege ist dquivalent zur Homotopiehochhebungsei-
genschaft fiir einpunktige Raume. Dementsprechend erhalten wir aus Satz 13.1.3(=[Bre93,
IT1.3.3]) fiir festes w € W eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung g,,: {w} x I — X, so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

{w} x {0} —— W x {0} —7

X

J ga L
p

Y

{fwyx I — WxI —E

Die gesuchte Abbildung G: W xI — X ist dann notwendigerweise durch G(w, t) := g, (t) ge-
geben. Falls fiir a € A C W und ¢ € I von vornherein F'(a,t) = F(a,0) gilt, das heifit F'(a, )
eine ein konstante Kurve, so muss g, nach Satz 13.1.3 die konstante Kurve g¢,(t) = f(a,0)
sein, woraus der Zusatz folgt. Es stellt sich allerdings noch die Frage nach der Stetigkeit
von G. Die Argumentation benutzt dhnliche Ideen wie der Beweis von Satz 13.1.3.

Sei wy € W beliebig aber fest. Wir withlen eine endliche Uberdeckung von F({wo} x I)
durch zusammenhéngende, gleichméfig iiberlagerte Teilmengen von Y. Deren Vereinigung U
ist eine offene Umgebung von F({wg} x I). Die Endlichkeit der Uberdeckung garantiert die
Existenz einer Umgebung N C W von w mit F(N xI) CU. Firn e Nund 0 < i <n
setzen wir J,, ; = [, “EL]. Fiir hinreichend grofes n gibt es dann fiir jedes i € {0,...,n—1}
eine Uberdeckungsmenge U; C Y, so dass F(N x J,;) CU;. Fiiri =0,...,n— 1 betrachten
wir die Abbildungen

fir W — X, fi(w)=G(w, ).
Per Konstruktion gilt dann f;(N) C p~1(U;). Sei V; C p~1(U;) die Komponente, die f;(wq)
enthdlt. Per Annahme ist fj stetig, so dass No = NN fy 1(Vo) eine Umgebung von wy ist.
Da p|y, ein Hombomorphismus ist, ist durch

Go: Ny x Ino — X, Go = (plvy) o F|NoxJn.0
eine stetige Abbildung gegeben. Per Konstruktion gilt aufterdem
p060:F|NOX‘]‘nYO und éo(w,O)zfo(w)zf(w,O).

Demnach muss allerdings Go(w,t) = gu(t) = G(w,t) fiir alle (w,t) € Ny x Jn,0 gelten.
Insbesondere ist G stetig auf Ny x J,, 0. Dieses Argument kénnen wir nun wiederholen. Wir
wissen nun, dass f; stetig auf Ny ist. Folglich ist N7 = No N (f1|No) (V1) eine Umgebung
von wp und die stetige Abbildung

GI: Ny X Jn,l — X> (p|V1)_1 OF|N1><J7L,1

muss wie zuvor auf ihrem Definitionsbereich mit G iibereinstimmen. Folglich ist G stetig
auf Ny X (Jp0U Jp1) und fo ist stetig auf N;. Nach insgesamt n Wiederholungen erhalten
wir schlieflich die Stetigkeit von G auf IV, x I, wobei V,, eine Umgebung von wy ist. Da wq
beliebig war, ist G iiberall stetig. O
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13.1.2 Uberlagerungen und 7

Es stellt sich heraus, dass fiir einen gegebenen zusammenhéngenden und lokal zusammen-
hingenden Hausdorff Raum Y die Menge aller Uberlagerungen p: X — Y sehr eng mit der
Fundamentalgruppe 1 (Y, yo) verwandt ist. Das Zwischenspiel von Geometrie und Topologie
auf der einen Seite und Algebra auf der anderen Seite, das die zentrale Idee der algebraischen
Topologie darstellt, wird hier besonders deutlich. Die Homotopiehochhebungseigenschaft lie-
fert das zentrale Bindeglied.

Korollar (vgl. [Bre93, 1T1.3.5]). Sei p: X — Y eine Uberlagerung und v,7': I — Y
homotop rel OI. Sei yo = v(0) = +/(0) und xo € p~*(yo). Dann sind die Hochhebun-
9EN Vg, Vo 1 — X mit Startwert xo ebenfalls homotop rel O1. Insbesondere gilt 7., (1) =7, (1).

Beweis. Sei v ~ +' reldl mittels einer Homotopie F: : I x I — Y relativ zu 9I. Wir
wenden Satz 13.1.6 auf F' und f(¢,0) = 7,,(f) an und erhalten eine eindeutige Homoto-
pie G: I x I — X relativ 01, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

I % {0}(t70)'—>%0 (t)X

.
IxI —rX vy
Per Konstruktion gilt dann 7,, = G(...,0). Des weiteren gilt
poG(,1)=F(,1) =1
und da eine Homotopie relativ 01 vorliegt auch
G(0,1) = G(0,0) = 74, (0) = xp.

Folglich ist G(-,1) eine Hochhebung von ' mit Startwert zo und stimmt nach Satz 13.1.3
mit 7, iiberein. O

Eine direkte Konsequenz ist, dass der Endpunkt ¥,,(1) der Hochhebung von - mit Start-
punkt z¢ nur von der Homotopieklasse von v relativ I abhingt (vgl. [Bre93, III1.3.8]).
Dies wird spiter bei der Berechnung von m(S') eine zentrale Rolle spielen. Eine weitere
Konsequenz ist die Beschreibung von Bild und Kern der von Uberlagerungen induzierten
Abbildungen zwischen den jeweiligen Fundamentalgruppen.

Korollar (vgl. [Bre93, IT11.3.7]). Seip: X — Y eine Uberlagerung und p(xo) = yo. Dann ist
Py m(X, o) — m (Y, 0)

ingektiv und das Bild besteht aus den Klassen [y] € m1(Y, yo), fir die ¥, eine Schleife um xq
ist, das heifit es gilt Y, (1) = Y, (0) = xo.

Beweis. Offensichtlich hat jedes Element im Bild von py diese Eigenschaft. Ist umgekehrt
fiir v: (I,0I) — (Y, yo) die Hochhebung 7,, eine Schleife, so gilt [y] = [p © Vzo] = P ([Vao))-
Nun sei 7: (I1,01) — (X, zg) mit

1= [e] = [po 7] = Py () € m(Y,1,0)

gegeben. Offensichtlich sind c;, und ¥ die eindeutigen Hochhebungen von ¢,, und p o 7.
Per Annahme gilt p o5 ~ ¢, reldl und [Bre93, II1.3.5] liefert 7 ~ ¢, reldI. Folglich
gilt ker p» = {1 = [¢y,]}, woraus die Injektivitdt von py folgt. O

Mit Hilfe der Beschreibung des Bildes kénnen wir nun auch endlich von einigen Rdumen
zeigen, dass sie nicht triviale Fundamentalgruppen haben.
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Korollar 13.1.7 (vgl. [Bre93, IIL.3.9]). Sei Y ein wegzusammenhingender und lokal wegzu-
sammenhdngender Hausdorff Raum. Falls X eine nicht triviale Uberlagerung hat (das heifst
eine mit mindestens zwei Bldttern), dann gilt m (Y, yo) fir alle yo € Y

Beweis. Sei p: X — Y eine Uberlagerung mit mindestens zwei Bléttern. Seien x¢ # x1 zwei
Punkte in p~*(yo). Da X wegzusammenhiingend ist, gibt es einen stetigen Weg w: I — X
mit w(0) = zp und w(l) = z1. Wie zuvor ist dieser die eindeutige Hochhebung von pow mit
Startwert xq. Da p(xzo) = p(x1) = yo gilt, ist p o w eine Schleife in Y um yq. Da w allerdings
keine Schleife in X um =z ist, liegt [y] nicht im Bild der Abbildung py: m (X, z0) = (Y, y0),
im Gegensatz zu dem neutralen Element 1 = [cy,] = px([ca,]). Folglich muss w # 1 sein. [

Hier die versprochenen Beispiele von Rdumen mit nicht trivialer Fundamentalgruppe

Beispiel 13.1.8. (1) Vom Einheitskreis S' kennen wir gleich mehrere nicht triviale Uber-
lagerungen. Die Exponentialiiberlagerung wird uns beim niichsten Mal helfen, (S, 1)
konkret zu beschreiben.

(2) Da 71(S*, 1) nicht trivial ist, gilt dasselbe nach Satz 12.2.4 (vgl. [Bre93, I11.2.6]) auch
fiir 7 (T™, 1).

(3) Der reell projektive Raum RP™ hat wird von S? zweiblittrig iiberlagert, folglich ist
auch 71 (RP™) nicht trivial.
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A Zusammenfassungen einzelner Themenbereiche

A.1 Konstruktionen mit topologischen Riumen

Hier werden im Lauf des Semester einige Abschnitte entstehen, die gewissen Themenbldcke
noch einmal iibersichtlich zusammenfassen.

A.1.1 Unterrdume

Definition und Charakterisierung der Unterraumtopologie.

Definition A.1.1 (Unterraumtopologie). Sei X ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Die Unterraumtopologie auf A ist definiert als

VcAoffen <« V =UnNAfirein U C X offen.

Lemma A.1.2. Die Unterraumtopologie auf A C X ist die kleinste Topologie, beziiglich der
die Inklusionsabbildung i: A — X stetig ist.

Beweis. Fiir beliebige Teilmengen S C X gilt i~(S) = SN A. O

Stetige Abbildungen in Unterrdume.

Lemma A.1.3. Sei A C X ein Unterraum, i: A — X die Inklusionsabbildung und f: Y — A
eine Abbildung in aus einem beliebigen Raum Y . Dann gilt:

f:Y = Astetig < iof:Y — X stetig

Beweis. Dies folgt ebenfalls leicht aus der Beobachtung, dass i~(S) = SNAfir S c X. O

Stetige Abbildungen aus Unterrdumen. Stetige Abbildungen aus Unterrdumen lassen
sich im Allgemeinen nicht einfach charakterisieren. Sei A C X ein Unterraum und f: X — Y
eine stetige Abbildung in einen beliebigen Raum Y. Dann ist die Komposition foi: A - Y
offensichtlich auch stetig. Dies ist iibrigens nichts anderes als die Einschrankung von f auf A
und dementsprechend schreiben wir auch f|4 = f oi. In giinstigen Féllen® lisst sich jede
stetige Abbildung A — Y als Einschrinkung einer stetigen Abbildung X — Y schreiben.
Im Allgemeinen ist dies aber nicht moglich, wie das einfache Beispiel + — 1/z als Abbil-
dung R\ {0} — R zeigt.

3Giinstig wire zum Beispiel, dass X normal und A C X abgeschlossen ist.
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A.1.2 Quotientenrdume
Definition und Charakterisierung der Quotiententopologie.

Definition A.1.4. Sei @) eine Menge und ¢q: X — @ eine surjektive Abbildung aus einem
topologischen Raum X. Die Quotiententopologie auf @ beziiglich ¢ ist wie folgt definiert:

UcQoffen <= ¢ '(U)C X offen

Allgemeiner heift eine surjektive stetige Abbildung f: X — Y eine Quotientenabbildung*
falls die Topologie auf Y mit der Quotiententopologie beziiglich f {ibereinstimmt.

Lemma A.1.5. Sei q: X — @Q wie in Definition A.1.4. Die Quotiententopologie auf Q ist
die grifste Topologie, beziiglich der q stetig ist.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition. O

Stetige Abbildungen aus Quotienten.

Lemma A.1.6. Sei q: X — Q eine Quotientenabbildung und f: Q — Y eine aus Q in
einen beliebigen Raum Y . Dann gilt:

f:Q—Y stetig < foq: X =Y stetig

Beweis. Folgt aus (f oq)~Y(U) = ¢ (f~1(U)) fiir offene U C Y. O

Stetige Abbildungen in Quotienten. Stetige Abbildung in Quotientenrdume lassen
sich im Allgemeinen nicht einfach charakterisieren. Sei ¢: X — @ eine Quotientenabbildung
und f:Y — X stetig. Dann ist die Komposition go f: Y — @ stetig, jedoch lisst sich nicht
jede stetige Abbildung Y — @ auf diese Weise erhalten.

4In der Literatur findet man auch den Namen Identifikationsabbildung.
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A.1.3 Produkte

Produkte und ihre universelle Eigenschaft. Leider sind Produkte komplizierter als
man denkt, da es in der Regel viele Objekte gibt, die den Namen “Produkt” verdienen
wiirden. Der elegante, aber anfangs wohl etwas ungewohnte Ausweg aus dieser Vieldeutigkeit
ist es, sich von konkreten Modellen fiir Produkte zu 16sen, und den Produktbegriff stattdessen
auf die wesentlichen Eigenschaften zu reduzieren, die alle Modelle gemeinsam haben.

Definition A.1.7 (Topologische Produkte). Ein Produkt einer Familie {X;};c; topolo-
gischer Réume ist ein topologischer Raum X, _, X; zusammen mit einer Familie stetiger
Abbildungen
iel

genannt Projektionen, so dass folgende universelle Figenschaft erfiillt ist:

Fiir jeden topologischen Raum Z und jede Familie {f;: Z — X, }.cs stetiger Ab-

bildung gibt es genau eine stetige Abbildung f: Z — X, _; X;, so dass f; = p;o f

fiir alle ¢ € I gilt.
Fiir einen z € X, X; definieren wir die ite Komponente als

xT; ::pi(x)GXi, i€l

Die universelle Eigenschaft garantiert die vermeintliche Selbstverstindlichkeit, dass Punk-
te in einem Produkt eindeutig durch ihre Komponenten beschrieben werden kénnen. Tat-
sichlich kann man die universelle Eigenschaft letztendlich als die ultimative Manifestation
genau dieser Eigenschaft auffassen.

Lemma A.1.8. Fir Punkte x,y € Xier X, in einem topologischen Produkt gilt:

r=y <= x;=y; firaleiel
< pi(z) =pi(y) firalleiel

Beweis. Der Ubersicht halber sei z; = z; = y;. Wir kénnen die Punkte als Abbildun-
gen x,y: {*} — X, , X; aus einem einpunktigen Raum {x} auffassen, und genauso die Kom-
ponenten z;: {*} — X;. Die universelle Eigenschaft angewandt auf die Familie {z;: {*} — X}
liefert dann eine eindeutige stetige Abbildung z: {x} — X,y Ximit p;oz = z;. Nun erfiillen
aber z,y: {x} — X,er Xi auch diese Eigenschaft, so dass = z = y gelten muss. O

Stetige Abbildungen in Produkte.

Lemma A.1.9. Sei X = X,_; X; ein topologisches Produkt und Y ein beliebiger Raum.
Dann gilt:

fi1Z > X stetig < piof:Z—X; firalleiel
Beweis. Offensichtlich hat die Stetigkeit von f die von p; o f zur Folge. Sei umgekehrt p; o f
fiir jedes i € I stetig. Die universelle Eigenschaft angewandt auf die Familie {p; o f };¢ liefert
dann eine eindeutige stetige Abbildung fv: Z — Xier X; mit p; o f: p; o f. Insbesondere

gilt pl(f(z)) = p;(f(2)) fiir jedes feste z € Z und Lemma A.1.8 liefert f: f,ysodass f a
posteriori selbst stetig gewesen sein muss. Die andere Richtung ist offensichtlich. O

Stetige Abbildungen aus Produkten. Abbildungen X,_; X; — Y aus Produktrdumen
lassen sich im Allgemeinen nicht ohne Weiteres durch die Komponenten /Projektionen cha-
rakterisieren. Die Probleme werden schon fiir Abbildungen f: R? — R deutlich. Man kénnte
naiv vermuten, dass f stetig ist falls fiir feste (z,y) € R die Abbildungen f( ,y), f(z, ): R—R
allesamt stetig sind. Dies ist allerdings nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

e (2,y) #(0,0)

‘ﬁW*R’ﬂ%”:%, (r,3) # (0,0)
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Existenz und Eindeutigkeit von Produkten. Wir beweisen nun folgenden Satz:

Satz A.1.10 (Existenz und Eindeutigkeit von Produkten). Jede Familie {X;},c; hat ein
Produkt. Je zwei Produkte sind kanonisch homdéomorph.

Beweis (Eindeutigkeit): O

Beweis (Existenz fiir endliche Produkte): Fiir eine endliche Indexmenge I wihlen wir eine
Bijektion ¢: {1,...,n} — I und schreiben kurz X; = X(;. Das iibliche Modell fiir ein
Produkt ist die Grundmenge

Xy x---x X, = {($1,...,$n)|$i GXZ}
zusammen mit den Projektionen
pit X1 x - x Xy — Xy, pi(w1,...,1,) = 25

Damit diese stetig sind, miissen alle Mengen der Form p; Y(U;) mit festem i € T und offe-
nem U; C X; offen in X7 x --- x X, sein. Als Produkttopologie wihlen wir die von diesen
Mengen erzeugte Topologie und stellen fest, dass die “Rechteckmengen” der Form Uy x- - -x U,
mit U; C X; offen eine Basis der Topologie bilden.

Fiir den Nachweis der universellen Eigenschaft seien Abbildungen f;: Z — X; gegeben.
Wir definieren dann

[1Z— X1 x - x Xy, f(2)=(fi(2),..., fa(2)).

Offensichtlich gilt p;o f = f; und f ist die einzige Abbildung mit dieser Eigenschaft. Schliefs-
lich gilt fiir feste ¢ € I und offene U; C X;

FH o (U) = (pio /)7H(U:) = f7H(U) € Z.

Da f; per Annahme stetig ist, ist f; ' (U;) offen in Z und da die Mengen der Form p; *(U;) eine
Subbasis der Produkttopologie auf X, _, X; bilden, folgt die Stetigkeit von f aus [Bre9s, §1.2,
Problem 4]. O

Beweis (Existenz fir beliebige Produkte): Als Grundmenge fiir ein Produkt betrachten wir

X Xi={f:1—= UerXs| f(i) € X;}
icl

und als Projektionen wihlen wir die Auswerteabbildungen

pi: X Xo — Xi, pi(f) = f(i) € Xi.
iel
Auf X,
sind. Eine Subbasis fiir die Topologie ist gegeben durch Mengen der Form p; ! (U;) wobei i € T
und U; C X; offen sind.
Fiir den Nachweis der universellen Eigenschaft sei f;: Z — X; eine Familie von Abbil-
dungen. Fiir festes z € Z definieren wir

X, betrachten wir die kleinste Topologie, beziiglich der alle Projektionen stetig

for I — Uier Xy, f2(1) == fi(2).

Per Definition gilt dann f, € X, cr Xi und wir setzen

iel
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Ausschreiben der Definitionen liefert

(pio f)(z) = f2(1) = fi(2)

und offensichtlich ist f die einzig mdgliche Abbildung mit dieser Eigenschaft. Schlieflich gilt
fiir feste i € I und offene U; C X

FH o U) = (io /)TN0 = f7HU) € Z
Da f; per Annahme stetig ist, ist f[l (U;) offen in Z und da die Mengen der Form p[l (U;) eine

Subbasis der Produkttopologie auf X, _, X; bilden, folgt die Stetigkeit von f aus [Bre93, §1.2,
Problem 4]. O
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A.1.4 Topologische Summen

Topologische Summen und ihre universelle Eigenschaft.

Definition A.1.11 (Topologische Summen). Eine topologische Summe einer Familie { X }icr
topologischer Raume ist ein topologischer Raum [, ; X; zusammen mit einer Familie ste-
tiger Abbildungen

i€l
genannt Inklusionen, so dass folgende universelle Figenschaft erfiillt ist:

Fiir jeden topologischen Raum Z und jede Familie {f;: X; — Z};cs stetiger Ab-
bildung gibt es genau eine stetige Abbildung f: [[,.; Xi — Z, so dass f; = foj;
fiir alle ¢ € I gilt.

Abbildungen aus topologischen Summen.

Lemma A.1.12. Sei {X;}icr eine Familie topologischer Riume und f: [[,.; X; = Y eine

Abbildung in einen beliebigen Raum Y. Dann gilt:

el

I HXi—>Ystetig <~ foyj;: X; =Y stetig fir allei € 1
iel
Beweis. Angenommen jedes f o j; sei stetig. Die universelle Eigenschaft angewandt auf die
Familie { foj; }ies liefert eine eindeutige stetige Abbildung f: J],c; X; — Y mit foj; = foj;
fiir alle 7 € I. Es stellt sich heraus, dass die Inklusionen j; injektiv sind und dass jeder Punkt

von [[;c; X; im Bild einer Inklusion liegt (siehe Satz A.1.13). Folglich muss f = f gelten
und f muss bereits stetig gewesen sein. Die andere Richtung ist offensichtlich. O

Abbildungen in topologische Summen. Abbildungen Y — [],.; X; in topologische
Summen lassen sich nicht so einfach charakterisieren.

Existenz und Eindeutigkeit topologischer Summen.

Satz A.1.13 (Existenz und Eindeutigkeit topologischer Summen).

(i) Jede Familie {X,};c1 topologischer Raume besitzt eine Summe. Je zwei Summen sind
kanonisch homdomorph.

(ii) Die Inklusionen ji: X; — [[,c; Xs sind injektiv, offen und abgeschlossen. Ihre Bil-
der ji(X;) sind offen, abgeschlossen und paarweise disjunkt in [];.; X;.

Beweis. Das Standardmodell der Summe beginnt mit der disjunkten Vereiningung von Men-
gen

[1Xi = {(ii) |2 € Xiyie I} = [ X, x {i}.

i€l il
Die Inklusionen sind gegeben durch
it Xi = [[ Xor dilws) = (i),
il

Auf ], ; X; wahlen wir die kleinste Topologie, beziiglich der alle Inklusionen stetig sind.
Es gilt dann:

Uc HXi offen <= j;'(U) C X; offen fiir alle i € T
iel
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Offensichtlich sind ist j; injektiv mit Bild j;(X;) = X; x {i}, insbesondere sind j;(X;)
und j,(Xy) fiir i # k disjunkt. Dementsprechend ist j, ' (j;(X;)) fiir k # i leer und fiir k =i
ganz X, also in jedem Fall offen und abgeschlossen in Xj. Folglich ist j;(X;) fiir jedes ¢ € T
offen und abgeschlossen in [];.; X;. Ebenso sieht man leicht, dass das Bild jeder offenen
oder abgeschlossenen Menge in X; unter j; offen bzw. abgeschlossen in [, ; X; ist.

Fiir den Nachweis der universellen Eigenschaft seien f;: X; — Z stetig. Wir definieren

F X — 20 fwai) = fiw),
icl

was offensichtlich die einzige Abbildung mit der Eigenschaft f; = f o j; fir alle ¢ € I
ist. Die Stetigkeit von f ist leicht nachzuweisen. Somit ist gezeigt, dass ([I,c; Xi, {ji}ier)
eine topologische Summe ist. Fiir jede weitere Summe ([;c; X;, {j/}; € I) liefern die
universellen Eigenschaften angewandt auf die Familien {j;: X; — [[,c; Xi}; € I und
{ji: X; — H;el X, }ier inverse Homéomorphismen ¢ und ¢', so dass folgendes Diagramm
fiir jedes i € I kommutiert:

/\

Hie] i v zel

HZ -

X;

L

Insbesondere gelten die im Standardmodell nachgewiesenen Eigenschaften der Inklusionen
flir jede topologische Summe. O
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B Zur Priifungsvorbereitung

Im Folgenden sind alle Abschnitte aus [Bre93] und diesen Notizen aufgelistet, die fiir die
Abschlusspriifung relevant sind. Dazu gehéren auch einige der Aufgaben an den Enden der
Kapitel in [Bre93]. Einige davon wurden in der Vorlesung oder auf den Ubungsblittern
behandelt. Andere sind potentielle Klausuraufgaben. Ebenso ist jede der Ubungsaufgaben
(inklusive der Kurzfragen) eine potentielle Klausuraufgabe, eventuell in leicht abgewandelter
Form.

I.1 Metrische Rdume
Fliefitext: Ganzes Kapitel.

Aufgaben: Die Aussagen von Problem 1 und Problem 2 sollte man kennen und zumindest
Problem 1 aus dem Stand beweisen kénnen.

I.2 Topologische Ridume

Fliefdtext: Alles bis auf Beispiel 8 auf S. 6, Definition 1.2.11 und Theorem 1.2.12. Fiir
Definition 1.2.14 siehe auch Abschnitt 2.2.1.

Aufgaben: Die Aussagen von Problem 1 und Problem 4 sollte man kennen und beweisen
konnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 2.1.3 und 2.2.1

1.3 Unterrdume
Fliefitext: Ganzes Kapitel.
Aufgaben: Problem 1, Problem 2 und Problem 8 sollte man kennen und beweisen kénnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 2.1.5 und 2.1.6, sowie Anhang A.1.1.

1.4 Zusammenhang
Fliefstext: Alles bis einschlieflich Proposition 1.4.10.

Aufgaben: Den Inhalt von Problem 1, Problem 2 und insbesondere Problem 5 sollte man
kennen, ebenso die Beweisideen (siehe Notizen).

Erginzende Notizen: Abschnitte 3.2.1, 3.2.2, 4.1.1 und 4.1.2

I.5 Trennung
Fliefstext: Ganzes Kapitel

Aufgaben: Problem 5 sollte man aus dem Stegreif beweisen kénnen. Die Aussage von
Problem 9 und die Beweisidee sollten bekannt sein (sieche Lemma 4.2.1). Problem 6
sollte man beweisen kdnnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 4.2.1 und 5.1.2
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1.6 Netze und Konvergenz

Fliefitext: Alles bis einschliefslich Proposition 1.6.10.
Aufgaben: Keine.

Erginzende Notizen: Abschnitt 5.1.1

1.7 Kompaktheit
Fliefstext: Alles bis auf Theorem 1.7.14.
Aufgaben: Problem 1 sollte man 16sen kénnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 6.1.1 bis 6.1.3 und 6.2.2

I.8 Produkte
Fliefitext: Alles aufer der Beweis von Theorem 1.8.9 (Tychonoff fiir beliebige Produkte).

Aufgaben: Die Aussage von Problem 3 sollte bekannt sein (vgl. Lemma 4.1.7), ebenso Pro-
blem 9 (vgl. Satz 4.1.8). Die Aussage von Problem 5 sollte man kennen und beweisen
kénnen. Problem 6 sollte man l6sen kénnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 2.2.3,2.2.4 und 4.1.3, sieche auch Anhénge A.1.3 und A.1.4.

I.9 Mehr iiber metrische Rdume
Fliefttext: Alles zum Thema Metrisierbarkeit (Definition 1.9.5 bis einschlieflich Theorem 1.9.10).

Aufgaben: Problem 4 und Problem 5 sollte man 16sen kdnnen. Die Beweisidee fiir Pro-
blem 1 sollte bekannt sein (vgl. Lemma 7.1.2).

Erginzende Notizen: Abschnitt 7.1.2

I1.10 Existenz stetiger Funktionen

Fliefstext: Bis einschlieflich Korollar 1.10.3. Die Aussage von Theorem 1.10.4 sollte man
kennen.

Aufgaben: Keine.
Erginzende Notizen: Abschnitt 7.1.3

I.11 Lokal kompakte Riume

Fliefttext: Definition I.11.1 und Theorem I.11.2 (vgl. Satz 7.1.5) sollten bekannt sein. Pro-
position I.11.5 sollte man ohne Bezug auf Theorem I1.11.4 beweisen kénnen. Die Be-
weisidee von Theorem 1.11.10 sollte man verstanden haben (vgl. Lemma 7.1.3).

Aufgaben: Keine.
Erginzende Notizen: Abschnitt 7.1.3
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I1.13 Quotientenrdume

Fliefitext: Alles bis einschliefslich Proposition 1.13.14.

Aufgaben: Problem 4 sollte bekannt sein. Problem 1, Problem 2 und Problem 6 sollte man
16sen konnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 2.2.2, 3.1.1, 4.1.3 und 5.1.3, siehe auch Abschnitte 6.1.3
und 7.2.1 sowie Anhang A.1.2.

I1.14 Homotopie
FlieRtext: Alles aufier die Siatze 1.14.18 und 1.14.19.

Aufgaben: Die Probleme 1, 2, 3, 8 und 9 sollte man 16sen konnen.

Erginzende Notizen: 7777

I1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Fliefitext: Hier sind die Notizen relevanter als das Buch. Wichtig sind die Definitionen I1.2.1
und II.2.5 und deren Bedeutung.

Aufgaben: Keine.

Ergiénzende Notizen: Simtliche Begriffe und Aussagen aus den Abschnitte 7.2.2 und 8.1.2
sollten bekannt sein. Insbesondere sollte ein Bewusstsein fiir das Dimensionsproblem
vorhanden sein.

I1.3 Lokale Koordinaten
Fliefstext: Ganzes Kapitel.

Aufgaben: Keine.

Erginzende Notizen: Details folgen.

IT1.4 Beispiele differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.

Fliefitext: Alle Beispiele von Karten und Atlanten. Die funktionalen Strukturen kénnen
ignoriert werden.

Aufgaben: Problem 1 und Problem 2 sollte man 16sen kdnnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 9.1.1 bis 9.1.4.
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I1.5 Tangentialvektoren

Fliefitext: Alles bis auf Punkte (3) und (4) in Definition I1.5.7 (siehe dazu Definition 10.1.3).
Aufgaben: Problem 1 und Problem 2 sollte man 16sen kdnnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 9.2 und 10.1.1

I1.6 Regulidre Werte und der Satz von Sard

FlieRtext: Definition 11.6.1 und die Aussage von Theorem I1.6.2 (Satz von Sard) sollten
bekannt sein (siehe auch Definition 10.1.6 und Satz 10.2.9).

Aufgaben: Problem 1-3 sowie Problem 5 und Problem 6 sollte man 16sen kénnen.

Erginzende Notizen: Abschnitte 10.1.3 und 10.2.3

I1.7 Lokale Eigenschaften von Immersionen und Submersionen

Fliefitext: Bis einschlieklich Beispiel I1.7.5. Insbesondere sollte man die Aussagen von
Theorem II.7.1 und Theorem II.7.3 verinnerlichen und die Beweisidee verstehen.

Aufgaben: Problem 1 sollte man 16sen konnen.

Erginzende Notizen: Abschnitt 10.1.2

IT1.2 Die Fundamentalgruppe
Details folgen.

IT1.3 Uberlagerungen
Details folgen.
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