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— Ubungsblatt 5 —

Aufgabe 5.1 (Frei und eigentlich diskontinuierlich). Sei G eine diskrete Gruppe, die stetig von
links auf einem Hausdorff Raum X wirkt. Zeigen Sie:

(a) Falls G endlich und die Wirkung frei ist, so ist sie eigentlich diskontinuierlich.

(b) Konstruieren Sie eine freie, stetige Wirkung von Z? auf R und zeigen Sie an Hand der Definition,
dass sie nicht eigentlich diskontinuierlich ist.

(Hinweis: Aufgabe 5.2 garantiert, dass die Wirkung in (b) nicht eigentlich diskontinuierlich ist —
egal welche Sie hinschreiben. Fihren Sie den Nachweis dennoch per Hand!)

Aufgabe 5.2 (Was wirkt auf R?). Sei G # 1 eine diskrete Gruppe, die stetig und eigentlich
diskontinuierlich auf R wirkt. Zeigen Sie, dass G = Z.

Aufgabe 5.3 (Spall mit Quaternionen). Die Hamiltonschen Quaternionen sind die reelle Alge-
bra H mit R-Basis 1, ¢, j, k und Multiplikation gegeben durch bilineare Fortsetzung der Relationen

i’ =352 =k® =ijk = —1.

Bekanntermafen bilden die Quaternionen einen Schiefkérper: jedes g € H\{0} hat ein multipli-
katives Inverses ¢~ !, aber die Multiplikation ist nicht kommutativ. Wir identifizieren H wie folgt
mit R*:

Hsq=tl+xi+yj+zk — (t,z,y,2) e R?
Durch |g| = v/¢*¢q wird dann die Euklidische Norm beschrieben, wobei ¢* =t — zi — yj — zk der

konjugierte Quaternion ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge Sp(1) = {q € H||q| = 1} der Einheitsquaternionen beziiglich der
Multiplikation eine Untergruppe von H\{0} ist.

(b) Finden Sie eine endliche, nicht kommutative Untergruppe H < Sp(1), die via Multiplikation
von links
H xSp(1) = Sp(1), (h,q) — hq

frei auf Sp(1) ~ S3 wirkt. Folgern Sie, dass es punktierte Riume gibt, deren Fundamental-
gruppen nicht Abelsch sind.



