
Geometrie und Topologie II (WiSe 2020/2021)

� Übungsblatt 7 �

Aufgabe 7.1 (Spaltungen). Gegeben sei eine kurze exakte Sequenzen von Abelschen Gruppen

0 Ñ A
α
ÝÑ B

β
ÝÑ C Ñ 0.

(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen äquivalent sind:

(1) Es gibt einen Homomorphismus r : B Ñ A mit r ˝ α “ idA, genannt linke Spaltung.

(2) Es gibt einen Homomorphismus s : C Ñ B mit β ˝ s “ idC , genannt rechte Spaltung

(3) Es gibt einen Isomorphismus φ : A ‘ C
–
Ñ B, genannt Spaltung, der folgendes Diagramm

kommutativ macht:

0 A B C 0

0 A A‘ C C 0

α β

idA

iA

φ

pC

idC

Hierbei sind iA und pC die Inklusionen in und Projektionen aus der direkten Summe.

Man sagt, die Sequenz spaltet, falls eine dieser Bedingungen erfüllt ist.

(b) Sei C isomorph zu Zn. Zeigen Sie, dass jede kurze exakte Sequenz 0 Ñ A Ñ B Ñ C Ñ 0
spaltet. Geben Sie auÿerdem eine kurze exakte Sequenz an, die nicht spaltet.

Aufgabe 7.2 (Homologie und Einhängungen). Für einen topologischen Raum X sei die unredu-
zierte Einhängung ΣX de�niert als Quotient von X ˆ I, in dem X ˆ t0u und X ˆ t1u jeweils zu
einem Punkt identi�ziert werden. Für stetiges f : X Ñ Y induziert f ˆ id : X ˆ I Ñ Y ˆ I eine
stetige Abbildung Σf : ΣX Ñ ΣY . (Kein Beweis nötig!)

Konstruieren Sie für jede Homologietheorie h˚ “ thnunPZ Isomorphismen

σXn : h̃npXq
–
ÝÑ h̃n`1pΣXq, n P Z

die in dem Sinne natürlich sind, dass für stetiges f : X Ñ Y folgendes Diagramm kommutiert:

h̃npΣXq h̃n`1pΣXq

h̃npΣY q h̃n`1pΣY q

σX
n

f˚ pΣfq˚

σY
n

Aufgabe 7.3 (Reduzierte Additivität). Sei h˚ eine Homologietheorie. Zur Erinnerung: für einen
nicht leeren Raum X sei ε : X Ñ P die eindeutige Abbildung in einer Einpunktraum P und

h̃npXq “ ker
`

hnpXq
ε˚
ÝÑ hnpP q

˘

, n P Z

die reduzierte Homologie. Ferner seien pX,x0q und pY, y0q punktierte Räume, so dass tx0u ein
starker Deformationsretrakt (siehe Bredon I.14.8) einer abgeschlossenen Umgebung N Ă X ist.
Zeigen Sie:

(a) Die Inklusion ty0u ãÑ Y induziert Isomorphismen

h̃npY q
–
ÝÑ hnpY, ty0uq, n P Z.

(b) Die Inklusionen iX : X Ñ X _ Y und iY : Y Ñ X _ Y induzieren Isomorphismen

h̃npXq ‘ h̃npY q
–
ÝÑ h̃npX _ Y q, n P Z.


