Geometrie und Topologie IT (WiSe 2020,/2021)

— Ubungsblatt 7 —

Aufgabe 7.1 (Spaltungen). Gegeben sei eine kurze exakte Sequenzen von Abelschen Gruppen
0-4-%BL oo
(a) Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen dquivalent sind:

(1) Es gibt einen Homomorphismus r: B — A mit r o « = id 4, genannt linke Spaltung.
(2) Es gibt einen Homomorphismus s: C — B mit o s = id¢, genannt rechte Spaltung

(3) Es gibt einen Isomorphismus ¢: A® C 5 B, genannt Spaltung, der folgendes Diagramm
kommutativ macht:
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Hierbei sind i4 und pe die Inklusionen in und Projektionen aus der direkten Summe.
Man sagt, die Sequenz spaltet, falls eine dieser Bedingungen erfiillt ist.

(b) Sei C isomorph zu Z™. Zeigen Sie, dass jede kurze exakte Sequenz 0 - A - B — C — 0
spaltet. Geben Sie aufierdem eine kurze exakte Sequenz an, die nicht spaltet.

Aufgabe 7.2 (Homologie und Einhingungen). Fiir einen topologischen Raum X sei die unredu-
zierte Einhdingung ¥ X definiert als Quotient von X x I, in dem X x {0} und X x {1} jeweils zu
einem Punkt identifiziert werden. Fiir stetiges f: X — Y induziert f x id: X x [ — Y x I eine
stetige Abbildung Xf: XX — XY. (Kein Beweis nétig!)

Konstruieren Sie fiir jede Homologietheorie hy = {hy}nez Isomorphismen
O-T}L(: En(X)iEn-i-l(EX)’ nez
die in dem Sinne natirlich sind, dass fiir stetiges f: X — Y folgendes Diagramm kommutiert:
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Aufgabe 7.3 (Reduzierte Additivitét). Sei hy eine Homologietheorie. Zur Erinnerung: fiir einen
nicht leeren Raum X sei e: X — P die eindeutige Abbildung in einer Einpunktraum P und

ho(X) = ker (hy(X) =5 hy(P)), neZ

die reduzierte Homologie. Ferner seien (X,zg) und (Y,yo) punktierte Riume, so dass {zg} ein
starker Deformationsretrakt (siehe Bredon 1.14.8) einer abgeschlossenen Umgebung N < X ist.
Zeigen Sie:

(a) Die Inklusion {yo} — Y induziert Isomorphismen
h(Y) = by (Y, {yo}), neZ.
(b) Die Inklusionen ix: X — X vY und iy: Y — X v Y induzieren Isomorphismen

hn(X) @ hn(Y) = hp(X vY), neZ.



