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1. Algebraische Mengen

Sei k ein Korper und n eine natiirliche Zahl. Sei k[T1, ..., T,] der Polynomring in
n Variablen mit Koeffizienten in k. Ist P C k[T, ..., T,], so sei

Vin (P) ={a € k™ | f(a) =0 fiir alle f € P};

sind fi,..., fm € k[T1,...,Ty,], so schreiben wir V(f1,..., fm) statt V({f1,-.., fm})-
Teilmengen der Form Vi (P) mit P C k[T, ..., T},] nennt man algebraische Teilmengen
des k™.

(1) Skizzieren Sie die Nullstellenmengen Vg ( f;) fiir die folgenden Polynome (dabei
schreiben wir X statt 77 und Y statt T5):

fi=X%Y - XY?

fo=(Y = X*)(Y - 1)

fa=Y - X(X+1)(X -1)
fi=Y? - X(X+1)(X-1)

Wir fixieren nun k£ und n und schreiben V statt Vign. Sei R = k[Th,. .., ky).
(2) Man zeige:

(') Ist f,g € R,soist V(f)UV(g) =V(fg).

(a) Sind P, P" Teilmengen von R, so gilt

V(P)UV(P') =V({fg| fePgeP}).

(Die Menge der algebraischen Teilmengen des k™ ist abgeschlossen unter endlichen
Vereinigungen).

(b) Sind ¢1,...,¢, € kysoist V(T —c1, ..., T, —cn) = {(c1,...,¢n)}-

(c) Folgerung aus (a) und (b): Jede endliche Teilmenge des k™ ist algebraisch.

(d): Im Fall n = 2 beschreibe man explizit eine Teilmenge P C R mit

V(P) = {(0,0),(1,0), (0,1), (1,1)}.



(3) Man zeige:
(a) Sind P C P’ Untermengen von R, so gilt V(P) D V(F').
(b) Sind Teilmengen P; von R gegeben, mit i € I (dabei ist I eine Indexmenge),
o 1ist
v P)=(v®).
i€l iel

(Die Menge der algebraischen Teilmengen des k™ ist abgeschlossen unter beliebigen
Durchschnitten.)

(4) Man zeige: Ist n > 1, so ist die Menge der algebraischen Teilmengen des k™
nicht abgeschlossen unter Vereinigungen.

Ubungszettel mit meist 4 Ubungsaufgaben werden in der Donnerstagsvorlesung verteilt.
Es sollten immer alle Aufgaben bearbeitet werden. Die Aufgaben sind selbstéindig zu losen.
Bitte schreiben Sie Ihre Losungen kurz und prégnant, aber mit vollstindigen Zwischentex-
ten, leserlich auf DIN A4-Blitter. Die Aufgaben koénnen in Zweiergruppen bearbeitet und
abgegeben werden. Pro Zweiergruppe soll fiir jede Aufgabe nur eine Losung abgegeben
werden, dabei mufl beim Aufschreiben der Losungen abgewechselt werden. Sofern auf dem
Losungszettel nichts anderes vermerkt ist, wird davon ausgegangen, dafl jeder der Beteiligten
mit jeder der notierten Losungen vertraut ist und bereit ist, diese vorzufiihren.

Abgabe spitestens am folgenden Donnerstag, 12:10 Uhr ins Postfach des Ubungsleiters
(Karsten Schmidt). Die Losungen werden in den Ubungsstunden der darauffolgenden Woche
besprochen.

Fiir jede vollstindig geloste Aufgabe gibt es 4 Punkte. Fiir einen Ubungsschein (zur
Bescheinigung der erfolgreichen Teilnahme) sind 50% der Punkte erforderlich. Wer zuwenige
Punkte haben sollte, kann eine miindliche Priifung {iber den Stoff der Vorlesung und der
Ubungen ablegen.
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2. Algebraische Mengen.

1. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Man zeige, dafi die folgenden Bedingungen &quivalent sind:

(i) (Die absteigende Kettenbedingung fiir abgeschlossene Teilmengen) Ist
A1 DA D ...

eine Folge abgeschlossener Teilmengen von M, so gibt es ein n mit A,, = A, 11 =

(ii) (Die Minimalbedingung fiir abgeschlossene Mengen) Jede nicht-leere Menge von
abgeschlossenen Teilmengen von M besitzt ein minimales Element.

(b) Man zeige: Gelten diese Bedingungen, so ist jede abgeschlossene Teilmenge
von M “quasi-kompakt”: Sind offene Mengen U; mit ¢ in einer Indexmenge I gegeben,

und gilt M = J;c; Us, so gibt es eine endliche Teilmenge I' C I mit M = J,.; Us.

2. Sei k ein Korper und n € Ng. Man zeige: Eine endliche Teilmenge von k™ ist

genau dann irreduzibel, wenn sie einelementig ist. (Also gilt: Irreduzible algebraische
Mengen sind entweder einelementig oder haben unendlich viele Elemente.)

3. (Klempner-Wissen) Bestimme die irreduziblen Komponenten von
Ves(XZ2+Y?2 —1,Y?2+ 2% - 1).
(Mit Skizze).

4. Zeige: Das Polynom f = Y2 + X?(X — 1)? € R[X,Y] ist irreduzibel, aber
V(f) € R? ist nicht irreduzibel.
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3.

1. Sei k ein Korper und sei n > 1. Ist F' € k[Ty,...,T,] ein nicht-konstantes
Polynom, so nennt man M = V(F') eine Hyperfliche in k™.

(a) Ist k£ unendlicher Kérper, und ist M C k™ eine Hyperfliache, so gibt es aulerhalb
von M (also in k™ \ M) unendlich viele Punkte.

(a’) Insbesondere gilt: Ist M C k™ eine algebraische Menge, so ist k™ \ M eine
unendliche Menge.

(b) Ist k algebraisch abgeschlossen und n > 2, so enthélt jede Hyperfliche M in
k™ unendliche viele Elemente.

2. Man skizziere die algebraischen Kurven in R?, die durch die folgenden Glei-
chungen gegeben sind (dabei achte man insbesondere auf die Punkte in der Ndhe der
“Singularitiaten”, also der Punkte, in denen beide partielle Ableitungen der definieren-
den Polynome verschwinden).

X?-Y?=0
X3+ X?2-Y?*=0
X3+ X?2+Y?*=0
X'-X?*+Y?=0
X°+X'+Y?=0
X0 - X*+Y?2=0
(X2 +Y?)3 —4X?Y?2 =0
X"+Y"—-1=0
(Manchmal ist es vorteilhaft, die Schnittpunkte der Kurve mit den Geraden Y = tX
zu betrachten, um zu einer “Parameterdarstellung” der Kurve zu gelangen.)

3. Zeige: Sei k ein Korper. Ein Gleichungssystem
F(X,Y)=0 und G(X,Y)=0
mit zwel teilerfremden Polynomen F,G € k[X,Y] besitzt hochstens endliche viele

Losungen in k2.

4. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Seien p, ¢ € N;. In k? betrachte
man die Menge C' aller Punkte (t?,t7) mit ¢ € k. Zeige: diese Menge C' ist eine
algebraische Menge und bestimme das Verschwindungsideal Z(C).
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4. Ganze Elemente

1. Sei R Integritédtsbereich mit Quotientenkorper K. Sei K C L eine endliche
Korpererweiterung vom Grad d. Zeige:

(a) Zu jedem a € L gibt es 0 # r € R, so dafl ra ganz iiber R ist.

(b) Es gibt eine K-Basis ay,...,aq, so daf jedes a; ganz iiber R ist.

(c) Sei S der ganze Abschluf von R in L. Dann ist L der (oder besser: ‘ein’)
Quotientenkorper von S.

Warnung: Hat man Elemente aq,...,aq wie in (b) gefunden, so wird im allge-

meinen der ganze Abschlufl S von R in L viel grofler als Zle Ra; sein. (Siehe Aufgabe
2)

2. Sei ¢ € Z. Man bestimme den ganzen Abschlufl von Z in Q[,/q].

3. Zeige: Der Ring R = Z[X]/(X?+4) ist nicht ganz abgeschlossen (insbesondere
gibt es also in R keine eindeutige Primfaktorzerlegung).

4. Sei k ein Korper. Zeige direkt (d.h. ohne Verwendung des Nullstellensatzes),
dafl der Kérper K = k(X ) der rationalen Funktionen in einer Variablen X als k-Algebra
nicht endlich erzeugt ist.

Hinweis: Zeige zuerst, dafl es im Polynomring k[X] unendlich viele normierte
irreduzible Polynome gibt (genauso, wie man zeigt, daf es unendlich viele Primzahlen
gibt ... ). Untersuche als néchstes die moglichen Nenner der Elemente einer endlich
erzeugten k-Unteralgebra.
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1. (a) Sei p eine Primzahl. Bestimmen Sie alle Ideale des Rings Z,) aller Briiche
2| a,b€Z und p teilt nicht b} (dies ist ein Unterring von Q).

(b) Sei k ein Korper und f ein irreduzibles Polynom im Polynomring k[T"] Bestim-
men Sie alle Ideale des Rings [Ty aller Briiche ¢ | a,b € k[T] und f teilt nicht b}
(dies ist ein Unterring von k(7).

2. Sei k ein Korper. Man konstruiere Faktorringe A, B, C' des Polynomrings k[T
mit k-Dimension 3, so daf} gilt:

(a) A besitzt Nullteiler, aber keine von Null verschiedenen nilpotenten Elemente.

(b) B besitzt von Null verschiedene nilpotente Elemente und alle Nullteiler in B sind
nilpotent.

(c¢) C besitzt Nullteiler, die nicht nilpotent sind, und von Null verschiedene nilpotente
Elemente.

3. Ist I ein Ideal des kommutativen Rings R, so sei
VI={r|rtel firen t e N},

man nennt dies das Radikal des Ideals I.

(a) Man zeige: /T ist ein Ideal, und R/v/T besitzt auBer 0 keine nilpotenten
Elemente.

(b) Sei z € Z und (2) das von z erzeugte Ideal von Z. Man bestimme +/(z).

(c) Sei k ein Korper, f € k[T)] und (f) das von z erzeugte Ideal von k[T]. Man

bestimme \/m .

4. Zum Noether’schen Normalisierungssatz: Ist die “Normalisierung” eindeutig?
Man zeige, dafl sie nur dann eindeutig ist, wenn entweder k C A eine endliche Korper-
erweiterung oder A ein Polynomring ist. Welche Moglichkeiten gibt es, B zu variieren?
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1. Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige: Zwei algebraische Glei-
chungssysteme

fi=0 (i=1,...,m) und ;=0 (j=1,...,1)

in den Variablen Xj,...,X,, besitzen genau dann die gleiche Losungsmenge in k",
wenn es zu jedem 1 < ¢ < m eine natiirliche Zahl p; mit f/ € (¢g1,...,q;) und zu
jedem 1 < j <[ eine natiirliche Zahl o; mit g;j € (f1,..., fm) gibt.

2. Sei k ein unendlicher Korper. Zeige, dal man in diesem Fall in der Behaup-
tung des Noether’schen Normalisierungssatzes zusétzlich vorlangen darf, daf3 die Ele-
mente by, ...,b, zu dem von den Elementen ay,...,a, erzeugten k-Unterraum ) ka;
gehoren.

3. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei U ein linearer Unterraum des
Vektorraums k", sei v € k™. Erinnerung: Man nennt U + v einen affinen Teilraum von
k™.

Zeige: Jeder affine Teilraum U + v ist eine irreduzible algebraische Menge, und
die Dimension von U +wv (im Sinn der algebraischen Geometrie) ist die Dimension von
U (im Sinn der linearen Algebra).

4. Sei R ein Integritidtsbereich, sei K = Quot(R). Ist M eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge von R, die 0 nicht enthilt, so sei R[M ~!] die Menge der

Briiche - mit r € R,m € M; dies ist natiirlich ein Unterring von K. Zeige:

(1) Die Zuordnung J — J N R liefert eine Bijektion zwischen der Menge der Ideale
von R[M~'] und der Menge der Ideale I von R mit I N M = ().

(2) Ist R noethersch, so ist auch R[M ~!] noethersch.

(3) Ist P ein Primideal von R und M = R\ P, so besitzt R[M~!] genau ein
maximales Ideal.
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7.

1. (a) Bestimmen Sie alle Zahlen = € Z, die gleichzeitig die folgenden Kongruenzen
erfiillen:
r=>5 mod 8, r=4 mod 9, r=3 mod 5.

(b) Was wiirde passieren, wenn wir die zweite Kongruenz durch z =4 mod 16 ersetzen
wiirden?

2. Zeigen Sie: Der Ring Z /3000 ist zu Z/3 x Z/8 x Z/125 isomorph, nicht jedoch
zum Ring Z/30 x Z/100.

3. Sei R ein (nicht-notwendig kommutativer) Ring. Zur Erinnerung: Man nennt
ein Element r» € R zentral, wenn rr’ = r'r fiir alle r € R gilt. Und man nennt r € R
idempotent, wenn e = e? gilt. Man zeige fiir e € R zentral und idempotent:

(a) Die Menge eR ist beziiglich + und - ein Ring mit Einselement e (nach unserer
Konvention ist also eR zwar eine Untermenge, die selbst ein Ring ist, aber fiir e # 1
kein Unterring - denn Unterringe haben das gleiche Einselement).

(b) Es ist auch 1 — e zentral und idempotent und der Ring R besitzt die Produk-
tzerlegung R = eR x (1 — e) R; das soll heifen: die Zuordnung r +— (er, (1 —e)r) liefert
einen Ring-Isomorphismus R — eR X (1 —e)R.

4. Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Man zeige: Sind die Ideale Iy, ..., I; paarweise teilerfremd, so gilt Ni_;I; =
Hle I;.

(b) Ist die Abbildung R — R/I; X - - - x R/I; surjektiv, so sind die Ideale I, ..., I;

paarweise teilerfremd.

5. Seien R und S (nicht-notwendig kommutative) Ringe. Zeige: Ist I ein Ideal
von R und J ein Ideal von S, so ist I x J ein Ideal von R x S und man erhdlt auf
diese Weise alle Ideal von R x S. [Der erste Teil dieser Aussage ist nicht {iberraschend,
der zweite Teil ist zwar ebenfalls einfach zu zeigen, sollte aber irritieren: Denkt man
zum Beispiel an einen Korper k£ und betrachtet R = S = k, so besitzt der Ring k x k
genau 4 Ideale; dagegen besitzt der k-Vektorraum k? (der sich ja mengenméiBig nicht
von k x k unterrscheidet), immer mindestens 5 Unterrdume, ... ]
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8. Diskrete Bewertungsringe

1. Sei R ein Integritdtsbereich, kein Kérper. Man zeige, dafl die folgenden Bedin-
gungen #dquivalent sind:

(i) R ist noethersch und es gilt: es gibt ein maximales Ideal M, das ein Hauptideal
ist und jedes echte Ideal enthélt.

(ii) Es gibt ein Element ¢ € R, so dafl jedes von Null verschiedene Element r € R in
der Form z = ut™ mit u € R invertierbar und n € Ny schreiben 143t.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind (man nennt dann R einen diskreten Bewer-
tungsring und t eine Uniformisierende), so gilt zusitzlich: M ist einziges maximales
Ideal; die von Null verschiedenen Ideale von R haben die Form M"™ mit n € Ny; das in
(ii) gegebene Element ¢ ist ein Primelement; jedes irreduzible Element ist zu ¢ dquiv-
alent; jedes Ideal ist ein Hauptideal; die die in (ii) notierte Darstellung z = wut™ ist
eindeutig (d.h.: ist auch u’ € R invertierbar und m € Ny mit ut™ = u/t™, so ist u = v’
und n = m.

2. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper K; sei M das maxi-
male Ideal von R. Zeige

(a) Ist 0 # 2z € K, so0 ist z oder 27! € R.
(b) Ist R C S C K ein Unterring, so ist S = R oder S = K.

3. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir betrachten den Korper
k(A') = k(T) der rationalen Funktionen auf der affinen Geraden V = Al  also den
Korper der rationalen Funktionen in einer Variablen. Ist a € k, so sei O,(V) der
Unterring von k(T') aller Briiche f/g mit f, g € k[T] und g(a) # 0.

Zeige: O, (V) ist ein diskreter Bewertungsring und X ist eine Uniformisierende.

Zeige: Auch O, (V) = {f/g | deg f < degg} ist ein diskreter Bewertungsring,
und 1/X ist eine Uniformisierende fiir O (V).

Zeige: Man erhilt auf diese Weise alle Unterrringe R von k(7T'), die k enthalten
und diskrete Bewertungsringe sind.

4. Man bestimme alle Unterringe von Z, die diskrete Bewertungsringe sind.



ALGEBRA I WS 2001/2

http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/birep/alg/

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Koérper.

1. Seien V C A™ und W C A™ algebraische Mengen, sei f: V — W ein Mor-
phismus. Man zeige daf§ f*: k[W] — k[V] genau dann injektiv ist, wenn f(V) = W
gilt.

2. Man zeige: Die Hyperbel V = V(XY — 1) C A? ist nicht isomorph zu A!. (In
der Vorlesung wurde gezeigt, dal die Projektionsabbildung 7: V' — Al mit 7(x,y) = z
fiir z,y € k und (z,y) € V kein Isomorphismus ist. Hier soll nun gezeigt werden, dass
es iiberhaupt keinen Isomorphismus geben kann.)

3. Sei V. C A" eine d-dimensionale algebraische Menge. Zeige: Es gibt einen
affinen Unterraum U C A" der Dimension n — d, der V' in nur endlich vielen Punkten
schneidet.

Hinweis: Man verwende Aufgabe 2 vom Ubungsblatt 6.

Kann n — d durch n — d + 1 ersetzt werden?
4. Die Charakteristik von k sei p, eine Primzahl. Man zeige: Die Abbildung

F: A" — A" mit F(vy,...,v3) = (v],...,vP) (man nennt sie die Frobenius-Abbildung)
ist ein bijektiver Morphismus, aber fiir n > 1 kein Isomorphismus.
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10. Homogene Polynome

1. Sei k algebraisch abgeschlossener Korper.

(a) Zeige: Jedes homogene Polynom F' € k[X, Y] 148t sich als Produkt homogener
Polynome vom Grad 1 schreiben.

(b) Man faktorisiere die Polynome
X3 —vy3 X*-v4 vY?-3X?%y+2Xx3

(dabei kommt mdoglicherweise die Charakteristik ins Spiel).

2. Sei k ein kommutativer Ring.

(a) Zeige: Ist F' € k[X;,...,X,] ein homogenes Polynom vom Grad d und A € k,
so gilt
FOAX1, ..., 0X,) = NF(Xy, ..., X,).

(b) Umgekehrt zeige man: Sei k unendlicher Korper, und sei f € k[Xy,..., X,)]
ein Polynom mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes A\ € k gilt

FOXL, . 0X,) = M f(Xq,. .., X,).

Dann ist f homogen vom Grad d.

Zuriick zur Theorie kommutativer Ringe.
3. Betrachte den Ring R = Z[\/—5]. Zeige:

(a) Der Ring R ist nicht ganz abgeschlossen (das heifit: der ganze Abschlufl von
R in Quot(R) ist ein echter Oberring von R).

(b) Die Elemente 2, 3, 1+ /=5, 1 — /=5 sind irreduzibel, paarweise nicht
assoziiert, und es gilt: 2-3 = (1 ++/—5) - (1 — v/—5), demnach ist R kein faktorieller
Ring.

(c¢) Konstruiere ein Ideal I und ein maximales Ideal M mit folgenden Eigen-
schaften : es ist M das einzige maximale Ideal mit I C M, andererseits gibt es Ideale
J,J',mit I € J C Mund I C J' C M, die unvergleichbar sind (es gilt also weder
J C J',noch J CJ).

2. Sei R ein kommutativer Ring. Ist R noethersch, und I ein Ideal von R, so gibt
es Primideale Py, ..., P, mit P1Py--- P, C I.
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11. Geometrisches

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

1. Konstruiere irreduzible Kurven in der Ebene, die den Ursprung enthalten, so
dafl die Tangenten im Ursprung die Koordinatenachsen und die Diagonale V(X —Y')
sind und alle diese Tangenten die Vielfachheit 2 haben. (Wenn moglich fiir £ = C:
Skizze der reellen Punkte ... )

Zeige allgemein: Sind Linearformen L, € k[X,Y] mit 1 < i < j gegeben, so gibt
es eine irreduzible Kurve f, sodafl die L; gerade die Tangenten von f im Punkt (0, 0)
(mit der gegebenen Multiplizitét) sind.

Hinweis: Zeige zuerst: Seien f,,, fim+1 € k[X, Y] homogene Polynome vom Grad
m bzw. m + 1, so ist f,, + fim+1 irreduzibel.

2. Seien Ay,..., A\ € k. Zeige: Die Kurve f(X,Y) =YY" — H§:1(X — \;) hat
genau dann nur einfache Punkte, wenn die \; paarweise verschieden sind.

3. Betrachte die folgenden Kurven und bestimme jeweils die Mehrfachpunkte und
die Tangenten in diesen Punkten:

Y3 —Y24+ X% - X24+3Y2%2X +3X2%Y +2XY

54
~—

(

(b) X141yt - x%y?

(c) X34Y3 -3X?-3Y?+3XY +1
(d) Y2+ (X? - 5)(4X* —20 X2 +25)

4. Sei f € k[X,Y] und p € k%. Zeige: Ist chark = 0, so ist die Multiplizitit von
f im Punkt p die kleinste Zahl m fiir die es eine Zerlegung m = ¢ + j mit % #0
gibt. Man gebe eine explizite Beschreibung des Fiihrungsterms von f im Punkt p unter
Verwendung dieser partiellen Ableitungen an.

5. Berechne die Schnittzahl

I(O;O)(<X2 + Y2)2 + 3X2Y — 1/’37 <X2 + Y2)3 _ 4X2Y2>.
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12. Moduln

Sei R ein Ring.

1. Sei M ein Modul und U C M ein Untermodul. Zeige:

(a) Ist M endlich erzeugt, so ist auch M /U endlich erzeugt.

(b) Sind U und M /U endlich erzeugt, so ist auch M endlich erzeugt.

(c) Ist M endlich erzeugt, so braucht U nicht endlich erzeugt zu sein. (Betrachte
zum Beispiel den Polynomring R = k[T, T5,...]| in abzihlbar vielen Variablen iiber
einem Korper k, sei M = grR und U der von den Elementen T7,7T5,... erzeugte
Untermodul, ... ).

2. Zeige: Sind U,V Untermoduln des Moduls M, so gibt es einen Isomorphismus
U/(UNV)— (U+V)/V (man erhilt einen kanonischen Isomorphismus, wenn man
sich die Hintereinanderschaltung der Inklusion U — M und der Projektion M — M /V
anschaut ... ).

3. Sei k ein Korper und R = k[T| der Polynomring in einer Variablen T'. Behaup-
tung: R-Moduln sind “nichts anderes” als Paare (M, ¢), wobei M ein k-Vektorraum
und ¢: M — M eine k-lineare Abbildung M — M ist (ndmlich die Multiplikations-
Abbildung T-). (Zeige dazu: Ist M ein R-Modul, so ist M ein k-Vektorraum und 7'
ist k-lineare Abbildung M — M; ist umgekehrt M ein k-Vektorraum und ¢: M — M
ein k-linearer Endomorphismus, so definiere eine Skalar-Multiplikation R x M — M
durch (31 ;T m) — >, ¢ (m); zu zeigen ist, daB die Modul-Axiome erfiillt sind
und daf diese beiden Zuordnungen zueinander invers sind.) Zeige weiter: Unter dieser
Zuordnung entsprechen sich Untermoduln und ¢-invariante Unterrdume.

4. Sei wieder k ein Korper und R = k[T der Polynomring in einer Variablen T'.

Die Ableitung 5%~ ist ein k-linearer Endomorphismus von k[T, demnach kénnen wir
das Paar D = (k[T], %) (wie in Aufgabe 3 notiert) als R-Modul auffassen.

(a) Zeige: Der Unterraum P,, der Polynome vom Grad hochstens n ist ein Unter-
modul von D.

(b) Ist char k = 0, so erhélt man auf diese Weise alle echten Untermoduln von D.

(c) Ist char k = p eine Primzahl, und n € Ny, so sei U,, der Unterraum von k[T
mit Basis 7"PT* mit 0 < i < p. Zeige: Jedes U, ist ein Untermodul von D und es gilt

D=, D,.

(d) Vergleiche in beiden Fillen die Menge der Untermoduln von D mit denjenigen
von g R und folgere daraus, dafl die R-Moduln D und rR nicht zueinander isomorph
sein kénnen (obwohl ja die zugrundeliegenden Vektorrdume identisch sind).
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13. Moduln

1. Betrachte den Modul M = Q. (a) Zeige: Ist (z;);c; ein Erzeugendensystem
und ist I’ eine endliche Menge, so ist auch (z;);c\ ;v ein Erzeugendensystem.
(b) Sei U der von den Elementen % mit p Primzahl erzeugte Untermodul von M,

sei P die Menge der Primzahlen. Zeige: Ist pg eine Primzahl, so ist (pio)pe P\{po} kein
Erzeugendensystem von U.

2. Sei R ein linksnoetherscher Ring. Man zeige: Ist M ein endlich-erzeugter
R-Modul, so ist jeder Untermodul von M ebenfalls endlich-erzeugt.

(Hinweis: Verwende Induktion nach der Erzeugendenanzahl n. Der Fall n = 1
sollte problemlos sein. Beim Induktionsschritt verwende man die Aufgabe 12.3.)

3. Betrachte den Ring R = M (n X n, k) der (n x n)-Matrizen mit Koeffizienten
im Korper k. Man bestimme die Untermoduln von rR und zeige, daf} alle diese
Untermoduln projektiv sind.

4. Betrachte den Ring R = k[T']/(T™). Zeige: Ist U ein Untermodul von R, so ist
U nur dann projektiv, wenn U = R oder U = 0 gilt.



