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Einschiibe iiber Ringe.
A. Die Einheitengruppe des Rings Z/nZ.

Die Einheitengruppe eines Rings. Ist R ein Ring, so bezeichnet man mit
R* die Menge der (beziiglich der Multiplikation) invertierbaren Elemente (also die
Menge der r € R, fiir die es ein s € R mit rs = sr = 1 gibt); dies ist beziiglich der
Multiplikation eine Gruppe, man nennt dies die Einheitengruppe des Rings R. Ist K
ein Korper, so ist K* = K \ {0}.

Sind R, S Ringe, so ist die Menge R x S mit komponentenweiser Addition und
komponentenweiser Multiplikation wieder ein Ring.

Lemma. Seien R, S Ringe. Dann ist (R x S)* = R x xS*.

Beweis: Sei r € R, s € S. Offensichtlich ist (7, s) genau dann invertierbar, wenn
die beiden Elemente » € R und s € S invertierbar sind.

Wir interessieren uns fiir R* vor allem im Fall R = Z/nZ (dabei ist n € Ny ); in
diesem Fall besteht R* = (Z/nZ)* gerade aus den Restklassen @ mit 1 < a < n, fiir
die @ und n teilerfremd sind (nur fiir den trivialen Fall n = 1, den man aber nicht
ausschlieffen mochte, schreibt man 1 < a < n; ist n > 2, so reicht es, die Elemente a
mit 1 < a < n zu betrachten).

Der chinesische Restsatz. Seien m,n € N; teilerfremd. Dann liefert die
kanonische Abbildung a — (a,a) (fir a € Z) einen Ring-Isomorphismus

Z/mnZ — Z/mZ X Z/nZ.

(Achtung: wir haben dreimal @ geschrieben, aber dies hat drei verschiedene Bedeutungen:
es handelt sich um die Restklassen modulo mn, modulo m und schlieflich modulo

Beweis: Die Zuordnung @ — (@, a) ist offensichtlich wohldefiniert (das ist als
erstes zu verfizieren, sonst wiirde die Aussage iiberhaupt keinen Sinn machen) und
sie liefert einen Ring-Homomorphismus (ebenfalls offensichtlich). Sie ist injektiv,
denn ist a durch m und durch n teilbar (also (a,a) = (0,0)), so ist a durch mn
teilbar, da m,n teilerfremd sind. Nun sind die Mengen Z/mnZ und Z/mZ x Z/nZ
aber gleichméchtig (beides sind Mengen mit mn Elementen), also ist jede injektive
Abbildung auch surjektiv.

Wichtig ist hier vor allem: Die kanonische Abbildung Z/mnZ — Z/mZ X Z/nZ
ist surjektiv. Man kann dies folgendermafien formulieren: Sind die Gleichungen

X=b modm wund X =c modn
mit b, c € 7 losbar, so ist auch das Gleichungssystem
X=b modmn wund X =c modmn

in Z losbar.
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Die Euler’sche ¢-Funktion. Sei ¢(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen a mit
1 <a <nund (a,n) = 1. (Erinnerung: sind m, n natiirliche Zahlen, so bezeichnet
(m,n) den ggT; die Euler’sche ¢-Funktion z#hlt also die zu n teilerfremden Zahlen
a mit 1 < a < n). Wichtig fiir uns sind die folgenden beiden Situationen, wo man
mit der Euler’schen ¢-Funktion zu tun hat:

(a)

(Z/n2)"| = ¢(n)

(b) Ist C,, eine zyklische Gruppe der Ordnng n, so ist die Erzeugendenanzahl
von Cy, gleich ¢(n):

[{h € Cn | (h) = Cn}| = ¢(n)

Wihle ein erzeugendes Element g von G = C),. Die Elemente der Form ¢ mit
1 < a < n sind paarweise verschieden und liefern genau die Elemente von G. Nun
gilt aber: Genau dann erzeugt g% die Gruppe G, wenn (a,n) = 1 gilt. Die Zuordnung
a — g° liefert also eine Bijektion zwischen der Menge {a | 1 < a < n,(a,n) = 1}
und der Menge der Erzeugenden von C,.

Zur Berechnung von ¢(n) brauchen wir zwei Rechenregeln:

Lemma. FEs gilt:
(a) Seien n,m € Ny mit (m,n) = 1. Dann ist p(nm) = ¢(n)p(m).
(b) Ist p eine Primzahl und e € Ny, so ist ¢p(p®) = p® —p*~ L =p*~1(p—1).

(Warnung: Die Eigenschaft (a) wird in der Zahlentheorie “Multiplikativitit” der
Funktion ¢ genannt, in der Algebra dagegen nennt man nur dann eine Funktion
f multiplikativ, wenn f(mn) = f(m)f(n) fir alle m,n gilt und nicht nur fiir
teilerfremde m, n, wie im Fall der Euler’schen ¢-Funktion!)

Beweis von (a): Dies folgt direkt aus dem chinesischen Restsatz.

Beweis von (b): Die Anzahl der Zahlen zwischen 1 und p®, die durch p teilbar
sind, ist gerade p®~!, denn dies sind die Zahlen der Form pm mit 1 < m < p*~ L.
Eine Zahl a ist aber genau dann zu p® teilerfremd, wenn sie nicht durch p teilbar
ist. Demnach ist die Anzahl der Zahlen zwischen ¢ mit 1 < a < p® mit (a,p®) =1

gerade p® — p°~ 1.
Also gilt folgende Regel: Sind p, ..., p; paarweise verschiedene Primzahlen und
sind eq,...,e; € Ny , so ist

(S 52 - pyt) = p5 T py T pft T (pr — 1) (p2 — 1) -+ (py — 1).

Beispiel: ¢(90000) = ¢(24325%) = 233153 - 1-2-4 = 24 000.
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B. Das formale Ableiten von Polynomen.

Sei K ein Korper, K[T] der Polynomring in einer Variablen. Fiir f = "7 ¢;T"
definiert man f' = Y"1 | ic;T*! und nennt dies die Ableitung von f. Man rechnet
nach: Sind f,g € K[T], so gilt (fg)' = f'g+ fg'. Daraus folgt: Sind f,g € K[T] und
ist g* mit ¢ € N; ein Teiler von f, so ist gt~! ein Teiler von f’. Insbesondere gilt:
Hat f eine doppelte Nullstelle o, so ist  Nullstelle von f.

Lemma. Sei f € K[T| ein nicht-konstantes Polynom mit f' = 0. Dann ist
die Charakteristik von K eine Primzahl p und es gibt ein Polynom g € K[T| mit
f(T) = g(T?) (das heifit: Ist f =Y 7 ,cT" mit ¢, € K, und ist ¢; # 0, so ist p ein
Teiler von t).

Beweis: Sei f(T) = Y 1y a¢ - tT% mit a, # 0 und n > 1. Nach Definition ist
=>4 atT? 1. Seialso f/ = 0. Aus a,, # 0 und der Tatsache, daf§ der Koeffizient
an - n von T™~! Null ist, folgt, da8 die Charakteristik von K eine Primzahl p und
p ein Teiler von n ist. Auch fiir jeden anderen Koeffizienten a; mit a; # 0 folgt aus

a; -t = 0, da3 p ein Teiler von ¢ ist. Setzen wir by = ays, fiir s > 0, so erhalten wir
mit g(T') = > .5obsT* ein Polynom in K[T] mit g(T?) = f(T).

C. Der Quotientenkorper eines nullteilerfreien kommutative Rings.

Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring. Betrachte die Menge Q' der Paare
(r,8) € R? mit s # 0 und definiere auf Q' eine Aquivalenzrelation ~ wie folgt

(r,8) ~ (r',s") < rs' =1's

(offensichtlich ist ~ reflexiv und symmetrisch; nachzurechnen ist, daf ~ auch transitiv
ist). Mit Quot(R) bezeichnen wir die Menge @’/ ~ der Aquivalenzklassen; die Aquivalenzklasse,

die das Element (r,s) enthilt, wird iiblicherweise in der Form . geschrieben. Auf

der Menge Quot(R) definiert man eine Addition und eine Multiplikation wie folgt:

r r' 'rs'—l—r's d r rr!
— —_ = un — . = = —
s + s/ ss! s ! ss'

V)

(zu zeigen ist, daB dies wohl-definiert ist!). Es gilt: Mit diesen Operationen ist
Quot(R) ein Koérper, man nennt ihn den Quotientenkdrper von R. Die Elemente
der Form § in Quot(R) bilden einen Unterring R', der zu R isomorph ist (dabei
wird der kanonische Isomorphismus R — R’ durch r —  gegeben), der Unterring
R’ erzeugt Quot(R) als Korper. Ist K ein Korper, der R als Unterring enthdlt, so
ist der von R erzeugte Unterkorper von K zu Quot(R) isomorph. All dies zeigt man

genauso wie im klassischen Spezialfall R = Z mit Quot(R) = Q.

Insbesondere brauchen wir diese Konstruktion im Fall des Polynomrings R =
K|[T] mit Koeffizienten in einem Koérper K. Man nennt den Quotientenkérper Quot (K |[T])
den Korper der rationalen Funktionen mit Koeffizienten in K und schreibt K(T)
statt Quot(K|[T1]).

D. Faktorielle Ringe (I).

Um zu entscheiden, ob ein vorgebenes Polynom mit Koeffizienten in einem
Korper K irreduzibel ist, benétigen wir Hilfsmittel. Arbeiten wir zum Beispiel mit
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dem Koérper K = Q der rationalen Zahlen, und ist ein Polynom in Q[7] gegeben,
so konnen wir durch Multiplikation mit einer von Null verschiedenen ganzen Zahl
erreichen, daf alle Koeffizienten in Z liegen, und dann in Z[T] arbeiten.

Erinnerung: Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring. Ein Element p € R\

{0} heifit irreduzibel, falls einerseits p nicht invertierbar ist und falls andererseits aus

p = p1p2 folgt, dafl p; oder py invertierbar ist. Zwei irreduzible Elemente p, ¢ heiflen

assoziiert, falls es ein invertierbares Element r € R gibt mit p = rq. Der Ring R

heif3t faktoriell, falls gilt:

(1) (Existenz) Jedes nicht-invertierbare Element a ld8t sich als Produkt a =
P1P2 - - - Pp Mit irreduziblen Elementen p; (und n > 1) schreiben,

(2) (Eindeutigkeit) Ist p1p2 - - pn = G192 - - - @, mit irreduziblen Elementen p;, ¢;, so
gilt n = m und es gibt eine Permutation o von {1,...,n} mit: Do (i) 18t zu g
assoziiert, fir 1 <1 <n.

(falls also die kommutative Halbgruppe H = (R \ {0},-) eine Halbgruppe mit

eindeutiger Primfaktorzerlegung ist).

Wir wissen: Z ist faktorieller Ring, jeder Korper ist ein faktorieller Ring (trivialerweise).
Ist K ein Korper, so ist der Polynomring K[T] in einer Variablen T faktoriell.
Allgemeiner gilt der folgende Satz (GauB): Ist R faktoriell, so auch R[T]. Der Beweis
soll spéater noch gebracht werden.

Sei R faktoriell. Ein Polynom f # 0 in R[T] heif8t primitiv, wenn der ggT der
Koeffizienten gleich 1 ist.

Lemma von Gaufl. Sei R faktorieller Ring. Seien g, h primitive Polynome.
Dann ist auch g - h primitiv.

Beweis: Sei g = Y. ga;T¢ und h = Y»  b;T9, mit a;,b; € R, also f =

i=0
n+m k i — B
Do cxT® mit ¢ = Ziﬂ.:k a;b;.

Sei p irredzibel. Sei p ein Teiler von ag, a1, ...,as_1 aber kein Teiler von a,. Sei
p ein Teiler von bg, bq,...,b;_1 aber kein Teiler von b;. Dann ist p kein Teiler von
Cs+t, denn
Cstt = Z aibj + agh; + Z aibj
1+j=s+t,i<s 1+j=s+t,i>s

und p teilt die ersten s Summanden und die letzten ¢ Summanden, aber nicht den
mittleren Summanden. Zu jedem irreduziblen Element p gibt es ein derartiges s und
ein derartiges t, denn g, h sind primitiv. Also gibt es mindestens einen Koeffizienten
von ¢ - h, der nicht durch p teilbar ist. Also ist g - A primitiv.

Sei R faktorieller Ring, sei K = Quot(R) der Quotientenkorper. Jedes von Null
verschiedene Polynom in f € K[T] 148t sich ziemlich eindeutig in der Form f = ¢- f;
mit ¢ € K und f; € R[T] primitiv schreiben - ist f = ¢1- f1 = ca- f2, so unterscheiden
sich ¢; und ce nur durch ein in R invertierbares Element. Insbesondere gilt: Ist
g € K|[T] ein normiertes Polynom, so gibt es ein von Null verschiedenes Element
a € R und ein primitives Polynom g; € R[T]| mit g = % g1

Folgerung (heifit ebenfalls Lemma von Gaufl.) Sei K ein Korper und R ein
Unterring von K. Seien f, g, h Polynome in K[T| mit f = g-h. Sind f,g normierte
Polynome deren Koeffizienten zu R gehoren, so ist auch h ein normiertes Polynom
mit Koeffizienten in R.
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Beweis: Sei K’ der Quotientenkdrper von R, dies ist offensichtlich ein Unterkérper
von K. Da f, g Polynome mit Koeffizienten in K’ sind, gilt dies auch fiir A (denn
wir kénnen mit dem Euklid’schen Algorithmus in K[T'] den ggT von f, g bestimmen
und erhalten das Polynom g; da alle Koeffizienten von f, g zu K’ gehéren, arbeitet
der Euklid’sche Algorithmus nur mit Koeffizienten in K’, demnach sieht man: das
Polynom h hat Koeffizienten in K’. Und natiirlich ist mit f und g auch h normiert.

Sei nun g = % -gy und h = % - h; mit primitive Polynomen g1,k in R[T] und
a,be R\ {0}. Esist f = ﬁglhl und gihq ist primitiv, also ist ﬁ € R invertierbar,
also sind a, b beide in R invertierbar. Dies bedeutet aber, daf alle Koeffizienten von
g und h zu R gehoren.

I1. Ko6rper.

1. Definitionen.

Koérpererweiterungen. Ist K = (K, +, -) ein Kérper und K’ C K eine Teilmenge,
die beziiglich +, - selbst ein Korper ist, so nennt man K’ = (K', +-) einen Unterkdrper
von K, und K einen Oberkdérper von K'; und spricht in diesem Fall von der Korpererweiterung
K' C K. Ist K' ein Unterkoérper von K und K" ein Unterkdrper von K', so nennt
man K’ einen Zwischenkérper der Korpererweiterung K’ C K. Ein Kérperturm
Ky C K, C---C K, ist eine Folge von Korpererweiterungen K;_; C K;, 1 <i < n.

Ist K ein Unterkorper des Kopers L, so ist L (in kanonischer Weise) ein K-
Vektorraum (beziiglich der gegebenen Addition auf L, wobei man als Skalarmultiplikation
K x L — L die Einschrinkung der Multiplikation L x L — L nimmt). Die Dimension
von L als K-Vektorraum bezeichnen man als den Grad der Korpererweiterung, und
man schreibt [L : K| = dimg L.

Gradsatz. Seien K C L C M Korpererweiterungen, so gilt
[M:K|=[M:L]-[L:K].

Genauer gilt: Ist (a;); eine K-Basis von L und (bj); eine L-Basis von M, so ist
(a;bj); ; eine K-Basis von M.

Beweis: Jedes Element ¢ € M kann als endliche Linearkombination ¢ = 3. 8;b;
mit §; € L geschrieben werden. Schreibe nun g; = Y. a;;a; mit o;; € K. Einsetzen
liefert: ¢ = >°. Bjb; = >, > asjasbj, also ist die Menge der Elemente a;b; ein
Erzeugendensystem des K-Vektorraums M. Sind nun Koeffizienten \;; € K gegeben
mit Y, - Aijasb; = 0, so klammern wir: ). (3=, Aijas)b;j = 0. Der Koeffizient >, \;ja;
von b; gehort zu L; da (b;); eine L-Basis von M ist, folgt > . Ajja; = 0 fiir alle j.
Aus der Tatsache, daf8 (a;); eine K-Basis von L ist, folgern wir A;; = 0 fiir alle i
(und natiirlich alle 7).

Sei K C L eine Korpererweiterung, sei a € L.
Sei K[a| der kleinste Unterring von L, der K und und a enthilt.
Sei K(a) der kleinste Unterk6rper von L, der K und und a enthilt.
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Sind Elemente a1, ..., a,, in L gegeben, so setzt man
Klay,...,am] = Kla1, ..., am—1][m]

und
K(ai,.--,am) =K(a1,...,am—1)(an).

Natiirlich sind Klay,...,a,] der kleinste Unterring und K (ay,...,a,) der kleinste
Unterkorper von L, die die Elemente a4, ..., a,, enthalten.

Algebraische Elemente Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein Element
a € L heiit algebraisch iber K, falls es ein Polynom 0 # f € K[T] mit f(a) = 0
gibt, andernfalls heiflt a transzendent iber K. Ist a € L algebraisch iiber K, so nennt
man das normierte Polynom f € K[T]| mit f(a) = 0 und kleinstmoglichem Grad
das Minimalpolynom von a iber K (dal es nur ein einziges normiertes Polynom
f € K[T| mit f(a) und kleinstméglichem Grad geben kann, sieht man wie folgt:
Sind f,g € K[T] mit f(a) =0 = g(a), und ist h der ggT von f und g, so ist wegen
der Bézout’schen Gleichung auch h(a) = 0). Das Minimalpolynom f eines Elements
a € L dber K ist irreduzibel, denn ist f = gh, so folgt aus 0 = f(a) = g(a)h(a)
und der Nullteilerfreiheit von L, dal g(a) = 0 oder h(a) = 0 gilt. Und es gilt: Das
Minimalpolynom f von a dber K ist das einzige normierte irreduzible Polynom in
K[T] mit Nullstelle a.

Erinnerung: Da L ein kommutativer Ring ist, der K als Unterring enthélt,
ist die Auswertungsabbildung €,: K[T] — L mit ¢,(f) = f(a) fir f € K[T] ein
Ring-Homomorphismus, dessen Bild K|a] ist. Offensichtlich gilt: Genau dann ist €,
injektiv, wenn a transzendent ist, denn die Injektivitit bedeutet gerade, dal das
Nullpolynom das einzige Polynom in K[T] ist, das a als Nullstelle hat.

Lemma. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Ist a € L algebraisch iiber K mit
Minimalpolynom f diber K und ist grad f = n, so bilden die Elemente1,a,a?,...,a"*
eine K-Basis von K|a], und K|a] ist ein Kérper. Es ist demnach K (a) = K|a].

Beweis: Die Elemente 1,a,a2,...,a" ! sind linear unabhingig iiber K, denn
sind Koeflizienten A\; € K gegeben, mit Z?;ol Aia® = 0, so ist a Nullstelle des
Polynoms ¢(T') = Z?:_()l \iT?. Da aber g kleineren Grad als das Minimalpolynom f
hat, mufl g das Nullpolynom sein: also gilt A; =0 fiir alle 0 <7 <n — 1.

Sei K’ der von den Elementen af mit 0 < i < n aufgespannte K-Unterraum von
L. Wir zeigen als erstes, dal K’ ein Unterring (und demnach gleich K[a)) ist: Es ist
zu zeigen, dafl K’ abgeschlossen unter der Multiplikation ist. Sei f = T™ —{—Z?:_Ol c;T?

mit ¢; € K. Wegen f(a) = 0 gilt also

n—1 .
a” = Zizo (—ci)a’ € K'.

Wir sehen also: a - K/ C K'. Mit Induktion folgt nun, dafl K’ alle Potenzen von a
enthilt: denn ist a™ € K', so ist a™T! = a-a™ € a- K' C K'. Daraus folgt aber mit
Hilfe des Distributivgesetzes, dal K’ ein Unterring ist.

Als Unterring von L ist K' = K|a] nullteilerfrei. Um zu zeigen, dafi K]la]
ein Unterkorper ist, betrachte ein von Null verschiedenes Element b € K][a]. Die
Multiplikationsabbildung ¢p: K[a] — K|[a] (definiert durch ¢(c) = be) ist K-linear
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(wegen des Distributivgesetzes und der Kommutativitdt der Multiplikation) und
injektiv (wegen der Nullteilerfreiheit), also auch surjektiv, denn K|a] ist ein endlich-
dimensionaler Vektorraum. Insbesondere finden wir ein ' € Kla] mit ¢4(d') = 1,
also bb’ = 1. Dies zeigt, dal K|a] ein Korper ist.

Lemma. Sei K C L eine Korpererweiterung, seia € L. Die folgenden Eigenschaften
sind dquivalent:
(i) a ist algebraisch iber K,
(ii) Kfa] = K(a),
(iii) [K(a) : K] ist endlich,
(iv) Es gibt einen Zwischenkorper K C K' C L mit [K' : K| endlich und a € K'.

Beweis: (i) = (ii), (iii) wurde gerade gezeigt. (iii) = (iv) ist trivial: nimm
K' = K(a).

Sei nun (ii) gegeben. Wire a transzendent iiber K, so wiirde die Auswertungsabbildung
€o: K[T] = L mit ¢,(f) = f(a) fir f € K[T] einen Ring-Isomorphismus K[T| —
K|a] liefern. Der Ring KT ist aber sicher kein Korper, denn keines der Polynome
vom Grad > 1 ist invertierbar. Ist K[a] zu K|[T'] isomorph, so ist natiirlich auch K|a]
kein Korper, also K|a] # K(a).

Es bleibt zu zeigen: (iv) = (i). Es gebe also einen Zwischenkoérper K C K’ C
L mit [K': K] endlich und a € K'. Sei [K': K] =n. Da K’ ein Unterring von L ist
mit a € K’, gehéren die Elemente 1,a,a?,...,a" zu K’ und wegen [K' : K] = n sind
sie linear abhiingig iiber K. Sei etwa Y ., Aia® = 0, wobei nicht alle Koeffizienten
Ai Null sind. Setze f(T) = > ., A\;T". Dies ist ein von Null verschiedenes Polynom
mit f(a) = 0. Also ist a algebraisch.

Folgerung. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Die Menge der Elemente von
L, die algebraisch iber K sind, bildet einen Unterkorper von L. Das heif3t: Sind
a,b € L algebraisch iiber K, so sind auch die Elemente —a, a + b, ab algebraisch iiber
K; ist a # 0 algebraisch iiber K, so ist auch % algebraisch iiber K.

Beweis. Betrachte den Kérperturm
K C Kla] C K]Ja,b].

Da a algebraisch iiber K ist, ist [K[a] : K] endlich. Auch b ist algebraisch iiber
K, sei g das Minimalpolynom von b iiber K. Da g € K[T| C K|a][T] ein von Null
verschiedenes Polynom mit g(b) = 0 ist, ist b algebraisch iiber K[a] und demnach
ist auch [KJa,b] : K[a]] endlich. Der Gradsatz besagt, dafl [K[a,b] : K] endlich ist,
demnach ist jedes Element in K[a, b] algebraisch iiber K. Da K|a, b] ein Korper ist,
gehoren die Elemente —a, a+b, ab zu KJa, b, sind also algebraisch iiber K; ist a # 0,
so liegt auch % € Kla, b] und ist demnach ebenfalls algebraisch iiber K.

Beispiel. Von besonderem Interesse ist die Korpererweiterung Q C C. Die
komplexen Zahlen, die algebraisch iiber Q sind, nennt man algebraische Zahlen, sie
bilden einen Unterkorper A von C, den Kérper der algebraischen Zahlen. Beachte:
Wie man in der Vorlesung Analysis I lernt, ist der Koérper R und demnach auch
der Koérper C iiberabzihlbar. Man zeigt recht einfach, dafl es nur abz#éhlbar viele
algebraische Zahlen geben kann: Jede algebraische Zahl ist Nullstelle eines von Null
verschiedenen Polynoms in Q, es gibt aber nur abzdhlbar viele Polynome in Q und
jedes Polynom hat nur endlich viele Nullstellen: insgesamt gibt es also nur abzihlbar
viele Nullstellen von Polynomen mit Koeffizienten in Q.
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Im allgemeinen ist es gar nicht einfach, von einer vorgegebenen komplexen Zahl
zu zeigen, daB sie nicht algebraisch (also “transzendent”) ist. Es ist bekannt, daf} die
Kreiszahl m und die Euler’sche Zahl e transzendente Zahlen sind, fiir einen Beweis
sei auf JACOBSON: Basic Algebra I, verwiesen.

2. Adjunktion einer Wurzel von f

Sei K ein Korper, sei f ein irreduzibles Polynom in K|[T]. Wir suchen einen
Oberkorper von K, in dem f eine Nullstelle hat. (Ist K zum Beispiel Unterkorper des
Korpers C der komplexen Zahlen, so wissen wir, dafl f in C eine Nullstelle hat. Ganz
anders sieht es aber aus, wenn wir zum Beispiel mit K = Z/pZ mit einer Primzahl
p arbeiten - bisher kennen wir iiberhaupt keine echten Oberkérper von Z/pZ. Da
wir sehr leicht irreduzible Polynome vom Grad > 2 iiber Z/pZ konstruieren kénnen,
erhalten wir durch die nun folgende “Kronecker-Konstruktion” die Moglichkeit, neue
endliche Korper zu konstruieren.)

Die Kronecker-Konstrukion: Adjunktion einer Wurzel eines irreduziblen
Polynoms. Sei also K ein Korper und f € K[T] ein Polynom vom Grad n > 1. Die
Menge fK[T] = {fg | g € K[T]} ist ein Unterraum des K-Vektorraums K[T], die
Polynome 1,T,T2,...,T"! bilden eine Komplementirbasis fiir diesen Unterraum.
Bilde den Faktorraum L = K[X]|/fK[T|. Ist ¢ € KJ[T], so bezeichnen wir die
Restklasse g + fK|T] einfach mit g. Derartige Restklassen kénnen wir vermoge

9192 = 9192

multiplizieren: zu zeigen ist, daf3 dies wohldefiniert ist, daf} also fiir Polynome g1, g2, q1, ¢2
mit g1 = ¢q7 und g3 = ¢ folgt §192 = q1¢2. Aber dies rechnet man sofort nach: Aus
gi = q; folgt g; — q; = fh; fiir Polynome h; € K[T]| und es ist g192 — q1q2 =
(91 —q1)92+q1(92 — q2) = f(h1g2+ g1h2). Man verifiziert sofort, dal die so definierte
Multiplikation assoziativ ist, daBl die Restklasse des konstanten Polynoms 1 ein
Einselement ist, und daf das Distributivgesetz fiir die Addition und diese neu definierte
Multiplikation gilt. Also ist L ein Ring. Man nennt ihn den Restklassenring von K [T
modulo f.

Beachte: In jeder Restklasse g gibt es genau ein Polynom vom Grad echt kleiner
n, ndmlich den Rest von g der beim Teiler durch f bleibt. Man koénnte also als
Grundmenge von L auch die Menge der Polynome g vom Grad grad g < n nehmen.
Man addiert sie wie iiblich. Beim Multiplizieren von g; und g2 bildet man zuerst
das iibliche Produkt g1 g2 und teilt dann durch f mit Rest: der Rest ist das gesuchte
Produkt. Insbesondere bilden die konstanten Polynome (oder ihre Restklassen) einen
zu K isomorphen Unterkorper in L; wir werden K immer mit diesem Unterkorper
identifizieren.

Ist nun f ein irreduzibles Polynom, so ist L sogar ein Korper. Dies folgt aus
der Bezout’schen Gleichung: Ist g # 0, so ist also g ein Polynom, das nicht durch f
teilbar ist. Dann ist der ggT von f und g das Einselement, es gibt also Polynome h
und ¢ mit 1 = hf + gg. Wir sehen also: T = g-g (der Summand k- f ist ja gleich 0),
demnach ist § das zu g inverse Element.

Betrachte die Restklasse T von T. Es gilt f(T) = 0, dies besagt, daB8 T in L
eine Nullstelle des Polynoms f ist: genau, was wir suchen. Wir wollen dies explizit
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nachrechnen. Sei f(T) = Y., o;T*. Wir betrachten nun die Auswertungsabbildung
er: K[T] — K[T]/fK[T] mit €T)=T.

Ganz allgemein gilt: Ist R ein kommutativer Ring, mit K als Unterring, und ist 7 € R,
so ist €,: K(T) — R durch ¢,(g) = g(r) definiert; ist dabei g(T) = > ;% a;T*, so ist
g(r)=>"",a;r". Fir R=K|[T|/fK[T|,r =T und f = g bedeutet dies:

CT(f) = Zj:ﬂ asz

Da wir die Elemente «; € K mit den Restklassen @; identifizieren, ist

n T n _._7; (i) n i F_ 7
Z’i:O C\sz - Z’i:O @ - Zi:() a'LT - f =0 ?
dabei haben wir bei (*) verwandt, dafl — ein Ring-Homomorphismus ist.

Die Konstruktion von K [T/ f K[T] entspricht natiirlich vollig der Konstruktion
der Restklassenringe Z /nZ mit n € N;. Ganz allgemein gilt: Ist R ein euklid’scher
Ring und r # 0 nicht invertierbar, so kann man auf der Menge der méglichen
Reste modulo r eine Ringstruktur definieren, den “Restklassenring R/rR
modulo 7”. Der Ring R/rR ist genau dann ein Kérper, wenn r in R ein
Primelement ist.

Der allgemeine Rahmen, um mit “Restklassenringen” zu arbeiten, sind
(zweiseitige) “Ideale” in Ringen. Dabei heifit eine Teilmenge I eines Rings
R ein Ideal, wenn I eine Untergruppe beziiglich der Addition ist und wenn
zusatzlich gilt: Ist x € I und r € R, so gehéren rz und zr zu I. Diese Ideale
sind gerade die Kerne von Ring-Homomorphismen: Ist n: R — S ein Ring-
Homomorphismus, so ist die Menge {r € R | n(r) = 0} (wie iiblich nennt
man dies den “Kern” von 7) ein Ideal. Umgekehrt gilt: Ist I ein Ideal in
R, so induziert die Multiplikation von R eine Multiplikation auf der Menge
der Restklassen R/I (dies ist die Restklassengruppe (R, +)/(I,+), die wir im
Abschnitt iiber Gruppen eingefiihrt haben): schreibt man 7 = r + I fiir die
Restklasse von r modulo I, so ist die Multiplikation auf R/I durch 71-75 = 7173
definiert — wie oben ist ganz allgemein zu zeigen, dafl diese Multiplikation
wohl-definiert ist (und dafiir braucht man gerade die Idealeigenschaft von
I). Dal man auf diese Weise einen Ring R/I erhilt, ist nicht {iberraschend:
die Gesetze wie Assoziativitdt, Distributivitéit {ibertragen sich bei derartigen
Faktorbildungen.

Die Bedeutung der Kronecker-Konstruktion I. Die Restklasse T in L =
K[T]/fK|T] ist eine Nullstelle von f und sie erzeugt L iber K. Also gilt: Es ist
[L : K| eine Kdrpererweiterung, die von einer Nullstelle von f erzeugt wird.

Eindeutigkeitssatz. Sei K ein Korper, sei f € K[T] ein irreduzibles Polynom.
Fiirt=1,2 seien K C L; Korpererweiterungen und o; € L; sei eine Nullstelle von
f- Dann sind die Kéorper K|aq] und K[as]| isomorph.

Genauer: Es gibt einen und nur einen Korper-Isomorphismus n: Kloi] —
K|as] mit n(c) = ¢ fiir jedes c € K and n(a1) = as.
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Insbesondere gilt also: Ist K C L eine Kérpererweiterung, ist o € L algebraisch
iber K mit Minimalpolynom f iber K, so gibt es einen (ulLd nur einen) Kdrperisomorphismus
n: K[T|/{f) = K[a] mit n(c) = c fir alle c € K und n(T) = a.

Beweis: Sei K C L eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iiber K
mit Minimalpolynom f iiber K. Die Auswertungsabbildung e: K[T] — L mit g —
g() ist ein Ring-Homomorphismus mit Bild K[«]. Wegen f(a) = 0 wird f, aber
auch jedes Vielfache von f auf Null abgebildet. Wir erhalten demnach einen Ring-
Homomorphismus K[T]/(f) — L durch g — g(«). Zu zeigen ist hier, da} diese
Zuordnung wohldefiniert ist, aber es ist g1 = gz, also go = g1 + hf fiir ein Polynom
h, so ist g2(@) = g1(a) + h(a)f(a) = g1(a). Wir erhalten demnach einen Ring-
Homomorphismus n: K[T]/{f) — L mit n(c) = c fiir alle ¢ € K und 5(T) = «a. Es
bleibt zu zeigen, dal n injektiv ist. Dafiir braucht man, dal K[T']/(f) ein Korper ist.
Denn es gilt ganz allgemein:

Lemma. Ist ¢: K — R ein Ring-Homomorphismus, wobei K ein Kérper und
R # 0 ist, so ist ¢ injektiv.

Beweis: Ist ¢ # 0 in K, so ist ¢(c) # 0, denn es gibt ¢~ € K und also folgt
aus ¢-c~1 =1 daB gilt ¢(c) - d(c™) = ¢(c-c™t) = ¢(1x) = 1g; also ist ¢(c) in R
invertierbar und demnach sicher nicht Null.

Wir haben hier die Injektivitidt gezeigt, ohne den Begriff eines “Ideals”
zu verwenden. Ublicher Beweis: Der Kern eines Ring-Homomorphismus ist
ein Ideal. Der Kern von ¢ ist also ein Ideal im Korper K. Die einzigen Ideale
eines Korpers K sind K und 0. Wire der Kern von ¢ gleich K, so wire
#(1x) = 1g = 0 und demnach R = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also ist der Kern gleich 0, also ist ¢ injektiv.

Beispiel: Sei f = T% —2 € Q[T], sei a = /2, dies ist offensichtlich eine Wurzel
von f. Sei w = e = —% + @i, dies ist eine primitive dritte Einheitswurzel, also
sind auch wa und w?a Wurzeln von f, es gilt also

f=T—-a) (T —wa)(T - wQa).

Da «,wa und w?a Wurzeln von f sind, sehen wir, daf§ die Kérper Q[a], Qwa] und
Q[w?a] isomorph sind, und zwar kénnen wir auch entsprechende Isomorphismen
explizit angeben.

Interpretation. Sei also K C L eine Korpererweiterung, sei o € L algebraisch
iiber K mit Minimalpolynom f iiber K, der Grad von f sei n. Dann sind die Elemente
1,a,...,a” ! linear unabhiingig, und das Polynom f driickt gerade aus, dafi o
sich als Linearkombination der Potenzen 1,cq,...,a" ! schreiben 1i8t. Wir sehen
also: als K-Vektorraum hat K|[a] die Basis 1,q,...,a”" !, und die Multiplikation
ist eindeutig durch f bestimmt — und natiirlich hat K[T]/(f) als K-Vektorraum
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die Basis 1, T, ..., 7" und hier ist nun die Multiplikation gerade so gemacht, dafl
f =0 gilt.

Noch einmal: Eindeutigkeitssatz. Sei n: K1 — Ky ein Kdperisomorphismus,
dies liefert einen Isomorphismus K1[T| — K3[T|, den wir ebenfalls mit n bezeichnen
(also n(3 1o ciT®) = D0 yn(c)T* firc; € K, 0 < i < n). Sei fi € Kq[T) ein
irreduzibles Polynom und fo = n(f1). Firi = 1,2 seien K; C L; Kérpererweiterungen
und o; € L; sei jeweils Nullstelle von f;. Dann sind die Korper Kq[a1] und Ks|as]
isomorph.

Genauer: Es gibt einen und nur einen Korper-Isomorphismus 7: Ki[op] —
Ks[as] mit 7(c) = n(c) fir jedes c € Ky and fj(ay) = aa.

Die Bedeutung der Kronecker-Konstruktion II: Konstruktion von Ober-
kérpern durch Vorgabe von irreduziblen Polynomen.

Beispiel: Konstruktion eines Korpers mit 4 Elemente. Verwende £ = Fy und
f=X2+X+1.

Die Bedeutung der Kronecker-Konstruktion III: (spiter): Konstruktion
von Korper-Automorphismen.

3. Normalitit von K6rpererweiterungen.

Der Zerfallungskérper eines Polynoms. Sei K ein Koérper, f € K[T]
ein Polynom vom Grad mindestens 1. Wir haben gesehen, dafl wir immer einen
Oberkorper L von K konstruieren konnen, in dem f eine Nullstelle besitzt. Dies
bedeutet allerdings nicht, dafl f iiber L in Linearfaktoren zerfillt, sondern nur, dafl
f dort mindestens eine Nullstelle besitzt. Was wir wollen: Gegeben ist ein Polynom
f € KI[T]. Gesucht ist ein Erweiterungskorper von K, in dem f in Linearfaktoren
zerfillt. Ist also K C L eine Korpererweiterung und f € KIT| ein normiertes
Polynom, so nennt man L einen Zerfillungskorper von f iiber K, falls f iiber L
in Linearfaktoren zerfillt, etwa f = [[,—, (T — o;) und L = Koy, ..., ay] gilt.

Beobachtung. Sei K C L eine Korpererweiterung, sei o € L algebraisch {iber
K mit Minimalpolynom f.
e Es ist also f irreduzibel iiber K,
e Uber L besitzt f die Nullstelle o, hat also die Form f = (T — a) - g.
Frage: Was weil man iiber g? Im allgemeinen nichts. Insbesondere braucht f iiber
L nicht in Linearfaktoren zu zerfallen.

Beispiel: K = Q, f =72 -2, L =Q[a] und o = /2. Dann gilt
T2 -2=(T—-a)-g mit g=T*+aoT + >

(Dafl g die angegebene Form hat, kann man auf ganz verschiedene Weisen zeigen:
multipliziert man T2 + aT + o? mit T — «, so erhiilt man offensichtlich 72 — a, dies
ist der erste Beweis. Oder auch: g = (T —wa)(T — w?«a), und ausmultiplizieren liefert
das gewiinschte Ergebnis.) Beachte: g € L[T] ist irreduzibel, denn L C R, aber die
beiden Wurzeln wa und w?a liegen nicht in R.

Satz (Existenz und Eindeutigkeit eines Zerfillungskorpers). Sei K
Korper, f € K|[T] normiertes Polynom. Dann gibt es einen Zerfillungskorper L
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von f tber K. Sind K C Ly und K C Ly Zerfallungskérper von f, so gibt es einen
Isomorphismus n: L1y — Lo mit n(c) = c fir alle ¢ € K. Warnung: Meist gibt
es nicht nur einen solchen Isomorphismus! Ist f = [, (T — o;) in Ly und f =
[T, (T — B;) in Lo, so gibt es eine Permutation ¢ von 1,2, ...,n mit n(q;) = Bo (i)
Fixiert man eine derartige Permutation, so gibt es héchstens einen Isomorphismus
mit dieser Eigenschaft.

Konstruktion eines Zerfillungskorpers von f, mit Induktion nach dem
Grad von f. Ist grad f = 1, so ist K Zerfallungskorper. Sei also grad f > 1. Sei also
f = gh und g sei irreduzibel. Adjungiere nach Kronecker zu K eine Wurzel von g,
wir erhalten also eine Korpererweiterung K C L und eine Wurzel oy € L von f
mit L = K[ay]. Es gibt also in L[T] eine Faktorisierung ¢ = (T — «) - ¢, also ist
f=(T—a1)-q-h, dabei ist ¢ h € L[T]. Nach Induktion besitzt g - h iiber L einen
Zerfillungskorper M, also gilt L C M, g-h = [[_o(T — ;) und M = L{a, ..., o).
Insgesamt haben wir:

n

f=g-h=T-a) q-h=(T-o) [[(T-0),

1=2

und
M = Llas, . ..,an] = (K[aq])[ag, ..., as] = K|ag, ..., ag].

Also ist M Zerfallungskorper.
Eindeutigkeit: Ebenfalls induktiv.

Noch einmal: Eindeutigkeitssatz. Sei n: K1 — Ky ein Kdperisomorphismus,
dies liefert einen Isomorphismus K1[T| — K»3[T|, den wir ebenfalls mit n bezeichnen
(also n(} 1y ciT?) = >0 yn(c)T* firc; € K, 0 < i < n). Sei fi € Kq[T] ein
irreduzibles Polynom und fo = n(f1). Firi = 1,2 seien K; C L; Kérpererweiterungen,
und es sei L; ein Zerfillungskorper von f; iber K;. Dann gibt es einen Kdrperisomorphismus
n': Ly — Ly mit 1'(¢) = n(c) fir c € K1. Sind aq,...,a, die Nullstellen von f; in
Ly und of,...,al, die Nullstellen von f; in Lo, so gibt es eine Permutation o von
1,2,...,n mit n(e;) = a;(i).

Normalitatssatz. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Sei L Zerfillungskdorper
eines Polynoms f € K[T|. Dann gilt: Jedes irreduzible Polynom in K[T|, das in L
eine Nullstelle hat, zerfallt iber L in Linearfaktoren.

Beweis: Sei also L Zerfiillungskorper des Polynoms f = [, (T —«;) € K[T] mit
a1,...,0, € L. Sei g € K|[T] irreduzibel, sei 8 eine Nullstelle von f in L. Sei L C L'
ein Zerfillungskorper von g iiber L (es ist ja g € K[T] C L[T]. Wir zeigen, daf} alle
Nullstellen von g in L’ schon in L liegen, dafl also L = L’ gilt (und demnach ¢ in L in
Linearfaktoren zerfillt). Sei 8’ eine Nullstelle von g in L’. Betrachte die Unterkoérper
K[B] und K[f'] von L'. Es gibt einen Isomorphismus 7: K[3] — K|[8'] mit n(c) =c¢
fiir alle ¢ € K und n(8) = f’. Betrachte nun die Zerfillungskorper von f iiber K[f]
und iiber K[A'] (es ist ja n(f) = f). Es gibt also einen Korperisomorphismus

n': K[B]a1,...,an] — K[B][ai,...,am].
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Der linke Korper ist aber nichts anderes als L. Die Bilder der o; unter 7’ sind von
der Form a, ;) fiir eine Permutation o, also wird der rechte Korper von K und den
Elementen aq, ..., a, erzeugt und ist demnach ebenfalls gleich L. Also ist 8’ € L.

Eine Korpererweiterung K C L heif3t normal, wenn jedes irreduzible Polynom
in K[T], das in L eine Nullstelle besitzt, iiber L in Linearfaktoren zerfillt. (Daf} es
normale Korpererweiterungen gibt, ist eigentlich ganz {iberraschend. Aber wie wir
gesehen haben: Jeder Zerfallungskorper L eines Polynoms mit Koeffizienten in K ist
iiber K normal. Und Zerfillungskérper kann man ganz einfach konstruieren!)

Ist f € K[T], so bezeichnen wir mit Zx (f) einen Zerfallungskérper von f iiber K
(es sei daran erinnert, dafl Zerfillungskorper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
sind). Ist ein Oberkorper L von K gegeben, iiber dem f in Linearfaktoren zerfillt,
so werden wir Zg (f) als Unterkorper von L realisieren: Zx (f) ist dann der kleinste
Unterkorper von L, der alle Wurzeln von f enthilt. (Insbesondere denken wir hier
an den Fall K = Q und L = C: Zerfillungskorper von Polynomen f € Q werden wir
immer als Unterkorper von C interpretieren.)

4. Beispiel: Endliche Koérper.

Sei K ein endlicher Korper, sei |K| = ¢. Da der Primkérper zu K ebenfalls
endlich sein muf}; ist die Charakteristik von K eine Primzahl, also ist Z/pZ ein
Unterkorper von K. Nun ist K ein Vektorraum iiber dem Primkorper, die Dimension
sei n (als endlicher Vektorraum ist die Dimension natiirlich endlich). Dann gilt also
q=p".

Die Gruppe K* = (K*,-) hat die Ordnung ¢ — 1, also ist die Ordnung eines
jeden Elements von K* ein Teiler von ¢ — 1, demnach ist a9=! = 1 fiir jedes Element
a € K* und demnach a? = a (wir haben a?9~! = 1 mit @ multipliziert). Natiirlich
erfilllt auch a = 0 diese Gleichung, demnach hat das Polynom T? — T (dies ist
ein Polynom in K|[T]) alle Elemente aus K als Nullstellen: es hat also ¢ paarweise
verschiedene Nullstellen und K ist der Zerfillungskorper dieses Polynoms T1 — T
iiber Z/pZ. Als Zerfillungskorpers des Polynoms T? — T ist K eindeutig bestimmt.
Es gilt also: Bis auf Isomorphie gibt es hochstens einen Korper mit q Elementen.

Zu zeigen ist noch die Existenz: Zu jeder Primzahlpotenz q gibt es einen Kdrper
mit ¢ Elementen. Sei ¢ = p™ fiir eine Primzahl p. Wir bilden den Zerfillungskorper
L = Z7,p7(T? — T) (dieser Korper existiert natiirlich) und zeigen, daf er genau q
Elemente hat.

Wir zeigen als erstes: In L bilden die Nullstellen von 79 — T einen Unterkdrper.
Beweis: Sei N die Menge dieser Nullstellen. Ist « € N, so ist auch —a € N, denn
aus a? = « folgt (—a)? = (—1)%? = (—1)%a = —«a (beachte: fiir p = 2 ist 1 =
—1 mod p, fiir p ungerade ist (—1)¢ = —1). Sind o, € N, so ist auch a + 3 €
N — hier verwendet man ganz essentiell, dal man in Charakteristik p arbeitet:
dafl (a + B)? = a? + B9 fir jede Potenz ¢ von p gilt. Sind a, 8 € N, so ist auch
af € N — dies dagegen verwendet nur die Kommutativitit der Multiplikation:
(af)? = 9p9. Insgesamt sehen wir auf diese Weise: N ist ein Unterring von L.
Ein Unterring eines Korpers ist aber ein nullteilerfreier kommutativer Ring, und ein
endlicher nullteilerfreier kommutativer Ring ist immer ein Korper!
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Da N ein Unterkorper von L ist, der alle Nullstellen von 79 — T enthélt, gilt
N = L (denn als Zerfallungskérper von T? — T wird L ja iiber dem Primkoérper von
der Menge N erzeugt). Dies zeigt: L besteht nur aus den Nullstellen von T7 — T'.

Es bleibt zu zeigen, dafl das Polynom 7' — T keine mehrfachen Nullstellen hat
(denn dann besteht L genau aus ¢ Elementen). Es ist T9—T = T(T?%"!—1), und 0 ist
keine Nullstelle von 79~ —1, also ist 0 einfache Nullstelle von T'9—T. Zu zeigen bleibt
also, dal 797! — 1 keine mehrfache Nullstelle hat. Die Ableitung dieses Polynoms ist
aber ¢ — 1792, wobei ¢ — 1 die Restklasse von ¢ — 1 modulo p ist: wichtig ist, daf
diese Restklasse nicht 0 ist, aber dies gilt, denn q ist eine Potenz von p. Wegen o von
g — 1 # 0 hat ¢ — 1792 nur das Nullelement als Nullstelle. Eine mehrfache Nullstelle
von T9=! — 1 wire aber Nullstelle der Ableitung ¢ — 179~2. Da die die Ableitung
aber nur die Null als Nullstelle hat und die Null keine Nullstelle von 797! — 1 ist,
sehen wir, dal 797! — 1 keine mehrfachen Nullstellen hat. (Auch ohne abzuleiten
158t sich die Einfachheit der Nullstellen beweisen: Sei o eine Nullstelle von 7971 —1,
setze schreibe g(T) = Y02 o X9727% dann ist T ! —1 = (T — @) - g(T) (wie man
leicht nachrechnet, dabei verwendet man a?~! = 1). Da nun g(a) = (g—1)a?72 # 0
ist, ist « eine einfache Nullstelle.)

Ist g eine Primzahlpotenz, so bezeichnen wir mit F;, den Kérper mit ¢ Elementen
(wie wir gezeigt haben, existiert ein solcher Korper und er ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt).

Es sei noch einmal notiert: In einem endlichen Korper ist jedes von Null
verschiedene Element eine Finheitswurzel.

Die Unterkorper eines endlichen Koérpers. Seien q,r Primzahlpotenzen.
Genau dann ist Fy isomorph zu einem Unterkdrper von I, , wenn r eine Potenz von
q ist. Ist also ¢ = p™ und r = (p')™, so mufl p = p’ und n ein Teiler von m sein. In
diesem Fall ist der zu Fy isomorphe Unterkorper von I, die Menge der Nullstellen
von T'9—T in IF,. Beweis: Ist K ein Unterkorper von F,., der zu I, isomorph ist, so ist
F., ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, die Elementanzahl von F, ist demnach
eine Potenz von ¢. Insbesondere sind ¢,r Potenzen der gleichen Primzahl p, etwa
q = p" und r = p™. Es ist r genau dann eine Potenz von ¢, wenn n ein Teiler von
m ist. In diesem Fall folgt aus a? = a, dal auch a" = a gilt: dies zeigt, dal der
Zerféallungskorper F, des Polynoms 7?7 — T im Zerféllungskorper F, des Polynoms
T" — T enthalten ist.

Wir sehen also: Das Unterkérper-Diagramm des Kdrpers Fpn entspricht bijektiv
dem Teilerdiagramm von n. Hier das Beispiel n = 12

12

Teilerdiagramm Unterkorper von [Fy»

Automorphismen endlicher Kérper. Sei g eine Potenz von p. Die Abbildung
a — aP ist ein Korperautomorphismus von F,, man nennt ihn den Frobenius-
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Automorphismus F. Die einzigen Elemente von Fy, die unter F' invariant bleiben,
sind die Elemente des Primkiorpers Fy,. Beweis: Die Zuordnung a +— a? ist fiir jeden
Korper multiplikativ, sie ist additiv nur fiir Korper der Charakteristik p (aber um
einen solchen handelt es sich ja bei F,). Im Fall eines Kérpers der Charakteristik
p ist diese Abbildung also ein Ring-Homomorphismus. Diese Abbildug ist injektiv,
denn aus a? = 0 folgt a = 0, da ein Korper nullteilerfrei ist. Als injektive Abbildung
F, — F, ist F' auch surjektiv. Ist F(a) = a, also a? = a, so ist a Nullstelle des
Polynoms TP — T und dieses Polynom hat genau p Nullstellen, ndmlich die Elemente
des Primkorpers.

Die multiplikative Gruppe F,. Wir werden weiter unten sehen, daf§ jede
endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe (K*,-) eines Korpers K zyklisch
ist. Also gilt: Die Gruppe Fy ist zyklisch. Ist a ein erzeugendes Element der Gruppe
Iy, so ist 1, a, a?,a3,...,a9"2 eine Aufzihlung der von Null verschiedenen Elemente

von Fy. Insbesondere gilt: F, = [, [a].

5. Separabilitét.

Sei K ein Korper, sei f € K|[T| irreduzibel. Dann heifit f separabel, wenn die
Nullstellen von f in einem Zerfillungskorper (und damit in jedem Zerféllungskorper)
paarweise verschieden sind. Ein nicht notwendig irreduzibles Polynom heifit separabel,
wenn alle irreduziblen Faktoren separabel sind. Statt “nicht-separabel” sagt man
meist inseparabel. Ist K C L eine Korpererweiterung, so nennt man a € L separabel
iiber K, wenn das Minimalpolynom von f iiber K separabel ist.

Zur Analyse der Separabilitdt von Polynomen kann man das “formale Ableiten”
verwenden, siehe den Einschub iiber Ringe.

Lemma. Sei K Korper, f € K[T| irreduzibel. Dann sind dquivalent:
(i) f ist nicht separabel iiber K.

(ii) f'=0.
Beweis: (i) = (i). Sei also f’ = 0. Es gibt g € K[T] mit f(T) = g(7"). Bilde
den Zerfillungskorper Ly von g iiber K. Uber Lq zerlegt sich g(T') = [[(T — B;). Sei

nun Lo Zerféllungskorper von f(T) = [[(T? — B;) iiber Ly. In L besitzt also jedes
TP — B; mindestens eine Nullstelle ;. Es ist demnach of = j;, also ist

Tp—,BiZTp—Ozf:(T—ai)p,

demnach ist «; eine p-fache Nullstelle von f. Also ist f nicht separabel iiber K.

(i) = (ii). Sei f nicht separabel, dann hat f im Zerfillungskoérper L von f
eine doppelte Nullstelle o, also ist o Nullstelle von f’. Wir sehen, dafl der ggT ¢
der Polynome f und f’ nicht 1 ist. Dies gilt unabhéingig davon, ob wir f und f’ als
Polynome in L[T] oder in K|[T] betrachten. Nun ist aber f € K[T] irreduzibel. Da g
ein nicht-konstanter Teiler von f ist, mufl ¢ = f gelten. Es folgt also: f ist ein Teiler
von f’. Da f’ kleineren Grad als f hat, ist dies nur moglich fiir f/ = 0.

Folgerung 1. Ist K ein Kérper und f € KI[T| ein inseparables irreduzibles
Polynom, so ist die Charakteristik von K eine Primzahl p und es gibt ein Polynom
g € K[T| mit f(T) = g(TP?). Insbesondere teilt p den Grad von f.
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Lemma und allgemeinen Uberlegungen
iiber das Verschwinden der Ableitung eines Polynoms.

Folgerung 2. Ist die Charakteristik von K eine Primzahlp und ist die Abbildung
x — xP surjektiv, so ist jedes Polynom tiber K separabel.

Beweis: Sei f € K|[T] irreduzibel und inseparabel. Nach der Folgerung 1 gibt
es ein normiertes Polynom g € K[T] mit f(T) = g(T?). Sei « eine Nullstelle von
[ im Zerfillungskoérper. Sei g(T) = Y., bs7° mit Koeffizienten b, € K. Nach
Voraussetzung gibt es zu jedem by ein ¢ € K mit by = ¢, alsoist g(T') = >, BT*.

Es ist p
= = Py — D PSS — s
0= f(a)=g(aP) Zszo Lo (Zszo CsQl ) ,

dabei haben wir verwandt, dafl p die Charakteristik ist. Es folgt, dal o Nullstelle
des normierten Polynoms h(T) = Y s, csT* ist. War n der Grad des Polynoms f,
so ist der Grad von h gerade 2 und damit echt kleiner als n. Dies widerspricht der

Tatsache, dafl f das Minimalpolynom von « ist.

Insbesondere gilt: Ist K ein endlicher Korper, so ist jedes Polynom f € K|[T)|
separabel. Denn ist p die Charakteristik von K, so ist die Abbildung K — K mit x —
zP ein Ring-Homomorphismus (sie ist mit Addition und Multiplikation vertréiglich),
dessen Kern Null ist (denn aus 2P = 0 folgt x = 0, da K nullteilerfei ist. Eine
injektive Abbildung einer endlichen Menge in sich ist aber immer surjektiv.

Folgerung 3. FEs sei die Charakteristik von K eine Primzahl p und es sei die
Abbildung x — xP nicht surjektiv. Ist a € K nicht im Bild dieser Abbildung, so ist
das Polynom TP — a nicht separabel.

Beweis: Sei L der Zerfillungskorper von f(7T) = T? — a, sei « eine Nullstelle von
fin L, es ist also a? = a und demnach f(T) =T? —a =T? —aP = (T — a)?, wegen
Charakteristik p. Wir sehen also, dal a p-fache Nullstelle von f ist.

Beispiel. Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0, sei k[X] der Polynomring in
einer Variablen X mit Koeffizienten in k, sei L = k(X)) der zugehérige Quotientenring.

Sei K der von XP erzeugte Unterkérper. Wir zeigen: Es ist 1, X, ..., XP~1 eine
K -Basis von L, insbesondere ist [L : K| = p.

Bezeichnen wir mit R den von k und den Potenzen XP* mit i € Ny erzeugten

Unterring von L, so 148t sich jedes ¢ € K in der Form ¢ = 5 mit f, g € R schreiben.

Wir zeigen: Die Polynome 1,X,..., XP~! sind iiber K linear unabhingig. Sei also
Zf:_ol ;X' =0 mit ¢; € K, sei etwa ¢; = %, mit f;, g; € R. Wir kénnen annehmen
(Erweitern, um als Nenner den sogenannten Hauptnenner zu erhalten), dafi g; = ¢
fiir alle ¢ gilt. Multiplizieren wir die Gleichung 25:01 c; X' = 0 mit g, so erhalten
wir Zf:_l fi - X* = 0, dies ist eine Gleichheit im Polynomring k[X], also sind alle
Koefizienten des linken Summenpolynoms Null. Nun ist aber f; € R, dieses Polynom
hat also von Null verschiedene Koeffizienten nur fiir Indizes, die durch p teilbar sind,
entsprechend hat f; - X* von Null verschiedene Koeffizienten nur fiir Indizes, die
kongruent ¢ modulo p sind. Bei der Summenbildung kénnen sich keine von Null
verschiedenen Indizes wegheben - also gilt f; = 0 fiir alle ¢. Dies wollten wir zeigen.

Da XP zu K gehort, sehen wir: [L : K| = p und auch L entsteht aus K
durch Adjunktion von X, und das Minimalpolynom von X iiber K ist TP — XP,
(Hier heifit es aufpassen, denn die bisher verwandte Notation kann hier leicht zu



43 ALGEBRA I (SS 2001)

Mif3verstindnissen fithren: Da L aus K durch Adjunktion von X entsteht, konnten
wir L = K[X] schreiben, man muf} aber beachten, daf hier K[X| nicht den Polynomring
iiber K, sondern eine p-dimensionale Korpererweiterungen beschreibt. Eigentlich
kann es keine Verwirrung geben, denn wenn wir den Polynomring iiber K bilden,
diirfen wir als Variablenbezeichnen keinen Buchstaben verwenden, der schon beim
Arbeiten mit K eine Bedeutung hat, also ist es nicht moglich, X als Variablennamen
zu nehmen (denn X? bezeichnet ja ein Element von K); stattdesen konnen wir
aber (wie wir das oben getan haben) als Variablennamen 7' nehmen. Der Ausdruck
TP — XP ist also ein ganz normales Polynom der Form 7?7 — @ im Polynomring
K|[T] (dabei ist a = XP € K); da dies das Minimalpolynom eines Elements des
Erweiterungskorpers L iiber K ist, ist dies ein irreduzibles Polynom. Wir haben also
ein irreduzibles Polynom der Form T? — a € K|[T] gefunden. Da die Charakteristik
von K die Primzahl p ist, ist dies ein inseparables Polynom (genauer: wie kennen ja
eine Nullstelle dieses Polynoms, ndmlich X € L, und wegen T? — XP = (T — X)?
sehen wir, da8 X eine p-fache Nullstelle dieses Polynoms ist.)

6. Galois-Theorie.

Wir beschiiftigen uns nun mit Automorphismen eines Korpers L (das heifit:
mit Kérperautomorphismen). Die Menge aller Automorphismen von L bezeichnen
wir mit Aut K, dies ist (beziiglich der Hintereinanderschaltung) eine Gruppe, die
Automorphismengruppe des Koérpers K. Ist S eine Menge von Automorphismen
von L, so interessiert man sich fiir die Menge der Elemente a € L, die unter allen
Automorphismen in S fixiert werden, man nennt dies die Invarianten von S,

InvS={a€L|n(a)=a firalle neS}.
Es ist offensichtlich, dafl Inv(S) ein Unterkérper von L ist.

Erster Hauptsatz. Sei G eine endliche Gruppe von Korperautomorphismen
eines Korpers L. Dann gilt:

[L:InvG] = |G|

Beweis: Wir zeigen als erstes: Sei |G| = n. Dann sind je n + 1 Elemente von L
iber K linear abhdngig (also [L : K| < |G|).

Seien also w1,...,upy1 € L. Sei G = {n1,7m2,...,n,}. Betrachte das lineare
homogene Gleichungssystem

(%) Zj:ll ni(uj)X; =0 mit 1<4<n.
Insgesamt haben wir n Gleichungen und n+ 1 Unbekannte, es gibt also eine von Null
verschiedene Losung, also ein 0 # (ci,...,cne1) € L™TL. Wir wihlen eine derartige
Loésung mit minimaler Anzahl von Koeffizienten, die von Null verschieden sind. Wir
kénnen voraussetzen, dafl ¢; # 0 gilt (Vertauschung der u; und entsprechend der X)
und daf} sogar ¢; = 1 gilt (Skalarmultiplikation: das Gleichungssystem ist homogen).
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Fiir jedes ¢ haben wir also gegeben:

n+1
Z 'I]i(’U,j)Cj = 0.

j=1

Wenden wir n € G auf diese Gleichung an, so erhalten wir
n+1
ijl mmi(u;)n(c;) =0,

fiir jedes i. Es ist also (n(c1), ..., n(cn+1)) ebenfalls eine Losung des Gleichungssystems
(). (Wegen G = {nn1, ..., nmy,} sind hier nur die Gleichungen vertauscht.) Da es sich

um ein homogenes Gleichungssystem handelt, sind die Differenzen zweier Losungen

wieder Losungen, also ist mit (c1,...,c¢qe1) und (n(c1),-..,n(che1)) auch

(c1 —m(er)s -5 entr — N(ent1)) = (0,c2 —nlca)s -« -5 g1 — N(cnt1))

eine Losung des Gleichungssystems; dabei erhalten wir die Null rechts wegen ¢; = 1
und 7(1) = 1. Wir erhalten also eine Losung mit weniger von Null verschiedenen
Koeffizienten. Wegen der Minimalitdtswahl miissen nun alle Komponenten Null sein,
also gilt n(c;) = ¢; fiir alle 1 < ¢ < n und alle n € G. Dies besagt aber: alle ¢; gehoren
zulnvG = K.

Eines der 7; ist das Einselement, die entsprechende Gleichung lautet demnach

n+1
dabei sind die ¢; € K und 0 # (cq,...,cn41). Dies besagt aber, daf die Elemente
U1, ..., Up+1 lber K linear abhingig sind.

Es ist nun K C L eine endliche Korpererweiterung, sei m = [L : K]. Wir wissen
schon: m < n. Jedes 7;: L — L in G ist Fortsetzung der Inklusion K — L. Wir
brauchen den Teil (a) von folgendem Lemma, um auch n < m zu erhalten.

Lemma: Fortsetzung von Koérpermonomorphismen. Sei n: K — L ein
Kérpermonomorphismus. Sei K C K' eine Korpererweiterungen vom Grad n.

(a) Es gibt hichstens n Kérpermonomorphismen n': K' — L mit n'| K = n.
(Man sagt, dal 0’ eine Fortsetzung von n auf K’ ist.)

(b) Sei K' = Zg(f) fir ein separables Polynom f, und n(f) zerfalle in L in
Linearfaktoren. Dann gibt es genau n Fortsetzungen von n auf K'.

Beweis: Sei K' = K[ay,...,a]. Wir bilden Induktion nach ¢.

(a) Betrachte zuerst den Fall ¢ = 1. Sei g das Minimalpolynom von o = o iiber
K. Der Grad von g sei n, also ist auch [K' : K| = n. Betrachte n(g) € L[T], dies ist
ein Polynom vom Grad n iiber L, hat also hochstens n Nullstellen. Ist ': K’ — L
ein Korperisomorphismus mit n'|K = 7, so ist n'(a) eine dieser n Nullstellen von
n(g), und n’ ist durch 1 und 7'(a) eindeutig bestimmt (denn K’ hat die K-Basis
{1,a,...,a™ 1} also kennen wir die Bilder aller Elemente von K’ unter 7', wenn
wir die von K unter n und 7'(«) kennen — da 7’ multiplikativ ist, kennen wir die
Bilder aller Elemente der Form caf mit ¢ € K, denn 7' (cat) = n(c)n’ (a)t; da i’ auch
additiv ist, kennen wir auch die Bilder aller Summen derartiger Elemente).
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Sei nun t > 1, sei K1 = K|[oq] mit [K; : K] = n; > 1. Wie wir gezeigt haben,
gibt es hochstens nq Kérpermonomorphismen 7;,: K7 — L mit 7;|K = 7. Betrachte
ein derartiges 1. Sei m = ;*, dies ist der Grad von K " {iber K;. Nach Induktion
gibt es hochstens m Fortsetzung von 7;. Insgesamt gibt es also hochstens ny -m =n
Fortsetzungen von 7 auf K’.

(b) Wir kénnen voraussetzen, dafl die Elemente «;, . . ., a; Nullstellen des Polynoms
f sind. Wieder sei g das Minimalpolynom von «; iiber K, und der Grad von g sei
ni. Das Polynom g ist ein irreduzibler Faktor von f und demnach separabel. Da
g separabel iiber K ist, ist 7(g) separabel iiber n(K). Nach Voraussetzung zerfillt
n(f) und damit n(g) iiber L in Linearfaktoren: die Separabilitit von g bedeutet,
dafl n(g) in L genau n paarweise verschiedene Nullstellen hat. Wir erhalten also n
Fortsetzungen n': K[ay] — L von 7.

Ist ¢ > 1, so haben wir also n; Koérpermonomorphismen 7;: K; — L mit
1 |K = n konstruiert. Zu jedem 7n; gibt es nach Induktion m = o Fortsetzung auf
K'. Insgesamt haben wir also ni - m = n Fortsetzungen von 7 auf K’ konstruiert.

Daf§ es nicht mehr geben kann, wissen wir schon aus (a).

Bemerkungen. 1. Zur Formulierung des Fortsetzungslemmas: Man ist primér
am Fall einer Koérpererweiterung K C L interessiert, wobein: K — L die Inklusionsabbildung
ist (siehe zum Beispiel das Endes des Beweises des ersten Hauptsatzes). Um alerdings
den Beweis induktiv filhren zu kénnen, miissen wir die allgemeinere Situation von
beliebigen Kérpermonomorphismen betrachten.

2. In Anwendungsfillen betrachtet man meist separable Kérpererweiterungen;
nach dem Satz vom primitiven Element (der noch zu beweisen ist), werden diese
Korpererweiterungen von einem Element erzeugt: Der Fall ¢ = 1 reicht dann also
aus.

Ist K C L eine Korpererweiterung, so betrachten wir die Menge der Koérperautomorphismen
von L, die die Elemente von K fixieren:

Gal(L:K)={ne€ AutL |n(a) =a firalle a€ K},

dies ist eine Untergruppe von Aut(L) (nachrechnen!). Man nennt dies die Galois-
Gruppe der Korpererweiterung K C L.

Zweiter Hauptsatz. Sei K ein Korper und f € K|T| ein separables Polynom.
Sei L = Zg(f) der Zerfallungskorper von f. Dann gilt

|Gal(L : K)|=[L: K]

Beweis: Sei n: K — L die Inklusionsabbildung. Nach (b) gibt es genau [L : K]
Fortsetzungen von n auf L, dies sind aber genau die Automorphismen von L, die K
punktweise fixieren.

Wir wollen nun Korpererweiterungen die Korpererweiterungen K C L, die
im ersten wie im zweiten Hauptsatz auftreten, charakterisieren (also solche mit
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K = Inv( fiir eine endliche Gruppe von Automorphismen von L beziehungsweise
solche, bei denen L der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms ist) Es wird sich
herausstellen, daf} dies die “galois’schen” Korpererweiterungen sind: Dabei heif}t eine
endliche Koérpererweiterung K C L galois’sch, falls sie normal und separabel ist.
Zur Erinnerung: Die Korpererweiterung K C L heif3t normal, wenn jedes irreduzible
Polynom in K[T], das in L eine Nullstelle besitzt, iiber L in Linearfaktoren zerfillt.
Sie heif}t separabel, wenn jedes irreduzible Polynom in K[T], das in L eine Nullstelle
besitzt, separabel ist (also im Zerfillungskorper paarweise verschiedene Nullstellen
besitzt). Die Korpererweiterung K C L ist also genau dann normal und separabel
(und demnach galois’sch), wenn jedes normierte irreduzible Polynom in K[T], das in
L eine Nullstelle besitzt, sich iiber L als Produkt von Faktoren 7' — «; mit paarweise
verschiedenen «; € L schreiben 148t.

Dritter Hauptsatz. Sei K C L eine Korpererweiterung. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:
(1) K C L ist eine galois’sche Korpererweiterung.
(2) L ist der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € K[T.
(3) Esist K =InvGal(L: K).
(4) K =Inv G fir eine endliche Gruppe G von Kérperautomorphismen von L.

Beweis: (1) = (2).Sei L = K(a1,...,0) mit o; € L. Sei f; das Minimalpolynom
von «; iber K. Sei f =[], fi. Dann ist f separabel (denn wegen (1) ist jedes f;
separabel). Der Korper L ist der Zerfallungskorper von f iiber K (denn K C L ist
normale Korpererweiterung).

(2) = (3)-SeiG =Gal(L: K)und K’ =InvG. Dannist K C InvG C L. Der
erste Hauptsatz liefert [L : Inv G] = |G|, der zweite Hauptsatz liefert [L : K] = |G].
Wegen K CInvG C L und [L: K| =[L: InvG] folgt K =InvG.

(3) = (4): Nimm G = Gal(L : K).

(4) = (1): Sei also G eine endliche Gruppe von Koérperautomorphismen
von L mit K = InvG. Der erste Haupsatz besagt, dafl [L : K] eine endliche
Korpererweiterung ist. Sei g € K|[T] irreduzibel vom Grad ¢, mit einer Nullstelle
a € L. Wir zeigen: g besitzt ¢t paarweise verschiedene Nullstellen in L. Sei G =
{m,...,nn}. Die Menge {ma,...,n,a} bestehe aus genau r Elementen, etwa aus
a=ay,...,a.. Aus g(a) =0, folgt g(a;) = 0 fiir alle ¢ (denn ist a; = na mit n € G,
so ist

9(ew) = g(ne) = (ng)(na) = n(g(e)) = n(0) = 0,

dabei gilt g = ng, denn die Koeffizienten von g liegen in K = Inv G, und (ng)(na) =
n(g(a)), weil n ein Ring-Homomorphismus ist. Sei nun A(T) = [[;_,(T — ;). Dies
ist ein nicht-konstantes Polynom in L[T'], das ein Teiler von g ist. Wir zeigen, daf} die
Koeffizienten von h in K liegen: Sei n € G. Unter der Anwendung von n werden die
Faktoren des Produkts [[;_, (T — ;) nur untereinander vertauscht, also ist nh = h.
Da dies fiir alle n € G gilt, liegen die Koeffizienten von h in InvG = K. Da h € K[T|
ein nicht-konstanter Teiler des Minimalpolynoms g ist, folgt h = g. Demnach zerfillt
g iber L in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Bemerkung. Die Aquivalenz dieser vier Bedingungen ist sehr wichtig. Die
Implikation (2) = (1) besagt, daf§ im Zerfdllungskorpers Zx (f) eines separablen
Polynoms alle Elemente iiber K separabel sind. Der hier notierte Beweis verwendet
dabei die Gruppenoperation der Galoisgruppe!.
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Die Zuordnungen Inv(—) und Gal(L : —) stellen eine Beziehung zwischen den
Untergruppen der Galois-Gruppe Gal(L : K) und den Zwischenkérpern von K C L
her; diese Beziehung wollen wir genauer untersuchen. Wir betrachten also die beiden
Mengen

{U | U ist Untergruppe von G} {Z | Z ist Zwischenkorper von K C L}
und die beiden Zuordnungen Inv(—) und Gal(L : —):

Inv(-)
— T

Untergruppen Zwischenkorper

\_—_’_’/
Gal(L: —)

Vierter Hauptsatz. Sei K C L eine galois’sche Kdrpererweiterung. Ist U eine
Untergruppe von Gal(L : K), so gilt

U=Gal(L:InvU)

. Fliir jeden Zwischenkérper Z von K C L qilt

Z =Inv(Gal(L : 7))

Umformulierung. Sei K C L eine galois’sche Kdrpererweiterung. Die Zuordnungen
Inv(—) und Gal(L : —) liefern eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den
Untergruppen von Gal(L : K) und den Zwischenkorpern von K C L.

Beweis: Ist U C Gal(L : K) eine Untergruppe, so ist U C Gal(L : InvU). Es
geniigt also zu zeigen, dafl diese beiden Gruppen gleiche Ordnung haben. Der erste
Hauptsatz besagt |U| = [L : Inv U], und | Gal(L : InvU)| = [L : Inv(Gal(L : Inv U))].
Trivialerweise gilt: Inv U = Inv(Gal L : Inv U), also ist |U| = |Gal(L : Inv U)]|.

Sei nun Z ein Zwischenkorper von K C L. Mit K C L ist auch Z C L galois’sch.
Also ist nach dem dritten Hauptsatz Z = Inv Gal(L : Z).

Das diese Zuordnungen inklusionsumkehrend sind, ist offensichtlich: Sind U; C
Us Untergruppen von Gal(L : K), so ist Inv Uy D Inv Us. Sind Z; C Z5 Zwischenkérper
von K C L, so ist Gal(L : Z1) D Gal(L : Z3).

Wir wollen uns diese Bijektionen Inv(—) und Gal(L : —) noch etwas
genauer ansehen. Sei K C L eine beliebige (nicht notwendig galois’sche) Kérpererweiterung.
Ist U eine Untergruppe von G = Gal(L : K), so schreibe IU = Inv(U). Ist Z
ein Zwischenkorper von K C L, so sei JZ = Gal(L : Z). Es gilt trivialerweise

(a) Sind U; C Us Untergruppen von G, so ist IU; D IU,.
(a’) Sind Z; C Z, Zwischenkorper von K C L, so ist 1Z7 D IZ,.
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(b) Ist U Untergruppe von G, so ist U C JIU.
(b”) Ist Z Zwischenkorper von K C L, so ist Z C IJZ.

Daraus folgt nun unmittelbar:
(¢) Ist U Untergruppe von G, so ist IU = IJIU.
(¢’) Ist Z Zwischenkorper von K C L, soist JZ =1J7Z.

Beweis: Wenden wir (a) auf (b) an, so erhalten wir IU D IJIU. Wenden
wir (b) auf IU an, so erhalten wir IU C IJIU. Also gilt (c). Entsprechend
zeigt man (c’).

Aus (c) und (c¢’) folgt nun:
(d) Die Zuordnungen I und J liefern eine Bijektion zwischen der Menge der

Untergruppen U von G mit U = JIU und der Menge der Zwischenkdrper
Z mit Z =1J7.

Ist nun K C L galois’sch, so gilt:
(e) Fiir jede Untergruppe U von G gilt U = JIU,; fiir jeden Zwischenkorper
Z gilt Z=1J2Z.

Fiinfter Hauptsatz. Sei K C L eine galois’sche Korpererweiterung mit Galoisgruppe
G = Gal(L : K). Sei Z ein Zwischenkorper von K C L mit U = Gal(L : Z). Genau
dann ist Z normal tiber K, wenn U eine normale Untergruppe von G ist. In diesem
Fall ist

Gal(Z : K) = G/U

Beweis:

Satz vom primitiven Element. Ist K C L eine Korpererweiterung mit nur
endlich vielen Zwischenkérpern, so gibt es ein a € L mit L = K|a].

Beweis: Ist L ein endlicher Korper, so ist L* eine zyklische Gruppe. Ist a € L*
ein erzeugendes Element dieser Gruppe, so ist natiirlich L = Kla]. Also kénnen
wir annehmen, dafl L und damit auch K unendliche Korper sind. Wir zeigen: Sind
a,b € L mit L = KJa,b], so gibt es ¢ € L mit K[a,b] = K|[c|; der Satz folgt daraus
mit Induktion.

Betrachte die Unterkorper der Form K [a+tb] mit t € K. Da K unendlich ist, es
aber nur endlich viele Zwischenkorper gibt, gibt es ¢ # ¢/ mit K[a + tb] = K[a+t'b].
Sei Z = K|a + tb]. In Z liegt das Element

b=

— ((a+tb) = (a+1'b))

also auch das Element a = (a + tb) — tb. Demnach ist Z = K]a, b].

Folgerung. Ist K C L eine galois’sche Korpererweiterung, so gibt es ein o € L
mit L = K|a].

Beweis: Die Galois-Theorie liefert gerade, dal es zu K C L nur endlich viele
Zwischenkdrper gibt.
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7. Kreisteilungskoérper

Einheitswurzeln. Ist K ein Korper, so nennt man die Elemente ( € K mit
(™ =1 die n-ten Finheitswurzeln; man nennt ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel,
falls n die kleinste natiirliche Zahl mit (" = 1 ist (wenn also ( als Element der
multiplikative Gruppe K* = (K \ {0}, -) die Ordnung n hat). Hier fiir 2 < n < 13
die primitiven n-ten Einheitswurzeln in C:

a T
£y
N

AL WAA WAL WAL W AR
NNV

n=3~8 n=9 n =10 n=11 n

.
A

12 n=13

Beachte: Ist G eine endliche Untergruppe von K*, so besteht G' nur aus Einheitswurzeln!

Satz. Sei K ein Korper, sei G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G
zyklisch.

Beweis: Da G eine endliche Gruppe ist, gibt es eine natiirliche Zahl n mit g" =1
fiir alle ¢ € G; wir wihlen n minimal. Es ist n gerade das kleinste gemeinsame
Vielfache der Ordnungen der Elemente von G. Wegen g™ = 1 ist jedes g € G
Nullstelle des Polynoms T™ — 1 € K[T]. Ein Polynom n-ten Grads mit Koeffizienten
in einem Korper K hat in hochstens n Nullstellen, also sehen wir |G| < n.

Betrachte die Primfaktorzerlegung n = pi* - - - pi* von n mit paarweise verschiedenen
Primzahlen py,...,p;. Zu 1 < 47 < t mufl es ein Element h; € G geben, dessen
Odnung durch p;* teilbar ist (sonst wére n nicht das kleinste gemeinsame Vielfache
der Ordnungen der Elemente von G). Ist p;*m; die Ordnung von h;, so hat g; = h;"
die Ordnung p;*. Die Ordnung von h = h; - - - h; ist dann gerade n.

Korollar. Sei q eine Primzahlpotenz. Dann ist Iy eine zyklische Gruppe, also

Insbesondere ist also fiir jede Primzahl p die Gruppe F; = (Z/pZ)* zyklisch.
Ein erzeugendes Element dieser Gruppe F; nennt man Primitivzahl modulo p, dies
ist also eine Zahl a mit 1 < a < p, so dafl die Potenzen a,a?,a?,...,a?~! paarweise
verschieden sind. Der Beweis des Satzes war ganz einfach, aber in Anwendungen ist
es gar nicht immer einfach, fiir eine vorgegebene endliche Untergruppe von K*, wie
hier fiir IF;, ein erzeugendes Element zu finden. In Zahlentheorie-Lehrbiichern gibt es

dazu Listen!

Hier eine kleine Aufstellung:
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Primzahl p 2 3 ) 7 1 13 17 19 23 31 37
Primitivzahl a 1 2 3 3 2 2 3 2 5 3 2

Die Existenz primitiver n-ter Einheitswurzeln. Sei K ein Korper. Da
X"™ — 1 hochstens n verschiedene Nullstellen in K haben kann, gibt es hichstens n
verschiedene n-te Einheitswurzeln. Diese bilden offensichtlich eine Untergruppe von
K*, und dies ist (nach obigem Satz) eine zyklische Gruppe. Gibt es eine primitive
n-te Einheitswurzel in K, so gibt es genau n n-te Einheitswurzeln und genau ¢(n)
primitive n-te Einheitswurzeln.

Die Kreisteilungspolynome. Sei nun K = C. In C gibt es zu jedem n € N;
eine primitive n-te Einheitswurzel, namlich e’ = cos(2%) + isin(2%). Sei E, die
Menge der n-ten Einheitswurzeln in C, und F;, die Tellmenge der prlmltiven n-ten
Einheitswurzeln. Dann ist F),, offensichtlich die disjunkte Vereinigung der Mengen
F; mit d|n. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist definiert durch

@.(T):= [[ (T -0)

CEF,

Da FE,, die disjunkte Vereinigung der Mengen Fy mit d|n ist, und E; die Menge der
Nullstellen von T™ — 1 ist, folgt

" —1= [ (T-¢ =]]2u«T)

CeEE, d|n

also ist
T™ — 1

Hd|n,d;én cI)d(T) ’

dies liefert also eine induktive Definition von @,,. Es gilt: ®4(T) ist ein normiertes
Polynom in Z[T]. (Setzt man g(T') = [1 4, 4n Pa(T), so ist T — 1 = ®4(T) - g(T)
Nach Induktion ist g(7T') normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Da
auch 7™ — 1 normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeflizienten ist, folgt aus dem
GauB-Lemma, dafl ®4(T) ebenfalls normiert mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

®,(T) =

Offensichtlich ist der Grad von ®,, gerade ¢(n). Ist p eine Primzahl, so ist
= Zf:_ol T*. denn F,, = E,, \ {1}, also ist &, = %

Satz von Gaufl. Die Kreisteilungspolynome ®,, sind tiber Q irreduzibel.

Beweis: Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel in C, sei f das Minimalpolynom
von ( iiber Q. Wir wollen zeigen: f = &,. Dazu geniigt es zu zeigen: Ist p eine
Primzahl, die n nicht teilt, so ist auch (P eine Nullstelle von f. (Denn induktiv
erhalten wir durch Potenzieren mit geeigneten Primzahlen p, die n nicht teilen, alle
primitiven n-ten Einheitswurzeln. Sind aber alle primitiven n-ten Einheitswurzeln
Nullstellen von f, so ist der Grad von f mindestens ¢(n). Andererseits ist f ein
Teiler von ®,,.)

Sei also p eine Primzahl, die kein Teiler von n ist. Wir nehmen an, dafl (? keine
Nullstelle von f ist und wollen dies zum Widerspruch fiihren. Sei g das Minimalpolynom
von (P iiber Q. Da auch (P eine primitive n-te Einheitswurzel ist, ist auch g ein Teiler
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von ®,,. Wegen f # g ist fg ein Teiler von ®,,. Es gibt also h € Q[T] mit T"—1 = fgh.
Da f,g,T™ — 1 normierte Polynome sind und fgh = T™ — 1 Koeffizienten in Z hat,
sind auch die Polynome f, g, h € Z[T] (GauB-Lemma).

Da (¢ eine Nullstelle von g(TP) ist, ist f ein Teiler von ¢g(T?), etwa g(T?) =
f(T)q(T), mit g € Q[T]. Wieder verwenden wir das Gau-Lemma: es zeigt, dafi die
Koeffizienten von ¢ in Z liegen.

Da alle unsere Polynome f, g, h,q, T™ — 1 Koeffizienten in Z haben, kénnen wir
modulo p rechnen, wir bezeichnen die entsprechenden Polynome in F,, mit £.q,....
Sei u ein (normierter) irreduzibler Faktor von f. Es ist g(TP?) = g(T)?, denn wir
sind nun in Charakteristik p. Da u ein irreduzibler Teiler von f und f ein Teiler von
g(TP) = gP ist, ist u ein Teiler von g. Also ist u2 ein Teiler von fgh = T" — 1, und
demnach ist u ein Teiler der Ableitung von T™ — 1. Die Ableitung von T™ — 1 ist
aber mT™~1. Da p kein Teiler von n ist, ist ”7"~! # 0 und das einzige (normierte)
irreduzible Polynom, das nT™~! teilt, ist 4 = X. Aber u = X ist kein Teiler von
X" — 1. Dieser Widerspruch bedeutet, dafl unsere Annahme falsch war: Demnach
mufl (P Nullstelle von f sein.

Umformulierung. Sein € N; und ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
ist [Q[¢] : Q] = ¢(n).

Beweis: Setzen wir voraus, dafl ®,, irreduzibel ist, so ist ®,, das Minimalpolynom
von ¢ und der Grad von ®,, ist ¢(n). Der Grad der Korpererweiterung Q C Q[(] ist
aber der Grad des Minimalpolynoms von (.

Wir wollen aber auch zeigen, da8 aus [Q[(] : Q] = ¢(n) folgt, daB ®,, irreduzibel
ist: Der Grad der Korpererweiterung Q C Q[(] ist der Grad des Minimalpolynoms
f von (. Es ist f ein Faktor von ®,,. Nach Voraussetzung hat f den Grad ¢(n). Da
auch ®,, den Grad ¢(n) hat, folgt f = ®, und demnach ist ®,, irreduzibel.

Es sei ¢ eine primitive n-Einheitswurzel und a eine natiirliche Zahl mit (a,n) =
1. Dann ist auch (® eine primitive n-te Einheitswurzel. Da ®,, irreduzibel ist, ist ®,,
das Minimalpolynom aller seiner Nullstellen in C. Es ist eine Nullstelle gegeben,
ndmlich ¢, die iibrigen sind von der Form (2 (fiir ein @ mit 1 < a < n und
(a,n) = 1). Alle diese Potenzen von ( liegen in Q[(], also gilt: ®,, zerfdllt diber
Q[¢] in Linearfaktoren. Und wir sehen: Die Zuordnung ¢ — (® liefert einen eindeutig
bestimmten Automorphismus von Q[¢], der mit g, bezeichnet werden soll. (Im allgemeinen
gilt: Ist eine primitive Korpererweiterung K|[a] eines Korpers K gegeben, ist f das
Minimalpolynom von « iiber K, und ist § eine weitere Nullstelle von f in KJ[a]
so erhélt man durch a — S und ¢ — c fiir ¢ € K einen eindeutig bestimmten
Automorphismus von K[«|; da jeder Automorphismus eines Korpers den Primkérper
elementweise fixiert und Q der Primkérper von Q] ist, brauchen wir die Bedingung
¢ — c fiir alle ¢ € Q nicht notieren: sie ist automatisch erfiillt.)

Dieser Automorphismus g, von Q[¢] hat die folgende Eigenschaft: jede n-te
Einheitswurzel ¢’ wird in die a-te Potenz gehoben: g,(¢') = (¢')®. (Denn ¢’ = (™
fiir eine natiirliche Zahl m, also

9a(¢") = 9a(¢™) = (9a(€))™ = (¢")™ = ¢"™ = ()" = (¢)*,

dabei ist das einzig interessante Gleichheitszeichen das zweite: hier verwenden wir,
dafl g, multiplikativ ist.) Wir erhalten durch a — g, eine Bijektion zwischen den
zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1 und n und den Automorphismen von Q[(].
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Wir zeigen noch, daf fiir zwei zu n teilerfremde Zahlen a,a’ gilt: g,94 = gaa’- Zum
Beweis geniigt es, beide Seiten auf ( auszuwerten:

gaga’(C) = ga(ca’) = Cala = gaa’(C)-

Wir sehen also, daf} die Hintereinanderschaltung der Automorphismen der Multiplikation
in Z/nZ entspricht. Insgesamt haben wir gezeigt:

Korollar. Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Dann ist Q C Q[(] eine
galois’sche Kérpererweiterung vom Grad ¢(n) mit Galoisgruppe (Z/nZ)*; dabei wird
jedem a € Z mit 1 < a <n und (a,n) = 1 der Automorphismus { — (* zugeordnet:

Gal(Q[¢] : Ql) =~ (Z/nz)*

Beispiel: Sei n = 12. Es ist ¢(12) = 4. Ist { eine primitive 12-te Einheitswurzel
in C, so ist [Q[¢] : Q] = 4, also hat G = Gal(Q[(] : Q]) die Ordnun g 4. Wie sehen
diese vier Automorphismen aus? Es sind dies gerade die Automorphismus g, von
Q[¢] mit g4(¢) = ¢* und @ = 1,5,7,11 (denn {1,5,7,11} ist die Menge der zu 12
teilerfremden Zahlen zwischen 1 und 12). Es ist

52= 25 = 1 mod 12,

72= 49 = 1 mod 12,

112 =121 = 1 mod 12,
und demnach also g2 = gs: = g; usw. Also haben die Automorphismen gs, g7, g11
die Ordnung 2 und demnach ist G die Klein’sche Vierergruppe.

Bemerkung. Eine ganz wichtige Einsicht ist zu betonen: Die Galoisgruppe von
Gal(Q[C) : Q) ist abelsch. Es gilt der Satz von Kronecker-Weber: Ist Q C K eine
galois’sche Kéorpererweiterung mit abelscher Galois-Gruppe, so ist K Unterkérper
eines Kreisteilungskorpers. (Das ist aber nicht einfach zu zeigen!)

Insbesondere schauen wir uns den Fall einer Primzahl n = p an:

Satz. Ist p eine Primzahl und ( eine primitive p-te Einheitswurzel in C, so gilt:

Gal(Q[¢] : Q) ~ Cp

Beweis: Dies folgt aus dem letzten Korollar und der Tatsache, dafl die multiplikative
Gruppe [}, zyklisch ist.

Da wir die Untergruppen einer zyklischen Gruppe miihelos iiberblicken, konnen
wir auf diese Weise alle Unterkorper von dieser Kreisteilungskérper Q[¢] bestimmen!
Wir verwenden dazu die folgende Indizierung der primitiven p-ten Einheitswurzeln:

e Wihle eine beliebige primitive p-te Einheitswurzel (,
e Wihle eine Primitivzahl ¢ modulo p
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e Setze nun

G = (Co)ai-

Weil a eine Primitivzahl modulo p ist, sind die Restklassen von

1=a"a', 0% ...aP2
modulo n paarweise verschieden: dies ist also eine Liste der Restklassen 1,2,...,p — 1,
also ist
<07 Cla R Cp—Q

eine vollstindige Liste der primitiven p-ten Einheitswurzeln.

Da a eine Primitivzahl modulo p ist, erzeugt ¢ = g, die Galois-Gruppe G =
Gal(Q[¢] : Q]). Um zu wissen, wie G auf der Menge der primitiven p-ten Einheitswurzeln
operiert, reicht es zu wissen, wie g auf dieser Menge operiert. Nach unserer Indizierung
gilt:

g(@) = Ci+1 fﬁI‘ 0 S ) S p—l

(dabei sei wie iiblich (,—1 = (o gesetzt): Es ist also g auf der Menge {(o, 1, ---,(p—2}
eine zyklische Permutation!.

e Ist m ein Teiler von p — 1, so erzeugt g™ eine (= die) Untergruppe von G der
Ordnung p;ml. Wie sieht Inv(g™) aus?
Natiirlich ist i1

ni(d) = ijo Gitjm = Gi + Gitm + Git(d—1)m

unter g™ invariant! Man nenn diese Elemente die d-gliedrigen Gauf$’schen Perioden.
Es gibt genau m verschiedene d-gliedrige Gauf3’sche Perioden, namlich 7o (d), n1(d), - . ., Nm—1(d).

Satz. Sei p — 1 = md. Dann ist

Inv(g™) = Qo (d)]

und dieser Korper hat als Q-Basis die Menge der d-gliedrigen Gaufl’schen Perioden,
insbesondere ist [Inv(g™) : Q] = m. Wegen

g(ni(d)) = niz1(d) fir 0<i<p—1

liefert g einen Automorphismus der Ordnung m von Inv(g™), insbesondere ist also
Q C Inv(g™) wieder galois’sch (und wieder mit zyklischer Galois-Gruppe).

Beweis: Die d-gliedrigen Gauf3’schen Perioden o (d), 71(d), - - ., Nm—1(d) sind offensichtlich
linear unabhéngig iiber Q und gehéren zu Inv(¢g™). Die Galois-Theorie besagt:

[Q[¢] = Inv(g™)] = {g™)| = d,
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also ist
Iv(g™) : Q= 25 = m

und demnach sind die d-gliedrigen Gaufi’schen Perioden auch ein Erzeugendensystem
von Inv(g™).

Insbesondere wissen wir, dafl Q[no(d)] ein Unterkérper von Inv(g™) ist. Wire
dies eine echte Inklusion, so wire Q[no(d)] = Inv(g™ ), wobei m’ ein echter Teiler
von m wéire (wieder verwenden wir die Galois-Theorie und das Wissen iiber die
Untergruppen zyklischer Gruppen). Aber 7o(d) ist unter g™ nicht invariant, denn
9™ (Co + Cm + -+ + Ca—1)ym) = Cms + ... und dieser Summand ¢/, taucht in 7y(d)
nicht auf!

Q¢l T T (9P ={1}
Qo (d), - - -, Mm-1(d)] --d + (g™
Qlno(d)] + T (9™
Q + - (9

Beispiel: p = 5. Sei (p primitive 5-te Einheitswurzel, es ist a = 2 Primitivzahl
modulo 5, also indizieren wir die primitiven 5-ten Einheitswurzeln wie folgt:

C()a Cl = C27 C2 = C47 C3 = CS = Cg'

Es gibt genau einen echten Zwischenkorper Q C L C Q[(p], ndmlich L = Q[(o + (2] =

Q[¢o + ¢5)-
Q[¢] (g*) = {1}
2
Qno(2)] (9%
2
Q (9)

Den Korper Q[no(2)] kann man auch anders beschreiben. Das Minimalpolynom f
von z = (p + (2 hat den Grad 2 und als zweite Nullstelle {; + (3 (denn g vertauscht
diese beiden Elemente). Also

FI) =T =+ )T —(G+C) =T —al +b,

fiir geeignete a,b € Q. Es ist a = (o + (1 + (2 + (3 = —1, denn die Summe der
primitiven p-ten Einheitswurzeln, p Primzahl, ist immer —1, da die Summe aller
n-ten Einheitswurzeln fiir jedes n > 1 Null ist: dies sieht man an der Faktorisierung
™ —1=(T-1)(T" 1 +Tr2+..-+T+1). Esist b = ({o+ )¢+ ) =
(C+¢H(C2+3) = a, also ist

f(T)=T?>+T-1

und die Nullstellen dieses Polynoms sind bekanntlich —2 +4/1 +1 = 1(—-1+/5).
Es folgt: Q[no(2)] = Q[V/5].
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Das Minimalpolynom g von (p iiber Q[v/5] ist
MT)=T?-2T+1 mit z={ +(,

denn h(T) = (T — ¢o)(T —(2), da g die Elemente (p, (o vertauscht und Q[/5] fixiert.
Also h,(T) == T2 - (CO + CQ)T + 604.2 und C()Cg = 1.

Bemerkung 1. Sei ( eine primitive p-te Einheitswurzel in C, sei p — 1 = dm.
Die Menge der d-gliedrigen Gauf$’schen Perioden im Kreisteilungskiorper Q[C] héingt
weder von der Auswahl von ¢ noch der Primitivzahl a modulo p ab. Beweis: Eine
andere primitive p-te Einheitswurzel ist von der Form ¢’ = (% fiir ein 7 und eine
d-gliedrige Periode gebildet ausgehend von (' ist

d— 1 ’L+Jm ’L+Jm d—1 r+it+jm
SO = Y = e =

Eine anderer Primitivzahl modulo p ist modulo p kongruent zu einem a® mit (s, p —
1) = 1. Eine d-gliedrige Periode gebildet beziiglich a® ist

d—1 it d—1  siy(sj
(aS)z—i-]m _ asz—i—(sg)m _ )
PPN 2 i€ nsi(d),
dabei verwenden wir folgendes: duchlduft j die Menge {0, 1,...,d—1}, so durchliuft
sj ebenfalls alle Restklassen modulo m, denn (s,p — 1) = 1.

Bemerkung 2. Sei p > 3 Primzahl, seien 79 und 7; die beiden p%l—gliedrigen
Perioden im p-ten Kreisteilungskérper. Dann ist

T
S

p=1 mod 4,
falls

—
4+ s
S|

To =
p=3 mod 4,

Ph‘

dies rechnet man recht einfach nach. Nun sind aber 7, 7; die Nullstellen des Polynoms
(T = n0)(T = m) = T? + T + nom, denn ng 4 m1 = —1. Also gilt:

1 1
Mo, M = —5 /(=)= p

Daraus folgt: Ist K ein quadratischer Zahlkérper (also ein Korper mit [K : Q] =
2) dann liegt K in einem geeigneten Kreisteilunskérper. (Dies also ein Spezialfall
des Satzes von Kronecker-Weber). Beweis: Es ist K = Q[y/c] dabei ist ¢ # 1
eine quadratfreie ganze Zahl, also a = —1 oder a = +p;---p; mit Primzahlen
p1 < p2 < ++- < pgund ¢t > 1. Dann ist K im n-ten Kreisteilungskorper mit
n = 4p; - - - p; enthalten (denn Q[y/—1] ist der 4-te Kreisteilungkdrper, also enthilt
der 4p-te Kreisteilungskorper sowohl /p als auch /—p).

8. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.
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Vorbemerkung: Korpererweiterungen vom Grad 2. Ist K C L eine

Korpererweiterung vom Grad 2, und ist K kein Korper der Charakteristik 2, so
gibt esa € L\ K mita®> € K.

Beweis: Sei b € L\ K. Das Minimalpolynom f von b iber K hat den Grad 2, ist

also von der Form f(T) = T?+cT+d mit ¢,d € K. Wegen der Voraussetzung, da8 die
Charakteristik von K von 2 verschieden ist, konnen wir das Element a = b—l—%c bilden,
es gehort ebenfalls zu K \ L und es ist a® = (b+1¢)? = b2 +bc+ 3¢ = —d+3c* € K
(wir verwenden hier 0 = f(b) = b2 + bc + d).

Gegeben sei die euklid’sche Ebene R? (die wir mit der Menge C der komplexen

Zahlen identifizieren wollen. Induktion definieren wir die Menge K der Punkte in der
Ebene, die ausgehend von 0 = [0 0] und 1 = [1 0] mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden konnen. Dabei konstruieren wir neue Punkte induktiv wie folgt:

(G)

(K)

(S)

Q=

Sind zwei Punkte a # b schon konstruiert, so zeichne man die Gerade durch a
und b (Verwendung des Lineals).

Sind drei Punkte a, b, c mit b # ¢ schon konstruiert, so zeichne man den Kreis
mit Radius ||b — ¢|| um den Punkt a (Verwendung des Zirkels: Man greift den
Abstand von b und ¢ ab, und schligt um a den Kreis mit diesem Radius).
Schnittpunkte von Geraden mit Geraden, von Geraden und Kreisen und von
Kreisen mit Kreisen, die nach (G) und (K) konstruiert wurden, sind neu konstruierte
Punkte. Die Menge K besteht also aus all den Punkten der Ebene, die durch
endlich viele Konstruktionsschritte erhalten werden.

Satz 1. Sei a € C. Genau dann gehort a zu IC, wenn es einen Kérperturm
KyCKyC---CK, mit[K;: K;_1] =2 firallel <i<n und a € K,, gibt.

Beweis: langwierig, aber einfach. Verwendet wird fast die ganze Mittelstufengeometrie:

Strahlensétze und Hohensatz, aber auch die algebraische Beschreibung von Geraden
und Kreisen in der Ebene.

Satz 2. Sei a € C mit Minimalpolynom f iiber Q. Genau dann gehort a zu IC,

wenn [Zo(f) : Q| eine Zweierpotenz ist.

Beweis: Die Korpererweiterung Q C Zg(f) ist galois’sch. Es ist [Zg(f) : Q] die

Ordnung der Galois-Gruppe G = Gal(Zp(f) : Q). Ist aber |G| = 2", so besitzt G als
2-Gruppe eine Kette von Untergruppen

{1}=GyCc Gy C---CG, =G

mit [G; : G;1+1] = 2. Die Galois-Korrespondenz liefert entsprechend Zwischenkorper

Q=KyCK,C---CK,=Zy(f)

mit [K; : K;—1] = 2 fiir alle 1 <14 < n.

Umgekehrt sei ein Kérperturm Q = Ko C K1 C --- C K, mit [K; : K;_1] = 2

fiir alle 1 <4 < n und a € K,, gegeben. Es gibt Elemente a; € K; mit K; = K;_1[a]
und a? € K;_1. Sei g; das Minimalpolynom von a; iiber Q, und E; = Z(g; ---g;) C C.
Da wir alle E; als Unterkérper von C interpretieren, sieht man unmittelbar, dafl
sowohl K; als auch F;_; Unterkorper von E; sind. Mit Induktion zeigen wir, dafl

[E;

: Q] eine Zweierpotenz ist. Fiir 4 = 0 ist nichts zu zeigen. Sei schon gezeigt, daf
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[E;—1 : Q] eine Zweierpotenz ist, fiir ein 1 < i < n. Seien by, ..., b die Nullstellen
von g; in E;, dabei konnen wir voraussetzen, dafl b; = a; gilt. Es entsteht also
FE; aus E;_, durch Adjunktion der Elemente b4, ..., b;. Die Galois-Gruppe operiert
transitiv auf den Elementen b,...,b;, es gibt also zu b; einen Automorphismus 7
von E; mit n(b1) = b;. Da Q C E;_; eine normale Kérpererweiterung ist, wird E;_q
vom der Automorphismus 7 in sich abgebildet. Nun ist aber b3 = a? € E;_1, also
ist auch b7 = 7(b1)? = 7(b}) in E;_1. Demnach enthilt F; ; die Elemente b7, ..., ;.
Betrachten wir den Korperturm

E; 1 CE; 1[b1] CE;_1[b1,b2] C--- C E;_1[b1,...,bs] = E;,

so haben alle diese Korpererweiterungen den Grad 1 oder 2. Insgesamt sehen wir, dafl
[E; : E;_1] eine Zweierpotenz ist. Da nach Induktion [F; 1 : Q] eine Zweierpotenz
ist, folgt die Behauptung.

Nun ist Zgp(f) ein Unterkorper von E,. Da [E, : Q| eine Zweierpotenz ist, ist
auch [Zo(f) : Q] eine Zweierpotenz.

Warnung: Es gibt viele algebraische Elemente in C, die nicht zu IC gehoren, deren
Minimalpolynome aber als Grad Zweierpotenzen haben. Nimm etwa die Nullstellen
eines irreduziblen Polynoms vom Grad 4 iiber QQ, dessen Galois-Gruppe die A4 oder
die Sy ist.

Das Deli’sche Problem: Verdopplung eines Wiirfels. Ist ein Wiirfel mit
Kantenlidnge a gegeben, so hat der Wiirfel mit doppeltem Rauminhalt die Kantenlénge
/2a. Es fragt sich also: Ist /2 mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Nein, denn das
Minimalpolynom von /2 ist 7% — 2, und dieses Polynom ist irreduzibel iiber Q.

Quadratur des Kreises. Die Zahl m kann nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden, denn sie ist nicht einmal algebraisch (Beweis: siehe zum Beispiel Jacobson,
Basic Algebra I). Es ist daher unmoglich, ein Quadrat mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren, dessen Flidcheninhalt gleich des Einheitskreises ist (der Fldchenhalt
des Kreises mit Radius r ist 772, der des Einheitskreises also 7; gesucht wire also
ein Quadrat mit Kantenlinge /7).

Konstruktion regelméafliger n-Ecke mit Zirkel und Lineal. Diese Aufgabe
entspricht gerade der Aufgabe, eine primitive n-te Einheitswurzel mit Zirkel und
Lineal zu konstruieren.

Satz. Sei ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Genau dann ist ¢ mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn gilt:

n =21 ---p; mit Fermat’schen Primzahlen p; < py < --- < py.

Dabei heifit eine Primzahl p eine Fermat’schen Primzahl, wenn p—1 eine Zweierpotenz
ist.

Beweis: Ist ¢ in K, so muBl der Grad ¢(n) des Minimalpolynoms von ¢ auf jeden
Fall eine Zweierpotenz sein. Dies zeigt, dafl n die angegebene Form haben muf.
Umgekehrt sei nun n = 2%py - - - p; mit Fermat’schen Primzahlen p; < ps < --- < py.
Es ist dann ¢(n) eine Zweierpotenz. Da Q C Q[(] eine galois’sche Erweiterung mit
Index ¢ ist, ist ( € K
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Um also eine primitive n-te Einheitswurzel (oder eben ein regelmifiges n-Eck)
zu konstruieren, geht man wie folgt vor: Sind mi, mo teilerfremde Zahlen mit n =
mims, und hat man eine primitive mq-te und eine primitive mo-te Einheitswurzel
konstruiert, so kann man mit Hilfe der Bézout’schen Gleichung sofort eine primitive
n-te Einheitswurzel konstruieren. Also reicht es, den Fall einer Primzahlpotenz zu
betrachten. Ist n eine Zweierpotenz, so mufl man iterativ Winkel halbieren, dies
geht unproblematisch mit Zirkel unde Lineal. Ist n = p = 2° + 1 eine Fermat’sche
Primzahl, und ( eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist G = Gal(Q[¢] : Q) eine
zyklische 2-Gruppe: sie besitzt eine (und nur eine) Kette von Untergruppen

{1}=GoyCc Gy C---CGs =G
mit [G; : Gi4+1] = 2. Die Galois-Korrespondenz liefert entsprechend Zwischenkérper
QZK()CKlC"'CKS:Q[C]

mit [K; : K;_1] = 2 fiir alle 1 <4 < s. Der Kérper K; wird von den 2°~‘-gliedrigen
Gaufy’schen Perioden erzeugt.

Zusatz. Ist s € N und ist 2° + 1 eine Primzahl, so ist s eine Zweierpotenz.
Fermat’sche Primzahlen sind also von der Form 22° + 1.

Beweis: Seien s,t natiirliche Zahlen und ¢ > 1 ungerade. Dann ist 25! + 1 keine
Primzahl, denn es gilt

28t + 1= (28 + 1)(28(t—1) _ 2(S(t—2) e — 23 + 1)



