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Sei K ein Zahlkörper.

7.1. (a) Sei 0 6= α ∈ OK . Zeige: ∆K ist eine Teiler von ∆(1, α, . . . , αn−1 und

1

∆K

∆(1, α, . . . , αn−1)

ist eine Quadratzahl (also das Quadrat einer natürlichen Zahl).

(b) Sei ω1, . . . , ωn ∈ OK eine Q-Basis von K . Zeige: Ist ∆(ω1, . . . , ωn) qua-
dratfrei, so ist ω1, . . . , ωn eine Ganzheitsbasis. (Gilt die Umkehrung?)

(c) Sei ω1, . . . , ωn eine Q-Basis von K . Zeige: Sind alle ωi ∈ OK und ist
∆(ω1, . . . , ωn) = ∆K , so ist ω1, . . . , ωn eine Ganzheitsbasis. (Kann auf die Voraus-
setzung ωi ∈ OK verzichtet werden?)

7.2. Sei α ∈ OK , sei d = ∆(1, α, . . . , αn−1). Zeige:

OK ⊆ Z
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Hilfe: Sei β ∈ OK , schreibe β als Linearkombination der Potenzen αi mit
0 ≤ i ≤ n − 1 und Koeffizienten ci ∈ Q . Zeige: dci ist ganz algebraisch.

7.3. Verwende 7.2 (und die Strukturtheorie der endlich-erzeugten abelschen
Gruppen) um zu zeigen: Der Ring OK ist noethersch.

7.4. Sei U eine Untergruppe der abelschen Gruppe (Zn, +). Für 0 ≤ r ≤ n

setze

Ur = U ∩ (Zr × 0n−r) = {u = (z1, . . . , zr, 0, . . . , 0) | zi ∈ Z, u ∈ U}.

Wir erhalten auf diese Weise eine Inklusionskette:

0 = U0 ⊆ U1 ⊆ · · · ⊆ Un = U.

Zeige:

(a) Für 1 ≤ r ≤ n gilt: Die Abbildung πr : Ur → Z , die durch

πr(z1, . . . , zr, 0, . . . , 0) = zr

definiert ist, ist ein Gruppen-Homomomorphismus mit Kern Ur−1.

(b) Es gilt: Rang Ur−1 ≤ Rang Ur ≤ Rang Ur−1 + 1 für 1 ≤ r ≤ n.

(c) Ist Rang Un = n, so ist Rang Ur = r für alle r und Ur−1 ⊂ Ur eine echte
Inklusion.

(d) Sei nun Rang Un = n. Wähle ur ∈ Ur \Ur−1 mit |πr(ur)| minimal (jeweils
für 1 ≤ r ≤ n). Behauptung: u1, . . . , un ist eine Basis von U .


