I1-7 ALGEBRAISCHE ZAHLENTHEORIE

6.4. Die Endlichkeit der Klassenzahl.

Satz. Die Klassenzahl eines Zahlkorpers ist endlich.

Sei K ein Zahlkorper.
Schritt 1: Es gibt eine positive reelle Zahl p mit folgender Eigenschaft: Ist 0 # I
Ideal von Ok, so gibt es 0 # o € I mit

N((a)) < p-N(I).

Beweis: Sei wy, .. .,w, eine Ganzheitsbasis von Ok (es geniigt sogar, eine Q-Basis
von K aus ganzen Elementen zu nehmen). Zu N(I) gibt es eine natiirliche Zahl ¢ mit

"< N(I) < (t+1)"

Betrachte die Menge S der Elemente von Ok der Form ). c;w; mit 0 < ¢; < t. Diese
Elemente sind paarweise verschieden (da wq, . ..,w, eine Z-Basis von Y Zw; ist). Die
Anzahl dieser Elemente ist (¢t + 1)". Wegen N(I) < (t+ 1)™ konnen die Restklassen
modulo [ nicht paarweise verschieden sein, also gibt es b # ¢ in S mit b—c € I. Setze
a=b—c,alsoist a =), aw; mit |a;| <t. Esist

V(@) = T o) =TT, > aoiwy)l
<L, > laslloitwy)l
<1, 2=, toilwy)]
=" [T, 22, loitwy)]
<N, X2, loiwy)l.

Dabei gilt die letzte Ungleichung wegen ¢" < N(I). Wir nehmen also

=TI, 2 lowy)l.

Schritt 2: Ist 0 # I Ideal in Ok, so gibt es ein Ideal J mit N(J) < p, sodass I
und J=1 zur gleichen Idealklasse gehéren (es gibt also o € K* mit I = J ta).

Beweis: Zu I gibt es nach Schritt 1 ein Element 0 # o € I mit N({(«a)) < pu-N(I).
Aus a € I folgt () C I, also gibt es ein Ideal J mit

() =1J
(wir sind ja in einem Dedekind-Ring). Die Multiplikativitéit der Norm liefert

N(D)N(J) = N(IJ) = N((a)) < - N(I),
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also
N(J) < p.

Und die Gleichung IJ = («) kénnen wir zu
I=JYa)=J"a
umschreiben. Wir sehen: I und J~! gehéren zur gleichen Idealklasse.

Schritt 3: In 6.3 (1) wurde gezeigt, dass es nur endlich viele Ideale J mit N(J) <
gibt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Zusatz. In jeder Idealklasse gibt es ein Ideal I mit N(I) < .

Beweis. Dies wurde im Prinzip in Schritt 2 gezeigt. Ist I ein gebrochenes Ideal, so
sei [I] die zugehorige Idealklasse, also die Menge der zu I #dquivalenten gebrochenen
Ideale:

Il={Ia|0#a€cK }.

Beginnt man mit der Idealklasse [I’] mit einem gebrochenen Ideal I’, so bilden
wir zuerst einmal das gebrochene Ideal (I’)~1. Zu (I')~! gibt es 0 # 8 € Ok, sodass
(I")~133 ein (ganzes) Ideal ist. Wende nun Schritt 2 darauf an: Wir finden ein Ideal J
mit N(J) <p und (I')"18=J ta. Esist

1

T =1 =B =T e = T = ]
und demnach ist [I'] = [J].

Bemerkung. Mit Hilfe der sogenannten Minkowski-Theorie (“Geometrie der Zah-
len”) kann man die Schranke p verbessern. Zum Beispiel kann man

n! s
n = n_”(}) A% |AK|
1

wihlen, dabei ist s = 5(n—7) und r die Anzahl der Einbettungen K — R (siche zum

Beispiel Milne). Man nennt :—,L (%)S die Minkowski-Konstante.

Aus der Tatsache, dass jede Idealklasse ein Ideal I mit N (/) < n”—i(%)S\/ Ak
enthilt, folgt die Abschitzung
n"  ms n" mT\n/2
VIl = —(7)" = —(3)
(denn es gibt ja mindestens eine Idealklasse). Setzen wir
,’,LTL

on="01(

T\n/2
n! _)

4 )
so sieht man as > 1 und

i LR I COREERE
25

Die Folge der rellen Zahlen a, wéchst monoton, also ist a, > 1 fiir alle n > 2. Dies
besagt:

Folgerung. Ist n > 1, so ist |Ag| > 1.



