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8.2. Der allgemeine Fall.

Satz. Sei n € Ny, sei w, eine primitive n-te Einheitswurzel und K = Qwy].

Dann gilt:

(a) [ 1 Q] = ¢(n),

(b) ®,, ist irreduzibel,

(c) Ok = Zlwn].

(d) FEine Primzahl teilt genau dann Ak, wenn sie n teilt.

(e) Eine Primzahl ist genau dann in K wverzweigt, wenn sie n teilt.

Beweis: Schreibe n = pi* - - - pS" mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und
Exponenten e; > 1, fur 1 < i <r. Wir wollen die Aussagen (a), (c), (d) mit Induktion
nach r beweisen Den Fall » = 1 haben wir in 8.1 betrachtet. Sei nun r > 2. Sei

"= pit---p. ' Sei a eine primitive n’-te Einheitswurzel und [ eine primitive
pSr-te Einheitswurzel. Dann ist af eine primitive n-te Einheitswurzel. Es ist also
K = Q|w,] das Kompositum von Q[a] und Q[5]. Nach Induktion gelten die Aussagen
(a), (c), (d) fir Qo] und natiirlich auch fiir Q[5]. Da die einzigen Primzahlen, die
Ag[q) teilen, die Primzahlen py, ..., p,—1 sind, und der Betrag der Diskriminante Agjg
eine Potenz von p, ist, sind die beiden Diskriminanten teilerfremd. Wir kénnen also
Satz 6.8 an wenden. Wir sehen als erstes:

(K : Q] = [Qle]: Q] - [Q[A]: Q] = ¢(n)(pir) = b(n),

also die Behauptung (a). Nach Induktion hat Q[a] eine Ganzheitsbasis, die nur Poten-
zen von « enthélt, entsprechend hat Q[5] eine Ganzheitsbasis, die nur Potenzen von
(G enthélt. Nach 6.8 besitzt also O eine Ganzheitsbasis, die nur Elemente der Form
a®B3® mit ganzzahligen Exponenten enthilt. Mit o und 3 ist auch a®3® eine Potenz
von w,,, wir sehen also:

Ok C Zlw,] C Ok,

damit ist (c) gezeigt. Auch (d) folgt natiirlich unmittelbar aus 6.8. Da w,, eine Nullstelle
von ®,, ist und ®,, den Grad ¢(n) hat, folgt (b) aus (a). Nach 6.6 sind die Aussagen
(d) und (e) dquivalent.

8.3. Die Galois-Gruppe Gal(Q[w,]: Q).

Satz. Sei 1 < a <n und (a,n) = 1. Dann wird durch w — w® ein Automor-
phismus o, von Qw,] definiert (und natiirlich ist o,(w’) = (w*)* fiir alle 7). Die
Zuordnung a — o, ist ein Gruppen-Isomorphismus

U(Z/n) — Gal(Qlw,]: Q)

und die Korpererweiterung Qlw,|: Q ist galois’sch.

Beweis. Seien 1 < a,b<n und (a,n) =1= (b,n). Es ist

0a0p (W) = 0q(wW?) = 0a(w)? = (W)° = W = 544 (w).
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Dies zeigt, dass die genannte Abbildung ein Gruppen-Homomorphismus ist. Die Ab-
bildung ist injektiv, denn ist o, = 03, s0 ist w? = 04(w) = op(w) = wW’, und damit
a=>b. Nun ist |U(Z/n)| = ¢(n) also erhalten wir die folgende Ungleichungskette

¢(n) = |U(Z/n)| < | Gal(Qlwn]: Q)] < [Qlwn]: Q] < é(n),

dabei liefert die Injektivitdt der Zuordnung a — o, das erste Kleiner-Gleich-Zeichen,
das Dedekind-Lemma das zweite Kleiner-Gleich-Zeichen, und die Tatsache, dass w,,
eine Nullstelle des Kreisteilungspolynoms @,, ist, das dritte Kleiner-Gleich-Zeichen
(wir setzen also nicht voraus, dass wir wissen, dass ®,, irreduzibel ist: unsere Ver-
gleichskette liefert einen neuen Beweis dafiir!).

Alle drei Kleiner-Gleich-Zeichen kénnen also durch Gleichheitszeichen ersetzt wer-
den. Das zweite Gleichheitszeichen besagt, dass die Korpererweiterung Qlw,]: Q ga-
lois’sch ist, das erste zeigt, dass die Zuordnung a — o, bijektiv ist: Es gilt also:

U(Z/n) = Gal(Q[w,]: Q)

(das Gleichheitszeichen ist die kanonische Isomorphie @ — o, jeder Restklasse @ wird
der Korper-Automorphismus von Q[w,| zugeordnet, der jede Einheitswurzel auf ihre
a-te Potenz abbildet). Das dritte Gleichheitszeichen liefert erneut einen Beweis, dass
®,, irreduzibel ist.

Folgerungen. Die Galois-Gruppe Gal(Q[w,]: Q) ist abelsch.
Beweis: Die Gruppe U(Z/n) ist abelsch.
Die Struktur der Gruppe U(Z/n) ist bekannt (siche Merkzettel), damit also auch

die Struktur von Gal(Q[w,]: Q). Dies soll hier explizit formuliert werden, dabei be-
zeichnen wir mit C,, = (Z/+) die zyklische Gruppe der Ordnung n.

(a) Sei n = pi*---pir mit paarweise verschiedenen Primzahlen. Dann ist

Gal(Q[wy,]: Q) = Gal(@[wpizl]: Q) x -+ x Gal(Qlwyer|: Q)

(b) Ist p ungerade Primzahl, und n = p* mit t > 1, so ist die Galois-Gruppe
Gal(Q[wy]: Q) zyklisch, und zwar ist

Gal((@[wn]: @) = C(p_l)pt—l = Cp_l X Opt—l

(b) Ist p=2, und n = p', so ist Gal(Q[wz]: Q) = Cy, und fir t > 2

Gal(@[wgt]: @) = 02 X 02t72.
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8.4. Primzahlen in der arithmetischen Progression 1,1 +n,1+4 2n,....

(Wir verwenden hier eigentlich nur die Definition der Kreisteilungspolynome.)

Satz. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p =1
mod n .

Beweis: Wir zeigen folgendes Lemma.

Lemma. Sei n eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl, die n nicht teilt. Genau
dann gibt es ein a € Z mit p | ®,(a), wenn p =1 mod n gilt.

Beweis: Sei a € Z mit p | ®,(a). Wegen ®,(a) | a”—1 ist die Ordnung d der
Restklasse von a in Z/p ein Teiler von n. Wir zeigen d = n. Wire d ein echter Teiler
von n, so wire p Teiler von a% — 1, also wire

p? | (a® —1)®(a) | a™ — 1.

Aus a? —1 =0 mod p folgt, dass auch (a +p)? —1 =0 mod p gilt. Aus ®,,(a) =0
mod p folgt, dass auch ®,(a+p) =0 mod p gilt. Also

P2l ((a+p)?—=1)®a+p) | (a+p)"—1)=(a"+na"'p+...) -1
Modulo p? sehen wir:
0=(a"+na"'p+...)—1=na""p mod p?

aber p ist kein Teiler von n und auch kein Teiler von a. Damit haben wir d = n
gezeigt. Nun hat die Gruppe (Z/p)* die Ordnung p — 1, also ist die Ordnung eines
jeden Elements dieser Gruppe ein Teiler von p — 1, also n | p — 1. Damit ist eine
Richtung gezeigt (nur diese wird weiter unten gebraucht).

Umgekehrt sei n | p—1. Die Gruppe (Z/p)* ist eine zyklische Gruppe der Ordnung
p — 1, hat also ein Element @ der Ordnung n. Also

yo | CE” — 1= Hd|n @d(a).

Ist d ein echter Teiler von n, so wiirde aus p | ®4(a) | a® — 1 folgen, dass die Ordnung
von a ein Teiler von d wire, Widerspruch. Also gilt: p | &, (a).

Beweis des Satzes. Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen p mit n |
p—1, etwa pq,...,ps. Betrachte die Zahlen ®,,(zp;---p;) mit z € N. Das Polynom
®,, hat den Grad ¢(n) > 1 und ist normiert, also ist ®,,(zp1 -+ pp) > 1 fiir 2> 0. Sei
p eine Primzahl mit p | ®,,(zpy -+ -p¢) fiir ein z. Das Lemma zeigt, dass n ein Teiler
von p — 1 ist, also p = p; fiir ein i. Also

pi | Pn(zp1---pe) | (201 -pe)" — 1,

Widerspruch.
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Bemerkungen. (1) Fiir n = 1, also ®; = X — 1 entspricht dies dem iiblichen
Beweis fiir die Existenz unendlich vieler Primzahlen.

(2) Es handelt sich um einen Spezialfall des Dirichlet-Satzes iiber Primzahlen
in arithmetischen Progressionen (hier betrachtet man die arithmetische Progression
1,1+4n,142n,143n, ....) Hier die Formulierung des allgemeinen Satzes: Ist (a,m) =1,
so gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p =a mod n.

(3) Warum ist gerade dieser Spezialfall von Interesse? Beachte: Fur ¢ > 1 ist
o(pt) = (p—1)p'~1, und natiirlich ist (p—1,p?) = 1. Esist also p— 1 der grofite zu p
teilerfremde Teiler von ¢(p'). Die hier bewiesene Behauptung besagt gerade: Es gibt
unendlich viele Primzahlen p, sodass n ein Teiler von p — 1 ist. Dies bedeutet:

Folgerung. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es unendlich viele Prim-
zahlen p, sodass der Kreisteilungskorper Qlwy| (hier ist w, eine primitive p-te Ein-
heitswurzel) einen Unterkérper K vom Grad p besitzt.

Beweis: Ist n ein Teiler von p — 1, etwa p — 1 = nn’, so besitzt Gal(Qw,|: Q) =
Cp—1 eine (natiirlich wieder zyklische) Untergruppe U der Ordnung n’. Sei

K =Fix(U) = {z € Qwp] | o(x) = « fiir alle 0 € U}.

Die Galois-Theorie besagt: [K: Q] = n.

8.5. Einheiten in Qw),]

Satz. Sei p ungerade Primzahl, sei w = w, eine primitive p-te Einheitswurzel
und K = Q[w].

(a) Ist n eine Einheitswurzel in K, so ist 7 oder —n eine p-te Einheitswurzel.

(b) Jede Einheit n € Ok ist Produkt einer p-ten Einheitswurzel und einer reellen
Einheit.

Beweis. (a) Aufgabe 11.3.

(b) Mit 7 ist auch die komplex-konjugierte Zahl 77 in O und 7 ist ebenfalls eine
Einheit in Ok . Setze ¢ = n~!. Behauptung: die zu ¢ konjugierten Elemente ¢; haben
alle den Betrag 1. Sei 0, € Gal(Q[w]: Q) durch o,(w) = w® definiert; insbesondere ist
o_1 die komplexe Konjugation, also ist ¢ = no_1(n)~!. und es gilt o,0_1 = 0_10,
fiir alle a.

Esist {; = 0,(C) firein 1 <a<p-—1. Also

G = 0a(no 1 ())") = 0a(n) - a0 1 (0)") = 0u(n) - 0 10a(0) ") = 0uln) - Taln)

Also ist
G =ca(no_1 ()N = loa(n) - caln) ! = loa(m)] - [oa(m)| " =1

Es gilt ganz allgemein (siehe 8.6): Ist ( eine Einheit, sodass alle Konjugierten von ¢
den Betrag 1 haben, so ist ( eine Einheitswurzel.
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Natiirlich gilt 7 = (7. Schreibe ¢ = (¢’)? wobei auch ¢’ eine p-te Einheitswurzel
ist (dies ist moglich, denn p ist ungerade). Dann ist
n=¢q=¢"(¢'n)

und

¢m) = ()=,
also ist ('7 reell. Ist ¢ eine p-te Einheitswurzel, so ist n = ¢’({'7) die gesuchte Faktori-
sierung. Ist dagegen —( eine n-te Einheitswurzel, so betrachtet man n = (—¢")(—{'7).

8.6. Nachtrag: Der Betrag einer ganzen algebraischen Zahl.

Satz. Sei ¢ > 0 eine reelle Zahl. Sei K algebraischer Zahlkorper. Es gibt nur
endlich viele Zahlen o € O mit || < ¢ fiir alle Konjugierten «; von «.

Beweis: Der Grad von K (iiber Q) sei n. Setze

¢ =max{1, (V)e, (5, ..., ()" "}

Sei a € Og mit |oy| < ¢. Sei s, das r-te elementar-symmetrische Polynom in n
Variablen, also

ST(XI, Y Xn) - Zi1<12<'”<i Xil N .Xir’

beachte, dass dies eine Summe mit (TTL) Summanden ist. Es ist
|sr(o, .. an)] < () - " < .

Wir sehen also: Die Koeffizienten des Minimalpolynom f von « sind betragsméBig
durch ¢ beschrinkt, also gehort f zur endlichen Menge

S = {zn:biX ) Ib;| < c’} c Z[T].

Da S endlich ist, ist auch die Anzahl der Nullstellen der Polynome in S endlich (jedes
dieser Polynome hat nur endlich viele Nullstellen).

Bemerkung: In Ok kann es natiirlich unendlich viele Zahlen « mit |a| < ¢ geben.
Betrachte etwa K = Q[v2] und ¢ = 1. Es ist |3 — 2v/2| < 1, also sind die Zahlen
(3 —2v/2)" mit n € N; paarweise verschieden und |(3 — 2v/2)"| < 1.

Folgerung. Sei K algebraischer Zahlkirper. Sei o € O mit |ay| = 1 fiir alle
Konjugierten «; von a. Dann ist o eine Einheitswurzel.

Betrachte o™ mit n € N;. Die Konjugierten von «™ sind (a”); = (a;)™. Aus
la;| = 1 folgt
[(@™)i] = [(@:)"| = |eu|" = 1.

Der Satz besagt: die Elemente «, a?, a2, ... sind nicht paarweise verschieden. Sei etwa

a < b mit a® = a’. Dann ist o~ =1, also ist « eine (b — a)-te Einheitswurzel.



