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1. Bestimme die letzte Ziffer von in der Dezimaldarstellung).

Antwort: 7. (Esist 22 =6 mod 10 und 6" =6 mod 10 fiir alle n > 2. Und es ist 3* =1
mod 10.)

2. Zeige: Fiir jedes n gilt pu(n)u(n + 1)u(n + 2)u(n +3) = 0.

Eine der Zahlen n,n + 1,n + 2,n 4+ 3 ist durch 4 teilbar.

3. Wir betrachten die Farey-Folge 7, = { 0 = 2 < &2 < ... < It =1} Zeige:
t
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4. Zeige: Sei p = 2 — 1 eine Primzahl. Dann ist 2!~ !p vollkommen.

Leitfaden, p.5-3, dies war Ubungsaufgabe 7.3. und schon Euklid wusste dies.

5. Zeige: Ist n > 1 und (n — 1)! = —1 mod n, so ist n eine Primzahl.

Leitfaden, p.2-18. Dies ist nicht der Satz von Wilson, sondern die Umkehrung!

6. Beweise oder widerlege: Sind f, g zahlentheoretische Funktionen, die stark multiplikativ
sind, so ist auch f x g stark multiplikativ.

Falsch, zum Beispiel fir f =¢g=U. Esist UxU =7 und 7(4) =3, 7(2) =2.

7. Zeige: Ist m ein Teiler von n, so ist ¢(m) ein Teiler von ¢(n).

Es reicht, den Fall n = mp mit p Primzahl zu betrachten. Ist p|m, so ist ¢(n) = ¢(m)p,
ist p kein Teiler von n, so ist ¢(n) = o(m)(p — 1).

8. Welcher der folgenden Aussagen sind falsch:
(A) Ist [z,y, z,] ein pythagoriisches Tripel, so ist z Summe zweier Quadratzahlen.

(B) >pep Z% ist divergent (P die Menge der Primzahlen).

(C) Seien m,n € N. Die kanonische Abbildung Z/(mn) — Z/m x Z/n ist surjektiv.
(D) Ist p ungerade Primzahl, so ist (‘71) = (—1)@*-1/8,

Alle Aussagen sind falsch! (A) wire richtig, wenn zusétzlich die Primitivitét vorausgesetzt
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wiirde. Zu (B): sogar ) 7z ist konvergent. Zu (C): Surjektivitit gilt nur, wenn m,n

teilerfremd sind. Zu (D): rechts steht die Formel fiir (%) .
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9. Zeige oder widerlege: Sei R kommutativer Ring und 7,5 € R. Ist r? # 0 und s # 0,
so ist auch rs # 0.

Falsch. Sei R=7/6,und r =2, s = 3.

10. Man gebe alle Primitivwurzeln ¢ modulo 7 mit 0 < a < 6 an. (Nur Antwort.)

3,5.

11. Sei p > 2 Primzahl. Zeige oder widerlege: Die kleinste natiirliche Zahl ¢ mit (%) =-1
ist eine Primzahl.

Es ist %) =1, also ist ¢ > 1. Wére ¢ = ab mit a < ¢ und b < ¢, so wire —1 = (%) =

(“—b> = (9) . (%). Dann koénnen die beiden Zahlen (%) und (%) nicht beide zu {0, 1}

P P
gehoren.

12. Zeige oder widerlege: Fiir alle n € N gilt w(2") > n.

Induktionsbeweis. Fiir n = 1 ist 7(2") = 7(2') = 1 > 1. Nach Tschebycheff gibt es fiir
jedes n eine Primzahl p mit n < p < 2n. Also ist 7(2""!) > 7(2") +1>n+ 1.

13. Zeige oder widerlege: Es gibt eine natiirliche Zahl b mit # < b fiir alle natiirlichen
Zahlen n.
Falsch, siehe Leitfaden p.5-4: dort stehen gleich zwei Beweise fiir die Unbeschréanktheit von

o(n)

14. Zeige: Sei G eine endliche Gruppe. Sind {1} und G die einzigen Untergruppen von
G, so ist die Gruppenordnung eine Primzahl oder 1.

Sei G # {1}.8Sei 1 # g € G. Dannist (g) # {1}, also gleich G, die Gruppe ist also zyklisch.
Zu jedem Teiler von |G| besitzt G demnach eine Untergruppe, also ist |G| Primzahl.

15. Zeige fiir die Riemannsche ¢-Funktion: ((2) < 2.
< 1 = —%4—# fiir n > 2. Also

n(n—1) n—1
1y 1 )=1+1

Beweis: Es ist n? > n(n — 1), also ist
<(2) :Zn# < 1+Zn22n_12 :1+Zn22
16. Man gebe alle Primelemente z € Z[i] mit N(z) <5 an.
a(l+1i),a(2+41),a(l+2i) mit a = 1,4, —1, —i.
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17. Sei x Restklassencharakter modulo k, aber nicht der Hauptcharakter. Zeige: Sind
w < v natiirliche Zahlen, so ist |>_"_ x(n)| < k.

Leitfaden p.4-6. Die Ubungsaufgabe 9.2 lieferte eine Verschirfung.

18. Zeige oder widerlege: Ist m eine Zweierpotenz, so ist 2™ 4 1 eine Primzahl.

Falsch fiir m = 2°. (Es ist 22" 4 1 = 4204967297 = 641 x 6700417; man kennt iiberhaupt
nur 5 Fermat-Zahlen, die Primzahlen sind!)



