1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

0. Grundbegriffe

0.1. Teilbarkeit in N. Mit N; (oder auch nur N, zumindest in dieser Vorlesung)
werde die Menge {1,2,...} der ganzen Zahlen n > 1 bezeichnet; wir nennen diese
Zahlen die natiirlichen Zahlen.

Wir verwenden das Induktionsprinzip: Jede nicht leere Teilmenge von N besitzt
ein kleinstes Element (und dieses ist eindeutig bestimmt!).

Teiler. Seien a,b natiirliche Zahlen. Man sagt a teilt b, falls es eine natiirliche
Zahl a’ mit aa’ = b gibt; man nennt dann a einen Teiler von b und man schreibt a/b.

Wichtig. Die Zahl 1 besitzt nur einen Teiler, ndmlich sich selbst.

Man nennt die natiirlichen Zahlen a, b teilerfremd, wenn 1 der einzige gemeinsame
Teiler ist.

Primzahl. Eine natiirliche Zahl p heiit Primzahl, wenn p > 1 gilt und 1, p die
einzigen Teiler von p sind.

Wichtig. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Der kleinste von 1 verschiedene Teiler
von n ist eine Primzahl. (Der “kleinste” Teiler von n existiert nach dem Induktions-

prinzip.)

Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheore: Zu jeder natiirlichen Zahl
n gibt es Primzahlen p; < ps <--- < py mit n = p1ps - - - pt, und diese Zahlenfolge ist
eindeutig.

Dieser Satz ist keinesfalls trivial und auch gar nicht offensichtlich, auch wenn
man sich durch den Schulunterricht an ihn gewéhnt hat! Ein Beweis wird iiblicherweise
in der Vorlesung Lineare Algebra gegeben. Spéter soll dies auch in dieser Vorlesung
thematisiert werden. Jetzt wird der Satz als bekannt vorausgesetzt.

Ist n eine natiirliche Zahl und p Primzahl, so sei n, die héchste p-Potenz, die n
teilt. Es gilt n =[], ny. Ist n, = p®, so schreibt man auch wy(n) = s. Man nennt wy,

die p-adische Bewertung. Es gilt also n = Hp pr(m)

Beispiele: 12, =4, 123 =3, 125 = 1.
we(12) =2, w3(12) =1, ws(12) = 0.

Konventionen: p steht iiblicherweise fiir eine Primzahl; bei einer Reihe der Form
>, f(p) wird iiber alle Primzahlen p summiert, entsprechend steht [ ], f(p) dafiir, dass
das Produkt der Werte f(p) iiber alle Primzahlen p zu bilden ist.

0.2. Der ganzzahlige Anteil einer reellen Zahl. Mit Z bezeichnen wir den
Ring der ganzen Zahlen. Ist x eine reelle Zahl, so sei |x| die grofite ganze Zahl, die
kleiner oder gleich x ist. Also: |x| ist diejenige ganze Zahl z mit z < z < z + 1.



LEITFADEN BIELEFELD WS 2009/10 2

Lemma.

lz] + |yl < |lz+y] < |z]+|y]+1 firale z,yeR.

Beweis: |z] < z und |y| < y impliziert |z] 4+ |y| < z + y und damit die
linke Ungleichung. Und es ist x +y < || + 1 + [z] + 1; rechts steht eine
ganze Zahl z, die echt grofler als x + y ist; demnach ist |z +y| < z—1; dies
liefert die zweite Ungleichung.

Umformulierung;:

0<|z+y]—|z]—-|y] <1 fir alle  z,y € R.

1. Die Verteilung der Primzahlen.

1.1. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Satz (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Wir werden viele Beweise dafiir notieren; einige dieser Beweise werden Ubungs-
aufgaben oder Prasenzaufgaben sein.

1. Beweis (Euklid). Seien py, ..., p; paarweise verschiedene Primzahlen mit ¢ >
1. Bilde n = [],pi + 1. Sei a der kleinste von 1 verschiedene Teiler von n. Dies ist
eine Primzahl. Wire a = p; fiir ein 1 < ¢ < 4, etwa a = p1, und n = aa’, so wire
1 =n—-1][,pi = pi(a —[[;55p:), also p; ein Teiler von 1. (Dieser Beweis gibt ein
Verfahren an, wie man zu einer vorgegebenen endlichen Menge von Primzahlen weitere
Primzahlen konstruieren kann.)

2. Beweis. Zu jeder natiirlichen Zahln > 2 gibt es eine Primzahlp mitn < p < nl.
(Eine der Priasenzaufgaben; hier wird ein Zahlenintervall genannt, in dem auf jeden Fall
mindestens eine Primzahl liegen muss.)

5. Beweis. Sei n eine natirliche Zahl. Behauptung: die Zahlen 14+ d-n! mit 1 <
d < n sind grofler als 1 und paarweise teilerfremd. Beweis: Betrachte zwei verschiedene
solche Zahlen, etwa 1+d-n! und 1+d" -n! mit 1 < d < d < n. Sei p ein gemeinsamer
Primteiler dieser beiden Zahlen, dann ist p auch ein Teiler der Differenz: p|(d’' —d) - n!.
Wegen 1 < d’ — d < n ist dann p auch ein Teiler von n! und demnach von d - n!. Da
p ein Teiler von 1+ d - n! und von d - n! ist, folgt p|1. Widerspruch. (Da der Beweis n
Zahlen grofler als 1 liefert, die paarweise teilerfremd sind, sehen wir: es gibt mindestens
n verschiedene Primzahlen — man nehme je einen Primteiler dieser Zahlen.)

7. Beweis (Euler). Sind py,...,p; paarweise verschiedene Primzahlen, so sei
Z(p1,...,pt) die Menge der natiirlichen Zahlen, in deren Primfaktorzerlegung nur die
Primzahlen pq, ..., p; auftreten (mit beliebigen Multiplizitéiten).
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Sei p eine Primzahl. Wegen p > 2 konvergiert die geometrische Reihe Z?io(%)j
(genauer: es ist E;’;O(%)j =B = #) Betrachten wir ¢ paarweise verschiedenen
Primzahlen pq,...,p:, so gilt demnach

t [e%e) 1 j t Di
Hi:l ZFO (EZ)] B Hi:l pi— 1

Diese geometrischen Reihen haben positive Summanden, sind also absolut konvergent,
das Produkt der geometrischen Reihen kann durch gliedweises Ausmultiplizieren be-
rechnet werden. Die einzelnen Summanden links haben die Form

NN L\ 1 : j j '
VYR (G == mit = () () ()
(p1) (pQ) (pt) n '
Wir sehen: links steht die Summe der Zahlen %, mit n € Z(p1,...,p:), jede derartige
Zahl % kommt genau einmal vor.

Es folgt, dass Z(p1,...,p:) eine echte Teilmenge von N sein muss, denn die har-

monische Reihe ) % ist bekanntlich divergent.

Man kann mit einem dhnlichen Beweis auch folgendes zeigen:
Satz. Die Reihe ), }l? divergiert.

Vorbemerkung: Man nennt eine natiirliche Zahl n eine Quadratzahl, falls es m € N
gibt mit n = m?, man nennt n quadratfrei, falls m?|n nur fiir m = 1 gilt. Man sieht
sofort: Ist n = p7'p5?---p;* mit Primzahlen p; < p2 < --- < p, so ist n genau
dann eine Quadratzahl, wenn alle Exponenten e; gerade sind, und quadratfrei, wenn
alle Exponenten Null oder Eins sind. Die einzige natiirliche Zahl n, die sowohl eine
Quadratzahl, also auch quadratfrei ist, ist n = 1. Und es gilt: Jede natiirliche Zahl
n lisst sich eindeutig als Produkt einer Quadratzahl und einer quadratfreien Zahl

schreiben.

Nun zum Beweis des Satzes. Angenommen, Zp% = 3 € R. Fiir jede natiirliche

Zahl n sei Q(n) die Menge der quadratfreien Zahlen m < n, und @ die Menge aller qua-
dratfreien natiirlichen Zahlen. Jede Zahl in Q(m) 148t sich als Produkt von Primzahlen
p < n schreiben, daher ist

> o< Moy

meQ(n) p<n

Fiir jede Zahl x > 0 gilt 1 + = < exp(z) (wegen der Reihenentwicklung von exp), also
ist

[T+ < TTexe() = exp(X 2) < exp(d).

p<n p<n p<n
Dies zeigt, dass die Reihe ZmEQ % konvergiert, da die Partialsummen ZmEQ(n) %

beschrankt sind.
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Bekanntlich konvergiert auch >, 5. Es ist aber

1 1
- =) )
neN meQ
die harmonische Reihe, und die harmonische Reihe konvergiert nicht! Dieser Wider-
spruch zeigt, dass die Reige Ep % divergent sein muss.

Bemerkung. Da die Reihe ) # konvergiert, wéhrend die Reihen Zp}l? und

Y ome 0 % divergieren, sagt man manchmal: es gibt viel mehr Primzahlen und erst recht
viel mehr quadratfreie Zahlen als Quadratzahlen.

8. Beweis: Das Bertrand’sche Postulat. Siehe Abschnitt 1.3.

Und viele weitere! (siche die weitere Vorlesung, aber auch die Ubungsaufgaben und
die Prisenz-Aufgaben; insbesondere findet man dort die hier iibersprungenen Beweise

3, 4 und 6).

1.2. Die Funktion 7 (x).

Ist x eine reelle Zahl, so sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen p < z.
Beispiele: 7(5) = 3, m(3) =1, m(—2) = 0.

Lemma. 7(z) < 2z — 1 fiir z > 14.

Beweis: Bis auf die Zahl 2 sind alle Primzahlen ungerade. Die Behauptung ist
richtig fiir x = 14 und = = 15 (die Primzahlen p < 15 sind 2,3,5,7,11, 13, es ist also
m(14) = 7(15) = 6 = L —1 < 12 — 1), Ist die Behauptung richtig fiir eine ungerade
Zahl x grofler als 2, so fiir alle Zahlen y mit x < y (und 15 ist die kleinste ungerade
ganze Zahl y, fiir die die Behauptung richtig ist).

1
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1.3. Das Bertrand’sche Postulat.

Satz (Tchebycheff) (“Bertrand’sches Postulat”). Zu jeder natiirlichen Zahl
n gibt es eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Der Fall p = 2n kann natiirlich nur fiir n = 1 auftreten, also: Zu jeder natiirlichen
Zahln > 1 gibt es eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Natiirlich ist dieser Satz von Tchebycheff ein weiterer Beweis des Euklid’schen
Satzes. Vermutet wurde die Aussage 1845 von Bertrand, bewiesen wurde sie 1852 von
Tchebycheff. Der folgende Beweis stammt im wesentlichen von Erdos.

Der allgemeine Beweis, der hier vorgestellt wird, funktioniert nicht fiir kleine Zah-
len n, sondern nur fiir n > 365.
Fiir n < 364 betrachtet man die folgende Primzahlfolge

2, 3,5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631.

Fiir diese Primzahlen p; < --- < p11 gilt: pip1 < 2p;, fir 1 < ¢ < 10. Also gibt es zu
jeder Zahl n < 364 eine der Zahlen p; mit n < p; < 2n. (Fiir n = 1 nimmt man p; = 2,
ist p;—1 < n < p;, so nimmt man p;, denn n < p; < 2p;_1 < 2n.)

Die Hauptidee fiir den allgemeinen Beweis: Man betrachtet den Binomialkoeffi-

zienten (2;;) = %, denn alle Primzahlen p mit n < p < 2n sind Teiler des Zahlers,

aber nicht des Nenners, also Teiler von (2;;); fiir n < p < 2n ist p ein Teiler von (27?),
und offensichtlich ist p? kein Teiler von (2:) Wir sehen also: Ist n < p < 2n, so ist

2n
( n )p =Dp-
Fiir die Primteiler von (2:) gelten weitere Eigenschaften, zum Beispiel: Alle Prim-

faktoren p von (27?) erfiillen p < 2n; dies ist ein Spezialfall der folgenden Behauptung
(3). Hier sind die wesentlichen Behauptungen, die wir brauchen:

(1) Ist n < p < 2n, so ist (%ff)p =p.

(2) Ist 2n <p <n, und p > 3, so ist (27?);9 = 1 (das heiit: p ist kein Teiler von (27;1)),
dies ist eine wesentliche Einsicht von Erdos.

(3) Fiir alle Primzahlen p gilt: (2")p < 2n.

n

(3") Daraus folgt: Ist v/2n < p, so ist p? kein Teiler von (27?)
Und wir brauchen zwei zusétzliche Abschétzungen:

(4) 54" = ()

(5) [[<. < 421 fiir jede natiirliche Zahl z.

Beweise:

(1) Dies wurde schon notiert.
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(2) Wieder verwenden wir (27?) = Gl Ays %n < p < n folgt, dass p genau

nin!
zweimal den Zihler teilt und genau einmal jeden der beiden Faktoren n! im Nenner.

Also heben sich die Faktoren p in Zéhler und Nenner weg.

(3) Hier miissen wir weiter ausholen. Wir brauchen folgende Formel von Legendre:

Lemma (Legendre).

wp(n!) = |n/p] + [n/p*] + -

Beweis: Die Anzahl der Faktoren von n! =1-2-3-...-n, die durch p teilbar sind,
ist [n/p|, die Anzahl der Faktoren, die durch p? teilbar sind, ist |n/p?], usw.

Die Legendre-Formel hat viele Anwendungen. Zum Beispiel: Wieviele Nullen
hat die Dezimaldarstellung von 100! am Ende? Gesucht ist also w2 (100!) und
ws(100!). Es ist

wa(100!) =50 + 25+ 12+ 6+ 3+ 1 = 97
ws(100!) = 20 + 4 = 24

Die Anzahl der Endnullen von 100! ist das Minimum von 97 und 24, also
24.

Beweis von (3): Sei s maximal mit p® < 2n. Nach der Legendre-Formel ist

a = wp((i?)) = Z(LQn/th —2|n/p")),

t>1

dabei wird iiber alle t summiert, fiir die pt < 2n gilt, also iiber 1 < t < s. Fiir jeden

Summanden gilt
0< [2n/p'] —2|n/p'] <1

(siehe den Abschnitt “Grundbegriffe”). Wir sehen also: Es gibt genau s Summanden
und alle Summanden sind 0 oder 1, also gilt a < s. Die hochste p-Potenz, die (2:) teilt,
ist p®, und es ist p* < p® < 2n.

(3") Sei v/2n < p. Dann ist 2n < p?. Wiire p? ein Teiler von (27?), so wire p? < 2n
nach (3), ein Widerspruch.

(4) Wir zeigen als erstes: Ist k < ™1, also k+ 1 < m — k, so ist

m\ m! <m—k m! B m! B m
k) Km—k!  k+1 Em—-k! (k+D)!(m—-k—-1! \k+1)

Demnach liefern die Binomialkoeffizienten eine Folge von Zahlen, die zur Mitte hin
ansteigt und dann wieder abfallt:

L= () < () << () 5 (G2) > G - L
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7
Wir betrachten die folgende Summe mit 2n Summanden:
L+ 1) = ((7) + Ga)) + (1) + (5) +---+ ()

Fiir jeden Summanden s; gilt s; < (27?) Also ist

2
22n225i§2n.(n),
- n

und damit ist (4) bewiesen.
p. Ist ¢ die groBte Primzahl mit g < z, so ist P(q) = P(x)

(5) Setze P(z) =[],<,
and 4971 < 471 Also reicht es, den Fall z = ¢ zu untersuchen. Ist ¢ = 2, so ist

P(q) =2 <4 =421 Sei nun ¢ = 2m + 1 eine ungerade Primzahl. Es ist

H P S (27’?“4-1) S 22m —qm
m+1<p<2m+1
Die erste Ungleichung gilt aus dem gleichen Grund wie die Behauptung (1).
Fiir die zweite argumentiert man wie folgt: Die beiden Binomialkoeffizieten

(21 und (2721:11) sind gleich, es ist also

m

(1 + 1)2m+1 — 22m—|—17

[\
3
+
—
~—
|
—~
N
=3
N
I

2m+1 2m+1
207 = (7)) + G
k=0
und demnach (Q”Z:'l) < 22m
Also ist
P(q) = P(m+1)- [T p<am-am=2m
m+1<p<2m+1
Hier verwenden wir einerseits Induktion, andererseits die gerade bewiesene Formel.
Hier nun also der Beweis des Bertrand’schen Postulats. Sei n > 5, dann ist
V2n < 2n. Die Primteiler von (2:) sind Zahlen im Intervall [1,2n]; wir betrachten

verschiedene Teilintervalle:

L
L

<
|

1 V2n

2n

Wegen (4) und (3) gilt:
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mit

o= T €, T1 20 = ay ™™ < @i,

n

p<V2n p<V2n

b= T €)= 1 w<IIe<ai<ai

v2n<p§%n V2n<p§%n pﬁ%n

o= I C,=1

§n<p§n

a= I1 G,

n<p<2n

dabei gilt die letzte Ungleichung bei a zumindest fiir v/2n > 14, also 2n > 196, also
n > 98 (wir verwenden hier m(z) < 2z — 1, siehe Abschnitt 1.2); zusétzlich haben wir
fiir @ auch (3) verwendet. Fiir b braucht man (3’) und (5), und (c) folgt aus (2).

Dies sind die entscheidenden Abschétzungen!.

Wiére nun d = 1, so erhalten wir

4" < <2n) <a-b < (2n)%m_1 L 43n

n

also

Eine solche Ungleichung kann nur fiir kleine n erfiillt sein! Zum Beispiel ist
sie schon fiir n = 72 falsch (links steht: 424, rechts steht 1442 V144 — 1446
Es ist 41 = 256. Wegen 256 > 144 ist auch 256° > 1445).

Wir behaupten, dass die Ungleichung impliziert, dass n < 364 gilt. Denn wir
erhalten als dritte Potenz

(%) 22 = 4" < (2n) V20 < 98 VEREVEL _ 902

Hier verwenden wir
9 < 96 an

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass « + 1 < 2% fiir alle x > 1 gilt. Wir
verwenden dies fiir z = v/2n und erhalten:

2n = (V2n)° < (V2n +1)° < (2V27)6 = 26V2n,
Exponentenvergleich in (x) liefert

2n < 9(2n)%/3,
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also
(2n)'/3 <9,

also
2n < 729, also n < 364.

1.4. Folgerungen aus dem Satz von Tchebycheff.

1.4.1. Ist n > 2 eine natiirliche Zahl, so gibt es eine Primzahl p mit n < p < 2n.
Beweis: Der Fall p = 2n kann nur fiir n = 1 auftreten.
1.4.2. Sein > 2. Es gibt mindestens eine Primzahl p mit (n!), = p.

Beweis: Fiir n = 2 nimmt man p = 2. Ist n = 2m, mit m > 2, so nimmt man eine
Primzahl p mit m < p < 2m = n, offensichtlich tritt p in der Primfaktorzerlegung von
n! mit der Vielfachheit 1 auf. Ist n = 2m+1, so gibt es eine Primzahl p mit m < p < 2m.
Es ist also p < 2m + 1 = n. Da 2p eine gerade Zahl ist, folgt aus 2p > 2m, dass gilt
2p > 2m + 1 = n. Daher gilt wieder, dass p in der Primfaktorzerlegung von n! mit der
Vielfachheit 1 auftritt.

1.4.3. Ist n! eine t-Potenz, so ist t = 1. (Dabei nennt man eine natiirliche Zahl
m eine t-te Potenz (¢ € N), falls es eine natiirliche Zahl k mit m = k' gibt.)

Beweis: In der Primfaktorzerlegung einer ¢-ten Potent sind alle Exponenten Viel-
fache von ¢.

Sei pi. die k-te Primzahl, also p; = 2, ps = 3, usw.

1.4.4.

Pn+1 <2 *Pn-

Nach 1.4.1 gibt es zu p,, > 2 eine Primzahl p mit p, < p < 2p,41.

1.5. Vergleich von 7(x) mit z/Inx

Die Funktion m(z) spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie, allerdings ist
dies eine Treppenfunktion, also nicht einmal eine stetige Funktion. Man versucht, diese
Funktion zu anderen, schoneren (insbesondere stetigen) Funktionen in Beziehung zu
setzen, insbesondere betrachtet man skalare Vielfache der Funktion x/ In(x).

Satz. Es gibt positive reelle Zahlen a < 1 < b mit

a— < 7(z) < b—— fiir x> 2,
Inz
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* In2
zum Beispiel a = %, b =61In2.

. . . . . 2
Zum Beweis verwenden wir wieder die Aussagen in 1.3 zu (:)

Es gilt:

m(2n)—m(n) _ 2n .
wene— I ws I o< (7)= 11

n<p<2n n<p<2n p<2n

(2:) < [T 2n = 2n)"C™.

p<2n

Dabei ist das erste Vergleichszeichen trivial, das zweite ist die Aussage (1), das dritte
ist die Aussage (3).
Wir haben aber auch die Ungleichungen

om < (2") < 92n,
n

(In (4) wurde (*") nach unten durch 22~ abgeschitzt, aber 2n < 27, dies zeigt die
untere Abschétzung. Die obere ist ebenfalls wohlbekannt: die Summe der Binomialko-
effizienten (2]?) ist (1+1)2" = 22",

Insgesamt erhalten wir die beiden linken Abschéitzungen:

2n 2n1n 2
m(2n)—m(n) < 92n _ <
(a) n < (n) < 27" also w(2n) —m(n) < 0
2n nln?2
M < < (2n)"™) 1 < 7(2n).
(b) _<n)_(n) , also 1n(2n)_7r( n)

die rechten ergeben sich durch Logarithmieren.
Wir verwenden nun die Abschitzung (b), um m(z) nach unten abzuschitzen: Sei
2n die grofite ganze Zahl mit 2n < x. Dann sehen wir:

() > 7(2n) > nln?2 nln2 _ 2n+2 In2 >1n2 T
TES = man ~ In(2n) ~ In(z) — 4 Inx = 4 Inz’

dabei verwenden wir, dass gilt n > % und 2n + 2 > x.
Jetzt wenden wir uns der Aufgabe zu, m(z) nach oben abzuschétzen. Wir zeigen,
dass aus (a) die Ungleichung

2t

(29 <3. = fiir teN
t

folgt. Fiir t < 5 wird dies direkt verifiziert:
t 1 2 3 4 bt
t 96
32 6 6 g8 12 7
7(2) 1 2 4 6 11
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Fiir t > 5 arbeitet man mit Induktion. Die Ungleichung (a) besagt fiir n = 2

2.20-In2 20!

m(2H) — (2 <

In2t — t
also ist i . . . .
2 3-20 2.2 5-2 3-2
21ty < 7 (2° < = <
T2 s m@) 4 = s =+ t =t
dabei gilt die letzte Abschétzung wegen % < H_Ll (hier verwendet man 5 < t).

einun 2° <z < . Dann gilt (Zahler-Vergleich, Nenner-Vergleich):
Sei 2t 201 D ilt (Zahler-Vergleich, N Vergleich

2t o =
In2t+1 = Ing’

also 1 |
3-2 1 n2 €T
< m(2tth < = 2 — 66—~ 9t < 6ln2——
m(x) < ( )< t+1 6t—|—1 61n2t+1 < 6ln Inz

1.6. Folgerung.

Beweis: Fiir n < 63 lasst sich die Ungleichung direkt zeigen: Man braucht dafiir
nur die folgenden Werte

n = 1 2 3 5 10 18
7(n?) = 0 2 4 9 25 66
Sei also n > 64. Es ist
2 .
7T(n2)> In2 n _ln2 n >,

= 4 In(n?) 8-lnn =
dabei gilt die letzte Abschitzung, sofern In2-n > 8 - Inn gilt, sofern also IHTQ’I‘L > 1nn
gilt. Es bleibt zu zeigen, dass diese Ungleichung fiir n > 64 richtig ist.

Beweis: Die Funktion
f(z) = —z—Inzx
ist nach ANA-2 (siehe den Anhang) fiir > 25 ~ 11, 84 monoton wachsend.
Fiir x = 64 = 26 ist
In2

f(64) = =64 —61n2 =In2(8 — 6)In2 = 2In2 ~ 1, 386,
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also f(64) > 1, und demnach f(n) > 1 fir n > 64.

Umformulierung. Ist p,, die n-te Primzahl und n > 2, so ist p, < n>.
Dabei bezeichnen wir mit pg die k-te Primzahl, also p; = 2, po = 3, p3 = 5, usw.

Beweis: Die Ungleichung 7(n?) > n besagt, dass es mindestens n Primzahlen p
mit p < n? gibt. Die n-te Primzahl p, muss demnach im Intervall [1,n2] liegen, es
muss also p, < n? gelten.

1.7. Das Wachstum der Primzahlen.

Satz. Es gibt positive reelle Zahlen A <1 < B, mit

A-n-lnn < p, < B-n-lnn,

zum Beispiel A = 6_1—1112, und B = %.

Beachte: Die erste Ungleichung liefert einen weiteren Beweis fiir den Satz von
Euklid und zwar mit einer quantitativen Aussage. Dabei muss man allerdings die
Aussage folgendermaflen lesen: Fiir jedes n gibt es die n-te Primzahl p,, und es gilt
A-n-Inn < p,.

Beweis des Satzes: Wir wissen, dass es b > 1 gibt mit 7(z) < b- =. Nun ist
m(pn) = n, also gilt:

Pn Pn
= n <b — ;
" W(p )_ In p,, In p,,
also
1 1
pnzg-n lnpnzg-n Inn

1

(denn p,, > n). Nimm also A =

S

Nun zur oberen Abschitzung. Verwende die Formel a;’> < 7w(z) fiir = p,, also

m(pn) = n:
Pn

. In p,

< W(pn) =n,

also . )
pn<=-n-lnp, <= -n-In(n?)==-n-lnn
a a

S|

(dabei verwenden wir p,, < n?). Nimm also B = 2.

Folgerung. Die Reihe Inp st divergent.
P p
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Beweis: Wegen p, > n und p, < B-n-Inn gilt
m Inp i Inn 1 m 1
n
> - = — —.
anl pn - ; B n - lnn B anl n

Die Reihe }_ lnTp majorisiert also das £-Fache der harmonischen Reihe > 1. Nun

ist aber die harmonische Reihe divergent, daraus folgt die Behauptung.

Hinweis. Es gilt sogar: Die Reihe Zp % ist divergent, siche Abschnitt 1.1.

1.8. Abschitzungen fiir 7(2n) — 7(n).

Satz. Es gibt positive reelle Zahlen a’ < 1 < b’ mit

zum Beispiel o’ = 0,03, b =2-1n2.

Beweis: Die obere Abschétzung (sie ist aber weniger interessant!) wurde schon im
Beweis von Satz 1.5 notiert, ndmlich als Abschétzung (a).

Wir wenden uns also der unteren Schranke zu. Wir argumentieren wie im Beweis
des Bertrand’schen Postulats, nur arbeiten wir jetzt konstruktiv. Dort hatten wir die
Annahme d = 1 zum Widerspruch gefiihrt, hier nun schitzen wir d ab.

Aus
47’L

5o < () =ab-d < (2022t 4in 4
folgt
43 . (2n) "2V < g,
Nun gilt
d= I €< TI 20 oo
n<p<2n n<p<2n
also

4% . (2n>—%\/% < (2n>ﬂ(2n)—ﬂ(n)_

Logarithmieren liefert

% In4 — %\/ﬁln@n) < (m(2n) — 7(n))In(2n),
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also

n In4 1
C— — —=V2n.
In(2n) 3 2

Um die rechte Seite zu vereinfachen, verwenden wir erstens, dass gilt:

w(2n) —m(n) >

In(2n) =In2+1Inn <2Inn

fiir 2 < n. Zweitens zeigen wir, dass

n

In(n)

1
5\/271 S

| =

fiir n > 500 gilt.

Die Funktion g(r) = = ist nach ANA-3 fiir x > e ~ 2,718 monoton

wachsend. Es ist g(120) = 235 ~ 25,065. Also ist g(z) > 25 fiir z > 120.

Wir betrachten nun die Funktion

f(z) = %x — (Inx)>.

Nach ANA-4 (mit a = %) ist diese Funktion monoton wachsend, falls - >
= 25 ist. Insgesamt sehen wir: Ist > 120, so ist == > 25 und damit ist

2
a Inz
f(x) monoton wachsend. Nun ist
2
f(500) = 55500 - (In500)? = 40 — (In500)?,

und (In500)? ~ 38,6. Es ist also f(500) > 0, und wegen des monotonen
Wachstums ist f(z) > 0 fiir > 500. Sei also n > 500. Wegen f(n) > 0 gilt

2
(Inn)? < —n,
25
also erhalten wir
1_1 n?
—n< — .
2 7 25(Inn)?
Waurzelziehen liefert die gesuchte Ungleichung:
1 1 n
—V2n = 2 < ——.
g VA n/2 < 5lnn
Insgesamt sehen wir:
n In4 1 n In4 1 n
— — /21 Z - —
In(2n) 3 2 2lnn 3 51n(n)
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Es ist 1%4 — % > 0,03, also sehen wir

n
In(n)

Dass diese Abschitzung auch fiir n < 500 gilt, kann man mit Hilfe einer Prim-
zahltafel verifizieren.

m(2n) —m(n) > 0,03 fiir n > 500.

Folgerung. Zu jeder natiirlichen Zahl n > 5 gibt es mindestens zwei Primzahlen
p mitn <p<2n.

Beweis: Fiir grofie n (ndmlich n > 500) wurde gerade bewiesen, dass 7 (2n)—m(n) >
0,035y gilt. Nun ist aber 0,03 - D085 > 2. Da 7(2n) — m(n) eine ganze Zahl ist, folgt
aus 7(2n) — w(n) > 2, dass sogar m(2n) — w(n) > 3 gilt: wir sehen also: Ist n > 500,
so gibt es mindestens 3 Primzahlen p mit n < p < 2n. Fiir kleine n braucht man eine
geniigend lange Folge von Primzahlen 7 = ¢1 < ¢ < ... mit qx < 2qx_2o, etwa die

Folge

7,11,13,19,23,37,43,73,83,139, 163,277,317, 547, 631.

Beachte: Die Voraussetzung n > 5 wird wirklich gebraucht, denn fiir n = 5 gibt
es nur die Primzahl p =7 mit 5 < p < 10.

Nachtrag: ANA - Einige analytische Abschitzungen reeller Funktionen.
Wir notieren hier einige Ungleichungen fiir reelle Funktion:
(1) x4+ 1<2% fiir z > 1.

Beweis: Fiir x = 1 gibt die Behauptung. Es reicht zu zeigen, dass die
Differenzfunktion f(z) = 2* — 2 — 1 monoton wéchst. Die Ableitung ist
f'(x)=In2-2* —1 >0, denn fiir £ > 1 ist 2 > 2> 15 (esist In2~ 0,69
und demnach 5 ~ 1,44).

(2) Sei a > 0. Die Funktion
f(x) =azr —Inx
fiir x > 0 hat bei z = % ein Minimum; im Intervall [%, 00) ist sie monoton wachsend
(und unbeschrénkt).

Es ist f/(z) = a — I, also gilt f'(z) = 0 nur fiir = 2. Und natiirlich ist
a — 1 fiir z > 0 streng monoton wachsend, also ist f’(z) im Intervall (0, 1)
negativ und im Intervall (1, 00) positiv.

(3) Sei ¢ > 0. Die Funktion c;% hat bei e ein Minimum, im Intervall [e, c0) ist sie
streng monoton wachsend (und unbeschrénkt).
Inx Inx

Sei also f(z) = ct=. Esist f'(z) = c(i—(m%)z). Ist z > e,soist lnz > 1,

also ——

Tyl ﬁ > 0, und demnach ist f(x) streng monoton wachsend.

el a > 0. Die Funktion f(x) = az — (Inz)* 1st fir +— > = streng monoton
4) Sei 0. Die Funkti Inz)? ist f oo 3
wachsend (und unbeschrénkt).

Esist f/(z) =a— 222 Ist £ > 2 s0ist a > 222 also f/(z) > 0.

T Inxz T




