6-1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

6. Summen von Quadraten.

Wir interessieren uns hier fiir die Frage, ob sich eine Zahl n als Summe von sagen
wir ¢ Quadraten ganzer Zahlen schreiben lésst, oder auch, genauer, fiir die Anzahl der
Moglichkeiten, n als Summe von ¢ Quadraten zu schreiben.

6.1. Zahlen, die sich als Summe zweier Quadrate schreiben lassen.

Vorbemerkung: Sei n € N. Untersucht wird, ob es ganze Zahlen x, y mit 24+y? = n
gibt. Dabei konnen wir natiirlich annehmen, dass z,y nicht-negativ sind. Wichtig ist
aber, ob wir zulassen, dass eine der beiden Zahlen die Null ist. Denn 4 lésst sich als
Summe zweier Quadratzahlen schreiben: 4 = 4 + 0, nicht aber als Summe zweier Qua-
drate natiirlicher Zahlen! (Nach Definition verstehen wir im Rahmen der Elementaren
Zahlentheorie unter einer natiirlichen Zahl eine ganze Zahl, die echt grofier als Null ist.)
Wir werden sehen, sieche Punkt (6), dass es fiir diese Fragestellung sinnvoll ist, nach
Summen von Quadratzahlen, und nicht etwa nach Summen von Quadraten natiirlicher
Zahlen, zu fragen.

6.1.1. Satz. Sei n € N. Genau dann gibt es ganze Zahlen xz,y mit x> + y> = n,
wenn jeder Primteiler p von n mit p =3 mod 4 mit geradem Ezxponenten auftritt, das
heifit: Ist n = p{* -+ - p;* mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;, und ist p; = 3
mod 4, so ist e; =0 mod 2.

Dieser Satz wird meist A. GIRARD (1595-1632) oder FERMAT (1601-1665) zuge-
schrieben. Der erste publizierte Beweis stammt von EULER (1754). Kern dieses Satzes
ist der Spezialfall n = p Primzahl.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Zuerst zeigen wir:

(1) Ist 22 +y?> =n, so ist n 3 mod 4.

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl z gilt 22 =0 or = 1 mod 4 (denn 0°=0 1=
1,2°=0, 3 =1).

(1) Ist also 2% + y? = p eine Primzahl, so ist p =2 oder p =1 mod 4.

Wir untersuchen zuerst den Fall n = p Primzahl. Die Zahl p = 2 l4sst sich eindeutig
als Summe von Quadraten schreiben: 2 =1+ 1. Ist p =3 mod 4, so kann man wegen
(1) p nicht als Summe zweiter Quadrate schreiben. Es sind also die Primzahlen p = 1
mod 4 zu untersuchen.

(2) Seip eine Primzahl. Ist p=1 mod 4, so gibt es s> = —1 mod p.

Beweis: Dies ist ein Teil des Euler-Kriteriums 2.11.4: Ist p Primzahl mit p = 1
mod 4, so ist —1 quadratischer Rest modulo p, es gilt also ein s mit s> = —1 mod p.

(Erinnerung: Ist —1 quadratischer Rest modulo p, so schreibt man (‘71) =1).

Sei nun n eine natiirliche Zahl.
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(3) Sei s € Z mit s> = —1 mod n. Sind v,y € Z mit y = sx mod n, so gilt
2?2 +9?>=0 mod n.

Beweis: Aus y = sx mod n folgt

4y’ =22+ (s2)? = (145> =0 mod n.

(4) Sei s2 = —1 mod n. Es gibt x,y € Ng mit 22 +y?> = n und y = sz mod n.

Beweis: Betrachte die Paare [z,y]| ganzer Zahlen mit 0 < z < y/nund 0 < y <
Vv/n. (Man beachte, dass wir fiir x die Ungleichung = < +/n, fiir y dagegen die echte
Ungleichung y < /n verlangen.)

Behauptung: Die Anzahl dieser Paare [z,y] ist gréffer als n. Um dies zu zeigen,
unterscheiden wir zwei Félle. Erster Fall: Ist n keine Quadratzahl, so ist die Anzahl
dieser Paare (|\/n] + 1) > n (denn fiir jeden der beiden Faktoren ist die Anzahl
der Moglichkeiten gleich |y/n] +1 > y/n). Zweiter Fall: Ist n Quadratzahl, so hat man
v/n+1 Moglichkeiten fiir  und y/n Moglichkeiten fiir y, also insgesamt (v/n+1)y/n >n
Moglichkeiten.

Zu jedem Paar [z, y] betrachte die Zahl y — sz, oder besser ihre Restklasse modulo
n. Es gibt mehr als n Paare, aber nur n Restklassen: Also sind zwei der Zahlen y — sz
modulo n dquivalent (Dirichlet’sches Schubfachprinzip), etwa

1

y — sz’ =y"” — sz’ mod n.

Seiy =9y —y”, und z = 2’ — 2”. Es ist
y=vy —y" =s2' —sz" =s(a’ —2") = sz mod n.

Da die beiden Zahlen 2/, x”" zwischen 0 und +/n liegen, sehen wir, dass fiir ihre Differenz
x =12 — 2" gilt |x| < \/n. Wére z = 0, so wire y =0 mod n, also hiitten wir sowohl
2’ = 2", also auch vy’ = y” mod n, also ¥y’ = y”, im Widerspruch zur Wahl der Paare
(2',y") und (2”,y"). Also

0<|z| < Vn.

Wegen 0 < ¢’ < y/n und 0 < y"” < \/n folgt fiir die Differenz y =y’ — ", dass gilt

0 <yl <vn.

Insgesamt erhalten wir
0<a?+y?<2n.
Aus y = sz mod n folgt nach (3), dass 2% + 3?2 ein Vielfaches von n ist. Also ist
2 2 _
¢+ y° =n.
Damit ist der wesentliche Spezialfall gezeigt:

Satz. Ist p eine Primzahl mit p=1 mod 4, so gibt es ,y € N mit 2% 4+ y? = p.
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Zusatz: In 6.2 werden wir sehen, dass diese Darstellung sogar bis auf die Reihen-
folge der Summanden eindeutig ist!

Beweis: In (2) haben wir daran erinnert, dass es s mit s2 = —1 mod p gibt. In
(4) haben wir z,y € Ny mit 22 + 2 = p gefunden. Da p Primzahl ist, gilt  # 0, und

y #0.

(5) Sei 22 + y?> = n mit (x,y) = 1. Sei p ein Primteiler von n. Dann ist —1
quadratischer Rest modulo p, also p =2 oder p =1 mod 4.

Beweis: Wegen (z,y) = 1 ist p kein Teiler von z (denn sonst wire p Teiler von x
und n, also auch von y). Also gibt es ¢t mit tx = 1 mod p. Es ist y> = —22 mod p,
also

(ty)? = t*y* = —t*2° = =1 mod p,

wie behauptet. Hier wird nun die zweite Teilaussage des Euler-Kriteriums 2.11.4 ver-
wendet: Wéare p = 3 mod 4, so wire —1 kein quadratischer Rest modulo p, Wi-
derspruch. (Erinnerung: Ist —1 kein quadratischer Rest modulo p, so schreibt man

()=

(6) Die Menge Q = {n € N | es gibt x,y € Ny mit n = 2% + y? } ist abgeschlossen
unter Multiplikation.

Genauer: Es gilt

(a® + b*)(c* + d?) = (ac — bd)? + (bc + ad)?.

Beweis 1: Nachrechnen.

Beweis 2: Interpretiere a? + b? als det {a

b _ab} und verwende den Produktsatz

fiir Determinanten von Matrizen.

Beweis 3: Interpretiere a? + b? als Quadrat des Betrags der komplexen Zahl
a + bi € C und verwende die Produktregel fiir den Betrag einer komplexen Zahl an.
(Alle diese Beweise sind natiirlich nur verschiedene Interpretationen der gleichen Rech-
nung.)

Die Aussage (6) ist ganz wesentlich: Sie zeigt, dass die Menge @, die ja recht
chaotisch wirkt:

Q =1{0,1,2,4,5,8,9,10,13,16,17,19,20,25, ...}

eine schone Struktur besitzt: beziiglich der Multiplikation ist dies eine Halb-
gruppe. Die Menge @' der Summe zweier Quadrate natiirlicher Zahlen ist
dagegen nicht unter der Multiplikation abgeschlossen: 2 € @', aber 4 =

2.2¢ Q.

Die Aussage (6) war offensichtlich schon Leonardo von Pisa (= Fibonacci)
bekannt (~1180-1241).
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Es ist durchaus sinnvoll, die Menge der Paare [a, b] € Z? wirklich als Elemen-
te der Zahlenebene, und damit als komplexe Zahlen aufzufassen. Beachte:
Die Menge dieser Paare bildet einen Unterring von C, man nennt diesen
Ring den Ring der ganzen Gauj$’schen Zahlen, siehe Abschnitt 6.2).

Beweis des Satzes. Sei n = p{* - - - p;* mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;,
gegeben, und es gelte: ist p; =3 mod 4, so ist ¢, = 0 mod 2. Dann kénnen wir n in
der Form n = d?ny - - -n,, schreiben, wobei also d eine Quadratzahl und jedes n; mit
1 <4 < m eine Primzahl p mit p = 2 oder p =1 mod 4. Natiirlich ist 2 € Q). Wegen
(2) und (4) wissen wir, dass auch jede Primzahl p mit p =1 mod 4 zu @ gehort, also
ist jedes m; in Q. Natiirlich gehort auch d? zu Q. Also gehort nach (6) auch n zu Q.

Umgekehrt setzen wir nun voraus, dass es z, y gibt mit 22 + 3% = n. Sei d = (x,y)
und g = %, yo = ¥ und ng = . Dann ist x3 + y2 = ng, und (zg,y0) = 1. Nach
(5) besitzt ng nur Primteiler p mit p = 2 oder p = 1 mod 4. Wegen n = d?ng sehen
wir, dass jeder Primteiler p von n mit p = 3 mod 4 in n mit geradem Exponenten
auftreten muss.

Vorschau: Im néchsten Abschnitt wird folgender Satz (6.2.4) bewiesen werden:

Satz. Fiir n € N sei v(n) die Anzahl der Paare [x,y] € Z*? mit 22 +y? = n. Dann

gilt fiirn =2¢-p7*---pS -q{" - -qgct mit Primzahlen p; =1 mod 4 und ¢; =3 mod 4

(n) = d(eg +1)---(es+1) falls alle f; gerade sind,
M= 0 sonst.

Insbesondere ist %’y eine multiplikative Funktion; diese Funktion zéahlt die Paare [z, ]
mit x > 0 und y > 0, fiir die 2 + y? = n gilt. Festzuhalten ist auch:

Spezialfall. Ist p eine Primzahl mit p =1 mod 4, so ist v(p) = 8, es gibt also
im wesentlichen nur eine Darstellung p = x? + y* mit ganzen Zahlen xz,y, (neben
p = 22 +y? hat man auch die Darstellung p = y? + 22, und man kann x durch —z und
y durch —y ersetzen, dadurch kommt man auf 8 Paare [z, y]).
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6.2. Die ganzen Gauf3’schen Zahlen.

Wir interessieren uns dafiir, wann z? + y> = n mit x,y € Z gilt. Dafiir
empfiehlt es sich, alle Paare [x, y] mit z, y € Z zu betrachten, also die Menge
Z2. Diese Menge kann als die Grundmenge eines Rings angesehen werden,
nidmlich des Rings der ganzen Gauf’schen Zahlen. Die Abbildung [z,y] —
22 + 92, an der wir interessiert sind, wird die zugehorige Normabbildung
genannt und mit N bezeichnet.

Wir betrachten den Kérper C der komplexen Zahlen. Es ist C = R? mit kompo-
nentenweiser Addition und mit Multiplikation [a1, as][b1, bo] = [a1b1 —a2bs, a1ba+asby].
Dies ist bekanntlich ein Koérper und man setzt i = [0, 1] und schreibt dann a; +asi statt
[a1, as]. (Es ist i2 = —1, also schreibt man manchmal auch i = v/—1.) Sind a1,as € R
und a = aj + a9i, so nennt man a@ = a; — ast die zu a konjugierte komplexe Zahl. Die
Zuordnung a — a ist ein Korper-Automorphismus von C. Wir betrachten die folgenden
Teilmengen:

Q[i]| ={a € C|a = a1 + azi, mit aj,as € Q},
Z[i| ={z € C |z =2 + 221, mit 21,29 € Z}.

Man sieht sehr leicht: Q[i] ist ein Unterkoérper von C und Z[i] ist ein Unterring von
Q[¢]. Man nennt Z[i] den Ring der ganzen Gauf’schen Zahlen.

Betrachte die folgende Abbildung
N: Z[i] - Ny mit N(z) = 2z fur z € Z]i],

man nennt N(z) die Norm von z. Schreibt man z = z; + 296 mit 21,29 € Z, so ist
N(z) = 22+ 23 (es ist also N(z) = |z|?, wobei |z| der Betrag der komplexen Zahl z ist,
also der Abstand des Punkts [21, 23] € R? vom Ursprung). Natiirlich gilt: Genau dann
ist N(z) =0, wenn z = 0. Und es ist

N(z2') = N(2)N(2') fiir alle 2, 2" € Z][i]

(dies haben wir beim Beweisschritt (6) im Abschnitt 6.1 verwendet).

Wir betrachten im folgenden den Ring Z[i]. Wenn also ring-theoretische Begriffe
verwendet werden (wie “invertierbares” Element, “Prim-Element” usw, so ist gemeint:
invertierbar in Z[i] bzw. Prim-Element in Z[i], usw. Da Z[i] ein nullteilerfreier kom-
mutativer Ring ist, hat man in Z[i] den Teilbarkeits-Begriff zur Verfiigung (z|z" genau
dann, wenn es 2z mit zz"" = 2’ gibt).

Wichtig: Sind a,b € Z und gilt alb in Z[i], so gilt alb in Z (die Umkehrung gilt
auch, ist aber trivial). Beweis: Sei alb in Z[i]. Es gibt also z € Z[i] mit az = b. Sei
Z = 21 + 291 mit 21,29 € Z. Dann ist b = az = a(z1 + 221) = az; + bzy, und demnach
stimmen die Realteile b und az; iiberein: es gibt also z; € Z mit b = az;.

Ganz wichtig ist auch folgende Regel: Aus z|2" in Z[i] folgt die Teilbarkeitsbezie-
hung N(z)|N(z"). Denn wenn z|2’ gilt, so gilt auch Z|z’, also N(z) = 2Z|2'2' = N(Z').
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6.2.1. Die invertierbaren Elemente in Z[i].

Lemma. FEs ist z in Z[i] genau dann invertierbar, wenn N(z) = 1. Es gibt genau
vier invertierbare Elemente, ndmlich 1, —1,1, —i.

Beweis: Sei z € Z[i] invertierbar, also etwa zz’ = 1 mit 2’ € Z[i]. Aus 2z’ = 1 folgt
1= N(zz') = N(2)N(7'). Da N(z),N(%') € Ny, folgt N(z) = 1. Ist z = 21 + 227 mit
21,72 € Z und gilt 1 = N(2) = 2% + 23, so ist offensichtlich z eines der vier Elemente
1,—1,4,—i. Und natiirlich sind diese Elemente in Z[i] invertierbar.

Man nennt z, 2’ assoziiert, wenn gilt: z|z’ und z’|z. Genau dann sind z, 2’ assoziiert,
wenn es ein invertierbares Element ¢ mit 2’ = ez gibt. Ist z # 0, so gibt es genau
vier zu z assoziierte Elemente, ndmlich z,iz, —z, —iz (hier haben wir die Elemente in
der Reihenfolge notiert, wie sie in der reellen Ebene durch Drehung um 90° um den
Ursprung (= Multiplikation mit ) auseinander hervorgehen:

Assozierte Elemente haben natiirlich die gleiche Norm, die Umkehrung gibt aber nicht!

6.2.2. Euklid’scher Algorithmus.
Satz. Sind a,b € Z[i] mit b # 0, so gibt es q,r € Z[i] mit

a=qgb+r und N(r) < N(b).

(der Beweis zeigt, dass man sogar N (r) < $N(b) verlangen darf).

Beweis: Da Q[i] ein Kérper ist, gibt es ¢ = ¢ € Q[i]. Sei ¢ = ¢ +czi mit ¢1, ¢z € Q.

Wir schreiben ¢; in der Form ¢; = ¢; + s;, dabei sei ¢; eine ganze Zahl und es gelte
|si] < 3 (ist ¢; — [¢;] < %, so nimm ¢; = |¢;], andernfalls nimm ¢; = [¢;] + 1). Sei
q=q1+ q2t, S = s1 + sot und r = sb. Es ist:

a=cb=(q+s)b=qgb+sb=qgb+r,

und

N(sb) = N(s)N(B) = (53 + 3N () < (2 + HN(B) = LN (b).

=

Folgerung 1. Je zwei von Null verschiedene Elemente in Z[:] haben einen grofiten
gemeinsamen Teiler (genauer: es gibt vier grofite gemeinsame Teiler, ndmlich eine Klas-
se assoziierter Elemente) (dabei nennt man ¢ einen griften gemeinsamen Teiler von
a, b, falls gilt: erstens, c|la und c|b; zweitens: aus d|a und d|b folgt d|c).
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Folgerung 2: Ist ¢ grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, so gibt es x,y mit
¢ = za + yb (Bezout).

Folgerung 3. Irreduzible Elemente sind prime Elemente. (a heifit irreduzible,
wenn a weder das Nullelement noch invertierbar ist, und wenn aus a = bc folgt, dass b
oder c¢ invertierbar ist; a heifit prim, wenn aus a|bc folgt a|b oder alc).

Folgerung 4. Der Ring Z[i] ist ein Ring mit eindeutiger Primfaktorzerleqgung
(also ein “faktorieller” Ring): Jedes Element, das weder Null noch invertierbar ist,
lasst sich als Produkt von Primelementen schreiben — und diese Faktorisierung ist im
wesentlichen eindeutig, denn fiir Produkte von Primelementen gilt: sind p;, ¢; Primele-
mente mit 1 <¢<rund1<j<sundp;---p, =¢q;---¢qs, s0 ist r = s und es gibt
eine Permutation o der Menge {1,2,...,r}, sodass p; und ¢, ;) assoziert sind, fiir alle
i.

Wahlen wir fiir jedes Primelement den Représentanten x = x1 + ixo mit 27 > 0
und x2 > 0 und nennen diese Menge P, so gilt: Die von Null verschiedenen ganzen
Gauf$’schen Zahlen entsprechen bijektiv den Paaren (e,v) wobei € eines der vier inver-
tierbaren Elemente ist und v: P — Ny eine Abbildung mit endlichem Trdger, und zwar
wird dem Paar (€,v) die Zahl €[] ,cp p*» zugeordnet.

6.2.3. Die Prim-Elemente.

Vorbemerkung: Ist N(z) = p eine Primzahl, so ist z Prim-Element. Denn aus
z=2'2"folgt p= N(z) = N(2')N(Z"), also muss eine der beiden Zahlen N(z’), N (z")
gleich 1 sein, und demnach muss 2’ oder z” invertierbar sein.

Beispiel 1: N(1 + i) = 2, also ist 1 + ¢ Prim-Element. Die zu 1 4 ¢ assoziierten
Elemente sind:

1+i, 1—i=—i(1+i), —14+i=i(1+1i), —1—i=—(1+1i).

Beispiel 2: Sei p =1 mod 4. Dann gibt es z, y mit 22 +y? = p, also N(z+iy) = p,
und auch N(x — iy) = p, also sind die Elemente = + iy, z — iy Primelemente. Die zu
x + 1y assoziierten Elemente sind

x4y, y—ir=—i(zx+iy), -—-y+iz=i(zx+iy), -—z—iy=—(z+1iy).
Die zu x — iy assoziierten Elemente sind

x—iy, —y—irx=—i(rx—1y), y+ix=ilr—1iy), —x+iy=—(x—1iy).

Sei p =3 mod 4. Es ist N(p) = p?. Sei p = 2’2" mit 2/, 2" € Z[i]. Es ist N(p) =
N(Z)N(2"). Ist N(2') = 1, so ist 2’ invertierbar. Ist N(2') = p?, so ist N(2") = 1, also
2" invertierbar. Und N(2’) = p geht nicht, da sich p nicht als Summe zweier Quadrate
schreiben lésst. In diesem Fall ist also p Prim-Element in Z[i].
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Wir haben viele Prim-Elemente gefunden. Wir zeigen nun, dass es keine weiteren
gibt:

Jedes Prim-Element z ist Teiler einer Primzahl. Beweis: Es ist 22 = N(z) € N.
Schreibe N(z) als Produkt p; ---p; von Primzahlen. Da z prim in Z[d] ist, ist z ein
Teiler einer dieser Zahlen p;.

Sei also z Prim-Element in Z[i], sei p Primzahl mit z|p. Es ist dann N(z)|N(p) =
p?, also entweder N(z) = p oder N(z) = p? (denn N(z) = 1 wiirde ja bedeuten, dass
z invertierbar ist).

Wir unterscheiden drei Fille fiir z = 21 + 925.

Fall 1. N(z) = 2. Aus 2? + 23 = 2 folgt natiirlich unmittelbar z1, z2 € {1, —1}, und
diese vier moglichen Elemente z sind alle assoziiert zu unserem Représentanten 1 + .

Fall 2. N(z) = p ungerade Primzahl. Da p Summe zweier Quadratzahlen ist, ist
p=1 mod 4. Es ist (21 +1i22)(21 — iz2) = 27 + 25 = p. Die beiden Faktoren 27 + izy,
21 — iz sind Primelemente, also ist dies die (eindeutige!) Primfaktorzerlegung von p:
jeder Primteiler von p im Ring der ganzen Gauf3’schen Zahlen ist assoziiert zu zy + iz
oder z; — 129.

Im folgenden Bild sieht man die Prim-Elemente z mit N(z) = 17.

Dass es genau 8 derartige Elemente gibt, folgt aus der eindeutigen Primfaktor-Zerlegung
in Z[i]: Zerlegt man p = 17 im Ring Z[i] in Primfaktoren, so gibt es nur zwei Faktoren
(und jeder dieser Faktoren hat vier assoziierte Elemente).

Fall 3. N(z) = p®. Aus 2z = N(z) = p? folgt, dass z ein Teiler von p? ist.
Da wir voraussetzen, dass z ein Primelement ist, folgt: z ist ein Teiler von p. Da z
und p die gleiche Norm haben, folgt: z ist assoziiert zu p, also ist z eine der Zahlen
p, —p,ip, —ip. Wére p =1 mod p, so konnten wir p als Produkt zweier Faktoren mit
Norm p schreiben, dann wére aber z kein Primelement. Also folgt: p =3 mod 4.

Wir haben also gezeigt:
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Satz. Die Menge P der Prim-Elemente [x,y] von Z[i] mit x > 0 und y > 0 besteht
aus
e dem FElement 1 + 1,
e den Elementen x + iy und y + iz mit 2 + y? = p, wobei p € N eine Primzahl ist
mit p =1 mod 4,
e den Primzahlen p € N mit p =3 mod 4.
Man erhdlt alle Prim-Elemente von Zli], indem man alle Elemente in Z[i] bildet,
die zu den Elementen in P assoziiert sind.

Im folgenden Koordinatensystem sind die Prim-Elemente z in Z[i] mit N(z) < 17
eingetragen (markiert durch e); die Einheiten sind durch o hervorgehoben).

6.2.4. Die Anzahl der ganzen Gauf’schen Zahlen mit fester Norm.

Fiir n € N sei v(n) die Anzahl der ganzen Gaufi’schen Zahlen mit Norm n, dies
ist gerade die Menge der Paare [r,y] € Z? mit 2% +y* = n (in der Literatur wird diese
Funktion oft mit 7 statt mit v bezeichnet).

Satz. Sein =2°-pi*---pS -q{l x -qft mit Primzahlen p; =1 mod 4 und ¢; = 3

mod 4. Dann ist

(n) = 4(e3 +1)---(es+ 1) falls alle f; gerade sind
M= 0 sonst.

Beweis. Dies folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung und unserer
Kenntnis der Primelemente: Wir betrachten also Zahlen z € Z[i] mit N(z) = n.
Wir schreiben z als Produkt von Primelementen, genauer: als Produkt einer Einheit
(dafiir gibt es vier Moglichkeiten) und Représentanten unserer Primelemente. Sei also
z = €21 - - - Zm; mit einer Einheit € und Repréasentanten zq, ..., zp,.

Esist n = N(2) = N(21) -+ N(zy,). Fiir jedes z; ist N(z;) = p oder N(z;) = p?,
jedem z; ist also eine Primzahl zugeordnet.

Ist diese Primzahl p = 3 mod 4, so ist N(z;) = p?. In der Faktorisierung n =
2¢-pit - pSe gyt - -q{ ‘ handelt es sich also um eine der Primzahlen der Form ¢;. Der
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zugehorige Exponent f; muss gerade sein, und % f; ist die Anzahl dieser Faktoren z;.
Hier gibt es keine Wahlmoglichkeit.

Fir p=1 mod 4 gibt es dagegen zwei mogliche Représentanten a, b mit Norm p.
Wir haben demnach fiir vorgegebenes e = e; genau e + 1 Moglichkeiten, um Produkte
von a und b mit Norm p° zu bilden, némlich a®, a®~ b, ..., ab"" !, be.

Beispiel. Gesucht seien alle Paare [z, y] € Z? mit 22 +y? = 347633 = 112-132-17
also alle Elemente z = [z, y] € Z[i] mit Norm N(z) = 347633 (da 17 =1 mod 4, gibt
es derartige Elemente z). Schreibe z = €z; - z; mit einer Einheit ¢ und Reprisentanten
z; der Prim-Elemente. Offensichtlich ist ¢ = 4 und wir kénnen annehmen N (z;) = 112,
N(z2) = N(z3) = 13, und N(z4) = 17. Demnach ist z; = [11,0]. Fiir 2o und z3 gibt
es die Moglichkeiten [2,3] und [3,2], fiir z4 gibt es die Moglichkeiten [1,4] und [4, 1].
Insgesamt sehen wir also, dass 21292324 eines der sechs Elemente

[11,0][2, 3][2, 3][1,4] = [-583, —88],
[11,0][2, 3][3, 2][1,4] = [-572, 143],
[11,0][3,2][3,2][1,4] = [-473, 352],
[11,0][2, 3][2, 3][4, 1] = [-352,473],
[11,0][2, 3][3,2][4,1] = [-143,572],
[11,0][3,2][3,2][4, 1] = [88, 583]

ist (die letzten drei Rechnungen hétten wir uns sparen kénnen, hier handelt es sich nur
um Ergebnisse, die durch Vertauschung von z und y aus den ersten drei Rechnungen
gewonnen werden kénnen). Also haben wir drei wesentlich verschiedene Darstellungen:

347633 = 882 + 5832 = 1432 + 5722 = 3522 + 4732

(durch Vertauschung und durch Ersetzung von x und y durch —x bzw. —y erhélt man
insgesamt 24 derartige Darstellungen). Entsprechend liefert unsere Formel (347 633) =
4(e1 +1)(e2 +1) =4-3-2 = 24; hier ist e; der Exponent von 13 und ez der Exponent
von 17.

Folgerung 1. Die zahlentheoretische Funktion %fy 1st multiplikativ.

Folgerung 2. Ist p eine Primzahl mit p =1 mod 4, so gibt es genau ein Paar
natiirlicher Zahlen x < y mit 2% + y* = p.

Folgerung 3. Besitzt n mindestens zwei verschiedene Primteiler p1,ps mit p; = 1
mod 4, und kann n als Summe zweier Quadratzahlen geschrieben werden, so gibt es
mehrere Mdglichkeiten!

Beispiel:
n=65=5-13=12+8% =424+ 7%
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6.2.5. Der Satz von Jacobi.

Satz (Jacobi). Es ist 1y(n) gleich der Differenz der Anzahl der Teiler d von n
mit d =1 mod 4 und der Anzahl der Teiler d von n mitd =3 mod 4

Beweis: Definiere eine Funktion a: N — Z durch

0 n gerade,
a(n) =< 1 falls n=1 mod 4,
-1 n =3 mod 4.

Diese Funktion ist multiplikativ (sogar stark multiplikativ) — wir kennen sie schon, es

ist dies gerade der Restklassencharakter oo = X§4)~

Also ist auch die summatorische Funktion § = a * U multiplikativ. Es ist

sy =3, o).

dies ist also die Differenz der Anzahl der Teiler d mit d = 1 mod 4 und der Anzahl
der Teiler d mit d =3 mod 4.

Zu zeigen ist demnach:

(e1+1)---(es+1) falls alle f; gerade sind
o(n) =
0 sonst.

Wegen der Multiplikativitdt von 6 (und der Funktion, die rechts notiert ist), braucht
man die Formel nur fiir Primzahlpotenzen n = p® zu beweisen. Sei also p eine Primzahl.
Es ist
0(p°) = (1) + alp) + - - + (p©).

Fiir p = 2 steht hier 14+0+---4+0 = 1. Fiir p = 1 mod 4 ist jeder Summand a(p*) = 1,
also 0(p¢) = e+ 1. Fir p=3 mod4ist a(l) + a(p) + - +a(p®)=1—-1+1—---
mit insgesamt e + 1 Summanden; also §(p¢) = 1 falls e gerade und §(p°) = 0 falls e
ungerade. Damit ist der Satz bewiesen.

6.3. Summen von vier Quadratzahlen.

Satz (Lagrange 1770). Jede natiirliche Zahln lisst sich als Summe der Quadrate
von vier ganzen Zahlen schreiben.

Beweis. Kern des Beweises ist wieder der Spezialfall, dass n = p eine Primzahl ist.
Denn es gilt auch hier eine Multiplikativitéits-Aussage:

Lemma. In jedem kommutativen Ring R gilt
4 4 4
2 2 2
(Zizl Ly ) (Zizl Yi ) :(Zizl %yz)
+ (—21y2 + Toy1 — T3Ys + T4y3)?
+ (—21y3 + T3y1 — Toys + Tay2)?
+ (—21Ys + Tay1 — T2y3 + T3Y2)?
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Beweis: Nachrechnen (fiir R = R handelt es sich um eine Regel fiir das Arbeiten mit
Quaternionen).

Wir betrachten also den Fall, dass n = p eine Primzahl ist. Wegen 2 = 12 + 12 +
0% + 02 koénnen wir annehmen, dass p ungerade ist. Als erstes zeigen wir:

Ist p ungerade Primzahl, so gibt es ganze Zahlen x1,xo mit 0 < x; < % und ein
a mit 0 < a < p, sodass gilt:
22+ 22+ 1= ap.

Beweis: Die Restklassen modulo p der Quadratzahlen

2 12 p—1\2
0%, 1%, ..., (55°)
sind paarweise verschieden; multiplizieren wir diese Zahlen mit —1 und addieren jeweils
—1, so erhalten wir

0% -1, =12 -1, ..., —(&2)° -1,

auch deren Restklassen modulo p sind paarweise verschieden. Wir haben hier jeweils
% +1= % Elemente notiert, insgesamt bilden wir also p + 1 Elemente in Z/p. Es
gibt aber nur p Restklassen modulo p.

Wir sehen, dass mindestens ein Element der ersten Reihe zu einem Element der
zweiten Reihe kongruent sein muss, etwa 22 = —23 — 1 mod p, also 22 + 23 +1 =0
mod p.

Es gibt also a € Z mit 27 + 23 + 1 = ap. Die linke Seite ist positiv, also ist a > 1.
Wegen 0 < z; < % fiir i = 1,2 und auch 1 < %, gilt

a3 +a3+1<2- ()2 +1<p

Alsoist 0 < a < p.

Beweis des Satzes von Lagrange fiir n = p eine ungerade Primzahl. Wir haben
gerade gesehen, dass es ganze Zahlen x1,xs, 3,24 und 0 < a < p gibt mit

(%) a3 + a5 + a3 + 23 = ap.

Wir behaupten, dass a = 1 das kleinste derartige a ist. Wir zeigen namlich: Gilt die
Gleichung (x) fir ein 1 < a < p, so gibt es 1 < a’ < a und ganze Zahlen y; so dass
qgilt:

yi+ys +ys +yi=alp,

(es gibt also wieder einen Abstiegs-Algorithmus).
Beweis: Sei also 1 < a < p und z% + x3 + 23 + 23 = ap.

Fall 1: a sei ungerade (hier imitieren wir den zweiten Beweis von 5.1.2.) Wir

betrachten Restklassen modulo a, und zwar wéhlen wir jeweils betragsméfig kleinste

Représentanten, also wihle z; mit z; = x; mod a und |z| < §, fir i = 1,...,4. Weil
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a ungerade ist, gilt sogar |z;| < 4. Wiren alle z; durch a teilbar, so wire ap = Y a7
durch a? teilbar, also a|p. Aber p ist eine Primzahl und 1 < a < p. Dies zeigt, dass
mindestens eine der Zahlen x; nicht durch a teilbar ist, also ist mindestens eine der
Zahlen z; von Null verschieden. Wir erhalten

4 2 a? 2
O<Zi:121 < 4Z:a .

Andererseits ist .

E 7;—12"25 E i_lx?:apz() mod a,

4
Z, lzgza'a mit 1 < ad’ < a.
1=

und damit ist
3
Die Multiplikativitit der Summen von vier Quadraten liefert:
4 4 4
roo_ 2 2\ _ 2
w-da= (Y @)X 2= nm)
+ (=120 + 2021 — T324 + 2423)*
+ (=123 + 2321 — T2y + 2422)*
+ (—T124 + 2421 — To23 + 96322)2
Alle vier Zahlen, die rechts quadriert werden, sind, wie wir zeigen werden, durch a
teilbar. Modulo a kénnen wir jeweils z; durch x; ersetzen. Fiir das erste Element gilt:
4 4
Zi:l T2 = 21:1 r;x; =ap=0 moda
Fiir das zweite:
—T129 + X021 — X324 + Ty23 = —X1To + Tox1 — X374 + x4x3 = 0 mod a,
und entsprechend fiir das dritte und vierte. Schreiben wir also alle vier Elemente als

Vielfache von a:

4
E Xz = ayr
=1

—X122 + X221 — X324 + X423 = AlY2
—T123 + X321 — ToZs + Xa2o = ay3

—T124 + Ta21 — 223 + L322 = QY4
so erhalten wir
ap-a'a = (ay1)? + (ay2)® + (ays)* + (ays)® = a®(yi + 3 +y35 +v3).
Wir teilen durch a? und erhalten

ap=yi+ys+y;+y;
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Fall 2 (der einfachere Fall): a sei gerade. Weil a gerade ist, sind entweder 0, 2
oder 4 der Zahlen z; gerade. Wir kénnen daher annehmen dass gilt: ;1 und =5 sind
entweder beide gerade oder beide ungerade, und auch x3 und x4 sind entweder beide
gerade oder beide ungerade. Also sind die Zahlen x1 + 2, 1 — x2 und x3+ x4, T3 — 24
gerade. Setze

y1 = 3(x1+32), y2=3(x1—22), ys=3(@3+24), ya=3(w3— 74)
Es ist
Yi +ys +ys +ui = gt ae)? + g - 22)? + g (e +2a)? + g (s — @)’
= 1(2% + 23 + 23 + 23)
= zap=ad'p

D[

mit a’ =



