&1 ELEMENTARE ZAHLENTHEORIE

8. Farey-Folgen.

Die Menge F,, der rationalen Zahlen % mit 1 <b<nund 0 <a < b (zusammen

mit der Ordnung <) nennt man die n-te Farey-Folge, zum Beispiel ist
_f0_1_1_1_2_1_3_2_3_4_1

Offensichtlich gilt: 7y = {¥, 1}, also |F| = 2. Ist n > 2, so ist |Fy,| = |Fuo1] + é(n).
Also ist

[Fn) =1+ o(a).

Gehéren die Briiche ¢ < § zu F,, und gibt es kein x € F,, mit § < x < £, so nennen
wir ¢ < & Farey-Nachbarn (falls notwendig, mit dem Zusatz: in F,).

8.1. Lemma:
(a) Aus ¢ < < g (mitb,y,d€N) undbc—ad=1 folgt y > b+d.

(b) Gilt § < § (mitb,d € N) so ist
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(c) Sind § < § Farey-Nachbarn in F,, so ist b+d > n.

Beweis von (a): Aus § < % folgt ay < bx, also bx —ay > 1. Aus ;< ¢ folgt
xd < yc, also yc — xd > 1. Wir sehen daher:

y = y(bc — ad) = ybc — yad
= ybc — xbd + xbd — yad = b(yc — xd) + d(xb — ya) > b+ d.

Beweis von (b): ¢ < ¢ liefert ad < be. Also ist a(b+d) < b(a+c) und (a+c)d < c(b+d).
Beweis von (c): Seien ¢ < § Farey-Nachbarn in F,,. Wire b+d < n, so wére auch

ZI;{: in F,. Aber nach (b) liegt ZI;{: zwischen ¢ und &, Widerspruch.

8.2. Satz. Seien 0 < ¢ < 3, geschrieben in gekiirzter Form. Genau dann sind
dies Farey-Nachbarn (fir ein n), wenn gilt bc — ad = 1.

Beweis: Seien § < ¢ Farey-Nachbarn in F,,. Nach Vorausetzung ist (a,b) =1, also
gibt es eine Losung der Bézout’schen Gleichung bz — ay = 1. Mit [z, y] sind auch die
Paare [z + ta,y + tb] Losungen, man kann daher voraussetzen, dass n —b < y < n gilt.
Wegen n — b > 0 ist y > 0, also auch x > 0, denn bz — ay = 1. Also haben wir x,y
gefunden mit x > 0,0 <n—b<y <nund bxr —ay = 1.

Betrachte den Bruch % Aus bx — ay > 0 folgt bz > ay, also § < %

Wiire § < 7, so wenden wir 8.1.(a) auf § < § < ¥ und erhalten d > b +y. Aber
wegen ¢ € Fpund n—b<ygiltd <n<b+y. Wicferspruch. Also gilt ¢ < % <
und y < n. Wir haben also drei Briiche in F,, vor uns. Da nach Voraussetzung ¢,
Nachbarn sind, folgt % = 3.

Also x = ¢,y = d und demnach bc — ad = bx — ay = 1.

Qloale
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Sei nun umgekehrt bc — ad = 1. Sei n das Maximum von b und d. Nach Definition
gehoren dann ¢ und § zu F,,. Wiren sie keine Farey-Nachbarn in F,,, so giibe es einen
Bruch % in F, mit § < % < ¢. Aus 8.1 (a) folgt y > b+d, aber b+d > n, Widerspruch.

a+c

td die Mediante von

8.3. Sind § < ¢ Farey-Nachbarn, so nennt man 33

C

Folgerungen 1. Seien ¢ < < gekiirzte Farey-Nachbarn (und gekiirzte Briiche).

b S d

Dann gilt:

(a) Sowohl § < Zig als auch gifl < ¢ sind Farey-Nachbarn.

(b) Esist < — ¢ = L.

(c) Esist (b,d) = 1.

(d) Ist § < § < § und sind auch § < ¥ und ¥ < § Farey-Nachbarn, so ist
x _ atc
y — b+d

Beweis: (a) Aus bc—ad = 1 folgt sowohl b(a+c¢) —a(b+d) =1 als auch (b+d)c—
(a+c)d = 1.
(b) c a __ bc—ad __ 1

d~ b~ " bd b
(c¢) Aus be — ad = 1 folgt, dass b, d teilerfremd sind.

’ m . -
(d) Wir kénnen annehmen, dass auch , €in gekiirzter Bruch ist. Nach Vorausset
x

zung sind ¢ < & und auch $ < g Farey-Nachbarn in 7, Wegen 8.1.(a) ist y > bd,

atc ;u F, gehort. Wir vergleichen % und &*e

also sehen wir, dass auch die Mediante

b+d b+d"

Fall 1: zjr'g < % Die Definition der Farey-Nachbarschaft in F, besagt nun gerade: aus
. b b .

7 < gig < % folgt Zig =Z Fall 2: £ < ngid, also % < ngid < 5. Wieder verwenden

wir die Farey-Nachbarschafts-Definition, diesmal erhalten wir einen Widerspruch.
Es sollte betont werden, dass durch (2) die Mediante charakterisiert wird!

Folgerung 2. Sei 0 < % < 1 ewn gekiirzter Bruch. Dann gibt es Farey-Nachbarn

7 << mitbd<y, sodass qilt: v =a+c, y=>b+d.

Beweis: Der Bruch % gehort zu F, und wegen F; = {0 < 1} ist y > 1. Seien ¢ < %
und % < & Farey-Nachbarn in Fy. Wegen Folgerung 1 (c) ist b < y und d < y, also

a

gehdren ¢ und ¢ zu F, 1. In F, 1 miissen aber 7 < < Farey-Nachbarn sein. Demnach

sind wir in der Situation von Folgerung 1 (d) und sehen: ¥ = pte.

Folgerung 3. Betrachten die Farey-Folge:

[ (Q=D0 D1 ... Pt _
Fp={0=0<B <. <P =1}

FEs ist
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Beweis: In Folgerung 1 (b) haben wir gesehen: % - Zi—: = qi_llqi' Also sehen wir:

t

Z 1 :i(ﬁ_@):ﬁ_@:1_0:1.

- i1 q  dqo

8.4. Lemma. Sei m € N wvorgegeben, sei 0 < a < 1 irrational. Dann g¢ibt es
Farey-Nachbarn § < § (gekiirzt) mit § < a < § und sowohl b > m, als auch d > m.

Betrachte die Zahlen |a — 2[ mit £ € 7, und bilde ihr Minimum e. Es ist € > 0,
denn F,, ist endliche Menge und « ist nicht rational. Wéhle eine natiirlliche Zahl
n > %, also % < e In F, gibt es Farey-Nachbarn § < ¢ mit § < a < §. Da F, alle
Zahlen % mit 0 < u < n enthélt, ist der Abstand zweier benachbarter Zahlen in F,,
hochstens 1, daher ist |0 — %] < L und auch |a — £| < 1. Wegen 1 < ¢ sehen wir:
weder ¢, noch & gehort zu Fy,, also b > m, d > m.

8.5. Satz von Hurwitz. Ist a € R irrational, so gibt es unendlich viele Briiche
a
5 mat

\a—g\<
b

Beweis: Es reicht, den Satz fir 0 < a < 1 zu beweisen. Seien § < ¢ Farey-

Nachbarn in F,, mit 7 < a < 3. Betrachte die Mediante ate VWir zeigen: Mindestens
a ¢ atc

btd-
eine der drei Zahlen ¢, g, 377 kann fiir die Behauptung des Satzes gewéhlt werden.

Wenn nicht, dann gilt:

1

(1) S R
c 1
(2) a2
a+tc 1
() =5l 2 o

Die Summe der ersten beiden Ungleichungen (2) und (1) liefert

b= (% + &)

c
bd d

a _ ¢ _ _a
p=q ata—g5 =2

Sl
ot
oS

Fall 1: ¢ < a. Statt (3) haben wir dann sogar

/ a+c 1
(3) O~ 55 Z Frap

Addieren wir die Ungleichungen (2) und (3’), so erhalten wir wie eben:

1 1 1
brd)d 2 ﬁ(—(bmﬂ + )
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Fall 2: ZT+§ > «, also

(37) bra O

1
= V5(b+d)?
Diesmal addieren wir (3”) und (1) und erhalten
1 1 1 1
wrap = 2 75 (Grae T o)
In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch, wegen des folgenden Lemmas:

Lemma. FEs gibt keine natiirliche Zahlen x,y mit

Lo hhed) md oyl od)
Beweis: Die beiden Ungleichungen liefern:
Vozy > 2% + y? und Voz(z+y) > 22 + (x4 y)? = 202 + 22y + 2
Addition ergibt
V522 4+ 2v5xy = V5(2? + 2zy) > 322 + 22y + 242,
Wir multiplizieren mit 2 und verschieben die linkte Seite nach rechts:
0> —2v5z% — 4\/5xy + 622 + dzy® + 4>
= 4y? — 4(V5 — Day + (5 — 2v5 + 1)z?
= (2y — (V5 - 1).90)2.

Daraus folgt: 2y — (v/6 — 1)z = 0, und demnach /5 = 2% + 1. Aber /5 ist nicht
rational!

Wegen Lemma 8.4 wissen wir, dass b und d (und damit auch b + d) beliebig grof3
gewahlt werden kénnen. Damit ist der Satz bewiesen.

a

Bemerkung. Sucht man zu einer irrationalen Zahl « rationale Zahlen § mit

la — ¢| < 7, so braucht man nur Lemma 8.4: Dies liefert Farey-Nachbarn % < <
(gekiirzt) mit ¥ < o < § und b > n,d > n. Bilde die Mediante Zig'

Ist a < Zj_’;, so liegt o zwischen ¢ und ZT+§' Es ist Zj_’g -7 = m < b%. Also
ist o — ¢ < .

Ist dagegen o > Z%’g, so betrachtet man entsprechend das Intervall zwischen Zj_'s

c : . c 1
und § und sieht: |a — S| < 5.

8.6. Zusatz. Die Konstante % im Satz von Hurwitz ist best-mdglich. Es gilt

nimlich die folgende Aussage: Ist 0 < § < ==

N gibt es irrationale Zahlen o, sodass
es nur endlich viele rationale Zahlen % mit

oo — & < 65z
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gibt (zum Beispiel gilt dies fiir o = 1+2\/5).

Beweis: Sei |% — 4] < 4. Setzen wir v = b(a — 2 — £\/5), so ist

b [
Iyl =bla—§ —5VB| =152 — 4| <4,
Die v definierende Gleichung schreiben wir um:
b _ b
a—3=3V5+7

und quadrieren sie:
2
a? —ab+ %bQ = %bQ—I—'y\/g—I— iz

also )
a2 —ab—b2=~V5+ iz

Die linke Seite kann nicht Null sein, denn sonst wére ¢ eine Nullstelle des Polynoms

X? — X — 1, aber dessen Nullstellen sind 112\/5, also nicht rational. Daher ist

1< B+ 4| < hVE+2%& < v+ %,
also

1-6V5 < g—j

Wir setzen 6 < % voraus, also 6v/5 < 1, daher ist 0 < 1 — §v/5. Wir erhalten

b2<L
1-6V5

Wir sehen also: b ist betragsméflig beschrankt: es gibt also nur endlich viele mégliche
b und demnach auch nur endlich viele mogliche Briiche 7.

8.7. (a) Den Satz von Hurwitz 8.5 kénnen wir folgendermafien umformulieren: Ist

a € R irrational, so gibt es unendlich viele ¢ sodass o in jedem Intervall

]2_; E_L{
b 52’ b /512
liegt.

(b) In 8.6 haben wir gesehen: Ist v > /5, so gibt es irrationale Zahlen «, die nur

in endlich vielen Intervallen
a 1 a 1 {

TN

liegen.
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(c) Fiir v = 4 gilt sogar:
Satz. Die Zahl %\/ﬁ liegt in keinem der Intervalle
a 1 a 1

b a2 Al
mit a € Z,b € N.

Beweis: Angenommen, es gibe a € Z,b € N mit

a 1 1 a 1
LRI B/ R
s < V2 < 3t

Mutliplikation mit b liefert

1 1 1
S — =2 —.
a m < 2\/_b < a—|—4b

Offensichtlich muss a positiv sein (wegen der zweiten Ungleichung). Die linke Unglei-

chung liefert a < (%\/ﬁ + %)b < b, denn %\/ﬁ ~ 0,707.

Da a positiv ist, ist 1 < 4ab, also ﬁ < a. Demnach handelt es sich hier um

Ungleichungen mit drei positive Zahlen, durch Quadrieren erhalten wir entsprechende
Ungleichungen:

a 1
T T A L TR T
Wir subtrahieren a? und multiplizieren mit 2:
a 1 9 9 a 1
o TEp SV s g
Wegen a < b sehen wir
—1<—g<—g—|-i und g-i—i<g—|-1<1
b b 8b%’ b 8b2 b b~

Insgesamt erhalten wir
-1 <b*—2a* < 1.
b2

Da b? — 2a? eine ganze Zahl ist, ist b — 24 = 0, also oz = 2. Dies widerspricht aber
der Trfrationalitéit von /2.
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