Aufgabe 12.1

Die einfachste (wobei hier einfach leider nicht fiir kurz steht) Moglichkeit, sich die Struktur zu iiberlegen,
die die Quadratzahlen haben miissen, ist, die Multiplikationsstruktur zu benutzen, die auf den sogenannten
Cayley-Zahlen (oder Oktonionen) O gegeben ist. Diese kann man sich veranschaulichen als 8-dimensionalen,
reellen Vektorraum mit Basis (1,1, J, K, L, M, N, O), wobei die Basiselemente einer bestimmten Multiplika-
tionsrelation gehorchen (dhnlich wie die komplexen Zahlen einen 2-dimensionalen, rellen Vektorraum mit
Basis (1,1) und Struktur I? = —1 bilden). Die Struktur auf den Cayley-Zahlen ist definiert durch

P=7P=K=L*=M?>=N?*=0%=-1
I=JK=LM=0ON=—-KJ=-ML=-NO
J=KI=LN=MO=-IK=—-NL=-0OM
K=IJ=LO=NM=—-JI =-0OL=—-MN
L=MI=NJ=0OK=—-IM=—-JN =—-KO
M=IL=0J=KN=—-LI=-J0O=-NK
N=JL=I0=MK=—-LJ=-0I=—-KM
O=NI=JM =KL =—IN=-MJ=-LK

wobei einige dieser Angaben redundant sind. Offensichtlich definieren diese Regeln keine kommutative
Multiplikation (sie ist noch nicht einmal assoziativ), aber #hnlich wie auf komplexen Zahlen kann man auf
den Cayley-Zahlen eine Norm definieren. Ist

X =x1 + a9l +23J + 24K + 5L + 26 M + 27N + 250

eine Cayley-Zahl mit z; € R, so ist die konjugierte Cayley-Zahl (analog zur komplexen Konjugation)
gegeben durch B
X = xr1 — .232] — $3J — .’E4K — $5L — xﬁM - .Z‘7N - .1‘80.

Die Norm von einer Cayley-Zahl erhiilt man mittels

— 1
N(X):=XX =2 +25 + 23 +2] +23 + 25 + 25 + 23,

mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass A" multiplikativ ist, d.h. sind X,Y € Q, so gilt
NXY)=N(X)N(Y). (1)
Diese Identitét soll in der Aufgabe gezeigt werden, denn die rechte Seite entspricht
N XN (V) = (2 + 23 + 25 + 27 + 25 + 2§ + 27 +25) (v + 93 +v5 + i + 95 + 05 +v7+3)

nach Definition und damit dem Produkt von zwei Elementen aus der Menge auf dem Aufgabenzettel
(dort sind die z;, y; € R, wihrend diese in den Oktonionen aus R stammen - dies &ndert jedoch die folgende
Rechnung nicht). Um die Gleichheit (1) zu zeigen, multiplizieren wir zunéichst zwei Cayley-Zahlen X, Y. Dazu
seien die z;, y; € R. Wir nutzen, dass R kommutativ ist und wenden sofort die Multiplikationsrelationen an
(dabei ist auf die Reihenfolge zu achten; beispielsweise ist IJ = —JI), um Produkte von zwei Basiselementen
als ein Basiselement auszudriicken.

XY = (21 + 2ol + 23] + 24K + 5L + 26 M + 27N + 230) (y1 + y2I + y3J + ya K + ysL + ye M + yz N + yg0)

(
= (T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — TaYa — TsY5 — TeYe — T7Y7 — TsYs)
T1Y2 + ToY1 + T3Ys — Tayz + TsYe — TeYs — TryYs + TeYr) -
T1ys — Loy + T3y1 + Tayz + Tsyr + TeYs — T7Ys — T8Ys) -
T1Y4 + ToYs — T3Y2 + Tay1 + TsYs — TeYr + T7Ye — T8Ys) -
T1Ys — TaYe — T3Y7 — Tals + Tsy1 + Teye + T7ys + TeYa) -
T1Y6 + ToYs — T3Ys + TaYr — TsY2 + TeY1 — Trya + TgY3) -
+ (21y7 + T2ys + T3Ys — TaYe — T5Y3 + TeY4 + Try1 — TY2) -

)

+ (x1Yy8 — T2y + T3Ye + Tays — TsYs — TeyYz + TrY2 + Ty
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I Nachrechnen!



Darauf wenden wir nun die Norm an und erhalten
2
N(XY) = (z1y1 — Toy2 — T3Y3 — TaYa — T5Ys — TeYe — T7Y7 — T8Ys

T1Y2 + Tay1 + T3Ys — T4Y3 + T5Ye — TeYs — TrYs + TsYr ?

[ V)

T1Y3 — TaY4 + T3Y1 + TaY2 + Ts5Y7 + TeYs — T7Ys — TsYe

[ V)

[\

T1Ys5 — T2Y6 — T3Y7 — TaYs + TsY1 + TeY2 + T7Ys + Tsys

T1Ye6 + T2Ys — T3Ys + TaY7r — TsY2 + TeY1 — T7Ys + T8Y3 ?

™)

(
(
(T1Ya + T2y3 — T3Y2 + Tay1 + TsYs — TeY7 + TrYe — T8Ys
(
(
(

T1Y7 + Toys + T3Ys — TalYe — T5Y3 + TeYa + TrY1 — TglY2
2
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(T1ys — Tay7 + 3Ys + Tays — TsYs — TeyY3 + TrY2 + Ty
= oty + a3yt + 23y} + alyi + eyl + agyl + atyl + agyl
+atys + a3ys + 23ys + 23y5 + a3ys + 2dys + 27ys + 13ys
+xiys + w33+ T3Ys + RYE + 3Ys + gys + 2Tyl + a3yl
+atyl + xhyd + afyl +adyl + eyl +agyl + oyl +adyd
+ 23 + w33 + T3Y3 + iyE + 23Y5 + 2gys + 2tys + 23yl
+xiyg + T3s + T3Ys + Tivs + T3vE + wavs + 276 + v3vs
+atyF + a3y + 23yr + 2iyF + adys + 2dyr + 2yt + adyr
+xiys + T3ys + T3Ys + TRYE + T3UE + waYE + 278 + w3yd
= (e} + a3 +ai+ 2] +ad+ad+a?+2d) (i +ys +y3+yl+yE s+ yetd)
— N (X)N (V)

was sofort die Gleichung (1) und die Abgeschlossenheit der Menge in der Aufgabe liefert.



